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RESUMEN 

La cinética de crecimiento de la Arthrospira Platensis depende fuertemente 

de la interacción entre la dinámica de fluidos en el fotobioreactor, el 

transporte de luz solar por radiación desde el exterior y distribución de luz al 

interior del fotobioreactor. Estos fenómenos describen la dinámica de 

funcionamiento del fotobioreactor, y antes del diseño y construcción del 

equipo, deben ser modelados y simulados para comprender su interrelación. 

En la presente investigación se abordó esta temática. En primer lugar, se 

describió la dinámica de interacción entre el agua líquida y el aire gaseoso 

dentro del equipo, considerándolos como un fluido bifásico disperso. Luego, 

se planteó el modelo de transferencia de luz solar por radiación que incide 

en el exterior de las superficies, y la ecuación de transporte radiativo que 

permite determinar la distribución de luz solar al interior del reactor, en 

función de los datos de irradiancia solar de la localidad de Pedernales en 

Ecuador. También se desarrolló un modelo cinético que permite predecir el 

crecimiento de la cianobacteria en cuestión en función del campo de 

irradiancia solar. La simulación numérica de estos modelos se llevó a cabo 

en el software ANSYS WORKBENCH 15.0. Con la solución numérico se 

observó que el crecimiento de esta cianobacteria se encuentra en una zona 

de saturación lumínica bajo la irradiancia de Pedernales. Para probar la 

estabilidad de los modelos, se desarrolló una simulación en estado 

transitorio y se probó que los residuales cumplen el criterio de ANSYS para 

la convergencia. 
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ABSTRACT 

The growth kinetics of Arthrospira platensis strongly depends on the 

interaction between fluid dynamics in the photobioreactor, transport sunlight 

radiation from the outside and light distribution within the photobioreactor. 

These phenomena describe the dynamics of operation of the 

photobioreactor, and before the design and construction of equipment this 

interaction must be modeled and simulated. In this research this subject was 

discussed. First, the dynamics of interaction between liquid water and 

gaseous air inside the equipment, considering them as a disperse two-phase 

fluid is described. The sunlight radiation that strikes the outside surfaces was 

calculated using Pedernales radiation data, and the radiative transfer 

equation was solved for determining the distribution of sunlight into the 

reactor. A kinetic model to predict the growth of cyanobacteria in question 

depending on the field of solar irradiance was also developed. The numerical 

simulation of these models was carried out in the ANSYS WORKBENCH 

15.0 software. The numerical solution was observed that the growth of this 

cyanobacterium is in a saturation zone light under Pedernales irradiance. To 

test the stability of the models, a transient simulation was developed and 

tested that residual meet the criteria for convergence ANSYS.      

 

KEYWORDS:  

 MODELING  

 SIMULATION 

 PHOTOBIOERACTOR 

 SPIRULINA PLATENSIS 

 SOLAR RADIATION 

 

 

  



xxii 

 

INTRODUCCIÓN 

“Desarrollo de un modelo matemático de un fotobioreactor solar de 

placa plana para la producción de Spirulina Platensis” 

Las cianobacterias son microorganismos fotosintéticos que se encuentran 

tanto en lagos y lagunas de agua dulce como en los mares y océanos. Para 

su supervivencia, al igual que las plantas terrestres, necesitan de la luz solar 

para desarrollar el proceso de fotosíntesis. Al estar estos microorganismos 

inmersos en un medio acuático, tienen un eficiente acceso a este recurso, 

así como al dióxido de carbono y nutrientes, convirtiendo eficientemente la 

luz solar en biomasa(John, Anisha, Nampoothiri, & Pandey, 2011). Estos  

microorganismos pronto se convertirán en uno de los recursos renovables 

más importantes debido a (Campbell & Duncan, 1997): 

 Una conversión protónica eficiente (aproximadamente del 3 al 8% en 

contra del 0,5% de las plantas terrestres) lo que representa elevados 

rendimientos en biomasa por hectárea, así como altas tasas de 

crecimiento. 

 Una alta capacidad de captura de dióxido de carbono. 

 Estos microorganismos son capaces de crecer en un medio líquido, y 

pueden crecer en agua salada, lo que permite ahorrar el consumo de 

agua dulce. 

 Pueden utilizar nitrógeno y fósforo de una variedad de fuentes (aguas 

residuales industriales, municipales, provenientes de tratamientos 

agrícolas, etc.) proveyendo el beneficio adicional de la 

bioremediación. 

 Para su cultivo, se puede utilizar espacios que no son útiles desde el 

punto de vista agrícola (por ejemplo, desiertos) evitando de esta 

manera la competencia con tierras destinadas a la agricultura.  

 Su producción no es estacional, lo que da la ventaja de poder 

cosechar el cultivo en todo el año. 

 No se necesita el uso de fertilizantes o pesticidas para su cultivo. 
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En las pasadas dos décadas, la cianobacteria Spirulina Platensis, también 

denominada como Arthrosphira Platensis, ha sido el foco de interés de 

muchos investigadores debido a su importancia comercial (Kebede & 

Ahlgren, 1996). En el campo alimentario, su valor radica en la gran cantidad 

de nutrientes que contiene, como aminoácidos, proteínas, carbohidratos, 

ácidos grasos omega, vitaminas, minerales y otros, convirtiéndolas en un 

suplemento alimenticio, ya sea en polvo, encapsulado, en tabletas, pastas 

para sopas, salsas, barras de cereales, bebidas de frutas u otros (Ramírez & 

Olvera, 2006). 

En el campo energético, el cultivo de cianobacterias ha recibido una 

especial atención en las áreas de producción de biodiesel (Chisti, 2008), 

producción de biohidrógeno (Berberoglu, Yin, & Pilon, 2007), biomasa 

proveniente de algas para la combustión (Bruhn et al., 2011), digestión 

anaeróbica para producir gas metano (Yen & Brune, 2007), y remoción de 

dióxido de carbono de los gases de combustión (Chiu et al., 2011). 

 

Las cianobacterias en general, han sido cultivadas en sistemas abiertos 

(piscinas) y en sistemas cerrados (fotobioreactores). A continuación se 

presentan algunas características de estos sistemas (Ugwu, Aoyagi, & 

Uchiyama, 2008): 
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Tabla i 
Sistemas de cultivo para cianobacterias 

Sistema de cultivo Ventajas Desventajas 

Abierto 

Estanques 

Relativamente 
económico, fácil de 
limpiar después del 
cultivo, bueno para 
cultivos en masa. 

Poco control de las 
condiciones de 
cultivo, dificultad de 
crecimiento de los 
cultivos de 
cianobacterias para 
periodos largos, 
pobre productividad, 
ocupa largos 
espacios de terreno, 
limitado a pocas 
especies, los cultivos 
son fácilmente 
contaminados. 

Raceway 
Puede ser operado 
en un modo continuo 

Elevadas relaciones 
área/volumen, 
requiere elevadas 
potencias del 
agitador para evitar 
que el cultivo de 
cianobacterias 
precipite 

Cerrado 

Fotobioreactores 
de columna 
vertical 

Elevadas tasas de 
transferencia de 
masa, buen 
mezclado, bajo 
consumo de energía, 
alto potencial de 
escalabilidad, fácil 
de esterilizar, 
fácilmente 
temperado, bueno 
para inmovilización 
de algas, reducida 
fotoinhibición y 
fotooxidación. 

Baja área superficial 
iluminada, su 
construcción requiere 
materiales 
sofisticados, los 
cultivos sufren 
esfuerzos cortantes. 

Fotobioreactores 
de placa plana 

Gran área superficial 
iluminada, seguro 
para cultivos puertas 
afuera, bueno para 
inmovilización de 
algas, buen camino 
de luz (espesor del 
fotobioreactor hasta 

Su escalado requiere 
muchos 
compartimientos y 
refuerzos 
estructurales, 
dificultad para 
controlar la 
temperatura de 
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donde la luz puede 
penetrar), buenas 
productividades de 
biomasa, 
relativamente barato, 
fácil de limpiar, 
fácilmente 
temperado, baja 
acumulación de 
oxígeno. 

cultivo, algún grado 
de crecimiento en las 
paredes, posibilidad 
de esfuerzos 
cortantes para 
algunos tipos de 
cianobacterias. 

Fotobioreactores 
tubulares 

horizontales 

Gran área superficial 
iluminada, seguro 
para cultivos puertas 
afuera, 
productividades en 
biomasa bastante 
buenas, 
relativamente barato. 

Gradientes de pH, 
oxígeno disuelto y 
CO2 a lo largo de los 
tubos, 
ensuciamiento, algún 
grado de crecimiento 
en las paredes, 
requiere un gran 
espacio de terreno. 

 
Fuente: Ugwu et. Al 2008 

 
A continuación se muestran algunos de estos sistemas de cultivo en la 

Figura 0.1 (Bitog et al., 2011): 

 
Figura i Diferentes tecnologías de cultivo de microalgas: a) Piscina de 

camino serpenteante, b) Fotobioreactor de placa plana, c) 
Fotobioreactor tubular inclinado y d) Fotobioreactor tubular horizontal 

continuo. Fuente: Bitog et al. 2011. 
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Como se puede observar en la Tabla i, los fotobioreactores aventajan a los 

sistemas abiertos, ya que mediante la manipulación de algunos parámetros 

como área superficial, intensidad luminosa, temperatura, etc. se puede tener 

el control del avance de la reacción de fotosíntesis. También se muestra que 

los fotobioreactores más prometedores son los tubulares verticales y los de 

placa plana, siendo estos últimos de geometría más sencilla, motivo por el 

cual se estudiarán en esta investigación, en especial el modelado y 

simulación de los aspectos fundamentales que describen su comportamiento 

dinámico (Posten, 2009), a saber: la dinámica de los fluidos presentes, la 

transferencia de luz desde el exterior y sus distribución en el interior del 

fotobioreactor, y la cinética de crecimiento de las cianobacterias 

influenciadas altamente por la radiación incidente.  

 
Figura ii Interacción entre la dinámica de fluidos, cinética de 

crecimiento y la transferencia de luz mediante radiación térmica. 
Adaptado de Posten 2009. 

En la Figura ii se observa cómo interactúan estos parámetros, por lo que 

se hace evidente que los procesos de modelado y simulación deben 
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integrarlos para comprender cómo influyen en el crecimiento de la 

Arthrosphira Platensis. En el presente proyecto de investigación se pretende 

modelar estos tres aspectos (ver figura iii): 

 

 
Figura iii Modelos matemáticos que describen la dinámica del 

fotobioreactor de placa plana. Fuente: El Autor. 

Conjuntamente los tres modelos mostrados conformarán el modelo 

general del fotobioreactor, mismo que permitirá predecir la producción de 

Arthrosphira Platensis bajo unas determinadas condiciones de radiación 

solar. A continuación se describen los objetivos generales y específicos de 

este trabajo de investigación:  

 

OBJETIVO GENERAL  

Desarrollar un modelo matemático de un fotobioreactor de placa plana que 

utiliza luz solar para la producción de Spirulina Platensis. 

 

OBJETIVOS ESPECÍFICOS 

 Desarrollar un modelo matemático que describa el comportamiento 

hidrodinámico de los fluidos en la geometría propuesta del 

fotobioreactor de placa plana.  
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 Desarrollar un modelo matemático de la distribución de la luz 

transferida por radiación tanto en la superficie del fotobioreactor de 

placa plana como dentro del mismo. 

 Establecer cómo influye la distribución de luz al interior del 

fotobioreactor mediante un modelo cinético que describa el 

crecimiento de la Spirulina Platensis. 

El presente trabajo abordará las temáticas antes expuestas de la siguiente 

manera: en el capítulo 1 se estudiará el modelado matemático de la 

dinámica de la dinámica de los fluidos dentro del fotobioreactor, en el 

capítulo 2 se analizará la transferencia de luz solar por radiación desde el 

exterior y su distribución en el interior del fotobioreactor de placa plana, tras 

lo cual se desarrollará un modelo cinético que describe el crecimiento de la 

cianobacteria Arthrosphira Platensis. El capítulo 3 estará dedicado a los 

experimentos numéricos y el análisis de sus resultados, completando esta 

investigación con el capítulo 4 en donde se realizarán las conclusiones y 

recomendaciones pertinentes a lo desarrollado.  
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CAPÍTULO I 

DINÁMICA DE FLUIDOS EN EL FOTOBIOREACTOR DE 
PLACA PLANA 

 
1.1 Introducción 

Un fotobioreactor puede ser definido como un sistema de cultivo de 

microorganismos, como la cianobacteria Arthrosphira Platensis, que no 

permite el intercambio directo de gases (CO2, O2, etc.) y contaminantes entre 

el medio de cultivo y la atmósfera. Este equipo contiene en su interior una 

mezcla, denominada como suspensión, conformada por el medio de cultivo 

(líquido y nutrientes disueltos), burbujas de CO2 diluidas en aire o puras y 

microorganismos (Posten & Walter, 2013) que basan su crecimiento en un 

proceso de fotosíntesis mediante luz solar o artificial.  

Debido a la complejidad de la suspensión, el fotobioreactor debe garantizar 

un mezclado adecuado con el fin de mejorar la transferencia de masa 

(nutrientes, transferencia gas-líquido) y calor (homogenización de la 

temperatura) así como prevenir la sedimentación y la formación de un biofilm 

en las paredes del dispositivo (Pandey, 2011).  

El mezclado así dispuesto presenta algunos efectos en la suspensión. Uno 

de ellos es la creación de los denominados ciclos de luz/oscuridad. Las células 

en movimiento experimentan niveles diferentes de absorción de radiación, 

desde los más elevados en la vecindad de las superficies en donde se recepta 

la radiación hasta los más bajos en la profundidad del medio de cultivo donde 

las células de los microorganismos tienen poco o nada de contacto con la 

radiación, lo que condiciona fuertemente el crecimiento de los 

microorganismos fotosintéticos. Otro efecto es la creación de esfuerzos 

cortantes de origen hidrodinámico que pueden destruir las células de los 

microorganismos cultivados.  
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El estudio de todos estos fenómenos en el fotobioreactor solo puede 

llevarse a cabo si se comprenden como se produce la interacción de los 

medios fluidos en el interior del equipo. 

Por ello, en este primer capítulo se abordará el estudio de dinámica de los 

fluidos presentes en el fotobioreactor y su descripción matemática, que 

involucrará el planteamiento de las ecuaciones de conservación de masa, 

cantidad de movimiento lineal y energía conjuntamente con un modelo de 

turbulencia para la fase continua desde un punto de vista Euleriano y la 

descripción de las fuerzas e interacciones de la fase dispersa desde un punto 

de vista Lagrangiano. 

1.2 Fase, componente y flujo multifásico 

Para iniciar con la descripción de los fluidos multifásicos es necesario definir 

previamente los conceptos de fase y componente. El término fase hace 

referencia al estado de agregación de una sustancia (sólido, líquido o gas), 

mientras que componente se refiere a una especie química con una identidad 

plenamente definida (N2, H2O, CO2).   

En la naturaleza, los fluidos pueden estar en un solo estado de agregación 

y tener múltiples componentes, como por ejemplo el aire, que está compuesto 

en su mayoría de N2 y O2 en estado gaseoso. También pueden existir fluidos 

constituidos por un solo componente en distintos estados de agregación, 

como por ejemplo el agua en ebullición, compuesta de líquido y burbujas de 

vapor. De acuerdo a estos ejemplos, los fluidos se pueden denominar 

multifásicos o multicomponentes, términos que en general suelen usarse 

indistintamente debido a que las matemáticas usadas para su descripción son 

similares (Faghri & Zhang, 2006).  
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Con base en lo anterior, se define como flujo multifásico al desplazamiento 

simultáneo de: a) una mezcla de especies químicas en un mismo estado de 

agregación, b) una especie química que se encuentra en diferentes estados 

de agregación, o c) combinaciones de los casos anteriores.   

Los fluidos multifásicos pueden clasificarse según la estructura de sus 

interfases en (Faghri & Zhang, 2006): a) fluidos con fases separadas,  b) 

fluidos con una o más fases dispersas, y c) fluidos con fases combinadas o 

mezcladas. En el primer caso el fluido contiene dos o más fases inmiscibles 

separadas de manera clara y contundente por sus interfases, como se 

observa en la Tabla 1. En el segundo caso una de las fases se encuentra 

diseminada o dispersa en la otra. El número de interfases es proporcional a la 

cantidad de elementos que contiene la fase dispersa (usualmente cientos o 

miles de ellos) (ver tabla 1). En el tercer caso, mediante la manipulación de 

algún parámetro del sistema como presión o temperatura, la estructura de la 

interfase cambia y coexisten dos o más estados de agregación (ver tabla 1).  

Un caso especial de fluido multifásico es aquel que está constituido por dos 

fases (o dos componentes), que pueden tener distinta naturaleza: a) líquido- 

gas (vapor), b) líquido-líquido, c) líquido-partículas sólidas y d) gas (vapor)-

partículas sólidas (Badalassi, Ceniceros, & Banerjee, 2003). Este fluido se 

denomina bifásico. 
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Tabla 1  
Clasificación de los sistemas multifásicos y ejemplos 

Tipo 
Regímenes 
Típicos 

Geometría Configuración 

F
a
s
e
 s

e
p
a
ra

d
a

 

Cambio de 
fase en una 
superficie 
plana  

Capa líquida en vapor, capa 
de vapor en líquido, capa 
sólida en líquido, capa líquida 
en sólido, capa sólida en 
vapor 

Flujo anular 
líquido vapor 

 

Capa líquida y flujo central de 
vapor, capa de vapor y flujo 
central de líquido 

F
a
s
e
 c

o
m

b
in

a
d

a
 Flujo anular 

con presencia 
de burbujas 

 

Burbujas de vapor en la capa 
líquida con flujo central de 
vapor, con una película líquida 
anular. 

Flujo anular 
con gotas 
líquidas 

 

Gotas de líquido presentes en 
el flujo central de vapor, con 
una película líquida anular. 

F
a
s
e
 d

is
p
e
rs

a
 

Flujo de 
burbujas de 
vapor(gas) en 
un líquido  

Burbujas de vapor o gas 
discretas en una fase líquida 
continua 

Flujo de 
partículas 
sólidas en un 
medio 
continuo  

Partículas sólidas en un 
líquido, partículas sólidas 
discretas en un gas, lechos 
fluidizados 

Fuente: Adaptado de Faghri et. al 2006. 

De especial importancia en este trabajo de investigación son los flujos 

bifásicos dispersos, particularmente el flujo gas-líquido y sólido-líquido. La 

estructura de fluido bifásico disperso puede suponerse constituida por una 



5 

 

fase continua la cual ocupa una región conectada en el espacio, mientras que 

la fase dispersa ocupa regiones no conexas en el mismo, como se ilustra en 

la Figura 1: 

 

Figura 1 Representación de un fluido bifásico como la suma de una 
fase discreta y otra continua. Fuente: El Autor. 

La fase continua puede ser un gas o un líquido, mientras que la fase 

dispersa puede estar constituida por partículas diseminadas de sólidos o 

burbujas de gas o vapor, representadas en la Figura 1 mediante los círculos 

blancos. En un sistema bifásico disperso, las fases que coexisten exhiben  

movimiento relativo entre ellas, así como intercambio de calor y masa a través 

de las múltiples interfases presentes (Yeoh & Tu, 2009).  

Describir un sistema bifásico disperso es un asunto complejo. Para 

propósitos de análisis, lo ideal es resolver las ecuaciones que gobiernan el 

comportamiento de la fase continua tomando en cuenta las condiciones de 

frontera impuestas por cada elemento que constituye la fase dispersa (Crowe, 

Schwarzkopf, Sommerfeld, & Tsuji, 2011). Esto implica rastrear las múltiples 

interfases presentes, muchas de ellas deformables y tomar en cuenta las 

discontinuidades presentes en las propiedades del fluido bifásico disperso 

(Faghri & Zhang, 2006), lo cual excede la capacidad computacional 
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disponible. Para sobrellevar estos inconvenientes, se han desarrollado 

procedimientos matemáticos que involucran un proceso de promediado en el 

desarrollo de las ecuaciones de conservación de la fase continua, siendo 

posible su resolución a través de métodos numéricos robustos, haciendo 

factible la comparación de los resultados obtenidos por los modelos 

matemáticos con la experimentación (Yeoh & Tu, 2009). A continuación se 

analizarán los principales procedimientos de promediado aplicados a la fase 

continua. 

1.3 Principales procedimientos de promediado de la fase continua 

Fundamentalmente existen tres procedimientos de promediado de las 

ecuaciones de conservación de la fase continua: 

1.3.1 Promediado basado en el tiempo 

Resulta de promediar las propiedades del fluido en el tiempo en un punto 

del campo de flujo. Este enfoque ha sido empleado ampliamente en el flujo de 

fluidos con una sola fase para tratar las fluctuaciones causadas por la 

turbulencia y desarrollar ecuaciones de conservación promediadas en el 

tiempo con términos adicionales tal como el tensor de tensiones de Reynolds 

que toma en cuenta los efectos de la turbulencia (Crowe et al., 2011). Aplicado 

este procedimiento a un campo de flujo Ф(x,y,z,t) en un instante de tiempo 

particular, se obtiene: 

∅̅ = lim
𝑇→∞

∫ ∅(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)𝑑𝑡 ∅̅ = ∅̅(𝑥, 𝑦, 𝑧) (1.1) 
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En la ecuación 1.1 T representa el tiempo promedio. Debe notarse que la 

función promediada obtenida ahora solo depende de las coordenadas 

espaciales.  

1.3.2 Promediado basado en el volumen 

Se efectúa promediando las propiedades del fluido en un instante de tiempo 

sobre un volumen determinado V (Crowe et al., 2011), como se ilustra en la 

Figura 1. En este volumen arbitrario, el tamaño de todas las fases relevantes 

debe superar la escala de longitud de los elementos individuales de la fase 

(espaciado entre partículas o diámetro de burbuja), y debe ser mucho más 

pequeño que la longitud característica del problema(Yeoh & Tu, 2009). La 

condición anterior se debe cumplir para que este volumen arbitrario V 

contenga una muestra representativa de cada una de las fases. 

Matemáticamente para un campo de flujo Ф(x,y,z,t) en un instante de tiempo 

particular, se representa de la siguiente manera: 

〈∅〉𝑉 = lim
𝑉→∞

∭∅(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)𝑑𝑉 〈∅〉𝑉 = 〈∅〉𝑉(𝑡) (1.2) 

En la ecuación 1.2 la función promediada ahora solo depende del tiempo. 

1.3.3 Promediado de ensamble 

Evita las deficiencias de los procedimientos de promediado basados en el 

tiempo o en el volumen pero es de difícil implementación. Se basa en la 

probabilidad de que el campo de flujo esté en una configuración particular en 

un tiempo dado (Crowe et al., 2011). Matemáticamente para un campo de flujo 

Ф(x,y,z,t) en un instante de tiempo particular se representa de la siguiente 

manera: 
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〈∅〉𝑉 = lim
𝑁→∞

1

𝑁
∑ ∅𝑛

𝑁

𝑛=1

(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) 〈∅〉𝐸 = 〈∅〉𝐸(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) (1.3) 

En la ecuación 1.3 N representa el número total de configuraciones que el 

campo de flujo puede adoptar. 

Aunque los procedimientos de promediado posibilitan la obtención de una 

solución matemática de las ecuaciones de conservación, existe una inherente 

pérdida de la información de los gradientes locales entre las fases que 

interactúan, misma que puede ser suplida en forma de relaciones semi-

empíricas denominadas ecuaciones constitutivas (Yeoh & Tu, 2009), que 

guardan consigo las propiedades intrínsecas del medio continuo. Estas 

expresiones se pueden calcular a partir de las transferencias de calor, masa 

y cantidad de movimiento suscitadas en la interfase. 

1.4 Descripción matemática de los sistemas multifásicos 

Para definir apropiadamente los flujos multifásicos, es necesario revisar 

algunos conceptos de la mecánica de los medios continuos (Olivella & de 

Saracíbar Bosch, 2002): 

 Volumen o región material (Ω): Comúnmente conocido en 

termodinámica como sistema. Es una porción de materia, constituida 

por partículas que conservan su identidad, limitado por una superficie 

material cerrada que puede moverse e interactuar con sus 

alrededores (ver figura 2). 

 Superficie material (Г): Es un contorno móvil en el espacio que se 

encuentra constituido por las mismas partículas de materia que el 

volumen material (ver figura 2). 
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 Volumen o región espacial (Ω): Comúnmente conocido en 

termodinámica como volumen de control. Es un volumen fijo en el 

espacio (entidad geométrica neta) que es atravesado por las 

partículas de materia durante su movimiento (ver figura 2). 

 Superficie de control (Г): Es un contorno fijo en el espacio, que es 

continuamente atravesado por las distintas partículas de materia a lo 

largo del tiempo (ver figura 2). 

Basándose en las definiciones anteriores, es posible escoger dos 

descripciones matemáticas diferentes del movimiento de los fluidos. La 

primera, denominada Langrangiana, es apropiada para representar el 

movimiento de volúmenes o regiones materiales. Esta requiere que las 

propiedades de un elemento de fluido sean rastreadas conforme este avanza 

con el flujo, como se observa en la Figura 2  (Jakobsen, 2008).  

La segunda, denominada Euleriana, es empleada para describir lo que 

sucede en los volúmenes o regiones espaciales. Aquí las propiedades de un 

elemento de fluido son observadas desde una posición fija relativa a un marco 

de referencia, como se aprecia en la Figura 2 (Faghri & Zhang, 2006). Las 

variables de flujo son función del espacio y el tiempo y entonces son 

representadas como campos. Es ampliamente usada en mecánica de fluidos 

debido a su consistencia con los resultados experimentales obtenidos 

usualmente en el laboratorio. 
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Figura 2 Representación de un volumen de control (derecha) y un 
volumen material (izquierda). Fuente: El Autor. 

 

Un problema fundamental es que las leyes físicas que describen el 

comportamiento de los fluidos se encuentran descritas para un conjunto de 

partículas con identidad fija, es decir para un volumen material. Por tanto, para 

reconciliar la información obtenida de los modelos matemáticos Lagrangianos 

y los resultados experimentales, es necesario reformular las leyes físicas y 

ponerlas en función de un volumen de control (Deen, 1998). 

Las leyes físicas pueden ser expresadas de manera integral o diferencial, 

como se observará posteriormente. Si el enfoque integral es usado, el empleo 

de los teoremas de transporte de Leibniz o Reynolds permitirá relacionar la 

tasa de cambio de una propiedad extensiva en un volumen material con su 

respectivo equivalente en el volumen de control. Si el enfoque diferencial es 

usado, el empleo de la derivada sustancial o material permitirá obtener una 

relación similar (Jakobsen, 2008).  

En esta investigación, el interés está puesto en la descripción matemática 

del movimiento de fluidos bifásicos dispersos. Entre los modelos matemáticos 

tradicionalmente usados para modelar estos fluidos se encuentran (ver tabla 
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2). Otros modelos matemáticos, denominados de alta resolución, simulan 

cualquier número de partículas. Entre los más usados está el método VOF 

(Volume of Fluid), el cual es usado para determinar la localización y 

orientación de las interfases (Jakobsen, 2008), dependiendo del tipo de 

mezcla: gas-líquido, gas-sólido o líquido-sólido, modelo de naturaleza 

Euleriana. 

Tabla 2 
Descripción matemática de los fluidos bifásicos dispersos 

Modelo 
Descripción matemática de la fase 

Aplicación 
Fase continua Fase dispersa 

Euleriano-
Euleriano 

Euleriana Euleriana 

Es usado para 
flujos bifásicos 
densos en donde 
un gran número 
de partículas son 
consideradas 
(fracción 
volumétrica de 
fase 
dispersa>10%) 

Euleriano-
Lagrangiano 

Euleriana 

Lagrangiana 
 

Para cada 
partícula 
individual se 
resuelve la 
ecuación del 
movimiento de 
Newton 

Es usado para 
flujos ligeramente 
densos o no 
densos (fracción 
volumétrica de 
fase 
dispersa≤10%). 
Para mayores a 
30% se emplea 
el Dense Discrete 
Phase Model 

 

 Fuente: (Suzzi, Radl, & Khinast, 2009) 

 

Un esquema útil para escoger el modelo matemático apropiado para la 

descripción de sistemas multifásicos, viene dado en la Figura 1.3 (Andersson 

et al., 2011): 
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Figura 3 Esquema para la selección de un modelo multifásico. Fuente: 
Andersson et. al 2011. 

Es este trabajo de investigación, se pretende que la fracción volumétrica de 

la fase dispersa sea pequeña, por lo cual se adoptará el modelo matemático 

Euleriano-Lagrangiano, de acuerdo al esquema de la Figura 3. Sin embargo, 

la fracción en volumen de las burbujas de gas puede oscilar en un rango hasta 

30%, por lo cual el modelo Lagrangiano se extenderá para cubrir estos 

valores, modelo denominado como Dense Discrete Phase Model, que se 

desarrollará en esta investigación. 

1.5 Ecuaciones de conservación para la fase continua 

Una ecuación de conservación es un estamento matemático que establece 

que una propiedad extensiva termodinámica no puede crearse ni destruirse, 

es decir se conserva. Este tipo de propiedades tienen carácter aditivo y 
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dependen del tamaño del sistema. En mecánica de fluidos, se plantean las 

ecuaciones de conservación para tres propiedades extensivas particulares: 

masa, cantidad de movimiento y energía. En los siguientes apartados se 

desarrollarán las ecuaciones de conservación promediadas para las tres 

cantidades extensivas antes citadas, para posteriormente incluir el efecto de 

la turbulencia, presente en prácticamente cualquier proceso industrial. 

1.5.1 Teoremas fundamentales 

En este apartado se desarrollará una expresión general de conservación 

para una propiedad extensiva cualquiera. En un fluido bifásico disperso, una 

de las fases presentes se considera como un medio continuo. En este 

contexto, supóngase que un medio continuo B constituye la k-ésima fase de 

un sistema multifásico. De este se selecciona una región fija en el espacio Ω 

cuya superficie o contorno se representa con Г (para este caso es una 

superficie de control), como se ilustra en la parte derecha de la Figura 4.  

 

Figura 4 Volumen material (izquierda) y volumen de control (derecha) 
empleados para el análisis. Fuente: El Autor. 
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Si cada punto de la superficie circundante se mueve con una velocidad vs
k, 

la derivada con respecto al tiempo de una función continua Φk(r,t) toma la 

siguiente forma (Eu, 2002): 

𝑑

𝑑𝑡
∫ 𝜙𝑘(𝐫, 𝑡) 𝑑𝑉

Ω

≡ ∫
𝜕

𝜕𝑡
𝜙𝑘(𝐫, 𝑡) 𝑑𝑉

Ω

+ ∮ 𝜙𝑘𝐧 ∙ 𝐯𝐬
𝐤𝑑𝑠

Γ

 (1.4) 

El superíndice k de la función Φ indica que esta función pertenece a la k-

ésima fase del medio continuo, mientras que n representa al vector unitario 

normal que apunta hacia el exterior de la superficie o contorno. Aunque su 

magnitud permanece constante, su dirección cambia localmente de acuerdo 

a la orientación de la superficie de control Г. El término n·vs
k ds representa la 

tasa de volumen ganada causada por el movimiento de un elemento de la 

superficie de control, y su producto  por Φk constituye la tasa de entrada de 

esta cantidad hacia el volumen de control (Deen, 1998). La expresión 1.4 es 

usada para diferenciar un integral de volumen con límites variables, expresión 

conocida como la regla de Leibniz en tres dimensiones (Reddy, 2013).  

Considérese ahora que cada uno de los elementos de masa del medio se 

mueven con una velocidad vk(r,t), y se encuentran en una región material Ω 

con una superficie o contorno adherida (Г es una superficie material en este 

caso), como se ilustra en la parte izquierda de la Figura 2.  Como 

consecuencia, cada uno de los puntos de la superficie material se mueven a 

la misma velocidad que los elementos del volumen material (vs
k=vk) y la región 

contiene una cantidad total fija de masa, debido a que no existen flujos que 

crucen la superficie material Г. Con estos antecedentes, la ecuación 1.4 puede 

reformularse (Reddy, 2013): 

𝐷

𝐷𝑡
∫ 𝜙𝑘(𝐫, 𝑡) 𝑑𝑉

Ω

≡ ∫
𝜕

𝜕𝑡
𝜙𝑘(𝐫, 𝑡) 𝑑𝑉

Ω

+ ∮ 𝜙𝑘𝐧 ∙ 𝐯𝐤𝑑𝑠

Γ

 (1.5) 
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En la literatura la ecuación 1.5 se conoce como el Teorema de Transporte 

de Reynolds. Como se observa en la misma, el operador d/dt ha sido 

substituido por D/Dt para hacer hincapié que la derivada con respecto al 

tiempo de la integral se evalúa sobre una región material. Este operador se 

conoce con el nombre de derivada sustancial o material (enfoque 

Lagrangiano) (Demirel, 2007). La ecuación 1.5 establece la relación entre una 

derivada Lagrangiana de una integral de volumen, con una integral en 

derivadas Eulerianas.  Restando de la ecuación 1.5 de la ecuación 1.4 se 

obtiene: 

𝑑

𝑑𝑡
∫ 𝜙𝑘(𝐫, 𝑡) 𝑑𝑉

Ω

≡
𝐷

𝐷𝑡
∫ 𝜙𝑘(𝐫, 𝑡) 𝑑𝑉

Ω

+ ∮ 𝜙𝑘𝐧 ∙ (𝐯𝐬
𝐤 − 𝐯𝐤)𝑑𝑠

Γ

 (1.6) 

La diferencia vectorial vs
k- vk representa la velocidad del fluido relativa a la 

velocidad de la superficie, y su integral, el flujo de salida de la propiedad Φk 

de la región Ω. En conjunto, la ecuación 1.6 constituye una relación entre la 

derivada con respecto al tiempo para la integral sobre una región fija en el 

espacio y la integral sobre una región material. Esta expresión será de utilidad 

para la deducción de las ecuaciones de conservación. También serán 

necesarios los siguientes teoremas del cálculo vectorial: 

∮ 𝐧𝐒𝑑𝑠

Γ

= ∫ 𝛁𝐒 𝑑𝑉

Ω

 (1.7) 

∮ 𝜙𝑘𝐧 ∙ 𝐒𝑑𝑠

Γ

= ∫ 𝛁 ∙ (𝜙𝑘𝐒) 𝑑𝑉

Ω

 (1.8) 

∮ 𝐫 × (𝐧 ∙ 𝐒)𝑑𝑠

Γ

= ∫[𝐫 × (𝛁 ∙ 𝐒) + 𝛆: 𝐒] 𝑑𝑉

Ω

 (1.9) 
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En las ecuaciones 1.6, 1.7 y 1.8 S representa un campo tensorial de orden 

n, Φk es una función escalar, r es un vector posición y ε es un tensor de 

permutación de tercer orden (Reddy, 2013). Debe destacarse también el uso 

del teorema del valor cero, representado por la ecuación 1.10: 

∫ 𝐒 𝑑𝑉

Ω

= 0 → 𝑺 = 0 ∈ Ω (1.10) 

Este teorema establece que siendo S un campo tensorial continuo de orden 

n definido en una región arbitraria Ω, si la integral de S sobre Ω desaparece, 

entonces S debe desaparecer en Ω (Sadd, 2009).  

1.5.2 Ecuación de conservación de la masa 

Para deducir la ecuación de conservación de la masa, se iguala el valor de 

la función continua Φk con la densidad de la k-ésima fase del medio continuo 

ρk(r,t).  La conservación de la masa en una región material Ω requiere que: 

𝐷

𝐷𝑡
∫ 𝜌𝑘(𝐫, 𝑡) 𝑑𝑉

Ω

= 0 (1.11) 

A partir de la ecuación 1.6, para una región espacial Ω (vs
k=0) la ecuación 

de conservación de la masa enuncia que: 

𝑑

𝑑𝑡
∫ 𝜌𝑘(𝐫, 𝑡) 𝑑𝑉

Ω

≡ −∮ 𝜌𝑘𝐧 ∙ 𝐯𝐤𝑑𝑠

Γ

 (1.12) 

La ecuación 1.12 establece que el cambio con respecto al tiempo de la masa 

dentro de la región espacial Ω es igual al flujo de masa que ingresa al volumen 
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de control a través de la superficie de control Г (se deduce a partir del signo 

negativo del integral). Aplicando el resultado de la ecuación 1.11 en la 1.5 y 

realizando operaciones, se tiene: 

∫
𝜕

𝜕𝑡
𝜌𝑘(𝐫, 𝑡) 𝑑𝑉

Ω

≡ −∮ 𝜌𝑘𝐧 ∙ 𝐯𝐤𝑑𝑠

Γ

 (1.13) 

Luego, mediante la aplicación del teorema de la divergencia al lado derecho 

de la ecuación 1.12, se obtiene: 

∮ 𝜌𝑘𝐧 ∙ 𝐯𝐤𝑑𝑠

Γ

= ∫ 𝛁 ∙ (𝜌𝑘𝐯𝐤) 𝑑𝑉

Ω

 (1.14) 

Incorporando este resultado y realizando operaciones, se llega a lo 

siguiente: 

∫  [
𝜕

𝜕𝑡
𝜌𝑘(𝐫, 𝑡) + 𝛁 ∙ (𝜌𝑘𝐯𝐤)]

Ω

𝑑𝑉 = 0 (1.15) 

Empleando la ecuación 1.10 (teorema del valor cero), se llega a la expresión 

diferencial de la conservación de la masa: 

𝜕

𝜕𝑡
𝜌𝑘(𝐫, 𝑡) + 𝛁 ∙ (𝜌𝑘𝐯𝐤) = 0 (1.16) 

La ecuación 1.16 también se conoce con el nombre de la ecuación de la 

continuidad y básicamente expresa la conservación local de la masa en 

cualquier punto de un medio continuo. Esta misma ecuación puede ser 

expresada de manera diferente: 
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𝜕

𝜕𝑡
𝜌𝑘(𝐫, 𝑡) + 𝛁 ∙ (𝜌𝑘𝐯𝐤) =

𝜕

𝜕𝑡
𝜌𝑘(𝐫, 𝑡) + 𝐯𝐤 ∙ 𝛁𝜌𝑘 + 𝜌𝑘𝛁 ∙ 𝐯𝐤 = 0 (1.17) 

Los dos primeros términos a lado derecho de la igualdad representan la 

derivada material: 

𝐷

𝐷𝑡
𝜌𝑘(𝐫, 𝑡) + 𝜌𝑘𝛁 ∙ 𝐯𝐤 = 0 (1.18) 

Como se indicó en el apartado 1.2, se necesita derivar las ecuaciones de 

conservación promediadas para la fase continua. Para iniciar con la 

deducción, en primer lugar se introduce una función denominada indicador de 

fase que toma un valor de 1 si el vector posición r está en la k-ésima fase en 

un tiempo particular t, y 0 de lo contrario (Yeoh & Tu, 2009): 

Ψ𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = {
1, si 𝐫 ∈ k fase

0, de lo contrario
 (1.19) 

Este indicador de fase está relacionado con la velocidad de la interfase vint. 

Como se observa en la Figura 5, se ha ampliado una región del fluido bifásico 

disperso para ilustrar la interacción que tienen la fase continua y dispersa a 

través de la interfase:  



19 

 

 

Figura 5 Esquema en donde se muestra las fases interactuando a 
través de su interfase. Fuente: El Autor. 

Para este caso, la función con los valores Ψ1=1 y Ψ2=0 describe a las dos 

fases, notando que estas se mueven a una velocidad distinta en la interfase. 

Esta función puede considerarse constante para cualquiera de las fases que 

señale, por lo que su derivada material debe ser igual a cero: 

𝐷

𝐷𝑡
Ψ𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) =

𝜕

𝜕𝑡
Ψ𝑘 + 𝐯𝐢𝐧𝐭 ∙ 𝛁Ψ𝑘 = 0 (1.20) 

De la ecuación 1.20 se puede notar que la única manera en que la derivada 

material del indicador de fase se anule es que las derivadas parciales del lado 

derecho de la ecuación 1.20 también lo hagan. Esto indica por tanto que estas 

derivadas parciales se anulan lejos de la interfase. 

Luego, multiplicando el indicador de fase por la ecuación 1.16 se obtiene: 

Ψ𝑘
𝜕

𝜕𝑡
𝜌𝑘 + Ψ𝑘𝛁 ∙ (𝜌𝑘𝐯𝐤) = 0 (1.21) 

Ambos términos de la ecuación 1.21 necesitan ser reemplazados a través 

de equivalentes que incluyan dentro de sus operaciones al indicador de fases. 

Para ello se usan dos identidades: 
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𝜕

𝜕𝑡
(Ψ𝑘𝜌𝑘) = Ψ𝑘

𝜕𝜌𝑘

𝜕𝑡
+ 𝜌𝑘

𝜕Ψ𝑘

𝜕𝑡
= 0 (1.22) 

De donde despejando se obtiene: 

𝜕

𝜕𝑡
(Ψ𝑘𝜌𝑘) − 𝜌𝑘

𝜕Ψ𝑘

𝜕𝑡
= Ψ𝑘

𝜕𝜌𝑘

𝜕𝑡
 (1.23) 

El segundo término de lado izquierdo de esta igualdad puede ser 

reemplazado empleando la ecuación 1.20, de donde: 

𝜕Ψ𝑘

𝜕𝑡
= −𝐯𝐢𝐧𝐭 ∙ 𝛁Ψ𝑘 (1.24) 

Sustituyéndose en 1.23: 

𝜕

𝜕𝑡
(Ψ𝑘𝜌𝑘) + 𝜌𝑘𝐯𝐢𝐧𝐭 ∙ 𝛁Ψ𝑘 = Ψ𝑘

𝜕𝜌𝑘

𝜕𝑡
 (1.25) 

La segunda identidad es: 

𝛁 ∙ (Ψ𝑘𝜌𝑘𝐯𝐤) = Ψ𝑘𝛁 ∙ (𝜌𝑘𝐯𝐤) + 𝜌𝑘𝐯𝐤 ∙ 𝛁Ψ𝑘 (1.26) 

De esta expresión: 

𝛁 ∙ (Ψ𝑘𝜌𝑘𝐯𝐤) − 𝜌𝑘𝐯𝐤 ∙ 𝛁Ψ𝑘 = Ψ𝑘𝛁 ∙ (𝜌𝑘𝐯𝐤) (1.27) 

Reemplazando los resultados de las ecuaciones 1.25 y 1.27 en la ecuación 

1.21 y mediante operaciones se llega a: 

𝜕

𝜕𝑡
(Ψ𝑘𝜌𝑘) + 𝛁 ∙ (Ψ𝑘𝜌𝑘𝐯𝐤) = 𝜌𝑘(𝐯𝐤 − 𝐯𝐢𝐧𝐭) ∙ 𝛁Ψ𝑘 (1.28) 
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Una vez integrado el indicador de fase a la ecuación de conservación de la 

masa, el siguiente paso es realizar el promediado. En este punto se 

representará de manera genérica el promediado de ensamble o basado en el 

volumen con <·> en donde el punto representa cualquier cantidad a 

promediarse. Debe notarse que ambos tipos de promediado resultan 

esencialmente en las mismas ecuaciones (Yeoh & Tu, 2009).  

A continuación se presentan una serie de reglas útiles para el proceso de 

promediado: 

⟨𝑓 + 𝑔⟩ = ⟨𝑓⟩ + ⟨𝑔⟩ (1.29) 

⟨⟨𝑓⟩𝑔⟩ = ⟨𝑓⟩⟨𝑔⟩ (1.30) 

⟨⟨𝑐⟩⟩ = ⟨𝑐⟩ (1.31) 

⟨
𝜕𝑓

𝜕𝑡
⟩ =

𝜕

𝜕𝑡
⟨𝑓⟩ (1.32) 

⟨𝛁 ∙ f⟩ = 𝛁 ∙ ⟨𝑓⟩ (1.33) 

En las expresiones anteriores, f y g pueden representar tanto funciones 

escalares, vectoriales o tensoriales. Las ecuaciones 1.29-1.31 se conocen 

como reglas de Reynolds, la ecuación 1.32 se denomina regla de Leibniz y la 

ecuación 1.33 es conocida como la regla de Gauss (Lee, 2008). Mediante la 

aplicación de estas reglas a la ecuación 1.28 resulta: 

⟨
𝜕

𝜕𝑡
(Ψ𝑘𝜌𝑘)⟩ =

𝜕

𝜕𝑡
⟨Ψ𝑘𝜌𝑘⟩ (1.34) 

⟨𝛁 ∙ (Ψ𝑘𝜌𝑘𝐯𝐤)⟩ = 𝛁 ∙ ⟨Ψ𝑘𝜌𝑘𝐯𝐤⟩ (1.35) 
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⟨𝜌𝑘(𝐯𝐤 − 𝐯𝐢𝐧𝐭) ∙ 𝛁Ψ𝑘⟩ = Λ𝑘 (1.36) 

Acomodando todos estos resultados se obtiene: 

𝜕

𝜕𝑡
⟨Ψ𝑘𝜌𝑘⟩ + 𝛁 ∙ ⟨Ψ𝑘𝜌𝑘𝐯𝐤⟩ = Λ𝑘 (1.37) 

El término Ʌk representa el transporte de masa a través de la interfase. 

1.5.3 Conservación de la cantidad de movimiento lineal  

De un medio continuo B que constituye la k-ésima fase de un sistema 

multifásico, selecciónese una región material Ω con una superficie o contorno 

se representa con Г. De acuerdo a la segunda ley de Newton, la fuerza neta 

que actúa sobre esta región material producirá un cambio en su cantidad de 

movimiento lineal: 

𝐅𝐤 =
𝐷𝐏𝐤

𝐷𝑡
 (1.38) 

En donde Pk representa la cantidad de movimiento lineal. Si se define esta 

cantidad vectorial en la región material como: 

𝐏𝐤 = ∫ 𝜌𝑘𝐯𝐤 𝑑𝑉

Ω

 (1.39) 

El término ρkvk representa la concentración de cantidad de movimiento 

lineal (momentum lineal por unidad de volumen). Entonces, combinando las 

ecuaciones 1.38 y 1.39 se tiene (Jakobsen, 2008): 
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𝐅𝐤 =
𝐷𝐏𝐤

𝐷𝑡
=

𝐷

𝐷𝑡
∫ 𝜌𝑘𝐯𝐤 𝑑𝑉

Ω

 (1.40) 

Esta es la expresión de la conservación de la cantidad de movimiento lineal 

para una región material. Antes de deducir la forma euleriana de la ecuación, 

es necesario analizar la naturaleza de las fuerzas que actúan sobre la región 

material. Estas pueden ser de dos clases: internas y externas. Las fuerzas 

internas son las encargadas de mantener unidas unas partes del cuerpo con 

otras y si se expresan por unidad de área, son conocidas como esfuerzos. Las 

fuerzas externas son aquellas que se transmiten al cuerpo mediante la acción 

de campos externos como el gravitacional o el electromagnético. Actúan sobre 

la masa (o el volumen) de la región material o cuerpo.  

A. Fuerzas superficiales y de volumen 

Las fuerzas superficiales que actúan en un elemento de área de un medio 

continuo no solamente dependen de la magnitud sino de la orientación del 

área. Para indicar dicha orientación se acostumbra a utilizar un vector unitario 

normal, que por convención, es positivo si apunta hacia afuera del área en 

cuestión. 
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Figura 6 Corte a través de un punto de una región material (cuerpo) de 
un medio continuo mediante un plano. Se observa el vector de 

esfuerzos. Fuente: Reddy 2013. 

En la Figura 6 se puede reconocer al vector de esfuerzos t(n), que procede 

de (Mase, Smelser, & Mase, 2009) : 

𝐭(𝐧) = lim
Δ𝑎→0

∆𝐟(𝐧)

∆𝑎
=

𝑑𝐟(𝐧)

𝑑𝑎
 (1.41) 

Se puede ver que el vector t(n) es una función puntual del vector unitario 

normal n, que define la orientación del plano en el cual actúa t(n). Por la 

tercera ley de Newton, t(-n) = -t(n). Para establecer la relación entre estos dos 

vectores, considérese que la región material (cuerpo) sufre una deformación 

infinitesimal. Entonces bajo esta condición se plantea un tetraedro infinitesimal 

en coordenadas cartesianas x1, x2 y x3 con vectores unitarios e1, e2 y e3 que 

puede provenir tanto de un punto al interior de la región material como de la 

superficie material, cortado por un plano con orientación arbitraria (Reddy, 

2013). 



25 

 

Para cumplir con el propósito antes descrito, tómese t(-n) =-tn. De la Figura 

7 se observa que -t1, -t2, -t3 y tn son los vectores de esfuerzo, aplicados 

correspondientemente a los elementos de área Δa1, Δa2, Δa3 y Δa.  

 

Figura 7 Tetraedro que contiene en sus caras a los vectores de 
esfuerzo en cada una de sus caras. Fuente: Reddy 2013. 

Recordando que la segunda ley de Newton establece que la fuerza neta que 

actúa sobre un cuerpo es proporcional a la aceleración que le imparte, un 

balance de todas las fuerzas en el cuerpo se presentaría como: 

𝐭∆𝑎 − 𝐭𝟏∆𝑎1 − 𝐭𝟐∆𝑎2 − 𝐭𝟑∆𝑎3 + 𝜌∆𝑉𝐟 = 𝜌∆𝑉𝐚 (1.42) 

En esta ecuación ρ representa la densidad de la región puntual, ΔV es el 

volumen del tetraedro y f es la fuerza que actúa sobre el cuerpo por unidad 

de masa. Cualquier área puede ser representada mediante un vector normal 

a la misma con una magnitud proporcional al tamaño de dicha área. 

Expresado matemáticamente, el vector Δa=Δan es la representación vectorial 

del elemento de área Δa.  Luego, genéricamente se puede obtener cada una 

de los elementos de área Δa1, Δa2, Δa3 en función de Δa si se recuerda que 
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el elemento de área Δan no es más que la proyección del vector Δa a lo largo 

del vector unitario normal en: 

∆𝑎1 = ∆𝐚 ∙ 𝐞𝟏 = ∆𝑎 (𝐧 ∙ 𝐞𝟏)  

∆𝑎2 = ∆𝐚 ∙ 𝐞𝟐 = ∆𝑎 (𝐧 ∙ 𝐞𝟐) 

∆𝑎3 = ∆𝐚 ∙ 𝐞𝟑 = ∆𝑎 (𝐧 ∙ 𝐞𝟑) 

(1.43) 

Reemplazando las expresiones 1.43 en la ecuación 1.42 y acomodando 

términos se llega a: 

𝐭∆𝑎 − 𝐭𝟏∆𝑎 (𝐧 ∙ 𝐞𝟏)  − 𝐭𝟐∆𝑎 (𝐧 ∙ 𝐞𝟐) − 𝐭𝟑∆𝑎(𝐧 ∙ 𝐞𝟑) = 𝜌∆𝑉(𝐚 − 𝐟) (1.44) 

Tomando factor común y dividiendo ambos miembros para Δa se obtiene: 

𝐭 − 𝐭𝟏(𝐧 ∙ 𝐞𝟏)  − 𝐭𝟐(𝐧 ∙ 𝐞𝟐) − 𝐭𝟑(𝐧 ∙ 𝐞𝟑) = 𝜌
∆𝑉

∆𝑎
(𝐚 − 𝐟) (1.45) 

El volumen de un tetraedro es igual a (Δh/3) Δa, por lo tanto: 

𝐭 − 𝐭𝟏(𝐧 ∙ 𝐞𝟏)  − 𝐭𝟐(𝐧 ∙ 𝐞𝟐) − 𝐭𝟑(𝐧 ∙ 𝐞𝟑) = 𝜌
∆ℎ

3
(𝐚 − 𝐟) (1.46) 

Tomando el límite cuando Δh→0 (para colapsar el tetraedro en un punto) y 

acomodando términos: 

𝐭 = (𝐭𝟏𝐞𝟏 + 𝐭𝟐𝐞𝟐 + 𝐭𝟑𝐞𝟑) ∙ 𝐧 (1.47) 

El término entre paréntesis se conoce con el nombre de tensor de esfuerzos 

de Cauchy, se representa con la letra σ y tiene la característica de ser 

simétrico. Finalmente: 
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𝐭(𝐧) = 𝛔 ∙ 𝐧 = 𝐧 ∙ 𝛔𝐓 = 𝐧 ∙ 𝛔 (1.48) 

Debe destacarse que los resultados obtenidos en la ecuación 1.48 solo son 

posibles debido a la simetría del tensor de Cauchy. Estos representan la 

relación entre el vector de esfuerzos y la normal al plano sobre el cual está 

aplicado.  Para cada punto atravesado por un plano arbitrario se tendrán 

valores diferentes de la ecuación 1.48. Cabe notar que el tensor de Cauchy 

representa el esfuerzo por unidad de área deformada.  

B. Balance de fuerzas para una región material  

En un fluido, las fuerzas viscosas y la presión actúan en la superficie de la 

región material (Deen, 1998). Si tk es la fuerza superficial por unidad de área, 

la fuerza que actúa sobre un diferencial de área superficial será tkds. En este 

mismo sentido, la fuerza que actúa sobre un elemento diferencial de volumen 

de la región material es igual a ρkfkdV. Por tanto, la fuerza neta que actúa 

sobre toda región material será: 

𝐅𝐤 =
𝐷

𝐷𝑡
∫ 𝜌𝑘𝐯𝐤 𝑑𝑉

Ω

= ∫ 𝜌𝑘𝐟𝐤 𝑑𝑉

Ω

+ ∮ 𝐭𝐤𝑑𝑠

Γ

 (1.49) 

Debido a que el vector de esfuerzos que actúa en la superficie material está 

relacionado con el tensor de esfuerzos (internos) de Cauchy, a partir de la 

ecuación 1.49 se llega a: 

𝐷

𝐷𝑡
∫ 𝜌𝑘𝐯𝐤 𝑑𝑉

Ω

= ∫ 𝜌𝑘𝐟𝐤 𝑑𝑉

Ω

+ ∮ 𝛔𝐤 ∙ 𝐧𝑑𝑠

Γ

 (1.50) 
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La ecuación 1.50 representa el balance de cantidad de movimiento lineal en 

donde se esclarece la naturaleza de las fuerzas que actúan sobre la región 

material. En su totalidad resume la aplicación de la segunda ley de Newton a 

una región material Ω de un medio continuo. 

C. Conservación de la cantidad de movimiento lineal para una región 

espacial 

Aplicando el teorema de la divergencia a la integral de superficie de la 

ecuación 1.50: 

∮ 𝐧 ∙ 𝛔𝐤𝑑𝑠

Γ

= ∫ 𝛁 ∙ 𝛔𝐤 𝑑𝑉

Ω

 (1.51) 

Reemplazando el resultado de la ecuación 1.51 en la ecuación 1.50, y 

agrupando se tiene: 

𝐷

𝐷𝑡
∫ 𝜌𝑘𝐯𝐤 𝑑𝑉

Ω

= ∫(𝛁 ∙ 𝛔𝐤 + 𝜌𝑘𝐟𝐤) 𝑑𝑉

Ω

 (1.52) 

Considérese ahora una región espacial Ω con una superficie de control Г 

dentro de un medio continuo. Aplicando el teorema de transporte de Reynolds 

(ecuación 1.5) y reemplazando el valor de Φk con la concentración de cantidad 

de movimiento lineal, se obtiene: 

𝐷

𝐷𝑡
∫ 𝜌𝑘𝐯𝐤 𝑑𝑉

Ω

= ∫
𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝑘𝐯𝐤 ) 𝑑𝑉

Ω

+ ∮ 𝐧 ∙ (𝜌𝑘𝐯𝐤⨂ 𝐯𝐤)𝑑𝑠

Γ

 (1.53) 
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Aplicando el teorema de la divergencia a la integral de superficie de la 

ecuación 1.53 y agrupando términos: 

𝐷

𝐷𝑡
∫ 𝜌𝑘𝐯𝐤 𝑑𝑉

Ω

= ∫ [
𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝑘𝐯𝐤 ) + 𝛁 ∙  (𝜌𝑘𝐯𝐤⨂ 𝐯𝐤)] 𝑑𝑉

Ω

 (1.54) 

Luego, igualando las ecuaciones 1.52 y 1.54: 

∫ [
𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝑘𝐯𝐤 ) + 𝛁 ∙  (𝜌𝑘𝐯𝐤⨂ 𝐯𝐤)] 𝑑𝑉

Ω

= ∫(𝛁 ∙ 𝛔𝐤 + 𝜌𝑘𝐟𝐤) 𝑑𝑉

Ω

 (1.55) 

Con la ayuda de algunas identidades tensoriales, es posible desarrollar el 

lado izquierdo de la ecuación 1.55: 

𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝑘𝐯𝐤 ) = 𝜌𝑘

𝜕𝐯𝐤

𝜕𝑡
+ 𝐯𝐤

𝜕𝜌𝑘

𝜕𝑡
  (1.56) 

𝛁 ∙  (𝜌𝑘𝐯𝐤⨂ 𝐯𝐤) = 𝐯𝐤𝛁 ∙ (𝜌𝑘𝐯𝐤 ) + 𝜌𝑘𝐯𝐤 ∙ 𝛁𝐯𝐤 (1.57) 

Combinado los resultados de las ecuaciones 1.56 y 1.57, con la ecuación 

1.55: 

𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝑘𝐯𝐤 ) + 𝛁 ∙  (𝜌𝑘𝐯𝐤⨂ 𝐯𝐤)

= 𝐯𝐤 [
𝜕𝜌𝑘

𝜕𝑡
+ 𝛁 ∙ (𝜌𝑘𝐯𝐤 )] + 𝜌𝑘 [

𝜕𝐯𝐤

𝜕𝑡
+ 𝐯𝐤 ∙ ∇𝐯𝐤] 

(1.58) 

Analizando la ecuación 1.58 se puede observar que el primer término del 

lado derecho de la igualdad corresponde a la ecuación de la continuidad, por 

lo que toma un valor de cero. Por tanto: 
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∫ [𝜌𝑘 (
𝜕𝐯𝐤

𝜕𝑡
+ 𝐯𝐤 ∙ 𝛁𝐯𝐤) − (𝛁 ∙ 𝛔𝐤 + 𝜌𝑘𝐟𝐤)] 𝑑𝑉

Ω

= 0 (1.59) 

Aplicando el teorema del valor cero (ecuación 1.10) y escribiendo el primer 

término dentro del integral en su forma de derivada material: 

𝜌𝑘 (
𝜕𝐯𝐤

𝜕𝑡
+ 𝐯𝐤 ∙ 𝛁𝐯𝐤) = 𝛁 ∙ 𝛔𝐤 + 𝜌𝑘𝐟𝐤 (1.60) 

La ecuación 1.59 expresa la conservación de la cantidad de movimiento 

lineal para una región espacial Ω, válida para cualquier fluido que cumpla con 

la condición de ser continuo.  

El tensor de esfuerzos de Cauchy puede representarse como la suma de 

otros dos tensores: uno denominado hidrostático o esférico y otro conocido 

como desviador (Sadd, 2009). El primero de ellos solo tiene elementos 

diferentes de cero en la diagonal y se representa como –P𝛿, en donde P es la 

presión termodinámica y 𝛿 el tensor identidad. De la mecánica de fluidos se 

desprende el hecho de que en un punto determinado de un fluido la presión 

actúa igualmente en todas las direcciones. En este sentido, el producto de la 

presión y el tensor identidad garantiza también que esta actúe en forma 

normal (motivo por el cual el tensor solo tiene elementos en su diagonal). El 

signo negativo se usa por convención para que los esfuerzos de compresión 

sean positivos (Deen, 1998). Por tanto: 

𝛔𝐤 = −𝑃𝑘𝛅 + 𝛕𝐤 (1.61) 

En donde τk es el tensor de esfuerzos viscosos (la parte desviadora). Este 

tensor se relaciona con la tasa de deformación del fluido. Debido a que todos 

los elementos que se encuentran fuera de la diagonal  del tensor de esfuerzos 

de Cauchy igualan a aquellos del tensor de esfuerzos viscosos, este último se 
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considera simétrico (Deen, 1998). Tomando el divergente en ambos lados de 

la ecuación 1.61: 

𝛁 ∙ 𝛔𝐤 = 𝛁 ∙ (−𝑃𝑘𝛅 + 𝛕𝐤) = −𝛁𝑃𝑘 + 𝛁 ∙ 𝛕𝐤 (1.62) 

Reemplazando en la ecuación 1.62 este resultado: 

𝜌𝑘 (
𝜕𝐯𝐤

𝜕𝑡
+ 𝐯𝐤 ∙ 𝛁𝐯𝐤) = 𝜌𝑘

𝐷𝐯𝐤

𝐷𝑡
= −𝛁𝑃𝑘 + 𝛁 ∙ 𝛕𝐤 + 𝜌𝑘𝐟𝐤 (1.63) 

La ecuación 1.63 es llamada la ecuación de momentum lineal de Cauchy. 

Esta es el punto de partida para analizar tanto fluido Newtonianos como no 

Newtonianos. En la Tabla 3 se presenta un análisis de cada uno de los 

términos que intervienen en la ecuación 1.63 (Bird, Stewart, & Lightfoot, 2002): 

Tabla 3 
Términos de la ecuación de Cauchy 

Término Definición 

𝜌𝑘
𝐷𝐯𝐤

𝐷𝑡
 

Masa por unidad de volumen 
multiplicada por la aceleración 

𝛁𝑃𝑘 Fuerza de presión sobre la región 
espacial Ω por unidad de volumen 

𝛁 ∙ 𝛕𝐤 Fuerza viscosa sobre la región 
espacial Ω por unidad de volumen 

𝜌𝑘𝐟𝐤 Fuerza gravitacional sobre la región 
espacial Ω por unidad de volumen 

 
Fuente: (Bird et al., 2002) 

Como en el caso de la ecuación de conservación de la masa, antes de iniciar 

el proceso de promediado de la ecuación 1.63 se introducirá el indicador de 

fase, multiplicándolo por cada uno de los términos de la ecuación 1.63: 
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Ψ𝑘𝜌𝑘
𝜕𝐯𝐤

𝜕𝑡
+ Ψ𝑘𝜌𝑘𝐯𝐤 ∙ 𝛁𝐯𝐤 = −Ψ𝑘𝛁𝑃𝑘 + Ψ𝑘𝛁 ∙ 𝛕𝐤 + Ψ𝑘𝜌𝑘𝐟𝐤 (1.64) 

Mediante las siguientes identidades, cada uno de los términos de la 

ecuación 1.64 será reemplazado excepto el último: 

𝜕

𝜕𝑡
(Ψ𝑘𝜌𝑘𝐯𝐤) = Ψ𝑘𝜌𝑘

𝜕𝐯𝐤

𝜕𝑡
+ 𝐯𝐤

𝜕

𝜕𝑡
(Ψ𝑘𝜌𝑘) (1.65) 

El segundo término del lado derecho de la igualdad contiene una derivada 

parcial conocida. A partir de la ecuación 1.28, se tiene: 

𝜕

𝜕𝑡
(Ψ𝑘𝜌𝑘) = 𝜌𝑘(𝐯𝐤 − 𝐯𝐢𝐧𝐭) ∙ 𝛁Ψ𝑘 − 𝛁 ∙ (Ψ𝑘𝜌𝑘𝐯𝐤) (1.66) 

Para el término de advección: 

𝛁 ∙ (Ψ𝑘𝜌𝑘𝐯𝐤⨂ 𝐯𝐤) = 𝐯𝐤 ∙ 𝛁(Ψ𝑘𝜌𝑘𝐯𝐤) + Ψ𝑘𝜌𝑘𝐯𝐤 ∙ 𝛁𝐯𝐤 (1.67) 

Para los términos de presión y el tensor de esfuerzos viscosos: 

𝛁(Ψ𝑘𝑃𝑘) = Ψ𝑘𝛁𝑃𝑘 + 𝑃𝑘𝛁Ψ𝑘 (1.68) 

𝛁 ∙ (Ψ𝑘𝛕𝐤) = Ψ𝑘𝛁 ∙ 𝛕𝐤 + 𝛕𝐤 ∙ 𝛁Ψ𝑘 (1.69) 

Como se observa, las ecuaciones 1.64-1.69 contienen términos 

pertenecientes a la ecuación 1.64. Reemplazándolos y realizando 

operaciones: 
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𝜕

𝜕𝑡
(Ψ𝑘𝜌𝑘𝐯𝐤) + 𝛁 ∙ (Ψ𝑘𝜌𝑘𝐯𝐤⨂ 𝐯𝐤)

= −𝛁(Ψ𝑘𝑃𝑘) + 𝛁 ∙ (Ψ𝑘𝛕𝐤) + Ψ𝑘𝜌𝑘𝐟𝐤

+ [𝜌𝑘𝐯𝐤(𝐯𝐤 − 𝐯𝐢𝐧𝐭) ∙ 𝛁Ψ𝑘 + 𝑃𝑘𝛁Ψ𝑘 − 𝛕𝐤 ∙ 𝛁Ψ𝑘] 

(1.70) 

Como se analizó anteriormente, el procedimiento de promediado sea por el 

método basado en el volumen o el de ensamble llegan a las mismas 

ecuaciones mediante el uso de las reglas de Reynolds, Leibniz y Gauss 

(ecuaciones 1.29-1.33). Aplicando estas reglas se obtiene: 

⟨
𝜕

𝜕𝑡
(Ψ𝑘𝜌𝑘𝐯𝐤)⟩ =

𝜕

𝜕𝑡
⟨Ψ𝑘𝜌𝑘𝐯𝐤⟩ (1.71) 

⟨𝛁 ∙ (Ψ𝑘𝜌𝑘𝐯𝐤⨂ 𝐯𝐤)⟩ = 𝛁 ∙ ⟨Ψ𝑘𝜌𝑘𝐯𝐤⨂ 𝐯𝐤⟩ (1.72) 

⟨𝛁(Ψ𝑘𝑃𝑘)⟩ = 𝛁⟨Ψ𝑘𝑃𝑘⟩ (1.73) 

⟨𝛁 ∙ (Ψ𝑘𝛕𝐤)⟩ = 𝛁 ∙ ⟨Ψ𝑘𝛕𝐤⟩ (1.74) 

⟨Ψ𝑘𝜌𝑘𝐟𝐤⟩ = ⟨Ψ𝑘⟩⟨𝜌𝑘𝐟𝐤⟩ (1.75) 

⟨𝜌𝑘𝐯𝐤(𝐯𝐤 − 𝐯𝐢𝐧𝐭) ∙ 𝛁Ψ𝑘 + 𝑃𝑘𝛁Ψ𝑘 − 𝛕𝐤 ∙ 𝛁Ψ𝑘⟩

= ⟨𝜌𝑘𝐯𝐤(𝐯𝐤 − 𝐯𝐢𝐧𝐭) ∙ 𝛁Ψ𝑘⟩ + ⟨𝑃𝑘⟩⟨𝛁Ψ𝑘⟩ − ⟨𝛕𝐤 ∙ 𝛁Ψ𝑘⟩

= ℵ𝑘 

(1.76) 

Finalmente, aplicando los resultados promediados se tiene: 

𝜕

𝜕𝑡
⟨Ψ𝑘𝜌𝑘𝐯𝐤⟩ + 𝛁 ∙ ⟨Ψ𝑘𝜌𝑘𝐯𝐤⨂ 𝐯𝐤⟩

= −𝛁⟨Ψ𝑘𝑃𝑘⟩ + 𝛁 ∙ ⟨Ψ𝑘𝛕𝐤⟩ + ⟨Ψ𝑘⟩⟨𝜌𝑘𝐟𝐤⟩ + ℵ𝑘 

(1.77) 
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En donde ℵ𝑘 representa las fuentes de intercambio de cantidad de 

movimiento lineal a través de la interfase. Esta es la segunda ecuación 

promediada de la fase continua.  

1.5.4 Ecuación de conservación de la energía 

La primera ley de la termodinámica establece que la energía total de una 

región material es igual a la suma del calor aportado desde los alrededores 

hacia el fluido (medio continuo) y el trabajo realizado por los alrededores sobre 

el fluido. Esta misma ley puede formularse para sistemas de flujo 

considerando tasas de cambio de la energía total, calor y trabajo con respecto 

al tiempo.  

Para deducir la primera ley de la termodinámica existen dos enfoques: i) 

incluir la fuerza gravitacional en la energía total y, ii) incluir un ingreso de 

energía resultante del trabajo de la fuerza gravitacional. Para simplificar los 

cálculos se optará por la segunda vía (Deen, 1998). Por tanto, para una región 

material Ω, la función Φk toma ahora el valor de la de la energía total Ek 

representada por la suma de las energías cinética Kk y la energía interna Uk. 

Entonces: 

𝐷

𝐷𝑡
(𝐸𝑘) =

𝐷

𝐷𝑡
(𝐾𝑘 + 𝑈𝑘) = 𝑄̇𝑘 + 𝑊̇𝑘 (1.78) 

En la ecuación 1.78, tanto el calor añadido al sistema 𝑄̇𝑘 y  el trabajo 

realizado sobre el sistema 𝑊̇𝑘 por los alrededores se consideran como 

positivos, respetando las convenciones actuales respecto a los signos. En la 

región material, la energía cinética y la energía interna vienen representadas 

por: 
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𝐾𝑘 = ∫
1

2
Ω

𝜌𝑘𝐯𝐤 ∙ 𝐯𝐤𝑑𝑉 (1.79) 

𝑈𝑘 = ∫ 𝜌𝑘𝑢𝑘

Ω

𝑑𝑉 (1.80) 

En la ecuación 1.79 el producto escalar vk· vk representa a v2, es decir, a la 

magnitud de la velocidad elevada al cuadrado. En la ecuación 1.80, uk es la 

energía interna específica, es decir, la energía interna extensiva Uk por unidad 

de masa. Reemplazando las definiciones dadas por las ecuaciones 1.79 y 

1.80 en la ecuación 1.78 se obtiene: 

𝐷

𝐷𝑡
∫ 𝜌𝑘 (

1

2
𝐯𝐤 ∙ 𝐯𝐤 + 𝑢𝑘)

Ω

𝑑𝑉 = 𝑄̇𝑘 + 𝑊̇𝑘 (1.81) 

Antes de expresar la ecuación 1.81 para una región espacial, es decir en la 

forma euleriana, primero conviene averiguar las contribuciones energéticas 

que se dan a través de la superficie material: los flujos de calor y trabajo.  

El calor se define como una forma de energía en tránsito, que fluye desde 

las regiones de más alta temperatura hacia las regiones de más baja 

temperatura en un sistema termodinámico. A partir del planteamiento básico 

de la primera ley de la termodinámica, es decir Q=ΔE-W, podría decirse que 

el calor es la diferencia entre el cambio de la energía total en la región material 

Ω y el trabajo real realizado sobre la misma a través de la superficie material 

Г (Tester & Modell, 1997).  El flux de calor (flujo de calor por unidad de área) 

qk que ingresa a través de la superficie material Г, para fluidos puros a 

moderadas temperaturas se calcula a través de la ley de Fourier (Deen, 1998): 
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𝐪𝐜
𝐤 = −𝑘𝛁𝑇𝑘 (1.82) 

Sin embargo, para mezclas de fluidos, flujos multifásicos y gases a alta 

temperatura con contribuciones adicionales, la definición tiene que contemplar 

al flux de calor intercambiado por radiación qr
k y a un término especial 

denominado difusión térmica de Dufour qx
k, que se considera casi siempre 

despreciable (Deen, 1998): 

𝐪𝐤 = 𝐪𝐜
𝐤 + 𝐪𝐫

𝐤 + 𝐪𝐱
𝐤 (1.83) 

Por tanto, la ecuación 1.83 debería constar solo de las contribuciones por 

conducción y radiación. Además, el flujo de calor también puede ser generado 

por una fuente interna que se encuentre dentro de la región material Ω, 

representada como rh
k (generación interna de calor por unidad de masa). 

Colocando en una ecuación todas estas aportaciones, la ecuación que 

describe el flujo de calor en la región material viene dada por: 

𝑄̇𝑘 = −∮ 𝐪𝐤 ∙ 𝐧𝑑𝑠

Γ

+ ∫ 𝜌𝑘𝑟ℎ
𝑘

Ω

𝑑𝑉 (1.84) 

Debe notarse que el signo negativo de la primera integral de la ecuación 

1.84 corrobora el hecho de que el calor ingresa al volumen material a través 

de Г. Aplicando el teorema de la divergencia a la integral de superficie se tiene: 

𝑄̇𝑘 = − ∫ 𝛁 ∙ 𝐪𝐤𝑑𝑉

Ω

+ ∫ 𝜌𝑘𝑟ℎ
𝑘

Ω

𝑑𝑉 = ∫[−𝛁 ∙ 𝐪𝐤 + 𝜌𝑘𝑟ℎ
𝑘]

Ω

𝑑𝑉 (1.85) 

El flujo de trabajo o potencia que ingresa a la región material Ω, provendrá 

de dos contribuciones: la potencia ingresada por fuerzas superficiales 

externas por unidad de área que actúan en la superficie material Г y las 
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fuerzas que actúan sobre el cuerpo por unidad de volumen de la región 

material Ω: 

𝑊̇𝑘 = ∮ 𝐭𝐤 ∙ 𝐯𝐤𝑑𝑠

Γ

+ ∫ 𝜌𝑘𝐟𝐤 ∙ 𝐯𝐤

Ω

𝑑𝑉 (1.86) 

La ecuación 1.86 puede ser transformada a una forma más conveniente, 

aplicando la ecuación 1.48, reemplazando al vector de esfuerzos por su 

equivalente: 

𝑊̇𝑘 = ∮ 𝐧 ∙ 𝛔𝐤 ∙ 𝐯𝐤𝑑𝑠

Γ

+ ∫ 𝜌𝑘𝐟𝐤 ∙ 𝐯𝐤

Ω

𝑑𝑉 (1.87) 

Y aplicando el teorema de la divergencia a la integral de superficie de la 

ecuación 1.87: 

𝑊̇𝑘 = ∫ 𝛁 ∙ (𝛔𝐤 ∙ 𝐯𝐤)𝑑𝑉

Ω

+ ∫ 𝜌𝑘𝐟𝐤 ∙ 𝐯𝐤

Ω

𝑑𝑉 (1.88) 

Recordando que el tensor de Cauchy puede descomponerse en su parte 

esférica y desviadora, mediante la ecuación 1.61 se llega a: 

𝑊̇𝑘 = ∫[−𝛁 ∙ (𝑃𝑘𝐯𝐤) + 𝛁 ∙ (𝛕𝐤 ∙ 𝐯𝐤)]𝑑𝑉

Ω

+ ∫ 𝜌𝑘𝐟𝐤 ∙ 𝐯𝐤

Ω

𝑑𝑉 (1.89) 

Por lo tanto, agrupando se tiene: 

𝑊̇𝑘 = ∫[−𝛁 ∙ (𝑃𝑘𝐯𝐤) + 𝛁 ∙ (𝛕𝐤 ∙ 𝐯𝐤) + 𝜌𝑘𝐟𝐤 ∙ 𝐯𝐤]𝑑𝑉

Ω

 (1.90) 
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Combinando las ecuaciones que describen el flujo de calor y la potencia que 

ingresan a la región material (ecuaciones 1.85 y 1.90) con la ecuación 1.81: 

𝐷

𝐷𝑡
∫ 𝜌𝑘 (

1

2
𝐯𝐤 ∙ 𝐯𝐤 + 𝑢𝑘)

Ω

𝑑𝑉

= ∫[−𝛁 ∙ 𝐪𝐤 + 𝜌𝑘𝑟ℎ
𝑘]

Ω

𝑑𝑉

+ ∫[−𝛁 ∙ (𝑃𝑘𝐯𝐤) + 𝛁 ∙ (𝛕𝐤 ∙ 𝐯𝐤) + 𝜌𝑘𝐟𝐤 ∙ 𝐯𝐤]𝑑𝑉

Ω

 

(1.91) 

En este punto es conveniente pasar la ecuación 1.91 a su forma euleriana, 

empleando el teorema de transporte de Reynolds, para lo cual Ω es ahora la 

región espacial o volumen de control tomada para el análisis y Г es la 

superficie de control: 

𝐷

𝐷𝑡
∫ 𝜌𝑘 (

1

2
𝐯𝐤 ∙ 𝐯𝐤 + 𝑢𝑘)

𝛺

𝑑𝑉

= ∫
𝜕

𝜕𝑡
𝜌𝑘 (

1

2
𝐯𝐤 ∙ 𝐯𝐤 + 𝑢𝑘) 𝑑𝑉

𝛺

+ ∮ 𝜌𝑘 (
1

2
𝐯𝐤 ∙ 𝐯𝐤 + 𝑢𝑘)𝐧 ∙ 𝐯𝐤𝑑𝑠

𝛤

 

(1.92) 

Aplicando el teorema de la divergencia a la integral de superficie de la 

ecuación 1.92, se obtiene: 

∮ 𝜌𝑘 (
1

2
𝐯𝐤 ∙ 𝐯𝐤 + 𝑢𝑘)𝐧 ∙ 𝐯𝐤𝑑𝑠

𝛤

= ∫ 𝛁 ∙ [𝜌𝑘𝐯𝐤 (
1

2
𝐯𝐤 ∙ 𝐯𝐤 + 𝑢𝑘)] 𝑑𝑉

𝛺

 (1.93) 

Entonces, agrupando términos: 
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𝐷

𝐷𝑡
∫ 𝜌𝑘 (

1

2
𝐯𝐤 ∙ 𝐯𝐤 + 𝑢𝑘)

𝛺

𝑑𝑉

= ∫ [
𝜕

𝜕𝑡
𝜌𝑘 (

1

2
𝐯𝐤 ∙ 𝐯𝐤 + 𝑢𝑘) + 𝛁

𝛺

∙ [𝜌𝑘𝐯𝐤 (
1

2
𝐯𝐤 ∙ 𝐯𝐤 + 𝑢𝑘)]]𝑑𝑉 

 

(1.94) 

El integral de volumen de lado derecho de la igualdad puede 

descomponerse: 

𝛁 ∙ [𝜌𝑘𝐯𝐤 (
1

2
𝐯𝐤 ∙ 𝐯𝐤 + 𝑢𝑘)]

= (
1

2
𝐯𝐤 ∙ 𝐯𝐤 + 𝑢𝑘)𝛁 ∙ (𝜌𝑘𝐯𝐤) + 𝜌𝑘𝐯𝐤

∙ 𝛁 (
1

2
𝐯𝐤 ∙ 𝐯𝐤 + 𝑢𝑘) 

(1.95) 

𝜕

𝜕𝑡
𝜌𝑘 (

1

2
𝐯𝐤 ∙ 𝐯𝐤 + 𝑢𝑘)

= 𝜌𝑘
𝜕

𝜕𝑡
(
1

2
𝐯𝐤 ∙ 𝐯𝐤 + 𝑢𝑘) + (

1

2
𝐯𝐤 ∙ 𝐯𝐤 + 𝑢𝑘)

𝜕𝜌𝑘

𝜕𝑡
 

(1.96) 

Combinando las ecuaciones 1.95 y 1.96, tomando factor común y 

agrupando términos se llega a: 

𝜕

𝜕𝑡
𝜌𝑘 (

1

2
𝐯𝐤 ∙ 𝐯𝐤 + 𝑢𝑘) + 𝛁 ∙ [𝜌𝑘𝐯𝐤 (

1

2
𝐯𝐤 ∙ 𝐯𝐤 + 𝑢𝑘)]

= (
1

2
𝐯𝐤 ∙ 𝐯𝐤 + 𝑢𝑘) [

𝜕𝜌𝑘

𝜕𝑡
+ 𝛁 ∙ (𝜌𝑘𝐯𝐤)]

+ 𝜌𝑘 [
𝜕

𝜕𝑡
(
1

2
𝐯𝐤 ∙ 𝐯𝐤 + 𝑢𝑘) + 𝐯𝐤 ∙ 𝛁 (

1

2
𝐯𝐤 ∙ 𝐯𝐤 + 𝑢𝑘)] 

(1.97) 
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El primer término del lado derecho de la igualdad contiene entre corchetes 

a la ecuación de conservación de la masa, que es equivalente a cero. Por 

tanto: 

𝐷

𝐷𝑡
∫ 𝜌𝑘 (

1

2
𝐯𝐤 ∙ 𝐯𝐤 + 𝑢𝑘)

𝛺

𝑑𝑉

= ∫ 𝜌𝑘 [
𝜕

𝜕𝑡
(
1

2
𝐯𝐤 ∙ 𝐯𝐤 + 𝑢𝑘) + 𝐯𝐤

𝛺

∙ 𝛁(
1

2
𝐯𝐤 ∙ 𝐯𝐤 + 𝑢𝑘)] 𝑑𝑉 

 

(1.98) 

Como se observa en la ecuación 1.98, el lado derecho de la ecuación 

representa a la derivada material de la energía total, entonces: 

𝐷

𝐷𝑡
∫ 𝜌𝑘 (

1

2
𝐯𝐤 ∙ 𝐯𝐤 + 𝑢𝑘)

𝛺

𝑑𝑉 = ∫ 𝜌𝑘
𝐷

𝐷𝑡
(
1

2
𝐯𝐤 ∙ 𝐯𝐤 + 𝑢𝑘)𝑑𝑉

𝛺

 

 

(1.99) 

Finalmente de la ecuación 1.91: 

∫ 𝜌𝑘
𝐷

𝐷𝑡
(
1

2
𝐯𝐤 ∙ 𝐯𝐤 + 𝑢𝑘)𝑑𝑉

𝛺

= ∫[−𝛁 ∙ 𝐪𝐤 + 𝜌𝑘𝑟ℎ
𝑘]

Ω

𝑑𝑉 + 

∫[−𝛁 ∙ (𝑃𝑘𝐯𝐤) + 𝛁 ∙ (𝛕𝐤 ∙ 𝐯𝐤) + 𝜌𝑘𝐟𝐤 ∙ 𝐯𝐤]𝑑𝑉

Ω

 

(1.100) 

Agrupando todos los términos bajo un solo integral de volumen y aplicando 

el teorema del valor cero (ecuación 1.10): 

𝜌𝑘
𝐷

𝐷𝑡
(
1

2
𝐯𝐤 ∙ 𝐯𝐤 + 𝑢𝑘)

= −𝛁 ∙ 𝐪𝐤 + 𝜌𝑘𝑟ℎ
𝑘 − 𝛁 ∙ (𝑃𝑘𝐯𝐤) + 𝛁 ∙ (𝛕𝐤 ∙ 𝐯𝐤) + 𝜌𝑘𝐟𝐤

∙ 𝐯𝐤 

(1.101) 
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Esta es la forma más general de la ecuación de conservación de la energía 

para una región espacial Ω que intercambia flujos de calor y trabajo con sus 

alrededores a través de la superficie de control Г. A continuación se presenta 

un análisis del significado de cada uno de los términos de la ecuación 1.101 

(Bird et al., 2002): 

Tabla 4 
Términos de la ecuación general de conservación de la energía 

Término Definición 

𝜌𝑘
𝐷

𝐷𝑡
(
1

2
𝐯𝐤 ∙ 𝐯𝐤 + 𝑢𝑘) 

Velocidad de ganancia de energía 
por unidad de volumen 
 

−𝛁 ∙ 𝐪𝐤 

Velocidad de entrada de energía por 
transferencia de calor por unidad de 
volumen 

𝜌𝑘𝑟ℎ
𝑘 

Velocidad de generación de energía 
dentro de la región espacial Ω por 
unidad de volumen 

𝛁 ∙ (𝑃𝑘𝐯𝐤) 
Potencia comunicada al fluido por 
unidad de volumen debido a la 
fuerzas de presión  

𝛁 ∙ (𝛕𝐤 ∙ 𝐯𝐤) 
Potencia comunicada al fluido por 
unidad de volumen debido a las 
fuerzas viscosas 

𝜌𝑘𝐟𝐤 ∙ 𝐯𝐤 

Potencia comunicada al fluido por 
unidad de volumen debido a las 
fuerzas externas que actúan sobre 
el cuerpo (ejm: gravitacionales) 

 

Fuente: (Bird et al., 2002) 
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A. Ecuación de conservación de la energía mecánica 

Puede ser más útil para los análisis energéticos que la ecuación 1.101 se 

exprese solo en función de la energía interna, para lo cual se deben realizar 

algunas manipulaciones matemáticas, dadas por las ecuaciones: 

𝛁 ∙ (𝑃𝑘𝐯𝐤) = 𝑃𝑘𝛁 ∙ 𝐯𝐤 + 𝐯𝐤 ∙ 𝛁𝑃𝑘 (1.102) 

𝛁 ∙ (𝛕𝐤 ∙ 𝐯𝐤) = 𝐯𝐤 ∙ (𝛁 ∙ 𝛕𝐤) + 𝛕𝐤 ∶ 𝛁𝐯𝐤 (1.103) 

Por tanto: 

𝜌𝑘
𝐷

𝐷𝑡
(
1

2
𝐯𝐤 ∙ 𝐯𝐤 + 𝑢𝑘)

= −𝛁 ∙ 𝐪𝐤 + 𝜌𝑘𝑟ℎ
𝑘 − 𝑃𝑘𝛁 ∙ 𝐯𝐤 − 𝐯𝐤 ∙ 𝛁𝑃𝑘 + 𝐯𝐤

∙ (𝛁 ∙ 𝛕𝐤) + 𝛕𝐤: 𝛁𝐯𝐤 + 𝜌𝑘𝐟𝐤 ∙ 𝐯𝐤 

(1.104) 

Tomando factor común: 

𝜌𝑘
𝐷

𝐷𝑡
(
1

2
𝐯𝐤 ∙ 𝐯𝐤 + 𝑢𝑘)

= −𝛁 ∙ 𝐪𝐤 + 𝜌𝑘𝑟ℎ
𝑘 − 𝑃𝑘𝛁 ∙ 𝐯𝐤 + 𝐯𝐤

∙ (−𝛁𝑃𝑘 + 𝛁 ∙ 𝛕𝐤 + 𝜌𝑘𝐟𝐤) + 𝛕𝐤: 𝛁𝐯𝐤 

(1.105) 

El término entre paréntesis representa el lado derecho de la ecuación de 

Cauchy del balance de cantidad de movimiento lineal. Introduciendo su 

equivalente: 
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𝜌𝑘
𝐷

𝐷𝑡
(
1

2
𝐯𝐤 ∙ 𝐯𝐤 + 𝑢𝑘)

= −𝛁 ∙ 𝐪𝐤 + 𝜌𝑘𝑟ℎ
𝑘 − 𝑃𝑘𝛁 ∙ 𝐯𝐤 + 𝜌𝑘𝐯𝐤 ∙ (

𝜕𝐯𝐤

𝜕𝑡
+ 𝐯𝐤 ∙ 𝛁𝐯𝐤)

+ 𝛕𝐤: 𝛁𝐯𝐤 

(1.106) 

Este último término introducido puede expandirse de la siguiente manera: 

𝜌𝑘𝐯𝐤 ∙ (
𝜕𝐯𝐤

𝜕𝑡
+ 𝐯𝐤 ∙ 𝛁𝐯𝐤) = 𝜌𝑘𝐯

𝐤
∙
𝜕𝐯𝐤

𝜕𝑡
+ 𝜌𝑘𝐯

𝐤
∙ (𝐯𝐤 ∙ 𝛁𝐯𝐤) (1.107) 

Aplicando la siguiente identidad vectorial: 

𝐯𝐤 ∙ 𝛁𝐯𝐤 = 𝛁(
1

2
𝐯𝐤 ∙ 𝐯𝐤) − 𝐯𝐤 × (𝛁 × 𝐯𝐤) (1.108) 

Entonces: 

𝜌𝑘𝐯𝐤 ∙ (
𝜕𝐯𝐤

𝜕𝑡
+ 𝐯𝐤 ∙ 𝛁𝐯𝐤)

= 𝜌𝑘𝐯𝐤 ∙
𝜕𝐯𝐤

𝜕𝑡

+ 𝜌𝑘 [𝐯𝐤 ∙ 𝛁(
1

2
𝐯𝐤 ∙ 𝐯𝐤) − 𝐯𝐤 ∙ [𝐯𝐤 × (𝛁 × 𝐯𝐤)]] 

(1.109) 

Luego, reconociendo que: 

𝐯𝐤 ∙ [𝐯𝐤 × (𝛁 × 𝐯𝐤)] = 𝐯𝐤 ∙ [−𝛁 × (𝐯𝐤 × 𝐯𝐤)] = 0 (1.110) 

Se obtiene: 

𝜌𝑘𝐯𝐤 ∙ (
𝜕𝐯𝐤

𝜕𝑡
+ 𝐯𝐤 ∙ 𝛁𝐯𝐤) = 𝜌𝑘𝐯𝐤 ∙

𝜕𝐯𝐤

𝜕𝑡
+ 𝜌𝑘𝐯𝐤 ∙ 𝛁(

1

2
𝐯𝐤 ∙ 𝐯𝐤) (1.111) 
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De la ecuación 1.111 se puede deducir que: 

𝜕

𝜕𝑡
(
1

2
𝐯𝐤 ∙ 𝐯𝐤) =

1

2
(𝐯𝐤 ∙

𝜕𝐯𝐤

𝜕𝑡
+

𝜕𝐯𝐤

𝜕𝑡
∙ 𝐯𝐤) = 𝐯𝐤 ∙

𝜕𝐯𝐤

𝜕𝑡
 (1.112) 

Reemplazando este resultado en la ecuación 1.111: 

𝜌𝑘𝐯𝐤 ∙ (
𝜕𝐯𝐤

𝜕𝑡
+ 𝐯𝐤 ∙ 𝛁𝐯𝐤) = 𝜌𝑘 [

𝜕

𝜕𝑡
(
1

2
𝐯𝐤 ∙ 𝐯𝐤) + 𝐯𝐤 ∙ 𝛁(

1

2
𝐯𝐤 ∙ 𝐯𝐤)] (1.113) 

O equivalentemente: 

𝜌𝑘𝐯𝐤 ∙ (
𝜕𝐯𝐤

𝜕𝑡
+ 𝐯𝐤 ∙ 𝛁𝐯𝐤) = 𝜌𝑘 [

𝐷

𝐷𝑡
(
1

2
𝐯𝐤 ∙ 𝐯𝐤)] (1.114) 

Por tanto: 

𝜌𝑘
𝐷

𝐷𝑡
(
1

2
𝐯𝐤 ∙ 𝐯𝐤 + 𝑢𝑘)

= −𝛁 ∙ 𝐪𝐤 + 𝜌𝑘𝑟ℎ
𝑘 − 𝑃𝑘𝛁 ∙ 𝐯𝐤 + 𝜌𝑘 [

𝐷

𝐷𝑡
(
1

2
𝐯𝐤 ∙ 𝐯𝐤)]

+ 𝛕𝐤: 𝛁𝐯𝐤 

(1.115) 

Llevando este nuevo término introducido al lado izquierdo de la ecuación, 

tomando factor común y realizando operaciones se llega a: 

𝜌𝑘
𝐷

𝐷𝑡
(𝑢𝑘) = −𝛁 ∙ 𝐪𝐤 + 𝜌𝑘𝑟ℎ

𝑘 − 𝑃𝑘𝛁 ∙ 𝐯𝐤 + 𝛕𝐤: 𝛁𝐯𝐤 (1.116) 

Esta es la llamada ecuación de energía mecánica (Deen, 1998). A 

continuación se analizarán cada uno de los términos de la ecuación de la 

ecuación de energía mecánica: 
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Tabla 5  
Términos de la ecuación de energía mecánica 

Término Definición 

𝜌𝑘
𝐷

𝐷𝑡
(𝑢𝑘) 

Velocidad de ganancia de energía 
interna por unidad de volumen 

−𝛁 ∙ 𝐪𝐤 

Velocidad de entrada de energía 
interna por transferencia de calor por 
unidad de volumen 

𝜌𝑘𝑟ℎ
𝑘 

Velocidad de generación de energía 
interna dentro de la región espacial 
Ω por unidad de volumen 

𝑃𝑘𝛁 ∙ 𝐯𝐤 
Velocidad reversible de aumento de 
la energía interna por unidad de 
volumen debido a la compresión 

𝛕𝐤: 𝛁𝐯𝐤 

Velocidad irreversible de aumento de 
energía interna por unidad de 
volumen debido a la disipación 
viscosa 

 
Fuente: (Bird et al., 2002) 

B. Ecuación de conservación de la entalpía específica 

La ecuación 1.116 puede expresarse en función de la entalpía específica, 

si se recuerda que: 

𝑢𝑘 = ℎ𝑘 −
𝑃𝑘

𝜌𝑘  (1.117) 

Para poder expresar la ecuación de conservación de la energía en función 

de la entalpía, primero se desarrollará la derivada temporal de la expresión 

1.117: 

𝜌𝑘
𝐷

𝐷𝑡
(ℎ𝑘 −

𝑃𝑘

𝜌𝑘) = 𝜌𝑘
𝐷ℎ𝑘

𝐷𝑡
− 𝜌𝑘 [

1

(𝜌𝑘)2 (𝜌𝑘
𝐷𝑃𝑘

𝐷𝑡
− 𝑃𝑘

𝐷𝜌𝑘

𝐷𝑡
)]

= 𝜌𝑘
𝐷ℎ𝑘

𝐷𝑡
−

𝐷𝑃𝑘

𝐷𝑡
+

𝑃𝑘

𝜌𝑘

𝐷𝜌𝑘

𝐷𝑡
 

(1.118) 
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A partir de la ecuación de la continuidad (ecuación 1.16): 

𝜕𝜌𝑘

𝜕𝑡
+ 𝛁 ∙ (𝜌𝑘𝐯𝐤) =

𝜕𝜌𝑘

𝜕𝑡
+ 𝜌𝑘𝛁 ∙ 𝐯𝐤 + 𝐯𝐤 ∙ 𝛁𝜌𝑘 = 0 (1.119) 

Definiendo la derivada material de la densidad de la k-ésima fase del medio 

continuo: 

𝐷𝜌𝑘

𝐷𝑡
=

𝜕𝜌𝑘

𝜕𝑡
+ 𝐯𝐤 ∙ 𝛁𝜌𝑘 (1.120) 

Las ecuaciones 1.119 y 1.120 se pueden combinar con lo cual se obtiene la 

siguiente expresión: 

𝐷𝜌𝑘

𝐷𝑡
= −𝜌𝑘𝛁 ∙ 𝐯𝐤 (1.121) 

Reemplazando la ecuación 1.121 en la ecuación 1.118: 

𝜌𝑘
𝐷

𝐷𝑡
(ℎ𝑘 −

𝑃𝑘

𝜌𝑘) = 𝜌𝑘
𝐷ℎ𝑘

𝐷𝑡
−

𝐷𝑃𝑘

𝐷𝑡
− 𝑃𝑘𝛁 ∙ 𝐯𝐤 (1.122) 

Entonces: 

𝜌𝑘
𝐷ℎ𝑘

𝐷𝑡
−

𝐷𝑃𝑘

𝐷𝑡
− 𝑃𝑘𝛁 ∙ 𝐯𝐤 = −𝛁 ∙ 𝐪𝐤 + 𝜌𝑘𝑟ℎ

𝑘 − 𝑃𝑘𝛁 ∙ 𝐯𝐤 + 𝛕𝐤: 𝛁𝐯𝐤 (1.123) 

Eliminando los términos repetidos en ambos lados de la igualdad, y 

despejando: 

𝜌𝑘
𝐷ℎ𝑘

𝐷𝑡
= −𝛁 ∙ 𝐪𝐤 + 𝜌𝑘𝑟ℎ

𝑘 +
𝐷𝑃𝑘

𝐷𝑡
+ 𝛕𝐤: 𝛁𝐯𝐤 (1.124) 
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Esta última ecuación es la expresión general de la conservación de la 

energía en términos de la entalpía específica. Equivalentemente se puede 

expresar de la siguiente manera: 

𝜌𝑘 (
𝜕ℎ𝑘

𝜕𝑡
+ 𝐯𝐤 ∙ 𝛁ℎ𝑘) = −𝛁 ∙ 𝐪𝐤 + 𝜌𝑘𝑟ℎ

𝑘 + (
𝜕𝑃𝑘

𝜕𝑡
+ 𝐯𝐤 ∙ 𝛁𝑃𝑘) + 𝛕𝐤: 𝛁𝐯𝐤 (1.125) 

 

C. Ecuación de conservación de la entalpía total 

Al estudiar el flujo de fluidos, algunas ecuaciones se pueden simplificar si 

se introduce el estado de estancamiento isentrópico, que se obtiene a partir 

de un fluido que sufre una desaceleración adiabática reversible hasta llegar a 

una velocidad de cero.  Si se aplica la primera ley de la termodinámica para 

un fluido en condiciones estacionarias en el punto de estancamiento, se 

obtiene (Borgnakke & Sonntag, 2009): 

𝐻𝑘 = ℎ𝑘 +
1

2
𝐯𝐤 ∙ 𝐯𝐤 (1.126) 

La ecuación 1.126 define a la entalpía de estancamiento válida en un punto 

en donde la velocidad del fluido se ha detenido por completo. Por otra parte, 

la entalpía total se define en cada punto de un campo de flujo, y es la suma 

de la entalpía asociada con la temperatura y la entalpía asociada con la 

presión dinámica, ambas evaluadas en cada punto. La entalpía total es la 

misma en cada punto de un campo de flujo, así que la entalpía de 

estancamiento evaluada en el punto de estancamiento es idéntica a la 

entalpía total en cualquier punto del campo de flujo. Por lo tanto la ecuación 

1.126 describe a la entalpía total.  



48 

 

La entalpía específica hk viene definida por la ecuación 1.117. 

Reemplazando el valor de hk en la ecuación 1.126 se tiene: 

𝐻𝑘 = 𝑢𝑘 +
1

2
𝐯𝐤 ∙ 𝐯𝐤 +

𝑃𝑘

𝜌𝑘
= 𝐸𝑘 +

𝑃𝑘

𝜌𝑘
 (1.127) 

Este resultado se puede reemplazar en la ecuación 1.101 de tal manera que 

se puede obtener una ecuación de conservación en función de la entalpía 

total. En primer lugar, se remplazará la energía total por su equivalente dado 

por la ecuación 1.127, para luego tomar la derivada temporal de este término 

introducido: 

𝜌𝑘
𝐷

𝐷𝑡
(𝐻𝑘 −

𝑃𝑘

𝜌𝑘
) = 𝜌𝑘

𝐷𝐻𝑘

𝐷𝑡
− 𝜌𝑘 [

1

(𝜌𝑘)2
(𝜌𝑘

𝐷𝑃𝑘

𝐷𝑡
− 𝑃𝑘

𝐷𝜌𝑘

𝐷𝑡
)]

= 𝜌𝑘
𝐷𝐻𝑘

𝐷𝑡
−

𝐷𝑃𝑘

𝐷𝑡
+

𝑃𝑘

𝜌𝑘

𝐷𝜌𝑘

𝐷𝑡
 

(1.128) 

Con un procedimiento parecido al aplicado en la sección 1.5.4.2 se llega a 

la conclusión de que: 

𝐷𝜌𝑘

𝐷𝑡
= −𝜌𝑘𝛁 ∙ 𝐯𝐤 (1.129) 

Reemplazando la ecuación 1.129 en la ecuación 1.128: 

𝜌𝑘
𝐷

𝐷𝑡
(𝐻𝑘 −

𝑃𝑘

𝜌𝑘) = 𝜌𝑘
𝐷𝐻𝑘

𝐷𝑡
−

𝐷𝑃𝑘

𝐷𝑡
− 𝑃𝑘𝛁 ∙ 𝐯𝐤 (1.130) 

Aplicando el resultado obtenido de la ecuación 1.130 en la ecuación 1.101, 

expandiendo el término de potencia por unidad de volumen debido a las 

fuerzas de presión mediante la ecuación 1.102 y desarrollando la derivada 

material de la presión termodinámica: 
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𝜌𝑘
𝐷𝐻𝑘

𝐷𝑡
−

𝜕𝑃𝑘

𝜕𝑡
− 𝐯𝐤 ∙ 𝛁𝑃𝑘 − 𝑃𝑘𝛁 ∙ 𝐯𝐤

= −𝛁 ∙ 𝐪𝐤 + 𝜌𝑘𝑟ℎ
𝑘 − 𝑃𝑘𝛁 ∙ 𝐯𝐤 − 𝐯𝐤 ∙ 𝛁𝑃𝑘 + 𝛁

∙ (𝛕𝐤 ∙ 𝐯𝐤) + 𝜌𝑘𝐟𝐤 ∙ 𝐯𝐤 

(1.131) 

 Finalmente, eliminando términos de ambos miembros de la igualdad: 

𝜌𝑘
𝐷𝐻𝑘

𝐷𝑡
=

𝜕𝑃𝑘

𝜕𝑡
− 𝛁 ∙ 𝐪𝐤 + 𝜌𝑘𝑟ℎ

𝑘 + 𝛁 ∙ (𝛕𝐤 ∙ 𝐯𝐤) + 𝜌𝑘𝐟𝐤 ∙ 𝐯𝐤 (1.132) 

Esta es la forma de conservación de la energía en función de la entalpía 

total. Esta es la forma más frecuentemente usada en las investigaciones de 

fluidos multifásicos (Yeoh & Tu, 2009). 

Para iniciar el proceso de promediado, conviene desarrollar la derivada 

material presente en la ecuación 1.132: 

𝜌𝑘
𝜕𝐻𝑘

𝜕𝑡
+ 𝜌𝑘𝐯𝐤 ∙ 𝛁𝐻𝑘

=
𝜕𝑃𝑘

𝜕𝑡
− 𝛁 ∙ 𝐪𝐤 + 𝜌𝑘𝑟ℎ

𝑘 + 𝛁 ∙ (𝛕𝐤 ∙ 𝐯𝐤) + 𝜌𝑘𝐟𝐤 ∙ 𝐯𝐤 

(1.133) 

A continuación, se multiplica el indicador de fase por cada uno de los 

términos de la ecuación 1.133: 

Ψ𝑘𝜌𝑘
𝜕𝐻𝑘

𝜕𝑡
+ Ψ𝑘𝜌𝑘𝐯𝐤 ∙ 𝛁𝐻𝑘

= Ψ𝑘
𝜕𝑃𝑘

𝜕𝑡
− Ψ𝑘𝛁 ∙ 𝐪𝐤 + Ψ𝑘𝜌𝑘𝑟ℎ

𝑘 + Ψ𝑘𝛁 ∙ (𝛕𝐤 ∙ 𝐯𝐤)

+ Ψ𝑘𝜌𝑘𝐟𝐤 ∙ 𝐯𝐤 

(1.134) 

Mediante el uso de las siguientes identidades cada uno de los términos de 

la ecuación 1.134 serán remplazados: 
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𝜕

𝜕𝑡
(Ψ𝑘𝜌𝑘𝐻𝑘) = Ψ𝑘𝜌𝑘

𝜕𝐻𝑘

𝜕𝑡
+ 𝐻𝑘

𝜕

𝜕𝑡
(Ψ𝑘𝜌𝑘) (1.135) 

La derivada del segundo término de lado derecho de la igualdad puede ser 

reemplazada por la ecuación 1.28: 

𝜕

𝜕𝑡
(Ψ𝑘𝜌𝑘) = 𝜌𝑘(𝐯𝐤 − 𝐯𝐢𝐧𝐭) ∙ 𝛁Ψ𝑘 − 𝛁 ∙ (Ψ𝑘𝜌𝑘𝐯𝐤) (1.136) 

Por tanto: 

𝜕

𝜕𝑡
(Ψ𝑘𝜌𝑘𝐻𝑘) = Ψ𝑘𝜌𝑘

𝜕𝐻𝑘

𝜕𝑡

+ 𝐻𝑘[𝜌𝑘(𝐯𝐤 − 𝐯𝐢𝐧𝐭) ∙ 𝛁Ψ𝑘 − 𝛁 ∙ (Ψ𝑘𝜌𝑘𝐯𝐤)] 

(1.137) 

Para el término de advección: 

𝛁 ∙ (Ψ𝑘𝜌𝑘𝐻𝑘𝐯𝐤) = 𝐻𝑘𝛁 ∙ (Ψ𝑘𝜌𝑘𝐯𝐤) + Ψ𝑘𝜌𝑘𝐯𝐤 ∙ 𝛁𝐻𝑘 (1.138) 

Para el resto de términos se procede de manera similar: 

𝜕

𝜕𝑡
(Ψ𝑘𝑃𝑘) = Ψ𝑘

𝜕𝑃𝑘

𝜕𝑡
+ 𝑃𝑘

𝜕Ψ𝑘

𝜕𝑡
 (1.139) 

𝛁 ∙ (Ψ𝑘𝐪𝐤) = Ψ𝑘𝛁 ∙ 𝐪𝐤 + 𝐪𝐤 ∙ 𝛁Ψ𝑘 (1.140) 

𝛁 ∙ (Ψ𝑘𝛕𝐤 ∙ 𝐯𝐤) = Ψ𝑘𝛁 ∙ (𝛕𝐤 ∙ 𝐯𝐤) + 𝛕𝐤 ∙ 𝐯𝐤 ∙ 𝛁Ψ𝑘 (1.141) 

Despejando de las ecuaciones 1.137-1.141 los términos correspondientes 

a la ecuación 1.134 y realizando operaciones se llega a: 
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𝜕

𝜕𝑡
(Ψ𝑘𝜌𝑘𝐻𝑘) + 𝛁 ∙ (Ψ𝑘𝜌𝑘𝐻𝑘𝐯𝐤)

=
𝜕

𝜕𝑡
(Ψ𝑘𝑃𝑘) − 𝛁 ∙ (Ψ𝑘𝐪𝐤) + Ψ𝑘𝜌𝑘𝑟ℎ

𝑘 + 𝛁 ∙ (Ψ𝑘𝛕𝐤 ∙ 𝐯𝐤)

+ Ψ𝑘𝜌𝑘𝐟𝐤 ∙ 𝐯𝐤 + 𝐻𝑘𝜌𝑘(𝐯𝐤 − 𝐯𝐢𝐧𝐭) ∙ 𝛁Ψ𝑘 − 𝑃𝑘
𝜕Ψ𝑘

𝜕𝑡
+ 𝐪𝐤

∙ 𝛁Ψ𝑘 − 𝛕𝐤 ∙ 𝐯𝐤 ∙ 𝛁Ψ𝑘 

(1.142) 

Una vez introducido el indicador de fase, se procede a realizar el 

procedimiento de promediado mediante el empleo de las reglas de Reynolds, 

Leibniz y Gauss (ecuaciones 1.29-1.33): 

⟨
𝜕

𝜕𝑡
(Ψ𝑘𝜌

𝑘
𝐻𝑘)⟩ =

𝜕

𝜕𝑡
⟨Ψ𝑘𝜌

𝑘
𝐻𝑘⟩ (1.143) 

⟨𝛁 ∙ (Ψ𝑘𝜌
𝑘
𝐻𝑘𝐯

𝐤
)⟩ = 𝛁 ∙ ⟨Ψ𝑘𝜌

𝑘
𝐻𝑘𝐯

𝐤
⟩ (1.144) 

⟨
𝜕

𝜕𝑡
(Ψ𝑘𝑃𝑘)⟩ =

𝜕

𝜕𝑡
⟨Ψ𝑘𝑃𝑘⟩ (1.145) 

⟨𝛁 ∙ (Ψ𝑘𝐪
𝐤
)⟩ = 𝛁 ∙ ⟨Ψ𝑘𝐪

𝐤
⟩ (1.146) 

⟨Ψ𝑘𝜌
𝑘
𝑟ℎ
𝑘⟩ = ⟨Ψ𝑘⟩⟨𝜌𝑘𝑟ℎ

𝑘⟩ (1.147) 

⟨𝛁 ∙ (Ψ𝑘𝛕
𝐤

∙ 𝐯𝐤)⟩ = 𝛁 ∙ ⟨Ψ𝑘𝛕
𝐤

∙ 𝐯𝐤⟩ (1.148) 

⟨Ψ𝑘𝜌𝑘𝐟𝐤 ∙ 𝐯𝐤⟩ = ⟨Ψ𝑘⟩⟨𝜌𝑘𝐟𝐤 ∙ 𝐯𝐤⟩ (1.149) 

⟨𝐻𝑘𝜌
𝑘
(𝐯𝐤 − 𝐯𝐢𝐧𝐭) ∙ 𝛁Ψ𝑘 − 𝑃𝑘

𝜕Ψ𝑘

𝜕𝑡
+ 𝐪𝐤 ∙ 𝛁Ψ𝑘 − 𝛕𝐤 ∙ 𝐯𝐤 ∙ 𝛁Ψ𝑘⟩ = ℶ𝑘 (1.150) 
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Finalmente, la ecuación obtenida es la siguiente: 

𝜕

𝜕𝑡
⟨Ψ𝑘𝜌

𝑘
𝐻𝑘⟩ + 𝛁 ∙ ⟨Ψ𝑘𝜌

𝑘
𝐻𝑘𝐯

𝐤
⟩

=
𝜕

𝜕𝑡
⟨Ψ𝑘𝑃𝑘⟩ − 𝛁 ∙ ⟨Ψ𝑘𝐪

𝐤
⟩ + ⟨Ψ𝑘⟩⟨𝜌𝑘𝑟ℎ

𝑘⟩ + 𝛁

∙ ⟨Ψ𝑘𝛕
𝐤

∙ 𝐯𝐤⟩ + ⟨Ψ𝑘⟩⟨𝜌𝑘𝐟𝐤 ∙ 𝐯𝐤⟩ +  ℶ𝑘 

(1.151) 

La ecuación 1.151 es la ecuación promediada de la conservación de la 

entalpía total.  

1.5.5 Ecuaciones de conservación efectivas 

Las ecuaciones de conservación de masa, cantidad de movimiento lineal y 

energía gobiernan el comportamiento de la fase continua, aunque, la manera 

en que se pone de manifiesto la naturaleza de dicho comportamiento no está 

expresada explícitamente en el desarrollo contextual de las ecuaciones.  

El flujo de un medio continuo puede presentar en general dos 

comportamientos dependiendo de un grupo adimensional de términos 

conocido como número de Reynolds, que indica la importancia de los efectos 

inerciales con respecto a los efectos viscosos del flujo (Wilkes, 2006):  

Re =
𝐿𝑜𝑈𝑜𝜌

𝜇
=

𝜌𝑈𝑜
2

𝜇𝑈𝑜
2

𝐷

=
𝐹𝑢𝑒𝑟𝑧𝑎𝑠 𝑖𝑛𝑒𝑟𝑐𝑖𝑎𝑙𝑒𝑠

𝐹𝑢𝑒𝑟𝑧𝑎𝑠 𝑣𝑖𝑠𝑐𝑜𝑠𝑎𝑠
 (1.152) 

La ecuación 1.152 representa al número de Reynolds siendo Lo la longitud 

característica, Uo la velocidad característica, ρ la densidad del fluido y μ la 

viscosidad dinámica o absoluta, conocidos como factores de escala (Bird et 

al., 2002). Dependiendo del valor de este número, los flujos pueden ser 

clasificados en: i) Laminar, cuando el flujo es ordenado, a bajas velocidades 
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y en capas paralelas que no presentan disrupción alguna, con valores de 

Re˂2000, ii) Transición, cuando el flujo alterna aparentemente de manera 

aleatoria entre el estado laminar y turbulento, dado generalmente a 

velocidades intermedias de flujo con 2000≤ Re≤ 4000 (Wilkes, 2006) y, iii) 

Turbulento, cuyo flujo tiene características irregulares, dependientes del 

tiempo y de carácter tridimensional (Deen, 1998) con Re˃4000 (Wilkes, 2006). 

Los perfiles de flujo laminar y turbulento en una tubería circular se pueden 

apreciar en la Figura 8, en donde v y vmax deben tomarse como velocidades 

medias, siendo R el radio máximo de la tubería: 

 

Figura 8 Perfil de flujo laminar y turbulento en una tubería circular. 
Adaptado de Bird et. al 2002. 

A nivel industrial la mayoría de los flujos tienen carácter turbulento por lo 

que se hace necesario estudiar dicho fenómeno. Una de las características 

fundamentales de los flujos turbulentos es su alta dependencia con el tiempo, 
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que se puede corroborar midiendo alguna cantidad física escalar o vectorial 

Σk de la k-ésima fase del medio continuo en una posición fija, usando diversas 

técnicas instrumentales. En este sentido las velocidades locales instantáneas 

pueden ser medidas mediante un anemómetro laser-Dopler, capaz de 

detectar oscilaciones rápidas (McCabe, Smith, & Harriott, 2007).  Graficando 

los resultados obtenidos se podría llegar a algo similar a lo mostrado en la 

Figura 9: 

 

Figura 9 Fluctuación de la propiedad Σk con el tiempo en algún punto 
fijo. Adaptado de Deen 1998. 

De la Figura 9 se puede observar que en general cualquier propiedad Σk en 

un instante particular de tiempo tiene un componente promedio Σ𝑘̅̅ ̅ y un 

componente fluctuante ζ’k, por tanto: 

Σ𝑘 = Σ𝑘̅̅ ̅ + ζ′𝑘 (1.153) 

Especial énfasis debe darse al uso de la barra sobre una determinada 

cantidad física, lo que significa que la misma está promediada con respecto al 

tiempo. La ecuación 1.153 se conoce con el nombre de descomposición de 

Reynolds. 



55 

 

Con ayuda de la ecuación 1.153 se pueden descomponer algunas de las 

cantidades escalares y vectoriales estudiadas hasta el momento: 

𝐯𝒌 = 𝐯𝒌̅̅ ̅ + 𝐯′𝐤   → 𝐯′𝐤̅̅ ̅̅ = 𝟎  (1.154) 

𝜌𝑘 = 𝜌𝑘̅̅ ̅ + 𝜌′𝑘   → 𝜌′𝑘̅̅ ̅̅ = 0  (1.155) 

𝑃𝑘 = 𝑃𝑘̅̅̅̅ + 𝑃′𝑘   → 𝑃′𝑘̅̅ ̅̅ = 0 (1.156) 

𝐻𝑘 = 𝐻𝑘̅̅ ̅̅ + 𝐻′𝑘   → 𝐻′𝑘̅̅ ̅̅ ̅ = 0 (1.157) 

𝐪𝐤 = 𝐪𝐤̅̅ ̅ + 𝐪′𝐤   → 𝐪′𝐤̅̅ ̅̅ = 0 (1.158) 

En las ecuaciones 1.154-1.158 debe notarse que el promedio temporal de 

las fluctuaciones es igual a cero. Para efectos de obtener las ecuaciones 

requeridas, se debe promediar en el tiempo las ecuaciones que ya fueron 

promediadas por el método de volumen (o de ensamble). El promediado en 

volumen fue realizado para construir un continuo para cada fase mientras que 

le promediado en el tiempo se realizará para tomar en cuenta el alto nivel de 

fluctuaciones generados por la turbulencia (Jakobsen, 2008).  Para ello es 

necesario averiguar cómo funcionan ciertos operadores matemáticos en los 

procesos de promediado múltiple y más específicamente en aquellos en 

donde el promediado en el tiempo va después del promediado en volumen, 

aunque, algunos autores han citado que este último proceso es de carácter 

conmutativo, es decir, se obtienen los mismos resultados si se promedia 

primero en tiempo y luego en volumen (Delhaye & Achard, 1976, 1978).  

A continuación se realizará una deducción no rigurosa de las ecuaciones de 

conservación con un proceso de promediado múltiple. Para una deducción 

estricta revísese (Jakobsen, 2008). En primer lugar, cada cantidad física 

estudiada puede representarse mediante el promedio ponderado de fase ⟨κ𝑘⟩̅̅ ̅̅ ̅ 
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y la masa media ponderada ⟨ξ𝑘⟩̅̅ ̅̅ ̅ (descomposición de Favre) (Yeoh & Tu, 

2009): 

⟨κ𝑘⟩̅̅ ̅̅ ̅ =
⟨Ψ𝑘κ𝑘⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

⟨Ψ𝑘⟩̅̅ ̅̅ ̅̅  (1.159) 

⟨ξ𝑘⟩̅̅ ̅̅ ̅ =
⟨ρ𝑘ξ𝑘⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

⟨ρ𝑘⟩̅̅ ̅̅ ̅
 (1.160) 

Nótese que ambas ecuaciones muestran la naturaleza múltiple del 

promediado que se está realizando. En este punto se introducirá el concepto 

de fracción volumétrica local (o concentración volumétrica o tiempo de 

residencia relativo), que se define como la fracción del tiempo en la cual la 

fase continua o la fase dispersa ocupa un punto particular del espacio. Para 

fluidos bifásicos se cumple que (Yeoh & Tu, 2009): 

α𝑘 =
𝑉𝑘

𝑉
= ⟨Ψ𝑘⟩                   ∑ α𝑘 = 1

2

𝑘=1

 (1.161) 

En donde Vk es el volumen fraccional de la k-ésima fase en una región 

pequeña de carácter arbitrario y V es el volumen total de la región en cuestión 

que abarca tanto al flujo continuo como el disperso. Se puede observar de la 

ecuación 1.161 que la fracción volumétrica local es igual al promediado en 

volumen del indicador de fase.  

También serán necesarias para las posteriores deducciones las 

adaptaciones de las reglas de Reynolds, Leibniz y Gauss a los procesos de 

promediado múltiple (Deen, 1998; Jakobsen, 2008): 

⟨𝑓 + 𝑔⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = ⟨𝑓⟩̅̅ ̅̅ + ⟨𝑔⟩̅̅ ̅̅  (1.162) 
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⟨⟨𝑓⟩𝑔⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = ⟨𝑓⟩̅̅ ̅̅  ⟨𝑔⟩̅̅ ̅̅  (1.163) 

⟨⟨𝑐⟩⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ = ⟨𝑐⟩̅̅ ̅̅  (1.164) 

⟨
𝜕𝑓

𝜕𝑡
⟩

̅̅ ̅̅ ̅̅
=

𝜕

𝜕𝑡
⟨𝑓⟩̅̅ ̅̅  (1.165) 

⟨𝛁 ∙ f⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝛁 ∙ ⟨𝑓⟩̅̅ ̅̅  (1.166) 

⟨𝛁f⟩̅̅ ̅̅ ̅ = 𝛁⟨f⟩̅̅ ̅ (1.167) 

Con estas herramientas, se comenzará con el promediado en el tiempo de 

la ecuación de conservación de la masa promediada en volumen (ecuación 

1.37): 

𝜕

𝜕𝑡
⟨Ψ𝑘𝜌𝑘⟩

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

𝜕

𝜕𝑡
⟨Ψ𝑘𝜌𝑘⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ (1.168) 

𝛁 ∙ ⟨Ψ𝑘𝜌𝑘𝐯𝐤⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝛁 ∙ ⟨Ψ𝑘𝜌𝑘𝐯𝐤⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ (1.169) 

⟨𝜌𝑘(𝐯𝐤 − 𝐯𝐢𝐧𝐭) ∙ 𝛁Ψ𝑘⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = Λ𝑘̅̅ ̅ = Λ′𝑘 (1.170) 

A continuación se aplicará la descomposición de Favre que involucra el 

promedio ponderado de fase, conjuntamente con la descomposición de 

Reynolds para cada cantidad escalar o vectorial: 

𝜕

𝜕𝑡
⟨Ψ𝑘𝜌𝑘⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ =

𝜕

𝜕𝑡
[⟨Ψ𝑘⟩̅̅ ̅̅ ̅̅  ⟨𝜌𝑘̅̅ ̅ + 𝜌′𝑘⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅] =

𝜕

𝜕𝑡
[α𝑘  ̅̅ ̅̅  (⟨𝜌𝑘⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ + ⟨𝜌′𝑘⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ )]

=
𝜕

𝜕𝑡
(α𝑘 ̅̅ ̅̅  ⟨𝜌𝑘⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 

(1.171) 
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𝛁 ∙ ⟨Ψ𝑘𝜌𝑘𝐯𝐤⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝛁 ∙ [⟨Ψ𝑘⟩̅̅ ̅̅ ̅̅  ⟨𝜌𝑘(𝐯𝒌̅̅ ̅ + 𝐯′𝐤)⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅] = 𝛁 ∙ [α𝑘̅̅ ̅ ⟨𝜌𝑘(𝐯𝒌̅̅ ̅ + 𝐯′𝐤)⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅]

= 𝛁 ∙ [α𝑘̅̅ ̅ (⟨𝜌𝑘𝐯𝒌⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + ⟨𝜌𝑘𝐯′𝒌⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )] = 𝛁 ∙ (α𝑘̅̅ ̅ ⟨𝜌𝑘𝐯𝒌⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) 

(1.172) 

⟨𝜌𝑘(𝐯𝐤 − 𝐯𝐢𝐧𝐭) ∙ 𝛁Ψ𝑘⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = Λ𝑘̅̅ ̅ = Λ′𝑘 (1.173) 

Incorporando estos resultados en una sola ecuación y eliminando las barras 

y paréntesis que denotan los diferentes promediados, se llega a: 

𝜕

𝜕𝑡
(α𝑘𝜌𝑘) + 𝛁 ∙ (α𝑘𝜌𝑘𝐯𝐤) = Λ′𝑘 (1.174) 

En la ecuación 1.174 se han incorporado los efectos de la turbulencia y la 

fracción volumétrica local, lo que pone de manifiesto la naturaleza bifásica del 

flujo. 

 A continuación, es el turno de promediar en el tiempo a la ecuación de 

conservación de la cantidad de movimiento lineal promediada en volumen 

(ecuación 1.77). Para ello: 

𝜕

𝜕𝑡
⟨Ψ𝑘𝜌𝑘𝐯𝐤⟩

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
=

𝜕

𝜕𝑡
⟨Ψ𝑘𝜌𝑘𝐯𝐤⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ (1.175) 

𝛁 ∙ ⟨Ψ𝑘𝜌𝑘𝐯𝐤⨂ 𝐯𝐤⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝛁 ∙ ⟨Ψ𝑘𝜌𝑘𝐯𝐤⨂ 𝐯𝐤⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ (1.176) 

𝛁⟨Ψ𝑘𝑃𝑘⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝛁⟨Ψ𝑘𝑃𝑘⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  (1.177) 

𝛁 ∙ ⟨Ψ𝑘𝛕𝐤⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝛁 ∙ ⟨Ψ𝑘𝛕𝐤⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ (1.178) 

⟨Ψ𝑘𝜌𝑘𝐟𝐤⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = ⟨Ψ𝑘⟩⟨𝜌𝑘𝐟𝐤⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  (1.179) 
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⟨𝜌𝑘𝐯𝐤(𝐯𝐤 − 𝐯𝐢𝐧𝐭) ∙ 𝛁Ψ𝑘 + 𝑃𝑘𝛁Ψ𝑘 − 𝛕𝐤 ∙ 𝛁Ψ𝑘⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

= ⟨𝜌𝑘𝐯𝐤(𝐯𝐤 − 𝐯𝐢𝐧𝐭) ∙ 𝛁Ψ𝑘⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + ⟨𝑃𝑘⟩⟨𝛁Ψ𝑘⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ − ⟨𝛕𝐤 ∙ 𝛁Ψ𝑘⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

= ℵ𝑘̅̅̅̅ = ℵ′𝑘 

(1.180) 

Con estos resultados, aplicando la descomposición de Favre que involucra 

el promedio ponderado de fase conjuntamente con la descomposición de 

Reynolds para cada cantidad escalar o vectorial se obtiene: 

𝜕

𝜕𝑡
⟨Ψ𝑘𝜌𝑘𝐯𝐤⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ =

𝜕

𝜕𝑡
[⟨Ψ𝑘⟩̅̅ ̅̅ ̅̅  ⟨𝜌𝑘𝐯𝐤⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅] =

𝜕

𝜕𝑡
[α𝑘̅̅ ̅ ⟨𝜌𝑘(𝐯𝒌̅̅ ̅ + 𝐯′𝐤)⟩

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
]

=
𝜕

𝜕𝑡
[α𝑘̅̅ ̅ (⟨𝜌𝑘𝐯𝒌⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + ⟨𝜌𝑘𝐯′𝒌⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )] =

𝜕

𝜕𝑡
(α𝑘̅̅ ̅ ⟨𝜌𝑘𝐯𝒌⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) 

(1.18

1) 

𝛁 ∙ ⟨Ψ𝑘𝜌𝑘𝐯𝐤⨂ 𝐯𝐤⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝛁 ∙ [⟨Ψ𝑘⟩̅̅ ̅̅ ̅̅  ⟨𝜌𝑘𝐯𝐤⨂ 𝐯𝐤⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅] = 𝛁 ∙ [α𝑘̅̅ ̅ ⟨𝜌𝑘(𝐯𝒌̅̅ ̅ + 𝐯′𝐤)⨂(𝐯𝒌̅̅ ̅ + 𝐯′𝐤)⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅]

= 𝛁 ∙ [α𝑘̅̅ ̅  (⟨𝜌𝑘𝐯𝐤⨂𝐯𝐤⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + ⟨𝜌𝑘𝐯𝐤⨂𝐯′𝐤⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + ⟨𝜌𝑘𝐯′𝐤⨂𝐯𝒌⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + ⟨𝜌𝑘𝐯′𝐤⨂𝐯′𝐤⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )]

= 𝛁 ∙ [α𝑘̅̅ ̅  (⟨𝜌𝑘𝐯𝐤⨂𝐯𝐤⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + ⟨𝜌𝑘𝐯′𝐤⨂𝐯′𝐤⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )]

= 𝛁 ∙ (α𝑘̅̅ ̅  ⟨𝜌𝑘𝐯𝐤⨂𝐯𝐤⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) +  𝛁 ∙ (α𝑘̅̅ ̅  ⟨𝜌𝑘𝐯′𝐤⨂𝐯′𝐤⟩
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

) 

(1.18

2) 

Especial atención merece la aparición de un nuevo término, producto de las 

fluctuaciones de la velocidad y de naturaleza convectiva conocido como el 

tensor de Reynolds o tensor de esfuerzos turbulentos, que representa el 

aporte de la turbulencia a la ecuación de conservación de la cantidad de 

movimiento lineal. Continuando con las operaciones: 

𝛁⟨Ψ𝑘𝑃𝑘⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝛁(⟨Ψ𝑘⟩̅̅ ̅̅ ̅̅  ⟨𝑃𝑘⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ) = 𝛁 (α𝑘̅̅ ̅ ⟨𝑃𝑘̅̅̅̅ + 𝑃′𝑘⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) = 𝛁[α𝑘̅̅ ̅(⟨𝑃𝑘⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ +

⟨𝑃′𝑘⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)] = 𝛁(α𝑘̅̅ ̅ ⟨𝑃𝑘⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ )  

(1.183) 

𝛁 ∙ ⟨Ψ𝑘𝛕𝐤⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝛁 ∙ (⟨Ψ𝑘⟩̅̅ ̅̅ ̅̅  ⟨𝛕𝐤⟩̅̅ ̅̅ ̅) = 𝛁 ∙ (α𝑘̅̅ ̅ ⟨𝛕𝐤̅̅ ̅ + 𝛕′𝐤⟩
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

) = 𝛁 ∙ [α𝑘̅̅ ̅(⟨𝛕𝐤⟩̅̅ ̅̅ ̅ +

⟨𝛕′𝐤⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ )] = 𝛁 ∙ (α𝑘̅̅ ̅ ⟨𝛕𝐤⟩̅̅ ̅̅ ̅)   
(1.184) 
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⟨Ψ𝑘𝜌𝑘𝐟𝐤⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = ⟨Ψ𝑘⟩⟨𝜌𝑘𝐟𝐤⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = α𝑘̅̅ ̅ ⟨𝜌𝑘𝐟𝐤⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  (1.185) 

Incorporando estos resultados en una sola ecuación y eliminando las barras 

y paréntesis que denotan los diferentes promediados, se llega a: 

𝜕

𝜕𝑡
(α𝑘𝜌𝑘𝐯𝐤) + 𝛁 ∙ (𝛼𝑘𝜌𝑘𝐯𝐤⨂ 𝐯𝐤)

= −𝛁(𝛼𝑘𝑃𝑘) + 𝛁 ∙ (α𝑘𝛕𝐤) − 𝛁 ∙ (𝛼𝑘𝜌𝑘𝐯′𝐤⨂ 𝐯′𝐤)

+ α𝑘𝜌𝑘𝐟𝐤 + ℵ′𝑘 

(1.186) 

En la ecuación 1.186 se han incorporado lo efectos de la turbulencia, 

presentes tácitamente mediante el tensor de Reynolds, poniéndose de 

manifiesto nuevamente la naturaleza bifásica del flujo mediante la fracción 

volumétrica local. 

La siguiente ecuación a ser promediada en el tiempo está vinculada con el 

principio de conservación de la energía promediado en volumen. Aplicando 

las reglas modificadas de Reynolds, Leibniz y Gauss: 

𝜕

𝜕𝑡
⟨Ψ𝑘𝜌

𝑘
𝐻𝑘⟩

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

𝜕

𝜕𝑡
⟨Ψ𝑘𝜌

𝑘
𝐻𝑘⟩

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
 (1.187) 

𝛁 ∙ ⟨Ψ𝑘𝜌
𝑘
𝐻𝑘𝐯

𝐤
⟩

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
= 𝛁 ∙ ⟨Ψ𝑘𝜌

𝑘
𝐻𝑘𝐯

𝐤
⟩

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 (1.188) 

𝜕

𝜕𝑡
⟨Ψ𝑘𝑃𝑘⟩

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

𝜕

𝜕𝑡
⟨Ψ𝑘𝑃𝑘⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  (1.189) 

𝛁 ∙ ⟨Ψ𝑘𝐪
𝐤
⟩

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
= 𝛁 ∙ ⟨Ψ𝑘𝐪

𝐤
⟩

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 (1.190) 

⟨Ψ𝑘𝜌
𝑘
𝑟ℎ
𝑘⟩

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
= ⟨Ψ𝑘⟩̅̅ ̅̅ ̅̅  ⟨𝜌𝑘𝑟ℎ

𝑘⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  (1.191) 
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𝛁 ∙ ⟨Ψ𝑘𝛕
𝐤

∙ 𝐯𝐤⟩
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

= 𝛁 ∙ ⟨Ψ𝑘𝛕
𝐤

∙ 𝐯𝐤⟩
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

 (1.192) 

⟨Ψ𝑘𝜌𝑘𝐟𝐤 ∙ 𝐯𝐤⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = ⟨Ψ𝑘⟩̅̅ ̅̅ ̅̅  ⟨𝜌𝑘𝐟𝐤 ∙ 𝐯𝐤⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  (1.193) 

⟨𝐻𝑘𝜌
𝑘
(𝐯𝐤 − 𝐯𝐢𝐧𝐭) ∙ 𝛁Ψ𝑘 − 𝑃𝑘

𝜕Ψ𝑘

𝜕𝑡
+ 𝐪𝐤 ∙ 𝛁Ψ𝑘 − 𝛕𝐤 ∙ 𝐯𝐤 ∙ 𝛁Ψ𝑘⟩

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

= ℶ𝑘̅̅ ̅

= ℶ′𝑘 

(1.194) 

Con estos resultados, aplicando la descomposición de Favre que involucra 

el promedio ponderado de fase conjuntamente con la descomposición de 

Reynolds para cada cantidad escalar o vectorial se obtiene: 

𝜕

𝜕𝑡
⟨Ψ𝑘𝜌𝑘𝐻𝑘⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ =

𝜕

𝜕𝑡
⟨Ψ𝑘⟩̅̅ ̅̅ ̅̅  ⟨𝜌𝑘𝐻𝑘⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ =

𝜕

𝜕𝑡
⟨Ψ𝑘⟩̅̅ ̅̅ ̅̅  ⟨𝜌𝑘(𝐻𝑘̅̅ ̅̅ + 𝐻′𝑘)⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

=
𝜕

𝜕𝑡
𝛼𝑘̅̅̅̅  (⟨𝜌𝑘𝐻𝑘⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + ⟨𝜌𝑘𝐻′𝑘⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) =

𝜕

𝜕𝑡
𝛼𝑘̅̅̅̅  ⟨𝜌𝑘𝐻𝑘⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

(1.195) 

𝛁 ∙ ⟨Ψ𝑘𝜌𝑘𝐻𝑘𝐯𝐤⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝛁 ∙ ⟨Ψ𝑘⟩̅̅ ̅̅ ̅̅  ⟨𝜌𝑘𝐻𝑘𝐯𝐤⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝛁 ∙ 𝛼𝑘̅̅̅̅  ⟨𝜌𝑘(𝐻𝑘̅̅ ̅̅ + 𝐻′𝑘)(𝐯𝐤̅̅ ̅ + 𝐯′𝐤)⟩
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

= 𝛁

∙ 𝛼𝑘̅̅̅̅  (⟨𝜌𝑘𝐻𝑘𝐯𝐤⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + ⟨𝜌𝑘𝐻𝑘𝐯′𝐤⟩
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

+ ⟨𝜌𝑘𝐻′𝑘𝐯𝐤⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + ⟨𝜌𝑘𝐻′𝑘𝐯′𝐤⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )

= 𝛁 ∙ 𝛼𝑘̅̅̅̅  (⟨𝜌𝑘𝐻𝑘𝐯𝐤⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + ⟨𝜌𝑘𝐻′𝑘𝐯′𝐤⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )

= 𝛁 ∙ 𝛼𝑘̅̅̅̅  ⟨𝜌𝑘𝐻𝑘𝐯𝐤⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + 𝛁 ∙ 𝛼𝑘̅̅̅̅  ⟨𝜌𝑘𝐻′𝑘𝐯′𝐤⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

(1.196) 

Nuevamente debido a la descomposición del flujo aparece un término en la 

ecuación 1.196, que incluye la influencia de las fluctuaciones de la entalpía 

total y la velocidad, conocido como flux de energía turbulenta de Reynolds. 

Este término pone de manifiesto al fenómeno turbulento en el flujo bifásico. 

Continuando con el procedimiento: 



62 

 

𝜕

𝜕𝑡
⟨Ψ𝑘𝑃𝑘⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ =

𝜕

𝜕𝑡
 ⟨Ψ𝑘⟩̅̅ ̅̅ ̅̅  ⟨𝑃𝑘⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ =

𝜕

𝜕𝑡
𝛼𝑘̅̅̅̅  ⟨𝑃𝑘̅̅̅̅ + 𝑃′𝑘⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ =

𝜕

𝜕𝑡
𝛼𝑘̅̅̅̅ (⟨𝑃𝑘⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ + ⟨𝑃′𝑘⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)

=
𝜕

𝜕𝑡
𝛼𝑘̅̅̅̅  ⟨𝑃𝑘⟩̅̅ ̅̅ ̅̅  

(1.197) 

𝛁 ∙ ⟨Ψ𝑘𝐪𝐤⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝛁 ∙ ⟨Ψ𝑘⟩̅̅ ̅̅ ̅̅   ⟨𝐪𝐤⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝛁 ∙ 𝛼𝑘̅̅̅̅  (⟨𝐪𝐤̅̅ ̅ + 𝐪′𝐤⟩
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

) = 𝛁 ∙ 𝛼𝑘̅̅̅̅  (⟨𝐪𝐤⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ + ⟨𝐪′𝐤⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ )

= 𝛁 ∙ 𝛼𝑘̅̅̅̅  ⟨𝐪𝐤⟩̅̅ ̅̅ ̅̅  

(1.198) 

⟨Ψ𝑘𝜌
𝑘
𝑟ℎ
𝑘⟩

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
= ⟨Ψ𝑘⟩̅̅ ̅̅ ̅̅  ⟨𝜌𝑘𝑟ℎ

𝑘⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝛼𝑘̅̅̅̅  ⟨𝜌𝑘𝑟ℎ
𝑘⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  (1.199) 

𝛁 ∙ ⟨Ψ𝑘𝛕𝐤 ∙ 𝐯𝐤⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝛁 ∙ (⟨Ψ𝑘⟩̅̅ ̅̅ ̅̅   ⟨𝛕𝐤 ∙ 𝐯𝐤⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)

= 𝛁 ∙ [⟨Ψ𝑘⟩̅̅ ̅̅ ̅̅   ⟨(𝛕𝐤̅̅ ̅ + 𝛕′𝐤) ∙ (𝐯𝐤̅̅ ̅ + 𝐯′𝐤)⟩
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

]

= 𝛁 ∙ [𝛼𝑘̅̅̅̅   (⟨𝛕𝐤 ∙ 𝐯𝒌⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + ⟨𝛕𝐤 ∙ 𝐯′𝐤⟩
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

+ ⟨𝛕′𝐤 ∙ 𝐯𝒌⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + ⟨𝛕′𝐤 ∙ 𝐯′𝐤⟩
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

)]

= 𝛁 ∙ [𝛼𝑘̅̅̅̅   (⟨𝛕𝐤 ∙ 𝐯𝒌⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + ⟨𝛕′𝐤 ∙ 𝐯′𝐤⟩
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

)]

= 𝛁 ∙ [𝛼𝑘̅̅̅̅  ⟨𝛕𝐤 ∙ 𝐯𝒌⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ] + 𝛁 ∙ [𝛼𝑘̅̅̅̅  ⟨𝛕′𝐤 ∙ 𝐯′𝒌⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  ] 

(1.200) 

⟨Ψ𝑘𝜌𝑘𝐟𝐤 ∙ 𝐯𝐤⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = ⟨Ψ𝑘⟩̅̅ ̅̅ ̅̅  ⟨𝜌𝑘𝐟𝐤 ∙ 𝐯𝐤⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝛼𝑘̅̅̅̅  ⟨𝜌𝑘𝐟𝐤 ∙ (𝐯𝐤̅ + 𝐯′𝐤)⟩
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

= 𝛼𝑘̅̅̅̅  (⟨𝜌𝑘𝐟𝐤 ∙ 𝐯𝐤⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + ⟨𝜌𝑘𝐟𝐤 ∙ 𝐯′𝐤⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) = 𝛼𝑘̅̅̅̅ ⟨𝜌𝑘𝐟𝐤 ∙ 𝐯𝐤⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅   

(1.201) 

Combinando todos los resultados anteriores y eliminando los símbolos de 

los diferentes promediados efectuados, se llega a: 

𝜕

𝜕𝑡
(𝛼𝑘𝜌𝑘𝐻𝑘) + 𝛁 ∙ (𝛼𝑘𝜌𝑘𝐻𝑘𝐯𝐤)

=
𝜕

𝜕𝑡
(𝛼𝑘𝑃𝑘) − 𝛁 ∙ (𝛼𝑘𝐪𝐤) − 𝛁 ∙ (𝛼𝑘𝜌𝑘𝐻′𝑘𝐯′𝐤)

+ 𝛼𝑘𝜌𝑘𝑟ℎ
𝑘 + 𝛁 ∙ (𝛼𝑘𝛕𝐤 ∙ 𝐯𝒌) + 𝛁 ∙ (𝛼𝑘𝛕′𝐤 ∙ 𝐯′𝒌)

+ (𝛼𝑘𝜌𝑘𝐟𝐤 ∙ 𝐯𝐤) + ℶ′𝑘 

(1.202) 
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Las ecuaciones 1.174, 1.186 y 1.202 son las versiones promediadas en 

volumen y en el tiempo de las ecuaciones de conservación originales 

deducidas al principio de este capítulo, denominadas en conjunto como 

ecuaciones efectivas de conservación. 

1.5.6 Transporte de masa, cantidad de movimiento lineal y energía en 
la interfase 

A lo largo del proceso de deducción de las ecuaciones de conservación 

efectivas, aparecieron términos de intercambio de masa, cantidad de 

movimiento y energía entre las fases continua y dispersa. En dinámica de 

fluidos computacional, dichos términos pueden normalmente ser linealizados 

para su tratamiento numérico de acuerdo a (Yeoh & Tu, 2009): 

Λ′𝑘 = ∑(𝑚̇𝑗𝑘 − 𝑚̇𝑘𝑗)

2

𝑗=1

 (1.203) 

ℵ′𝑘 = ∑(𝑚̇𝑗𝑘𝐯
𝐣 − 𝑚̇𝑘𝑗𝐯

𝐤) + 𝑃𝑖𝑛𝑡
𝑘

2

𝑗=1

𝛁𝛼𝑘 + 𝐅𝐃
𝐤 (1.204) 

ℶ′𝑘 = ∑(𝑚̇𝑗𝑘𝐻
𝑗 − 𝑚̇𝑘𝑗𝐻

𝑘) + 𝑄̇𝑖𝑛𝑡
𝑘

2

𝑗=1

 (1.205) 

En las ecuaciones anteriores, 𝑚̇𝑗𝑘 y 𝑚̇𝑘𝑗 representan el transporte de masa 

desde la j-ésima fase hacia la k-ésima fase, y desde la k-ésima fase hacia la 

j-ésima fase respectivamente. El término FD
K representa la densidad de fuerza 

en la interfase, y normalmente puede dividirse en: 

𝐅𝐃
𝐤 = 𝐅𝐀𝐃

𝐤 + 𝐅𝐎𝐃
𝐤  (1.206) 
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 En donde FAD
k representa la fuerza de arrastre y FOD

k cualquier otra fuerza 

en la interfase distinta a la de arrastre. La fuerza de arrastre y el flujo de calor 

interfacial también pueden ser linealizados (Yeoh & Tu, 2009): 

𝐅𝐀𝐃
𝐤 = ∑𝐵𝑗𝑘(𝐯

𝐣 − 𝐯𝐤)

2

𝑗=1

 (1.207) 

𝑄̇𝑖𝑛𝑡
𝑘 = ∑ ℎ𝑗𝑘(𝑇

𝑗 − 𝑇𝑘)

2

𝑗=1

 (1.208) 

En donde Bjk y hjk son los términos de arrastre y de trasferencia de calor en 

la interfase. 

1.6 Consideraciones y simplificaciones 

En este apartado se propondrán algunas simplificaciones que ayudarán a 

resolver las ecuaciones efectivas de conservación. 

1.6.1 Flujos a bajas velocidades o a bajos números de Match 

Algunos flujos multifásicos en la práctica pueden considerarse como flujos 

a baja velocidad o a bajos números de Match. Este tipo de flujos pueden 

considerarse como débilmente compresibles, debido a que las variaciones de 

densidad del fluido se deben principalmente a cambios en la temperatura y no 

a cambios en la presión. Por tanto, en la ecuación efectiva de conservación 

de la energía, los términos ∂Pk/∂t, y los que representan a los esfuerzos que 

deforman la región espacial Ω y a la interfase Г pueden ser ignorados. 

Adicionalmente, si consideramos que la velocidad de deslizamiento entre las 

fases (definida como la diferencia de velocidades entre la fase continua y la 
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fase discreta) es pequeña y no existe expansión o contracción en la fase 

dispersa, todas las fases compartirán la misma presión y por tanto Pk=P (Yeoh 

& Tu, 2009). Con estas consideraciones y el uso de las ecuaciones 1.203-

1.208, se obtiene: 

𝜕

𝜕𝑡
(α𝑘𝜌𝑘) + 𝛁 ∙ (α𝑘𝜌𝑘𝐯𝐤) = ∑(𝑚̇𝑗𝑘 − 𝑚̇𝑘𝑗)

2

𝑗=1

 (1.209) 

𝜕

𝜕𝑡
(α𝑘𝜌𝑘𝐯𝐤) + 𝛁 ∙ (𝛼𝑘𝜌𝑘𝐯𝐤⨂ 𝐯𝐤)

= −𝛼𝑘𝛁𝑃𝑘 + 𝛁 ∙ (α𝑘𝛕𝐤) − 𝛁 ∙ (α𝑘𝛕∗𝐤) + α𝑘𝜌𝑘𝐠𝐤

+ ∑(𝑚̇𝑗𝑘𝐯
𝐣 − 𝑚̇𝑘𝑗𝐯

𝐤) + (𝑃𝑖𝑛𝑡
𝑘 − 𝑃𝑘)

2

𝑗=1

𝛁𝛼𝑘 + 𝐅𝐀𝐃
𝐤

+ 𝐅𝐎𝐃
𝐤  

(1.210) 

𝜕

𝜕𝑡
(𝛼𝑘𝜌𝑘𝐻𝑘) + 𝛁 ∙ (𝛼𝑘𝜌𝑘𝐻𝑘𝐯𝐤)

= −𝛁 ∙ (𝛼𝑘𝐪𝐤) − 𝛁 ∙ (𝛼𝑘𝐪∗𝐤) + 𝛼𝑘𝜌𝑘𝑟ℎ
𝑘

+ ∑(𝑚̇𝑗𝑘𝐻
𝑗 − 𝑚̇𝑘𝑗𝐻

𝑘) + 𝑄̇𝑖𝑛𝑡
𝑘

2

𝑗=1

 

(1.211) 

En las ecuaciones precedentes, se reemplazó el tensor y el flux de Reynolds 

de la siguiente manera: 

𝛕∗𝐤 = 𝜌𝑘𝐯′𝐤⨂ 𝐯′𝐤 (1.212) 

𝐪∗𝐤 = 𝜌𝑘𝐻′𝑘𝐯′𝐤 (1.213) 

Debe ponerse especial atención en las ecuaciones 1.212 y 1.213, debido a 

que estos términos provienen de los promediados sucesivos realizados 

anteriormente, aunque las barras y paréntesis no consten. En lo que respecta 
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a la ecuación 1.210, se toma al campo gravitacional como las únicas fuerzas 

que actúan sobre el cuerpo. El cambio más notorio se presenta en la ecuación 

1.211 en donde la mayoría de los términos relacionados con la potencia 

desarrollada por los esfuerzos que actúan sobre la región espacial han 

desaparecido. 

1.6.2 Ecuaciones constitutivas para fluidos Newtonianos 

Una ecuación constitutiva involucra las propiedades intrínsecas de un medio 

continuo (Reddy, 2013), y permite relacionar dichas propiedades con las 

ecuaciones de conservación. 

 Los esfuerzos viscosos son un reflejo de la fricción existente dentro de un 

fluido. La idea de que los esfuerzos viscosos en un fluido podrían ser 

simplemente proporcionales a la tasa de deformación fue propuesta por 

Newton (Deen, 1998), y a tal fluido se lo denominó Newtoniano. Por tanto, 

para un fluido Newtoniano el tensor de esfuerzos viscosos puede ser 

calculado a través de la siguiente ecuación constitutiva: 

𝛕𝐤 = 2𝜇𝑘 [𝚵𝐤 −
1

3
(𝛁 ∙ 𝐯𝐤)𝛅] − 3𝜗𝑘 [

1

3
(𝛁 ∙ 𝐯𝐤)𝛅] (1.214) 

En la ecuación 1.214 μk representa la viscosidad dinámica o absoluta del 

fluido y ϑk la viscosidad dilatacional. El origen del tensor Ξk se esclarece si se 

recuerda que el gradiente de velocidad, al ser un tensor, puede 

descomponerse en su parte simétrica y en su parte antisimétrica. Por tanto: 

𝛁𝐯𝐤 = 𝚵𝐤 + 𝚰𝐤 (1.215) 

Cada una de estas partes pude expresarse en función del mismo gradiente 

de velocidad: 
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𝚵𝐤 =
1

2
[𝛁𝐯𝐤 + (𝛁𝐯𝐤)

𝑻
] (1.216) 

𝚰𝐤 =
1

2
[𝛁𝐯𝐤 − (𝛁𝐯𝐤)

𝑻
] (1.217) 

En donde Ξk se conoce como tensor velocidad de deformación y Ιk como 

tensor de spin (Olivella & de Saracíbar Bosch, 2002). Combinando la ecuación 

1.216 y 1.214 se obtiene: 

𝛕𝐤 = 𝜇𝑘 [𝛁𝐯𝐤 + (𝛁𝐯𝐤)
𝑻
] − [

2

3
𝜇𝑘 + 𝜗𝑘] (𝛁 ∙ 𝐯𝐤)𝛅 (1.218) 

Los efectos de la viscosidad dilatacional en la dinámica de fluidos son 

difíciles de detectar. Se ha demostrado que ϑk=0 para gases monoatómicos 

ideales, y que para el resto de fluidos ϑk⪡μk (Deen, 1998). Por estos motivos 

en este trabajo se considerará que ϑk=0. Con esta consideración: 

𝛕𝐤 = 𝜇𝑘 [𝛁𝐯𝐤 + (𝛁𝐯𝐤)
𝑻
] −

2

3
𝜇𝑘(𝛁 ∙ 𝐯𝐤)𝛅 (1.219) 

Incorporando este resultado a la ecuación efectiva de conservación de la 

cantidad de movimiento lineal: 

𝜕

𝜕𝑡
(α𝑘𝜌𝑘𝐯𝐤) + 𝛁 ∙ (𝛼𝑘𝜌𝑘𝐯𝐤⨂ 𝐯𝐤)

= −𝛼𝑘𝛁𝑃𝑘 + 𝛁

∙ {α𝑘 [𝜇𝑘 (𝛁𝐯𝐤 + (𝛁𝐯𝐤)
𝑻
) −

2

3
𝜇𝑘(𝛁 ∙ 𝐯𝐤)𝛅]} − 𝛁 ∙ (α𝑘𝛕∗𝐤)

+ α𝑘𝜌𝑘𝐠𝐤 + ∑(𝑚̇𝑗𝑘𝐯
𝐣 − 𝑚̇𝑘𝑗𝐯

𝐤) + (𝑃𝑖𝑛𝑡
𝑘 − 𝑃𝑘)

2

𝑗=1

𝛁𝛼𝑘

+ 𝐅𝐀𝐃
𝐤 + 𝐅𝐎𝐃

𝐤  

(1.220) 
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Otras ecuaciones constitutivas permiten determinar la temperatura Tk y la 

densidad ρk medio continuo: 

𝐻𝑘 = 𝐻𝑘(𝑇𝑘, 𝑃𝑘) (1.221) 

𝜌𝑘 = 𝜌𝑘(𝑇𝑘, 𝑃𝑘) (1.222) 

La ecuación 1.221 permite calcular la temperatura Tk a partir del 

conocimiento de la entalpía total Hk en un punto determinado, mientras que la 

ecuación 1.222 permite establecer la densidad del medio a través de una 

ecuación de estado, misma que describe el estado de agregación del medio 

continuo mediante una relación matemática que en este caso involucra tanto 

temperatura como presión de la fase.  

1.7 Modelos de turbulencia 

En el apartado 1.5.5. se introdujeron algunos conceptos de turbulencia, 

quedando sentadas las bases para el presente análisis. La turbulencia puede 

originarse por el contacto del fluido con límites sólidos o por el contacto entre 

dos capas del fluido que se mueven a velocidades diferentes.  

El flujo turbulento consiste en un conjunto de remolinos de tamaños distintos 

que se disgregan en otros cada vez más pequeños (entre 10 a 100𝜇m), 

desapareciendo aquellos cuya extensión es menor a la citada por acción de 

las fuerzas viscosas. En un tiempo y volumen dados, existe una gama amplia 

de remolinos de varios tamaños. Se considera que el flujo turbulento no es un 

fenómeno microscópico debido a que inclusive el remolino más pequeño 

contiene 1012 moléculas, considerándose como macroscópico (McCabe et al., 

2007) .  



69 

 

La turbulencia puede considerarse como un fenómeno de transferencia de 

energía cinética en el cual los remolinos formados a partir del flujo global del 

fluido transfieren su energía rotacional a lo largo de una serie continua de 

remolinos más pequeños. En esta transferencia se considera que la energía 

cinética no se disipa y pasa cuantitativamente a los remolinos pequeños, 

hasta que finalmente estos se destruyen por la acción de los esfuerzos 

viscosos y entonces la energía cinética se disipa en forma de calor (McCabe 

et al., 2007), como se observa en la Figura 10 (Andersson et al., 2011):    

 

Figura 10 Transporte de energía cinética a través de los torbellinos. 
Fuente: Andersson et. al 2011. 

Adicional a la energía, los remolinos turbulentos tienden a trasferir cantidad 

de movimiento lineal y materia desde las regiones de más alta concentración 

hacia aquellas de más baja concentración de la cantidad en estudio (Deen, 

1998). La escala más pequeña a la cual sucede esta disipación se conoce 

como escala de Kolmogorov (Yeoh & Tu, 2009).  

1.7.1 Modelo de difusividad de remolino 

Hasta el momento se han desarrollado las ecuaciones de conservación 

efectivas, promediadas en volumen y en tiempo. Estas ecuaciones que 

representan la conservación de la masa, de la cantidad de movimiento lineal 
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y la energía permiten calcular respectivamente la fracción volumétrica local 𝛼k; 

las componentes de la velocidad v1
k, v2

k y v3
k; y la entalpía total Hk. La 

temperatura Tk y densidad del fluido ρk pueden determinarse a partir de las 

ecuaciones constitutivas 1.221 y 1.222. Sin embargo, durante los procesos de 

promediado surgieron dos términos adicionales: el tensor de esfuerzos 

turbulentos y el flux de energía turbulenta de Reynolds. Estos términos 

introducen incógnitas adicionales que superan el número de ecuaciones 

disponibles para su resolución. Este es el llamado Problema de Cierre. 

La manera más simple de resolver este problema es postular una serie de 

“Ecuaciones Constitutivas” que relacionen los fluxes turbulentos 𝜏*k y q*k con 

variables propias del fenómeno (Deen, 1998). Estas variables no se 

consideran propiedades del fluido, aunque dependen de su velocidad y de la 

geometría del sistema en consideración. Por tanto, los fluxes turbulentos se 

consideran funciones fuertes de la posición (Deen, 1998) (McCabe et al., 

2007). Las teorías de la viscosidad y difusividad del remolino permitirán 

establecer el nexo para resolver el problema de cierre.  

La teoría de viscosidad (difusividad de cantidad de movimiento lineal) de 

remolino fue introducido por Boussinesq en 1868, y sugiere que es posible 

relacionar el tensor de esfuerzos turbulentos de Reynolds con las tasas 

medias de deformación (promediadas en el tiempo) (Yeoh & Tu, 2009): 

−𝛕∗𝐤 = 𝜇𝑇
𝑘 [𝛁𝐯𝐤 + (𝛁𝐯𝐤)

𝑻
] −

2

3
𝜇𝑇

𝑘(𝛁 ∙ 𝐯𝐤)𝛅 −
2

3
𝜌𝑘𝑘𝑘𝛅 (1.223) 

En donde kk es la energía cinética turbulenta de la k-ésima fase y 𝜇T
k es la 

viscosidad o difusividad de cantidad de movimiento lineal de remolino de la k-

ésima fase, la cual es una propiedad del flujo y no del fluido. En la ecuación 

1.223 el signo negativo se emplea para su reemplazo directo posterior en la 

ecuación efectiva de conservación de la cantidad de movimiento lineal.   
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Por otra parte, la teoría de la difusividad de remolino también establece que 

el flux de energía turbulenta de Reynolds es proporcional al gradiente de la 

cantidad transportada, que en el caso de la ecuación efectiva de conservación 

de la energía, es la entalpía total (Yeoh & Tu, 2009): 

𝐪∗𝐤 = 𝜚𝑇
𝑘𝛁𝐻𝑘 (1.224) 

El término 𝜚T
k es la difusividad de transporte de calor de remolino para la 

entalpía total de la k-ésima fase. El origen convectivo de los fluxes turbulentos, 

creados por el mismo movimiento de remolino, permite establecer que para 

un determinado flujo las difusividades 𝜇T
k y 𝜚T

k deberían ser similares (Deen, 

1998). Se puede relacionar ambas difusividades turbulentas mediante el 

número de Prandtl: 

𝑃𝑟𝑇
𝑘 =

𝜇𝑇
𝑘

𝜚𝑇
𝑘 (1.225) 

Debe notarse que este número relaciona la difusividad de cantidad de 

movimiento lineal con respecto a la difusividad térmica 

La viscosidad de remolino puede ser determinada a partir de los conceptos 

de velocidad característica UT y longitud característica LT (Yeoh & Tu, 2009): 

𝜇𝑇
𝑘 = 𝐶𝜇𝜌𝑘𝑈𝑇𝐿𝑇 (1.226) 

En donde C𝜇 es una constante. La longitud característica puede ser definida 

a través de: 

𝐿𝑇 =
(𝑘𝑘)

3
2

𝜖𝑘
 (1.227) 
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En la ecuación 1.227 𝜖k es la tasa de disipación de la energía cinética 

turbulenta. La velocidad característica viene definida por: 

𝑈𝑇 = √𝑘𝑘 (1.228) 

Combinando las ecuaciones 1.226-1.228, combinando las constantes 

obtenidas, se llega a la siguiente expresión que define a la viscosidad de 

remolino (Yeoh & Tu, 2009): 

𝜇𝑇
𝑘 = 𝐶𝜇𝜌𝑘

(𝑘𝑘)2

𝜖𝑘
 (1.229) 

A partir de las ecuaciones 1.223 y 1.229 se puede analizar que para calcular 

el tensor de esfuerzos turbulentos de Reynolds es necesario determinar la 

energía cinética turbulenta y su tasa de disipación. Para estos dos 

parámetros, se pueden plantear ecuaciones de transporte. Introduciendo 

estos conceptos en las ecuaciones efectivas de conservación, se obtiene: 

𝜕

𝜕𝑡
(α𝑘𝜌𝑘) + 𝛁 ∙ (α𝑘𝜌𝑘𝐯𝐤) = ∑(𝑚̇𝑗𝑘 − 𝑚̇𝑘𝑗)

2

𝑗=1

 

(1.230) 

𝜕

𝜕𝑡
(α𝑘𝜌𝑘) + 𝛁 ∙ (α𝑘𝜌𝑘𝐯𝐤) = 𝑆

𝑚𝑘
𝑖𝑛𝑡 

𝜕

𝜕𝑡
(α𝑘𝜌𝑘𝐯𝐤) + 𝛁 ∙ (𝛼𝑘𝜌𝑘𝐯𝐤⨂ 𝐯𝐤) = −𝛼𝑘𝛁𝑃𝑘 + 

𝛁 ∙ {α𝑘 [(𝜇𝑘 + 𝜇𝑇
𝑘) (𝛁𝐯𝐤 + (𝛁𝐯𝐤)

𝑻
) −

2

3
(𝜇𝑘 + 𝜇𝑇

𝑘)(𝛁 ∙ 𝐯𝐤)𝛅 −
2

3
𝜌𝑘𝑘𝑘𝛅]} − 

𝛁 ∙ (α𝑘𝛕∗𝐤) + α𝑘𝜌𝑘𝐠𝐤 + ∑(𝑚̇𝑗𝑘𝐯𝐣 − 𝑚̇𝑘𝑗𝐯
𝐤) + (𝑃𝑖𝑛𝑡

𝑘 − 𝑃𝑘)

2

𝑗=1

𝛁𝛼𝑘 + 𝐅𝐀𝐃
𝐤

+ 𝐅𝐎𝐃
𝐤  

(1.231) 
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𝜕

𝜕𝑡
(α𝑘𝜌𝑘𝐯𝐤) + 𝛁 ∙ (𝛼𝑘𝜌𝑘𝐯𝐤⨂ 𝐯𝐤) = −𝛼𝑘𝛁𝑃𝑘 + 

𝛁 ∙ {α𝑘 [(𝜇𝑘 + 𝜇𝑇
𝑘) (𝛁𝐯𝐤 + (𝛁𝐯𝐤)

𝑻
) −

2

3
(𝜇𝑘 + 𝜇𝑇

𝑘)(𝛁 ∙ 𝐯𝐤)𝛅 −
2

3
𝜌𝑘𝑘𝑘𝛅]} − 

𝛁 ∙ (α𝑘𝛕∗𝐤) + α𝑘𝜌𝑘𝐠𝐤 + 𝑆
𝐯𝑘
𝑖𝑛𝑡 

𝜕

𝜕𝑡
(𝛼𝑘𝜌𝑘𝐻𝑘) + 𝛁 ∙ (𝛼𝑘𝜌𝑘𝐻𝑘𝐯𝐤)

= −𝛁 ∙ (𝛼𝑘𝐪𝐤) − 𝛁 ∙ (𝛼𝑘
𝜇𝑇

𝑘

𝑃𝑟𝑇
𝑘
𝛁𝐻𝑘) + 𝛼𝑘𝜌𝑘𝑟ℎ

𝑘

+ ∑(𝑚̇𝑗𝑘𝐻
𝑗 − 𝑚̇𝑘𝑗𝐻

𝑘) + 𝑄̇𝑖𝑛𝑡
𝑘

2

𝑗=1

 
(1.232) 

𝜕

𝜕𝑡
(𝛼𝑘𝜌𝑘𝐻𝑘) + 𝛁 ∙ (𝛼𝑘𝜌𝑘𝐻𝑘𝐯𝐤)

= −𝛁 ∙ (𝛼𝑘𝐪𝐤) − 𝛁 ∙ (𝛼𝑘
𝜇𝑇

𝑘

𝑃𝑟𝑇
𝑘 𝛁𝐻𝑘) + 𝛼𝑘𝜌𝑘𝑟ℎ

𝑘 + 𝑆
𝐻𝑘
𝑖𝑛𝑡 

En las ecuaciones anteriores, Smk
int, Svk

int y SHk
int representan las fuentes de 

intercambio de masa, cantidad de movimiento lineal y entalpía total a través 

de la interfase, mismos que han reemplazado algunos términos de las 

ecuaciones efectivas de conservación. El conjunto de ecuaciones 1.230-1.232 

se conoce como el sistema RANS (Reynols Averaged Navier Stokes 

Equations) para la fase continua de un fluido bifásico disperso. Para completar 

el problema de cierre, se puede escoger un modelo de turbulencia para 

calcular la energía cinética y su tasa de disipación. 

1.7.2 Modelo k-𝜔 de transporte de esfuerzo cortante (SST) 

 

Este modelo matemático k-𝜔 SST combina la formulación robusta y exacta 

del modelo k-𝜔 en las regiones cercanas a las superficies sólidas con la 
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independencia del modelo k-𝜖 en el seno del fluido. Para ello, se debe 

transformar al modelo k-𝜖 en una formulación compatible con el modelo k-𝜔 

(Menter, 1994).   El modelo k-𝜔 de transporte de esfuerzo cortante permite 

calcular kk y 𝜖k, siendo este último parámetro determinado indirectamente a 

través de la frecuencia turbulenta: 

𝜔𝑘 =
𝜖𝑘

𝑘𝑘
 (1.233) 

Se considera un modelo de dos ecuaciones y describe de mejor manera el 

comportamiento turbulento de un flujo bifásico disperso limitado por 

superficies sólidas, mejorando las propiedades de los modelos individuales 

que le dan origen. Resuelve el flujo de la subcapa viscosa adyacente a las 

superficies sólidas así como el flujo en el seno del fluido que se encuentra 

lejos de estas (Yeoh & Tu, 2009). Entre sus desventajas se encuentra el hecho 

de que necesita un mallado fino cerca de las superficies sólidas. 

La deducción de las ecuaciones de transporte para los parámetros descritos 

al inicio de esta sección así como las suposiciones en las que se basa están 

fuera del alcance del presente trabajo, pero se recomienda remitirse a 

bibliografía técnica recomendada (Tennekes & Lumley, 1972) (Yeoh & Tu, 

2009). A continuación se presentan dichas ecuaciones: 

𝜕

𝜕𝑡
(α𝑘𝜌𝑘𝑘𝑘) + 𝛁 ∙ (𝛼𝑘𝜌𝑘𝐯𝐤𝑘𝑘)

= 𝛁 ∙ {α𝑘 [(𝜇𝑘 +
𝜇𝑇

𝑘

𝜎𝑘3
)𝛁𝑘𝑘]} + α𝑘(𝑝𝑘 + 𝐺𝑘 − 𝜌𝑘𝛽′𝑘𝑘𝜔𝑘)

+ 𝑆
𝑘𝑘
𝑖𝑛𝑡 

(1.234) 
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𝜕

𝜕𝑡
(α𝑘𝜌𝑘𝜔𝑘) + 𝛁 ∙ (𝛼𝑘𝜌𝑘𝐯𝐤𝜔𝑘)

= 𝛁 ∙ {α𝑘 [(𝜇𝑘 +
𝜇𝑇

𝑘

𝜎𝜔3
)𝛁𝜔𝑘]}

+ 2𝛼𝑘𝜌𝑘(1 − 𝐹1)
1

𝜎𝜔2𝜔
𝑘 𝛁𝑘𝑘𝛁𝜔𝑘

+ 𝛼𝑘𝛼3

𝜔𝑘

𝑘𝑘 (𝑝𝑘 + 𝐶3‖𝐺𝑘‖) − α𝑘𝜌𝑘𝛽3(𝜔
𝑘)

2
+ 𝑆

𝜔𝑘
𝑖𝑛𝑡 

(1.235) 

En las ecuaciones anteriores los términos 𝑆
𝑘𝑘
𝑖𝑛𝑡 y 𝑆

𝜔𝑘
𝑖𝑛𝑡 representan fuentes o 

sumideros que toman en cuenta la producción o disipación de la turbulencia 

debido a la interacción entre la fase continua y la fase dispersa. Las burbujas 

y pequeñas partículas tienden a disminuir la turbulencia del flujo (Yeoh & Tu, 

2009). La producción de esfuerzo cortante pk se define como: 

𝑝𝑘 = 𝜇𝑇
𝑘𝛁𝐯𝐤 ∙ [𝛁𝐯𝐤 + (𝛁𝐯𝐤)

𝑻
] −

2

3
𝛁 ∙ 𝐯𝐤(𝜇𝑇

𝑘𝛁 ∙ 𝐯𝐤 − 𝜌𝑘𝐯𝐤) (1.236) 

La producción debido a la gravedad Gk, válida para flujos débilmente 

compresibles, se determina a partir de: 

𝐺𝑘 = −
𝜇𝑇

𝑘

𝜌𝑘𝜎𝜌𝑘
𝐠 ∙ 𝛁𝜌𝑘 (1.237) 

En la ecuación 1.235 se impone la condición por la cual Gk siempre debe 

ser positivo (signo de valor absoluto), es decir, max(Gk,0). Como se observa 

en las ecuaciones preliminares, el modelo está constituido por algunas 

funciones y constantes adicionales.  

La primera función es F1 que cumple con el papel de ser el nexo entre los 

modelos k-𝜔 y k-𝜖. Esta función es multiplicada en ambos modelos 

matemáticos, y el resultado de estas multiplicaciones es sumado 

correspondientemente para originar el modelo de transporte de esfuerzo 
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cortante. Esta función está diseñada para tomar un valor de uno en la 

vecindad de superficies sólidas (lo que activa el modelo k-𝜔) y cero en el seno 

del flujo (lo que activa el modelo k-𝜖 transformado): 

𝐹1 = 𝑡𝑎𝑛ℎ(𝜒1
4) (1.238) 

En donde 𝜒1
4 está definido como: 

𝜒1 = min [max (
√𝑘𝑘

0.09𝜔𝑘𝑑𝑛
,

500𝜇𝑘

𝜌𝑘𝜔𝑘𝑑𝑛
2
) ,

4𝜌𝑘𝑘𝑘

𝐷𝜔
2𝜎𝜔2𝑑𝑛

2
] (1.239) 

La variable D𝜔2 se evalúa de la siguiente manera: 

𝐷𝜔
2 = max [2𝜌𝑘

1

𝜎𝜔2𝜔𝑘
𝛁𝑘𝑘𝛁𝜔𝑘, 10−10] (1.240) 

En cuanto a la difusividad de remolino, esta viene determinada a través de: 

𝜇𝑇
𝑘 =

𝜌𝑘𝛼3𝑘
𝑘

max[𝛼3𝜔
𝑘, 𝑆𝑘𝐹2]

 (1.241) 

En donde Sk está relacionado con el tensor velocidad de deformación 

(definido por la ecuación 1.216): 

𝑆𝑘 = √𝟐𝚵𝐤: 𝚵𝐤 (1.242) 

La función F2 viene dada por: 

𝐹2 = 𝑡𝑎𝑛ℎ(𝜒2
2) (1.243) 

En donde 𝜒2
2 está definido como: 



77 

 

𝜒2 = max [
2√𝑘𝑘

0.09𝜔𝑘𝑑𝑛
,

500𝜇𝑘

𝜌𝑘𝜔𝑘𝑑𝑛
2
] (1.244) 

En las ecuaciones 1.239 y 1.244 la constante dn representa la distancia más 

cercana a una superficie o pared fija. Otras funciones son definidas a partir de 

F1 (Yeoh & Tu, 2009): 

𝜎𝑘3 = 𝐹1𝜎𝑘1 + (1 − 𝐹1)𝜎𝑘2 (1.245) 

𝜎𝜔3 = 𝐹1𝜎𝜔1 + (1 − 𝐹1)𝜎𝜔2 (1.246) 

𝛼3 = 𝐹1𝛼1 + (1 − 𝐹1)𝛼2 (1.247) 

𝛽3 = 𝐹1𝛽1 + (1 − 𝐹1)𝛽2 (1.248) 

Finalmente, el grupo de constantes de las ecuaciones 1.234-1.248 toman 

valores fijos, que han sido de deducidos a través del ajuste de datos de un 

gran número de experimentos de flujo turbulento, descritos en la Tabla 6 

(Menter, 1994).  

Tabla 6 

Constantes del modelo k-𝜔 

𝜎k1 1.176 𝜎k2 1.0 

𝜎𝜔1 2.0 𝜎𝜔2 1.168 

𝛼1 5.0/9.0 𝛼2 0.44 

𝛽1 0.075 𝛽2 0.0828 

𝛼3 0.31 C3~ 𝜎𝜌k~1 

𝛽´ 0.09 C𝜇 0.09 

 
Fuente: (Menter, 1994) 
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En síntesis, las ecuaciones 1.230-1.232, 1.234 y 1.235 resuelven la 

conservación de masa, cantidad de movimiento lineal y energía tomando en 

cuenta los efectos de la turbulencia para la fase continua del fluido bifásico 

disperso.  

1.8 Ecuaciones de conservación para la fase dispersa 

Una vez realizado el análisis de la fase continua, es necesario plantear las 

ecuaciones que gobiernan el comportamiento de la fase discreta. Como se 

mencionó anteriormente, esta fase puede estar compuesta de burbujas de gas 

(o vapor) o partículas sólidas, siendo el primer caso de interés en esta 

investigación.  

Se señaló anteriormente que el modelo matemático para describir el fluido 

bifásico disperso, aplicado en este estudio, analiza la fase continua desde el 

punto de vista Euleriano y la fase dispersa desde el punto de vista 

Lagrangiano. Esto implica que la trayectoria de cada partícula deberá ser 

rastreada, tomando en cuenta el efecto de la turbulencia que se desarrolla en 

la fase continua.  

 

Figura 11 Partícula que forma parte de la fase dispersa. Fuente: El 
Autor. 
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En primera instancia, se describirá el balance de fuerzas sobre una partícula 

de la fase dispersa (ver figura 11) y posteriormente se analizará una 

metodología para calcular la trayectoria que un número establecido de 

partículas describen en la fase continua turbulenta. Por motivos de simplicidad 

del modelo, se asumirá que la partícula considerada para el análisis tiene 

forma esférica.  

1.8.1 Balance de fuerzas sobre una partícula 

Aplicando la segunda Ley de Newton, desde el punto de vista Lagrangiano, 

se obtiene la expresión para la conservación de la cantidad de movimiento 

lineal de una partícula (Jakobsen, 2008): 

𝐷̆𝐏𝐩

𝐷𝑡̆
= 𝐅𝐩 (1.249) 

En donde Pp representa la cantidad de movimiento lineal de la partícula y 

Fp la fuerza neta que actúa sobre la misma. Nótese que la derivada temporal 

ha cambiado, debido a que ahora el sentido Lagrangiano de la ecuación 1.249 

demanda seguir el movimiento de la partícula y no del fluido. Por tanto, la 

derivada sustancial D/Dt no se emplea debido a que esta rastrea el 

movimiento de un elemento de fluido. Recordando que el vector de cantidad 

de movimiento lineal puede expresarse como el producto de la masa de la 

partícula por su velocidad instantánea vp, la ecuación 1.249 se transforma en: 

𝜌𝑝𝑉𝑝
𝐷𝐯𝐩̆

𝐷𝑡̆
= 𝐅𝐒

𝐩
+ 𝐅𝐕

𝐩
 (1.250) 

Debe notarse que la masa de la partícula, al ser constante, sale del operador 

derivada temporal y se representa por el producto de la densidad de la 

partícula 𝜌p y el volumen de la misma Vp.  La fuerza neta que Figura en la 
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ecuación 1.250 representa la contribución de todas la fuerzas que en general 

tienen dos procedencias: superficiales FS
P y volumétricas FV

P (Kleinstreuer, 

2003). Aunque la mayoría de fuerzas han sido deducidas para bajos números 

de Reynolds, mediante la introducción de constantes deducidas de la 

experimentación, es posible extrapolar los resultados a flujos con elevados 

números de Reynolds (Sommerfeld, 2000).  

A. Fuerza de presión y empuje 

Esta fuerza se origina en el fluido que rodea a la partícula, cuando este no 

se ve perturbado por la presencia de la misma. La fuerza superficial que actúa 

sobre la partícula tf, debida a su interacción con el fluido, puede representarse 

en toda su superficie sp mediante: 

𝐅𝐏
𝐩

= ∮ 𝐭𝐟𝑑𝑠𝑝 = ∫ 𝛔𝐟 ∙ 𝐧𝑑𝑠𝑝

ΓΓ

 (1.251) 

En donde aparece el tensor de esfuerzos de Cauchy 𝜎f. Aplicando el 

teorema de la divergencia y la ecuación 1.61 que define al tensor de Cauchy 

en función de su parte hidrostática y desviadora, se obtiene: 

𝐅𝐏
𝐩

= ∫ 𝛁 ∙ 𝛔𝐟𝑑𝑉𝑝
Ω

= ∫ 𝛁 ∙ (−𝑃𝑓𝛅 + 𝛕𝐟)𝑑𝑉𝑝
Ω

= − ∫ 𝛁𝑃𝑓𝑑𝑉𝑝
Ω

+ ∫ 𝛁 ∙ 𝛕𝐟𝑑𝑉𝑝
Ω

 

(1.252) 

Asumiendo que tanto el gradiente de presión como el tensor de esfuerzos 

viscosos son constantes en todo el volumen de la partícula, se puede integrar 

la ecuación 1.252: 
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𝐅𝐏
𝐩

= 𝑉𝑝(−𝛁𝑃𝑝 + 𝛁 ∙ 𝛕𝐩) =
𝜋

6
𝑑𝑝

3(−𝛁𝑃𝑝 + 𝛁 ∙ 𝛕𝐩) (1.253) 

En la ecuación 1.253 dp representa el diámetro de la partícula. Esta misma 

ecuación puede plasmarse de la siguiente forma: 

𝐅𝐏
𝐩

= 𝑉𝑝(−𝛁𝑃𝑝 + 𝛁 ∙ 𝛕𝐩) (1.254) 

Siendo 𝜌f la densidad y vf la velocidad instantánea del fluido que rodea a la 

partícula. La fuerza descrita por la ecuación 1.254 no contribuye 

significativamente a la fuerza neta en el caso de fluidos bifásicos dispersos en 

los cuales la fase dispersa sea un gas o un vapor (relación entre densidades 

de la fase dispersa con respecto a la fase continua del orden de 10-3). En el 

caso del flujo de partículas sólidas en un medio líquido o gaseoso, esta fuerza 

toma importancia (Crowe et al., 2011). 

B. Fuerza de arrastre 

Es la fuerza que se ejerce el fluido sobre la partícula en la dirección del flujo 

(Yunus & Cimbala, 2006). Esta fuerza de arrastre se obtiene a partir de: 

𝐅𝐃
𝐩

=
3

4
𝑉𝑝𝜌𝑓𝐶𝐷(𝐯𝐟 − 𝐯𝐩)‖𝐯𝐟 − 𝐯𝐩‖ =

𝜋

8
𝑑𝑝

3𝜌𝑓𝐶𝐷(𝐯𝐟 − 𝐯𝐩)‖𝐯𝐟 − 𝐯𝐩‖ (1.255) 

El coeficiente de arrastre CD es función del número de Reynolds relativo, 

definido como: 

Rep =
𝜌𝑓𝑑𝑝‖𝐯𝐟 − 𝐯𝐩‖

𝜇𝑓
 (1.256) 
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En la ecuación 1.256 𝜇f representa la viscosidad absoluta o dinámica del 

fluido que rodea la partícula. Para valores de Rep≤2.6×105, se ha determinado 

que la siguiente correlación permite predecir el valor de CD (Krueger, Wirtz, & 

Scherer, 2015): 

𝐶𝐷 =
24

Rep
[1 + 𝐴(Rep)𝐵] +

𝐶 Rep

𝐷 + Rep
 (1.257) 

Los valores de las constantes A, B, C y D pueden obtenerse de: 

𝐴 = exp (2.3288 − 6.4581𝜘 + 2.4486𝜘2) (1.258) 

𝐵 = 0.0964 + 0.5565𝜘 (1.259) 

𝐶 = exp (4.905 − 13.8944𝜘 + 18.4222𝜘2 − 10.2599𝜘3) (1.260) 

𝐷 = exp (1.4681 + 12.2584𝜘 − 20.7322𝜘2 + 15.8855𝜘3) (1.261) 

En las ecuaciones 1.258-1.261, 𝜘 se conoce como el factor de forma y se 

define como: 

𝜘 =
𝑠

𝑆
 (1.262) 

En esta ecuación s es el área de una esfera equivalente en volumen al de 

la partícula (esta puede adoptar cualquier forma), y S es el área superficial 

real de la partícula. Para una partícula esférica 𝜘=1.  
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C. Fuerza de Basset 

Esta fuerza toma en cuenta los efectos viscosos.  Hace referencia  al retraso 

en el desarrollo de la capa límite en un medio fluido conforme la velocidad 

relativa (vf - vp) cambia con el tiempo (Clift, Grace, & Weber, 2005; Crowe et 

al., 2011). La fuerza de Basset se calcula a través de (Sommerfeld, 2000): 

𝐅𝐁
𝐩

= 9𝐶𝐵

𝑉𝑝

𝑑𝑝

√
𝜌𝑓𝜇𝑓

𝜋
[∫

𝑑
𝑑𝑡

(𝐯𝐟 − 𝐯𝐩)

√𝑡 − 𝑠

𝑡

𝑡0

𝑑𝑠 +
(𝐯𝐟 − 𝐯𝐩)

0

√𝑡
] (1.263) 

El término a la derecha de la integral contempla la velocidad relativa inicial 

en un tiempo t0=0. La constante CB puede ser calculada mediante: 

𝐶𝐵 = 0.48 +
0.52

(𝐴𝑐 + 1)3
 (1.264) 

El término Ac se conoce como el número de aceleración, y viene descrito 

por: 

𝐴𝑐 =
‖𝐯𝐟 − 𝐯𝐩‖

2

𝑑𝑝 ‖
𝑑
𝑑𝑡

‖𝐯𝐟 − 𝐯𝐩‖‖

 
(1.265) 

La fuerza de Basset es de difícil implementación y usualmente suele ser 

eliminada por razones prácticas (Johnson, 1998).  

D. Fuerza de sustentación de Saffman 

Se origina por la distribución de presión originada sobre una partícula 

sumergida en un fluido que experimenta un gradiente de velocidad. Como se 
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observa en la Figura 12, la partícula está sumergida en un flujo cortante. En 

la parte superior las altas velocidades dan lugar a bajas presiones, 

cumpliéndose lo contrario en la parte inferior (Crowe et al., 2011), creándose 

una distribución de presión a lo largo de la partícula que origina la rotación.   

 

Figura 12 Partícula en presencia de un gradiente de velocidad. Fuente: 
Crowe et. al 2011. 

Esta fuerza está definida como (Li & Ahmadi, 1992):  

𝐅𝐒
𝐩

= 𝐾𝐿𝑉
𝑝√𝜌𝑓𝜇𝑓

(𝐯𝐟 − 𝐯𝐩)𝚵𝐟

𝑑𝑝(𝚵
𝐟: 𝚵𝐟)

1
4⁄
 (1.266) 

En esta ecuación 𝛯f es el tensor velocidad de deformación y la constante 

KL=5.188. La inclusión de esta fuerza solo se recomienda en el caso de 

partículas de tamaño submicrométrico (Ansys, 2011). Otra versión de esta 

misma fuerza, establece que (Crowe et al., 2011): 

𝐅𝐒
𝐩

= 1.615𝐶𝑆𝑑𝑝
2 (

𝜌𝑓𝜇𝑓

‖𝛚𝐟‖
)

1
2

[𝛚𝐟 × (𝐯𝐟 − 𝐯𝐩)] (1.267) 
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En esta ecuación 𝜔f representa la velocidad angular del fluido que rodea a 

la partícula: 

𝛚𝐟 = 𝛁 × 𝐯𝐟 (1.268) 

CS es un coeficiente que puede ser calculado a través de (Sommerfeld, 

2000): 

𝐶𝑆 =
4.1126

(Res)0.5
𝐶𝐿𝑆 (1.269) 

En donde Res es el número de Reynolds de flujo cortante (Sommerfeld, 

2000): 

Res =
𝜌𝑓𝑑𝑝

2‖𝛚𝐟‖

𝜇𝑓
 (1.270) 

El coeficiente CLS depende directamente de Rep y una constante 𝛱. Para 

valores de Rep≤40 (Crowe et al., 2011): 

𝐶𝑠 = (1 − 0.3314Π0.5)exp (−
Rep

10
) + 0.3314Π0.5 (1.271) 

Para valores de Rep>40: 

𝐶𝑠 = 0.0524(ΠRep)0.5 (1.272) 

La constante 𝛱 se calcula a partir de (Sommerfeld, 2000): 

Π =
Res

Rep
 (1.273) 

La ecuación 1.273 es válida para rango de 0.005<𝛱<0.4.  
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E. Fuerza de sustentación de Magnus  

Las partículas que no están girando libremente en un flujo también pueden 

experimentar una fuerza de sustentación debido a su rotación, denominada 

como fuerza de Magnus. Esta sustentación es causada por una diferencia de 

presión entre ambos lados de la partícula resultante de la diferencia de 

velocidad debido a la rotación (Crowe et al., 2011). El vector de fuerza de 

Magnus es perpendicular a la velocidad de flujo de la fase continua, como se 

observa en la Figura 13. Está representada por la ecuación 1.274 

(Sommerfeld, 2000). 

 

Figura 13 Fuerza de Magnus sobre la partícula. Fuente: Crowe et. al 
2011. 

 

𝐅𝐌
𝐩

=
1

2
𝐶𝐿𝑅𝑉𝑝𝜌𝑓

Rep

Rer
[𝛀 × (𝐯𝐟 − 𝐯𝐩)] (1.274) 

En la ecuación 1.274 𝛺 representa al vector de rotación relativa, definido 

como: 

𝛀 =
𝟏

𝟐
𝛁 × 𝐯𝐟 − 𝛚𝐩 (1.275) 
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En la ecuación 1.275 𝜔p es el vector de velocidad angular de la partícula, 

que puede calcularse mediante: 

𝛚𝐩 = 𝛁 × 𝐯𝐩 (1.276) 

La constante CLR viene determinada a través de: 

𝐂𝐋𝐑 =
Rer

Rep
 (1.277) 

En donde Rer es el número de Reynolds de rotación de la partícula: 

Rer =
𝜌𝑓𝑑𝑝

2‖𝛀‖

𝜇𝑓
 (1.278) 

 

F. Fuerza virtual o de masa añadida 

Se origina por la diferencia entre las aceleraciones del fluido y la partícula, 

tomando relevancia cuando esta diferencia es grande. El nombre proviene del 

hecho de que la partícula resiste aceleraciones más fuertes de las que debería 

considerando su masa real (Wörner, 2003). Se define como la fuerza 

necesaria para acelerar el fluido que rodea la partícula y viene dada por 

(Kleinstreuer, 2003; Tomiyama, Žun, Higaki, Makino, & Sakaguchi, 1997): 

𝐅𝐌𝐀
𝐩

=
1

2
𝐶𝐴𝑚𝑓 (

𝐷

𝐷𝑡
𝐯𝐟 −

𝐷̆

𝐷𝑡̆
𝐯𝐩) =

1

2
𝐶𝐴𝜌𝑓𝑉𝑝 (

𝐷

𝐷𝑡
𝐯𝐟 −

𝐷̆

𝐷𝑡̆
𝐯𝐩) (1.279) 

En la ecuación 1.279, la masa de fluido ha sido reemplazada por el producto 

𝜌fVp. Esto quiere decir que estamos acelerando un volumen de fluido 
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equivalente al volumen de la partícula. El coeficiente CA se puede calcular 

mediante: 

𝐶𝐵 = 2.1 −
0.132

𝐴𝑐
2 + 0.12

 (1.280) 

El número de aceleración Ac viene calculado a través de la ecuación 1.265. 

G. Fuerza de gravedad y de empuje o flotación 

La fuerza de gravedad se origina por la acción que ejerce el campo 

gravitatorio terrestre sobre la partícula. Esta fuerza se conoce también como 

peso y se representa como: 

𝐅𝐆
𝐩

= 𝜌𝑝𝑉𝑝𝐠 (1.281) 

La fuerza de flotación o empuje se produce por la diferencia de densidades 

entre el fluido y la partícula. Representa el volumen desalojado de fluido 

debido a la inmersión de la partícula en el mismo. Una manera de calcularlo, 

es a través de la ecuación de Cauchy (ecuación 1.63): 

𝜌𝑓 (
𝐷𝐯𝐟

𝐷𝑡
− 𝐠) = −𝛁𝑃𝑘 + 𝛁 ∙ 𝛕𝐤 =

𝐅𝐏
𝐩

𝑉𝑝
 (1.282) 

Como se observa en la ecuación 1.282, se ha introducido también el 

concepto de fuerza de presión que actúa sobre la partícula. Despejando se 

llega a: 

𝑉𝑝𝜌𝑓 (
𝐷𝐯𝐟

𝐷𝑡
− 𝐠) = −𝛁𝑃𝑘 + 𝛁 ∙ 𝛕𝐤 = 𝐅𝐏

𝐩
 (1.283) 
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Dos cosas deben notarse de la ecuación 1.283. La primera, el surgimiento 

del empuje o fuerza de flotación que se encuentra en el miembro izquierdo de 

la ecuación 1.283, definido como: 

𝐅𝐄
𝐩

= −𝜌𝑓𝑉𝑝𝐠 (1.284) 

La segunda, está relacionada con la aparición de una fuerza producto de la 

masa de la partícula y la aceleración del fluido, que se encuentra en el lado 

izquierdo de la ecuación 1.283. Para entender esto, recuérdese que la 

partícula se encuentra totalmente sumergida en el fluido. Como el volumen 

desalojado de fluido es igual al volumen de la partícula, se deduce que Vf=Vp, 

es decir, estamos acelerando un volumen de fluido equivalente al volumen de 

la partícula. Si la influencia del campo gravitatorio terrestre es despreciable 

comparada con esta fuerza, entonces las fuerzas de presión pueden también 

definirse como: 

𝐅𝐏
𝐩

≈ 𝑉𝑝𝜌𝑓
𝐷𝐯𝐟

𝐷𝑡
 (1.285) 

Por otra parte, la fuerza de flotación tiene signo contrario a la fuerza de 

gravedad, como se puede deducir a partir de la ecuación 1.281. Combinando 

estas fuerzas, se obtiene una resultante que depende en su totalidad del 

vector aceleración de la gravedad g: 

𝐅𝐆𝐄
𝐩

= (𝜌𝑝−𝜌𝑓)𝑉𝑝𝐠 (1.286) 

Las ecuaciones 1.251-1.286 presentan el marco conceptual que permite 

entender las diferentes interacciones de la partícula con el fluido (medio 

continuo) que la rodea. Finalmente, el balance de fuerzas sobre la partícula 

es el siguiente: 
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𝜌𝑝𝑉𝑝
𝐷𝐯𝐩̆

𝐷𝑡̆
= 𝐅𝐏

𝐩
+ 𝐅𝐃

𝐩
+ 𝐅𝐁

𝐩
+ 𝐅𝐒

𝐩
+ 𝐅𝐌

𝐩
+ 𝐅𝐌𝐀

𝐩
+ 𝐅𝐆𝐄

𝐩
 (1.287) 

En el caso de que 𝜌f≫𝜌p, como es el caso de fluidos dispersos con un líquido 

como fase continua y un gas o vapor como fase dispersa, la ecuación 1.287 

se reduce a (Hanratty, 2013): 

0 = 𝐅𝐏
𝐩

+ 𝐅𝐃
𝐩
+ 𝐅𝐒

𝐩
+ 𝐅𝐌

𝐩
+ 𝐅𝐌𝐀

𝐩
+ 𝐅𝐄

𝐩
 (1.288) 

Es decir, la fuerza de Basset, el peso y el término que incluye la derivada 

temporal de la cantidad de movimiento lineal de la partícula desaparecen 

debido a su densidad despreciable (comparada con la fase líquida). Sin 

embargo, debe notarse que la fuerza virtual o de masa añadida conserva la 

derivada temporal de la velocidad de la partícula. 

Otro enfoque, que emplea las mismas fuerzas, lo da Boutloutsky y 

Sommerfeld (2004) que plantean un sistema de ecuaciones diferenciales 

ordinarias para flujos bifásicos con burbujas como fase dispersa: 

𝜌𝑝𝑉𝑝
𝐷𝐯𝐩̆

𝐷𝑡̆
= 𝐅𝐏

𝐩
+ 𝐅𝐃

𝐩
+ 𝐅𝐒𝐓

𝐩
+ 𝐅𝐌𝐀

𝐩
+ 𝐅𝐆𝐄

𝐩
 (1.289) 

En donde FST
p representa una fuerza de sustentación transversal que se 

calcula de la siguiente manera: 

𝐅𝐒𝐓
𝐩

=
1

2
𝑉𝑝𝜌𝑓[(𝐯𝐟 − 𝐯𝐩) × 𝛚𝐟] (1.290) 

Una adaptación de la ecuación 1.289 se propone para el caso de partículas 

sólidas (Bourloutski & Sommerfeld, 2004): 
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𝜌𝑝𝑉𝑝
𝐷𝐯𝐩̆

𝐷𝑡̆
= 𝐅𝐏

𝐩
+ 𝐅𝐃

𝐩
+ 𝐅𝐒

𝐩
+ 𝐅𝐌

𝐩
+ 𝐅𝐌𝐀

𝐩
+ 𝐅𝐆𝐄

𝐩
 (1.291) 

Nótese que tanto en la ecuación 1.289 como en la 1.291, la fuerza de Basset 

fue eliminada.  

1.9 Turbulencia en la fase discreta 

1.9.1 Fuentes de turbulencia en la fase discreta 

Para contemplar la turbulencia generada el movimiento de las partículas de 

la fase discreta, se han propuesto algunas ecuaciones que se deben incluir 

como fuentes de turbulencia en las ecuaciones del modelo k-𝜔 SST. Estas 

ecuaciones son (Andersson et al., 2011): 

𝑆𝑘
𝑝 =

𝛼𝑝𝜌𝑝

𝒯𝜌𝑓
(𝐯𝐩 − 𝐯𝐟) (1.292) 

En esta ecuación 𝛼d corresponde a la fracción volumétrica de la fase 

discreta, y 𝒯 se conoce como tiempo de relajación de la partícula, término que 

será explicado posteriormente. En cuanto al término relacionado con la tasa 

de disipación de la energía cinética turbulenta, este viene expresado de la 

siguiente manera: 

𝑆𝜔
𝑝 = 𝐶3𝜔𝜔𝑓𝑆𝑘

𝑝
 (1.293) 

El coeficiente C3𝜔 tiene un valor aproximado de 1.8. Sin embargo, dado que 

los remolinos generados por la fase discreta son mucho más pequeños que 

aquellos remolinos que obtienen directamente la energía cinética turbulenta 

de la fase continua, decaerán de manera rápida. Por tanto, las ecuaciones 
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1.292 y 1.293 solo deben incluirse en caso de que los remolinos generados 

por la fase discreta sean más grandes que aquellos generados por la fase 

continua (Andersson et al., 2011). 

1.9.2 Tipos de turbulencia 

Para analizar cómo afecta a la fase discreta la turbulencia generada en la 

fase continua, es necesario observar que la velocidad instantánea vf está 

definida como la suma de una componente promediada, generada en el 

modelo Euleriano (velocidad promediada en volumen y tiempo), y una 

componente fluctuante que se origina por los remolinos turbulentos (Muñoz-

Cobo, Chiva, Essa, & Mendes, 2012). 

Para desarrollar posteriormente el modelo de simulación para la 

componente fluctuante de la velocidad, se debe definir en primer lugar el tipo 

de turbulencia presente en el flujo. Para ello, supóngase que v1
f’, v2

f’ y v3
f’son 

las componentes fluctuantes de la velocidad, definidas mediante: 

v1
𝑓′ = ℜ√(v1

𝑓′̅̅ ̅̅ )
𝟐

 (1.294) 

v2
𝑓′ = ℜ√(v2

𝑓′̅̅ ̅̅ )
𝟐

 (1.295) 

v3
𝑓′ = ℜ√(v3

𝑓′̅̅ ̅̅ )
𝟐

 (1.296) 

En las ecuaciones 1.294-1.296 𝔑 es un número aleatorio que sigue una 

distribución normal. En función del comportamiento de estas componentes, la 

turbulencia puede ser clasificada en: 
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 Turbulencia homogénea: Se presenta cuando la turbulencia tiene la 

misma estructura cuantitativa en todas partes del flujo. Aquí, las 

componentes fluctuantes de la velocidad no son iguales entre sí, 

aunque permanecen constantes en todas partes del campo de 

velocidades turbulento.   

 Turbulencia isotrópica: Las fluctuaciones de velocidad con 

independientes del eje de referencia, es decir, invariantes respecto a la 

rotación o reflexión de los ejes coordenados. Por tanto: 

v1
𝑓′

= v2
𝑓′

= v3
𝑓′

 (1.297) 

 Turbulencia anisotrópica: Las componentes fluctuantes de la 

velocidad tienen una dirección preferencial y no permanecen 

constantes a lo largo del campo de flujo.  

Con este conocimiento, se puede avanzar a otro tópico de vital importancia 

para entender a la turbulencia: las hipótesis de Kolmogorov y las escalas de 

la turbulencia. 

1.9.3 Hipótesis de Kolmogorov y escalas de turbulencia 

En 1941 Kolmogorov formuló tres hipótesis que son de vital importancia 

para entender las implicaciones que tiene el fenómeno de la turbulencia. Para 

ello, considérese a L0 como la medida de los remolinos turbulentos más 

grandes, de carácter anisotrópico, y a LEI-LDI como límites establecidos que 

diferenciarán las diferentes regiones de las escalas turbulentas. Con esto se 

plantean las siguientes hipótesis (Andersson et al., 2011): 

 Hipótesis 1: A números de Reynolds suficientemente elevados y a 

pequeñas escalas, L≪L0, los movimientos turbulentos son 
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estadísticamente isotrópicos. En otras palabras, si en algún lugar del 

flujo se presenta un proceso de reducción de tamaño de los remolinos 

turbulentos, se pierde cualquier información direccional. En esta escala 

la turbulencia es estadísticamente isotrópica y por tanto independiente 

de la geometría. 

 Hipótesis 2: En todo flujo turbulento a números de Reynolds 

suficientemente elevados, estadísticamente los movimientos 

turbulentos a pequeñas escalas, L<LEI, tienen una forma universal que 

es determinada por la viscosidad cinemática del fluido 𝜈 y la tasa de 

disipación de la energía cinética 𝜖f. Esto quiere decir que las estructuras 

turbulentas mucho más pequeñas que las estructuras anisotrópicas 

son universales, siendo solamente determinadas por 𝜈f y 𝜖f.     

 Hipótesis 3: En todo flujo turbulento a números de Reynolds 

suficientemente elevados, estadísticamente los movimientos 

turbulentos de escala L en el rango 𝜂s≪ L≪ L0, tienen una forma 

universal que es únicamente determinada por la tasa de disipación de 

la energía cinética 𝜖f, siendo independiente de 𝜈f. En la expresión 

anterior 𝜂s es la escala a la cual se produce la disipación de la energía 

cinética turbulenta, conocida como escala de Kolmogorov. 

Para aclarar lo que significan las tres hipótesis, obsérvese la Figura 14 

(Andersson et al., 2011):  
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Figura 14 Escala de las estructuras turbulentas. Adaptado de: 
Andersson et. al 2011. 

En esta representación se puede apreciar los rangos de las estructuras 

turbulentas. La isotropía de la turbulencia viene dada para valores de L≪L0. 

Para un valor de L<LEI se cumple que los movimientos turbulentos a pequeña 

escala son universales, lo que quiere decir que son similares para cada valor 

suficientemente elevado de número de Reynolds. Por este motivo, se ha 

denominado a esta como la región universal de equilibrio.  

Para un rango especial de estructuras turbulentas (dentro del rango 

universal de equilibrio) cuya escala se encuentra limitada entre LDI=0.60 𝜂s < 

L< LEI, el efecto de la viscosidad 𝜈 en los movimientos turbulentos es 

despreciable, lo que significa que solamente la tasa de disipación de la 

energía cinética turbulenta 𝜖f determina el comportamiento estadístico del 

movimiento turbulento en este rango. Como regla práctica, LEI puede usarse 

como la división entre remolinos de carácter isotrópico (L<LEI) y anisotrópico 

(L>LEI). Para esto, se requiere definir a LEI=1/6 L0. Con estos conceptos, se 

definen a continuación algunos parámetros útiles en el manejo de las escalas 

turbulentas (Andersson et al., 2011): 
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Tabla 7 
Longitud, velocidad y tiempo para diferentes escalas de remolinos 
turbulentos 

Escala 
turbulenta 

Longitud Velocidad Tiempo 

Gran escala 𝐿𝑇 =
(𝑘𝑓)

3
2

𝜖𝑓
 𝑈𝑇 = (𝑘𝑓)

1
2⁄  𝔗𝑇 =

𝑘𝑓

𝜖𝑓
 

Pequeña escala 𝜂𝑠 = [
(𝜈𝑓)3

𝜖𝑓
]

1
4

 𝑈𝑠 = (
𝜈𝑓

𝜖𝑓
)

1
2⁄

 𝔗𝑠 = (𝜖𝑓𝜈𝑓)
1
4 

 
Fuente: Andersson et. al 2011 

De la Tabla 7 se pueden realizar algunas reflexiones. La primera de ellas 

con respecto a los remolinos turbulentos de gran escala. Si la escala de 

longitud de uno de estos viene determinada por L0=LT, esa estructura 

turbulenta puede considerarse como una de las más grandes existentes en el 

flujo conteniendo la mayoría de la energía cinética turbulenta. Para estos 

mismos remolinos turbulentos, la escala de tiempo 𝔗T se define como el 

tiempo necesario para que se disgreguen desde el tamaño L0, es decir, el 

tiempo de vida del remolino. También se puede definir como el tiempo 

necesario para que la energía cinética turbulenta contenida en un remolino de 

dimensiones L0 se transfiera a uno de dimensión 𝜂s.  

1.9.4 Simulación de camino aleatorio (random walk model) 

Para modelar la componente fluctuante de la velocidad instantánea se han 

propuesto algunas metodologías. La primera de ellas se denomina 

simulación de camino aleatorio continuo (Continuum Random Walk 

Model). Este modelo matemático calcula la velocidad instantánea a través de 

la ecuación de Langevin (Dehbi, 2008). Esta ecuación provee una descripción 

más realista de los torbellinos turbulentos, a expensas de un gran esfuerzo 

computacional. Este modelo correlaciona las fluctuaciones de la velocidad 
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experimentadas por una partícula en una nueva posición en función de las 

fluctuaciones experimentadas en una posición anterior a través de una función 

de decaimiento exponencial (función de decaimiento de Langevin) (Ranade, 

2001).  

La segunda metodología se denomina simulación de camino aleatorio 

discreto (Discrete Random Walk Model). En este modelo, se asume que la 

componente fluctuante de la velocidad tiene una distribución Gaussiana, 

siendo calculada por la multiplicación de un número aleatorio con una 

distribución normal y la raíz cuadrada de la velocidad media instantánea. Este 

mismo número es usado para determinar el tiempo de vida de un torbellino 

turbulento (escala de tiempo integral), empleándose un número aleatorio 

distinto para cada tiempo de vida de torbellino. Este método entrega 

resultados razonables por lo cual ha sido ampliamente usado (Ranade, 2001). 

Por motivos de simplicidad, en esta investigación se adoptará este enfoque. 

En el modelo de simulación de camino aleatorio discreto, cada torbellino es 

caracterizado por: i) una componentes fluctuantes de la velocidad que siguen 

una distribución Gaussiana y  permanecen constantes durante el tiempo de 

vida del torbellino (Yeoh & Tu, 2009), y ii) el tiempo de vida característico del 

torbellino. 

En cuanto a las componentes fluctuantes de la velocidad, si se asume que 

la turbulencia desarrollada en el medio continuo es de carácter isotrópico, 

pueden ser definidas en función de la energía cinética turbulenta kf: 

√(v1
𝑓′̅̅ ̅̅ )

𝟐

= √(v2
𝑓′̅̅ ̅̅ )

𝟐

= √(v3
𝑓′̅̅ ̅̅ )

𝟐

= √
2

3
𝑘𝑓 (1.298) 

En lo que respecta al tiempo de vida característico del torbellino 𝔗T, este 

puede ser determinado en primera instancia a través de (Ansys, 2011): 
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𝔗𝑇 = 2𝑇𝐿 (1.299) 

En donde TL representa la integral Lagrangiana de tiempo del fluido. Se 

define en función de la energía cinética turbulenta y su tasa de disipación, o 

en función de la frecuencia turbulenta dependiendo del modelo de turbulencia 

escogido para la fase continua: 

𝑇𝐿 = 𝐶𝐿

𝑘𝑓

𝜖𝑓
=

𝐶𝐿

𝜔𝑓
 (1.300) 

Para los modelos de turbulencia k-𝜖 y k-𝜔 en general (incluido el k-𝜔 SST), 

el coeficiente CL≈0.30. Otra opción para determinar 𝔗e es definirlo a través de 

una variación aleatoria a través de TL: 

𝔗𝑇 = −𝑇𝐿ln(𝑟) (1.301) 

En la ecuación 1.301 r en un número aleatorio tal que 1> r >0. Este método 

provee una aproximación más realista para el cálculo de 𝔗e (Ansys, 2011). 

Otro parámetro importante es el tiempo en el que una partícula tarda en 

atravesar un torbellino turbulento 𝔗c, que está en función de la escala de 

longitud del torbellino L0=LT: 

𝔗𝑐 = −𝒯ln (1 −
𝐿0

𝒯‖𝐯𝐟 − 𝐯𝐩‖
) (1.302) 

𝒯 se conoce como tiempo de relajación de la partícula y hace referencia a 

la tasa de respuesta de la aceleración de la partícula con respecto a la 

velocidad relativa entre la partícula y el fluido que la rodea. Viene dado por 

(Andersson et al., 2011): 
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𝒯 =
4

3

𝑑𝑝
3

𝜇𝑓

𝜌𝑝

𝐶𝐷

1

Rep
 (1.303) 

Con todos estos elementos, se asume que la partícula interactúa con el 

torbellino el menor tiempo entre 𝔗T y 𝔗c. Cuando este tiempo se alcanza, una 

nueva velocidad instantánea (velocidad media más su componente fluctuante) 

es obtenida aplicando un nuevo número aleatorio 𝔑.  

1.10 Descripción de la geometría del fotobioreactor 

Para definir las condiciones de frontera de las ecuaciones de conservación 

efectivas tanto de la fase continua como de la dispersa (Capítulo 3), es 

necesario conocer la geometría del fotobioreactor de placa plana. El equipo 

seleccionado en este trabajo fue empleado en la investigación de Reyna-

Velarde y colaboradores (2010), en la cual se desarrolló una caracterización 

hidrodinámica y de transferencia de masa del fluido bifásico contenido en el 

fotobioreactor. 

La fase continua está constituida por una disolución de nutrientes (medio de 

cultivo de Zarrouk) mientras que la fase dispersa está conformada por 

burbujas de aire que son introducidas al fotobioreactor a través de un tubo de 

acero inoxidable con 11 agujeros de 2mm de diámetro. Las paredes del equipo 

fueron construidas de placas acrílicas y la división interior de una placa de 

vidrio (ver figura 15). El equipo descrito no cuenta con una cubierta superior, 

es decir, está expuesto a la atmósfera (Reyna-Velarde, Cristiani-Urbina, 

Hernández-Melchor, Thalasso, & Cañizares-Villanueva, 2010). 
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Figura 15 Esquema del fotobioreactor de placa plana. Fuente: Reyna-
Velarde et. al 2010. 

En la Figura 16 se aprecian las medidas del fotobioreactor de placa plana, 

en  tres vistas obtenidas a partir de la Figura 15 (Reyna-Velarde et al., 2010):  

 

Figura 16 Dimensiones del fotobioreactor de placa plana. Fuente: 
Reyna-Velarde et. al 2010. 
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Debe notarse que la placa central que divide al fotobioreactor en dos 

compartimentos está colocada a una distancia de 30mm desde la base del 

equipo y la altura máxima de líquido en el equipo alcanza los 550mm, desde 

la misma cota. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



102 

 

CAPÍTULO II 

TRANSFERENCIA DE CALOR POR RADIACIÓN EN UN 

MEDIO PARTICIPANTE. CINÉTICA DE CRECIMIENTO DE LA 

ARTHROSPIRA PLATENSIS 

2.1 Introducción 

En este capítulo se desarrollarán los fundamentos teóricos del modelo 

matemático que permitirá predecir el crecimiento de la cianobacteria 

Arthrospira Platensis en un fotobioreactor de placa plana. En primer lugar, se 

analizarán las características estructurales que hacen que diferentes especies 

de microorganismos fotosintéticos capten la radiación solar. A continuación, 

se deducirá la ecuación de transporte radiativo, fundamental para entender 

como los fotones provenientes de la radiación solar interactúan con las 

cianobacterias. Inmediatamente, se estudiará el modelo matemático de 

ordenadas discretas, mismo que permitirá resolver eficientemente la ecuación 

de transporte radiativo en el dominio computacional. Finalmente, se planteará 

una ecuación cinética que predecirá el crecimiento de la cianobacteria 

Arthrospira Platensis, vinculada con el campo de radiación resuelto mediante 

el modelo matemático de ordenadas discretas. 

2.2 Radiación térmica 

Para analizar los fundamentos de la radiación térmica es necesario definir 

qué es radiación electromagnética. El fundamento teórico de la radiación 

electromagnética fue establecido en la década de 1860 por James Clerk 

Maxwell, quien postuló que las cargas aceleradas o las corrientes eléctricas 

cambiantes dan lugar a campos eléctricos y magnéticos. Estos campos que 
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se mueven con rapidez se denominan ondas electromagnéticas o 

simplemente radiación electromagnética y son capaces de transportar energía 

debido a cambios en las configuraciones electrónicas a nivel atómico o 

molecular (Cengel & Ghajar, 2011).  

Los parámetros que permiten definir a una onda electromagnética son la 

frecuencia 𝜈, la energía 𝜀 y la longitud 𝜆. La frecuencia de una onda 

electromagnética se define como el número de oscilaciones efectuadas por 

unidad de tiempo y depende solamente de la fuente emisora de la radiación, 

siendo independiente del medio a través del cual viaja la onda. La longitud de 

onda se define como la distancia real que recorre una perturbación (onda) en 

un intervalo de tiempo entre dos máximos consecutivos de cualquier 

propiedad física de la onda (Fitzpatrick, 2008). Estas dos últimas propiedades 

se encuentran relacionadas mediante la ecuación 2.1 en donde c representa 

la velocidad de propagación de la onda en un medio determinado:  

𝜆 =
𝑐

𝜈
 (2.1) 

Esta ecuación establece que las ondas electromagnéticas con elevadas 

frecuencias poseen menores longitudes de onda, o viceversa. La constante c 

a su vez está relacionada con la velocidad de la luz c0 a través de la ecuación 

2.2: 

𝑐 =
𝑐0

𝑛
 (2.2) 

La velocidad es de la luz es de aproximadamente 2.9979⨯108ms-1. En esta 

ecuación n es el índice de refracción del medio tomando un valor aproximado 

de 1 para el aire y la mayoría de los gases, 1.33 para el agua y 

aproximadamente 1.5 para el vidrio (Cengel & Ghajar, 2011).  
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 La energía de una onda es una característica fundamental en el análisis de 

transferencia de energía por radiación. En 1900 Max Planck presentó el 

trabajo titulado “Sobre la Ley de Distribución de la Energía en el Espectro 

Normal”, en el cual supuso que la radiación electromagnética podía ser 

representada por un conjunto de paquetes discretos de energía denominados 

fotones o cuantos. Con ello, se consideró que la energía de uno de estos 

fotones es proporcional a su frecuencia (Cengel & Ghajar, 2011): 

𝜀 = ℏ𝜈 =
ℏ𝑐

𝜆
 (2.3) 

La constante de proporcionalidad ℏ tiene un valor equivalente de 

6.6256⨯10-34Js y se conoce como la constante de Planck. La ecuación 2.3 

expresa que la energía de un fotón es directamente proporcional a su 

frecuencia, o inversamente proporcional a su longitud de onda.  

El espectro electromagnético está dividido en una serie de regiones que 

cubren longitudes de onda tan pequeñas como las de los rayos gama hasta 

longitudes grandes como las microondas, tal como se observa en la Figura 17 

(Modest, 2013) : 
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Figura 17 Espectro eléctromagnético. Fuente: Modest  2013. 

Sin embargo, de todo el espectro electromagnético solo la región 

sombreada en la Figura 17 corresponde a lo que se conoce como radiación 

térmica(desde 0.1𝜇m hasta 100𝜇m), compuesta por un 6.4% de radiación 

ultravioleta, 48% de radiación visible y 45.6% de radiación infrarroja (Duffie & 

Beckman, 2006). De especial interés para esta investigación constituye una 

fracción del espectro de radiación térmica conocida como Radiación 

Fotosintéticamente Activa (RFA), que abarca todo el espectro visible de la luz. 

En esta región los microorganismos fotoautótrofos son capaces emplear los 

fotones provenientes de la luz solar para fijar el carbón inorgánico en forma 

de CO2 y transformarlo en carbón orgánico para su crecimiento, como se verá 

posteriormente.  

Una de las fuentes más prominentes de este tipo de radiación es el Sol, del 

cual recibimos diariamente energía en forma de fotones cuyas longitudes de 

onda abarcan todo el espectro de la radiación térmica (Bergman, Incropera, & 

Lavine, 2011).  El Sol puede considerarse como una esfera que contiene 

plasma a muy elevadas temperaturas, de diámetro aproximado de 

1.39⨯109m, localizado a una distancia promedio de 1.49⨯1011m de la Tierra 
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y con una temperatura superficial de 5800K (Duffie & Beckman, 2006). El Sol 

puede suponerse como un absorbedor de la radiación electromagnética en 

todas sus longitudes de onda sin considerar su dirección. Además, ningún 

cuerpo puede emitir más radiación a una determinada temperatura y longitud 

de onda que el Sol. Por tanto, de acuerdo a ley de Planck, el Sol puede 

considerarse como un cuerpo negro a 5800K (Liou, 2002).  

El Sol emite continuamente un flujo de energía radiante Q equivalente a 

3.8⨯1026W, impactando contra la Tierra menos de una décima parte de este 

flujo. La energía solar que llega a la atmósfera terrestre alcanza un valor de 

1367 Wm-2 y se la conoce con el nombre irradiancia solar total o constante 

solar, qSC. Esta cantidad representa el flujo de energía solar que incide sobre 

una superficie perpendicular a los rayos solares en el borde exterior de la 

atmósfera cuando la Tierra se encuentra a una distancia media del Sol 

(Cengel & Ghajar, 2011).   

En este punto conviene diferenciar la energía radiante Q, el flujo de energía 

radiante 𝑄̇ (Q/𝛥t), la irradiación G definida como la cantidad de energía 

radiante incidente por unidad de área (Q/A) y la irradiancia q que representa  

el flujo de energía radiante incidente por unidad de área (𝑄̇/A).  Estas 

cantidades están relacionadas mediante: 

𝐺 =
𝑄

𝐴
                 𝑞 =

𝑄̇

𝐴
               𝐺 = 𝑞∆𝑡 (2.4) 

 

El espectro solar que incide en la Tierra, conocido como irradiancia 

extraterrestre, depende de la latitud, la longitud, la hora del día y el año 

(Bergman et al., 2011).  En la Figura 2.2 se muestra el estándar ASTM G173-

03 de la irradiancia espectral q𝜆 (irradiancia por unidad de longitud de onda) 

para un rango de longitudes de onda entre 250nm y 4000nm. En la misma 
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figura se puede observar que la irradiancia espectral extraterrestre (en color 

negro) alcanza su valor máximo entre 400nm y 700nm. 

 

Figura 18 Irradiancia espectral media diaria para diferentes longitudes 
de onda. En negro la irradiancia espectral extraterrestre, en gris oscuro 

la irradiancia espectral global y el gris calor la irradiancia espectral 
directa. Fuente: ASTM G173-03 Reference spectra. 

La radiación proveniente del Sol puede sufrir variaciones al momento de 

entrar en contacto con la atmósfera por dos motivos principalmente: a) La 

dispersión, que es causada por la interacción de las ondas electromagnéticas 

con las moléculas de aire, agua y material particulado y b) la absorción debida 

a las moléculas de Ozono (en la espectro ultravioleta), y a las moléculas de 

agua y dióxido de carbono (en el espectro infrarrojo) (Duffie & Beckman, 

2006). Lo anterior pone en evidencia que no toda la radiación solar se recibe 

directamente, sino que parte de esta se difumina en la atmósfera.  

Atendiendo estos criterios, la radiación solar puede clasificarse en (Duffie & 

Beckman, 2006):  
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 Radiación directa: Es la radiación recibida desde el Sol sin que sufra 

ninguna dispersión debido a la presencia de la atmósfera.  

 Radiación difusa: Es la radiación recibida desde el Sol luego de ser 

dispersada por la atmósfera.  

 Radiación total: Es la suma de la radiación directa y difusa.  

Estas atenuaciones pueden mostrarte en la Figura 18 como 

discontinuidades en las curvas mostradas tanto para la radiación directa (en 

gris claro) como para la radiación global (en gris oscuro). Para comprender de 

mejor lo que sucede a nivel atmosférico, supóngase que el cielo puede 

representarse mediante una bóveda, como se ilustra en la Figura 19 (J 

Pruvost, Cornet, Goetz, & Legrand, 2011).  

 

Figura 19 Radiación directa, y aportes de radiación difusa. Fuente: 
Pruvost et. al 2011. 

La radiación directa sufre atenuaciones en esta bóveda, las mismas que 

dan origen a diferentes tipos de radiación difusa. La primera de ellas es la 

radiación isotrópica difusa (no depende de la dirección), que se recibe 

uniformemente desde toda la bóveda celeste. La segunda componente es la 

radiación cincunsolar difusa, que resulta de la dispersión directa de la 
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radiación solar y se concentra en la parte del cielo alrededor del Sol. La tercera 

componente se denomina radiación difusa desde el horizonte, cuya intensidad 

crece en días claros y la última componente se denomina albedo y surge de 

la reflexión de la radiación que incide en la superficie. Depende del material 

en el cual se esté reflejando la radiación (Duffie & Beckman, 2006). Todos 

estos tipos de radiación inciden sobre la superficie que se encuentra inclinada 

un ángulo 𝛽. 

2.3 Estimación de la radiación solar  

La radiación solar para un emplazamiento puede estimarse tanto por 

métodos experimentales como analíticos. Los métodos experimentales 

emplean algunos instrumentos de medición como el piranómetro (ver figura 

20) que mide la radiación solar global. Este instrumento puede ser capaz de 

medir también el albedo si se lo invierte en dirección al suelo, o la radiación 

solar difusa si de lo tapa con una banda o cubierta. Otro instrumento conocido 

como pirheliómetro (ver figura 20) se utiliza para estimar la radiación solar 

directa. Es importante que este equipo esté acoplado a un sistema de 

seguimiento solar. 

  

Figura 20 Instrumentos para medir la radiación solar. A la izquierda el 
piranómetro de Kipp-Zonen para medir la radiación global. A la derecha 

el pirheliómetro de Kipp-Zonen para medir la radiación directa. 
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La mayoría de estos instrumentos se acoplan en estaciones meteorológicas 

en donde la información es captada diariamente con fines de investigación. 

Todas estas mediciones experimentales son almacenadas alrededor del 

mundo en bases de datos (como el Atmospheric Science Data Center de la 

Nasa), de donde se puede obtener la información para un determinado 

emplazamiento únicamente especificando sus coordenadas geográficas. 

También a partir de estos datos se han realizado mapas heliográficos que 

muestran la radiación solar global, directa y difusa en un periodo de tiempo 

determinado para cada sitio especificado.  

Para la estimación analítica de la radiación solar se han propuesto algunos 

modelos matemáticos como el de Anstrong-Page modificado, el de Ingeniería 

sin Fronteras, el modelo de la ASHRAE (American Society of Heating, 

Refrigerating and Air-Conditioning Engineers), entre otros.   

El modelo matemático de Angstrom-Page es del tipo empírico y se basa en 

unas constantes que son función del clima, vegetación y horas de Sol 

disponibles en cada emplazamiento (Duffie & Beckman, 2006).  Viene descrito 

por la ecuación 2.5: 

𝐺av

(𝐺0 )av
= 𝑎 + 𝑏

𝑛av

𝑁av
 (2.5) 

En donde a y b son las constantes empíricas, Gav es la irradiación global 

sobre superficie horizontal que expresa el promedio mensual de la irradiación 

global diaria, (G0)av es la irradiación extraterrestre promediada para el intervalo 

de tiempo en cuestión, nav es el promedio mensual del número de horas de 

Sol diarias y Nav es el promedio mensual del máximo número de horas de Sol 

diarias. Tanto (G0)av como Nav pueden calcularse a partir de ecuaciones que 

describen la geometría solar (Duffie & Beckman, 2006), mientras que nav 

puede encontrarse en bases de datos de estaciones meteorológicas propias 

de cada emplazamiento. Para el Ecuador, el Instituto Nacional de 
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Meteorología e Hidrología (INAMHI) ha establecido que las constantes a y b 

varían según la región (ver tabla 8): 

Tabla 8 
Valores de las constantes a y b del modelo matemático de Amstrong-
Page modificado 

Región Sierra Costa 

a 0.25 0.28 

b 0.45 0.54 

 
Fuente: INAMHI 

El modelo matemático de Ingeniería sin Fronteras se emplea para calcular 

la irradiancia sobre superficie inclinada: 

𝑞𝛽 = 𝐴𝑞𝐻 + 𝐵𝑞𝐻
2  (2.6) 

En donde q𝛽 es la irradiancia sobre una superficie que se encuentra 

inclinada un ángulo 𝛽 y qH es la irradiancia sobre superficie horizontal. La 

constante A es una función de la reflectividad del suelo en donde se encuentra 

instalado el equipo de captación de la energía solar y del ángulo de inclinación 

de la superficie 𝛽, mientras que el coeficiente B depende de la latitud del 

emplazamiento y del ángulo de inclinación de la superficie 𝛽 (García & Arribas, 

1999).  

El modelo matemático de la ASHRAE calcula directamente la irradiancia 

normal directa qN sobre una superficie (ASHRAE, 2001): 

𝑞𝑁 = 𝐶𝑁

𝐴

exp (
𝐵

𝑠𝑒𝑛𝛼𝑧
)

= 𝐶𝑁𝐴exp(−𝐵𝑠𝑒𝑐𝜃𝑧) (2.7) 
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En la ecuación 2.7, A, B y CN son constantes, 𝛼z representa el ángulo de 

altitud solar que se define como el ángulo de incidencia de la irradiancia 

directa medida desde la horizontal y 𝜃z (ángulo cenital) es el ángulo 

complementario de 𝛼z. La constante A puede ser calculada mediante la 

ecuación 2.8 (Wong & Chow, 2001) : 

𝐴 = 𝑞𝑆𝐶𝐸0 (2.8) 

En donde qSC representa la constante solar, con un valor de 1367 Wm-2 y 

E0 es el factor de corrección de la excentricidad de la órbita terrestre, que 

puede ser calculado a través de (Wong & Chow, 2001): 

 

𝐸0 = 1.00011 + 0.034221cosΓ + 0.00128senΓ + 0.000719cos2Γ

+ 0.000077sen2Γ 
(2.9) 

En la ecuación 2.9 𝛤 representa el ángulo diario en radianes, que se calcula 

de la siguiente manera (Wong & Chow, 2001): 

 

Γ = 2𝜋 (
𝑛 − 1

365
) (2.10) 

En donde n representa el número de día (en el año), tomando el valor de 1 

el 01 de enero y 365 el 31 de diciembre.  

La constante B toma el nombre de coeficiente de extinción atmosférico y CN 

representa el número de claridad. Los valores de estos coeficientes pueden 

ser encontrados en el libro de Fundamentos de la ASHRAE (ASHRAE, 2001).  

Para una determinación adecuada del recurso solar deberían contrastarse los 
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resultados obtenidos a partir de las distintas metodologías revisadas en este 

apartado, dependiendo de las necesidades particulares de cada investigación. 

2.4  Radiación solar en el Ecuador 

Uno de los objetivos de esta investigación es realizar el modelado 

matemático del campo de radiación solar incidente sobre el fotobioreactor de 

placa plana en el cual servirá de medio de cultivo para el crecimiento de la 

cianobacteria Arthrospira Platensis. Como se mencionó anteriormente, estos 

microorganismos necesitan de una fuente de radiación para poder 

desarrollarse mediante un proceso fotosintético. Por tanto, se considera 

primordial localizar un emplazamiento tentativo en el territorio nacional en 

donde con fines de modelación se pueda instalar el fotobioreactor de placa 

plana. Dos factores se considerarán como variables de decisión: el nivel de 

irradiancia del emplazamiento y la temperatura media del lugar.  

Como primera aproximación para la determinación de la irradiancia 

promedio, considérese la información obtenida del Atlas Solar del Ecuador 

con Fines de Generación Eléctrica (2008) del CONELEC (ver figuras 21-23).  
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Figura 21 Irradiancia difusa promedio sobre una superficie horizontal 
para el año 2008. Fuente: CONELEC 

 

Figura 22 Irradiancia directa promedio sobre una superficie horizontal 
para el año 2008. Fuente: CONELEC 
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Figura 23 Irradiancia global promedio sobre una superficie horizontal 
para el año 2008. Fuente: CONELEC 

En las Figuras 21 y 22 se presentan los mapas heliográficos de la irradiancia 

difusa y directa promedio en el territorio nacional para el año 2008. Los colores 

más cálidos indican un mayor nivel de irradiancia. Se puede observar con 

claridad que las regiones al norte de la provincia de Manabí, la provincia de 

Pichincha y sus alrededores y el sur de la provincia de Loja presentan niveles 

de irradiancia elevados. Esto se corrobora en la Figura 23 en donde se 

muestra la irradiancia global promedio. 

La aproximación anterior nos lleva a escoger tres emplazamientos 

tentativos en el Ecuador: Pedernales al norte de la provincia de Manabí, 

Sangolquí en la provincia de Pichincha y Cariamanga al sur de la provincia de 

Loja. Para confirmar lo anterior, se emplea el método de Angstrom-Page 

mediante el cual se estima el promedio mensual de la irradiación global diaria 

sobre superficie horizontal. El cómputo de estos valores se realizó mediante 

una hoja de cálculo de Excel. Los resultados se presentan en la Figura 24: 
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Figura 24 Promedio mensual de la irradiación global diaria sobre 
superficie horizontal. Fuente: El Autor. 

 

Tabla 9 
Coordenadas geográficas de los emplazamientos analizados 

Emplazamiento Latitud Longitud 

Pedernales 0°4’12.36’’ 0.070° 80°3’12.9’’ -80.053° 

Sangolquí 0°20’4’’ -0.334° 78°26’51’’ -78.447° 

Cariamanga 4°19’12’’ -4.320° 79°33’36’’ -79.560° 

 

Fuente: Google Maps. 

Como puede observarse en la Figura 24 para los tres emplazamientos los 

máximos niveles de irradiación global diaria ocurren aproximadamente a los 

60 y 260 días del año, alcanzando un mínimo alrededor de los 170 días del 

año. Algo importante que debe notarse es que las curvas para Sangolquí y 
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Pedernales coinciden, algo que se espera debido a su proximidad en latitud 

como se muestra en la Tabla 9. Ambos emplazamientos presentan un máximo 

de irradiación global de aproximadamente 5200Whm-2 y un mínimo alrededor 

de los 4600Whm-2. Para Cariamanga el máximo ocurre en un valor próximo al 

de los emplazamientos anteriores, mientras que el mínimo se sitúa 

aproximadamente en 4800Whm-2, produciéndose una variación en los valores 

de irradiación global no tan pronunciada como en el caso de Sangolquí y 

Pedernales. La irradiación global promedio anual obtenida con el modelo de 

Angstrom-Page se muestra en la Tabla 10: 

Tabla 10 
Promedio de la irradiación global promedio anual en los tres 
emplazamientos analizados 

Emplazamiento 

Irradiación 
global 

promedio anual 
Whm-2 

Temperatura 
mínima 

promedio 
anual 

°C1 

Temperatura 
máxima 

promedio 
anual 

°C1 

Pedernales 4966,42 21.3 32.9 

Sangolquí 4966,12 8.2 22.6 

Cariamanga 4949,31 11.5 23.9 

 

1Fuente: climate-data.org 

Pedernales y Sangolquí coinciden en el valor de irradiación global promedio 

anual mientras que Cariamanga presenta un valor ligeramente menor de 

acuerdo al modelo. Por tanto, este primer criterio permite establecer que los 

tres emplazamientos son adecuados en cuanto al nivel de irradiación. 

La segunda variable de decisión es la temperatura. Como se verá 

posteriormente, la temperatura es un factor clave en el desarrollo de las 

cianobacterias. Particularmente la Arthrospira Platensis  ha demostrado tener 

un amplio rango de tolerancia a las variaciones de temperatura (20-42°C) 
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alcanzándose el crecimiento óptimo a los 36°C bajo una intensidad lumínica 

de exposición equivalente a 2000lux (Kumar, Kulshreshtha, & Singh, 2011).  

Entonces, conviene escoger un emplazamiento cuya temperatura promedio 

mínima anual este cercana al rango mínimo de tolerancia de la Arthrospira 

Platensis. De acuerdo a la Tabla 2.3 Pedernales cumple con este requisito. 

Otra ventaja de este emplazamiento es la cercanía con el agua de mar que 

puede usarse como un medio de cultivo para este mismo tipo de cianobacteria 

(Leema, Kirubagaran, Vinithkumar, Dheenan, & Karthikayulu, 2010).  

2.5 Microroganismos fotoautotótrofos: cianobacterias 

Existen en la naturaleza microorganismos conocidos como fotótrofos 

capaces de emplear los fotones provenientes de la luz solar como fuente de 

energía. Dentro de este grupo, se encuentra un subconjunto de 

microorganismos capaces de fijar el carbono inorgánico y transformarlo en 

carbono orgánico (fotosíntesis), denominados fotoautótrofos. 

Estos microorganismos son conocidos también como algas verdeazuladas 

y forman parte de la gran familia de células procariotas.  Alrededor del 20-30% 

de la productividad fotosintética primaria mundial es atribuida a las 

cianobacterias (Moss et al., 2003), lo que corresponde aproximadamente de 

20-30Gt de CO2 transformado en biomasa y de 50-80Gt de O2 liberado a la 

atmósfera (M Aboal, Puig, Ríos, & López-Jiménez, 2000; Marina Aboal, Puig, 

& Asencio, 2005). Adicionalmente algunas cianobacterias pueden intervenir 

de manera importante en el ciclo de transformación de N2 en compuestos 

biológicamente accesibles (LeBlanc, Pick, & Aranda‐Rodriguez, 2005). 

Pueden adaptarse a vivir en ambientes extremos (Jia et al., 2008).  

Un tipo especial de cianobacteria se conoce como Arthrospira Platensis.  Es 

conocida a nivel mundial por ser un suplemento alimenticio avalado por la 
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Organización para la Alimentación y la Agricultura (FAO, por sus siglas en 

inglés) así como en la industria de la química fina para la fabricación de 

colorantes (Ali & Saleh, 2012).  También ha sido seleccionada por la NASA y 

por la Agencia Europea Espacial como uno de los alimentos principales para 

misiones espaciales de gran duración (Whitton, 2012). Morfológicamente, la 

Arthrospira Platensis es una cianobacteria filamentosa, conformada por una 

serie de tricomas cilíndricos multicelulares, dispuestos en forma de hélice (ver 

figura 25 y 26).  

  

Figura 25 Forma de hélice, característica de la Arthrospira Platensis. 
Fuente: Whitton 2012. 

  

Figura 26 A la izquierda se muestra una fotografía ampliada de la 
cianobacteria Arthrospira Platensis. A la derecha una ampliación 

mostrando los tricomas cilíndricos. Fuente: 
http://bioweb.uwlax.edu/bio203/2011. 



120 

 

La multiplicación se da por una fragmentación de estos tricomas. El ancho 

de los tricomas puede variar de 2.5-16𝜇m. La distancia entre dos crestas o 

dos valles de la hélice puede oscilar entre 0 y 80𝜇m, mientras que el diámetro 

de la hélice puede estar alrededor de 15-60𝜇m. Estas dimensiones pueden 

cambiar dependiendo de las condiciones en las que se desarrolle el 

microrganismo, especialmente la temperatura, la luz y la disponibilidad de 

nutrientes (Vonshak, 1997). Las características mencionadas pueden variar 

entre poblaciones de Arthrospira Platensis e inclusive dentro de una misma 

población, como se demuestra en la Figura 27. 

  

Figura 27 Diversidad de formas de Arthrospira Platensis, en dos lagos 
salinos del este de Chad. Fuente: Whitton 2012. 

 

2.5.1 Factores que afectan el crecimiento de la Arthrospira Platensis 

En esta sección serán analizados los factores que afectan el crecimiento de 

la cianobacteria  Arthrospira Platensis. Sin embargo, el efecto de la luz solar 

será tratado en una sección posterior por ser considerado el factor más 

importante en esta investigación. 



121 

 

A. Fuentes de carbono inorgánico 

Es considerado como uno de los factores críticos para el crecimiento de 

este tipo de microorganismos. Las cianobacterias al ser organismos 

fotoautótrofos, usan fuentes de carbón inorgánico como el CO2, Na2CO3 y 

NaHCO3 (Ren et al., 2010). El contenido de carbono de la biomasa procedente 

de la Arthrospira Platensis está alrededor del 50% (G Torzillo, Sacchi, 

Materassi, & Richmond, 1991), por lo que se requiere un mínimo de 1.8g de 

CO2 para sintetizar 1g (en base seca) de biomasa (Posten, 2009).  

A nivel industrial el CO2 puede ser suministrado en forma de burbujas 

enriquecidas mezcladas con aire. Sin embargo, incluso con una buena 

agitación la difusión del CO2 en el agua (0.03%) es demasiado baja para 

reemplazar el CO2 que rápidamente asimilan las algas para su crecimiento, 

por lo que se necesita un abastecimiento de CO2.  Para solventar este 

problema, usualmente se emplea CO2 diluido en aire en concentraciones del 

5 al 15% en volumen. (Suh & Lee, 2003).  Desde el punto de vista de la 

reducción de emisiones de CO2, el crecimiento fotoautotrófico de las algas 

representa un modelo ideal para la reutilización del CO2 emitido en los gases 

de combustión de las plantas termoeléctricas o en industrias que tengan una 

elevada tasa de emisiones de este compuesto (Packer, 2009). 

B. Macro y micro nutrientes 

Se conoce como macro y micro nutrientes a un conjunto de elementos 

químicos que complementan los requerimientos nutricionales de los 

microorganismos, pero que a su vez son imprescindibles en el desarrollo de 

los mismos. Entre los macronutientes considerados esenciales para el normal 

desarrollo las cianobacterias están: el carbono, nitrógeno, fósforo, hidrógeno, 

oxígeno, azufre, calcio, magnesio, sodio, potasio y cloro. Los micronutrientes 
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requeridos en trazas de micro, nano o incluso picogramos por litro son: el 

hierro, boro, manganeso, cobre, molibdeno, vanadio, cobalto, niquel, silicio y 

selenio (Mandalam & Palsson, 1998).  

Estos macro y micronutrientes pueden estar presentes en el hábitat natural 

de la Arthrospira Platensis. Otra posibilidad es el abastecimiento de estos 

elementos en medios de cultivo artificiales como los fotobioreactores. A nivel 

de laboratorio se emplean formulaciones basados en el denominado medio de 

Zarrouk (Kebede & Ahlgren, 1996) para suplir la demanda de macro y 

micronutrientes de la Arthrospira Platensis. Una preparación genérica podría 

incluir N (412gL-1), P (89gL-1) S (184gL-1), Na (6545gL-1), K (672gL-1), Ca 

(11gL-1), Mg (20gL-1), Cl (626gL-1) y Fe (6gL-1) provenientes de sales 

inorgánicas asimilables por la cianobacteria en cuestión (Kebede & Ahlgren, 

1996).  

A nivel industrial los costos de los compuestos químicos restringen su uso. 

Por ejemplo, como fuente de N se prefiere usar sales de amonio envés de 

nitratos, aunque a niveles de pH superiores a 9.25 prevalece la forma NH3 

sobre  NH4+, siendo la primera tóxica sobre 2.5mM (milimolar) para las 

cianobacterias. En las granjas de cultivo de Arthrospira Platensis se emplean 

tanto nitratos como sales de amonio (Whitton, 2012).  

 

C. Alcalinidad y salinidad del medio  

En la naturaleza la Arthrospira Platensis ha sido encontrada en aguas 

alcalinas, salobres y salinas, tanto en regiones tropicales como subtropicales 

(Komárek & Anagnostidis, 2005), principalmente en África, Asia y América del 

Sur, concretamente en Perú y Uruguay (Whitton, 2012).  
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Los lagos alcalinos presentan condiciones excepcionales para el desarrollo 

de esta cianobacteria debido a sus elevadas temperaturas, altos niveles de 

irradiancia solar y una fuente ilimitada de CO2, registrándose niveles de 

productividad alrededor de 10g m-2 d-1 lo que supera aproximadamente en un 

orden de magnitud el crecimiento registrado en lagos de agua fresca (Grant, 

2006). Estas condiciones altamente alcalinas elevan el pH 

considerablemente, lo que evita la contaminación ocasionada por otros 

microorganismos (por ejemplo, microalgas), permitiendo que la Arthrospira 

Platensis se desarrolle como única especie presente en el medio.  

Aparentemente no se han registrado hallazgos de esta cianobacteria en 

ambientes marinos. Esto se debe probablemente a la baja cantidad de 

bicarbonatos antes que a la alta cantidad de NaCl (Whitton, 2012). Sin 

embargo, cuando en este medio se provee de un adecuado suministro de 

bicarbonato, nitrógeno, fósforo así como condiciones de pH y salinidad 

favorables, la Arthrospira Platensis puede multiplicarse (Tredici, Papuzzo, & 

Tomaselli, 1986), aunque su productividad se reduce en un 36% comparado 

con medios artificiales de cultivo.  

La salinidad también está presente en los lagos alcalinos y afecta al 

crecimiento de la Arthrospira Platensis. Los niveles de salinidad pueden ser 

muy variables, dependiendo especialmente del nivel de agua disponible en los 

lagos. Por ejemplo, cuando la evaporación excede al nivel de precipitaciones, 

se forman depósitos de sal en los bordes de estos cuerpos de agua. La 

temperatura media del agua alcanza los 25°C con oscilaciones de ±10°C. Las 

horas de luz en el día llegan a 12h y el flux de fotones llega alrededor de 2000 

𝜇mol m-2s-1. La salinidad de los lagos también puede variar si es que existen 

cuerpos acuíferos subterráneos en los que existe prevalencia de iones Na+ y 

K+, altas concentraciones de carbonatos, bicarbonatos y SO4
2- bajas 

concentraciones de Ca2+, Mg2+ y Cl-. Todas estas condiciones hacen  que 

estos cuerpos de agua subterráneos alcancen valores de pH entre 9.5 y 11 

(Vonshak, 1997; Whitton, 2012). En estas condiciones tan severas de 
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salinidad la Arthrospira Platensis es el único microorganismo presente en el 

medio (Iltis, 1968). La salinidad de los mares y océanos es consecuencia 

directa de la presencia del NaCl. Se ha observado que la Arthrospira Platensis 

no requiere de esta sal para su crecimiento, y por el contrario, elevadas 

cantidades de NaCl inhiben el desarrollo de esta cianobacteria (Vonshak, Guy, 

& Guy, 1988). 

En general, los afloramientos de colonias de Arthrospira Platensis ocurren 

a valores de salinidad entre 22gL-1 y 60gL-1, altas concentraciones de 

carbonatos y bicarbonatos que elevan el pH a un rango entre 8.5 y 11, y 

temperaturas entre 25°C y 40°C.  

D. Temperatura y pH 

Si bien aspectos como temperatura y pH fueron tratados brevemente en 

apartados anteriores, en donde se concluyó que elevados valores de 

temperatura y pH son requeridos para un efectivo crecimiento de la 

cianobacteria Arthrospira Platensis, conviene realizar un análisis de los rangos 

óptimos en los que deberían situarse estos parámetros.  

Con respecto a la temperatura, se ha determinado que sus valores óptimos 

oscilan entre 35°C y 38°C (Richmond, 2008), con rangos de tolerancia que 

pueden ir desde los 20°C hasta los 42°C (Kumar et al., 2011). En cuanto al 

pH, la Arthrospira Platensis crece óptimamente en un rango de 9 a 10. Es 

recomendable mantener un pH sobre 9.5 para evitar contaminación 

proveniente de otros microorganismos que pudieran alojarse en el medio de 

cultivo (Richmond, 2008). El ajuste de pH en la práctica industrial se realiza a 

través de la provisión de CO2 gaseoso, con sistemas de distribución que son 

el resultado de un compromiso entre una transferencia eficiente del gas, 

costos de capital y de operación (Becker, 1994). Especial cuidado debe 

tenerse en cuanto a las pérdidas de CO2 que pueden darse por el contacto 
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con la atmósfera y por precipitaciones en forma de CaCO3 a valores de pH 

sobre 10.5, pudiendo producirse también sedimentación del cultivo de 

cianobacterias.   

E. Oxígeno disuelto 

Los medios de cultivo de Arthrospira Platensis pueden ser vulnerables a 

procesos de sobresaturación de oxígeno, mismos que pueden inhibir el 

crecimiento de esta cianobacteria (Marquez, Sasaki, Nishio, & Nagai, 1995). 

Se ha determinado que niveles entre 70-80mg L-1 de oxígeno disuelto en el 

medio disminuyen la productividad de Arthrospira Platensis en un 33%. El 

oxígeno puede disolverse de mejor manera en medios de cultivo que estén a 

bajas temperaturas, por lo que si se combina este factor y los niveles de 

oxígeno descritos anteriormente, la productividad disminuiría en un 60% 

(Giuseppe Torzillo, Bernardini, & Masojídek, 1998).   

Por esta razón, los fotobioreactores deben tener la capacidad de evacuar 

adecuadamente el oxígeno producto de la reacción de fotosíntesis. 

2.5.2 La luz solar y su efecto en el crecimiento de la Arthrospira 

Platensis 

A. Mecanismo biológico de la fotosíntesis 

En la naturaleza existe un mecanismo de crecimiento tanto de organismos 

procariotas como eucariotas, conocido como fotosíntesis, cuyo objetivo es la 

transformación del carbono inorgánico (carbonatos, bicarbonatos o CO2 

atmosférico) en carbono orgánico mediante el empleo de los fotones 

provenientes de la luz, sea esta artificial o solar, mecanismo mediante el cual 
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se desarrolla la Arthrospira Platensis tal como se estableció en la sección 

anterior. La luz artificial (comúnmente lámparas LED) puede ser útil en 

investigaciones a nivel de laboratorio, aunque a escala comercial se ha 

corroborado que su uso incrementa el costo de producción de la cianobacteria 

en 16USD/kg de cianobacteria procesada (Blanken, Cuaresma, Wijffels, & 

Janssen, 2013), con el inconveniente adicional de que más del 65% de la 

energía eléctrica se pierde en el proceso de conversión a energía lumínica 

(fotones) (Janssen, 2016). Por lo tanto, la luz solar es la opción válida a escala 

industrial. Sin embargo, es necesario señalar que solo aquellos fotones  cuya 

longitud de onda esté entre los 400nm y 700nm (RFA) serán absorbidos por 

estos microorganismos (Janssen, 2016). En lo que sigue, deberá entenderse 

que tanto fotones como cualquier otro tipo de energía lumínica estarán 

comprendidos en esta región del espectro electromagnético.   

Para entender como los fotones provenientes de la luz solar interactúan con 

una cianobacteria a nivel celular en el proceso de transformación del carbono 

inorgánico (CO2) en carbono orgánico, es necesario analizar las diferentes 

reacciones químicas que se suceden a nivel celular.  

 

Figura 28 Esquema de una cianobacteria. La membrana citoplasmática 
separa el periplasma del citoplasma (región sombreada con puntos). 
Dentro de este se encuentran las membranas tilacoides en donde se 

produce la fotosíntesis. Adaptado de Jansen 2015. 
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Figura 29 Esquema tridimensional de una cianobacteria. Fuente: 
Wikipedia. 

En las Figuras 28 y 29 se muestra esquemáticamente una célula de una 

cianobacteria. La pared celular separa los componentes interiores del medio 

circundante a la célula. La membrana plasmática separa el periplasma del 

citoplasma, dentro del cual se encuentran las membranas tilacoides en donde 

se produce tanto la fotosíntesis como la respiración celular.  

Las membranas tilacoides contienen moléculas denominadas pigmentos 

cuya misión es absorber la Radiación Fotosintéticamente Activa en diferentes 

bandas espectrales permitiendo el uso eficiente de la luz solar. Las 

cianobacterias presentan únicamente moléculas de clorofila a que son, en 

primera instancia, los pigmentos responsables de absorber los fotones 

provenientes de la luz visible (RFA) y trasferir las cargas eléctricas al centro 

de reacción (ver figura 30).  

Adicionalmente existe una amplia variedad de pigmentos auxiliares 

denominados carotenoides que pueden ser clasificarse en carotenos y 

xantofilas (Ke, 2001). Los carotenos absorben fotones en longitudes de onda 

correspondientes a los colores amarillo y verde transfiriendo las cargas 

eléctricas a las moléculas de clorofila, aumentando la eficiencia en la 

utilización de la luz (Ke, 2001). Las xantofilas evitan la foto oxidación del centro 
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de reacción en donde se desarrolla la fotosíntesis convirtiendo el exceso de 

energía radiante incidente en calor (Ke, 2001).  

También están presentes otros cromóforos conocidos como las 

filicobiliproteínas, que se encuentran en partículas denominadas 

filicobilisomas (ver figura 29), que incluyen a la ficoeritrobilina (PBI) y la 

ficourobilina (PUB) que absorben los fotones con longitudes de onda entre 

550-600nm, así como a la ficocianina (PCCN), de donde las cianobacterias 

toman su color azulado, que absorbe fotones fuertemente a 620nm. Otros 

pigmentos relevantes se conocen como bacterioclorofilas y usan longitudes 

de onda fuera del espectro de la radiación fotosintéticamente activa (700-

1000nm). Lo anteriormente descrito tiene lugar en el aparato fotosintético de 

la célula (ver figura 30), localizada en la membrana tilacoide (Pilon, 

Berberoğlu, & Kandilian, 2011). 

 

Figura 30 Generación y transporte de electrones en el aparato 
fotosintético de la célula. Fuente: Pilon et. al 2011. 

Este aparato está formado de tres partes: a) la antena periférica, b) la 

antena central y c) el centro de reacción.  La antena periférica se encarga del 

traslado de la energía fotónica de baja intensidad hacia el centro de reacción, 

y está compuesta de pigmentos como la clorofila a (representada como Chl) 
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y los carotenos. La antena central contiene el mínimo número de pigmentos 

necesarios para la fotosíntesis, todos ellos Clorofilas. Finalmente, la 

separación de carga fotoquímica y el posterior transporte de electrones tienen 

lugar en el centro de reacción. 

En el proceso de fotosíntesis el carbono inorgánico suministrado en forma 

de CO2 es convertido a carbono orgánico en presencia de la luz solar. Esta 

transformación viene descrita por la ecuación 2.11 en donde se aprecia que 

se necesitan seis moléculas de dióxido de carbono para formar una molécula 

de glucosa, esto en presencia de 54 fotones (Janssen, 2016): 

6𝐶𝑂2 + 6𝐻2𝑂 + 54 ℎ𝑣 → 𝐶6𝐻12𝑂6 + 6𝑂2 (2.11) 

La reacción descrita por la ecuación 2.11 se lleva a cabo en dos fases: una 

de luz y otra de oscuridad. En la fase lumínica la energía proveniente de los 

fotones es captada por la célula y convertida en adenosin trifosfato (ATP) y 

agentes reductores como la nicotinamida adenina dinucleótido fosfato 

reducida (NADPH). En este proceso los átomos de hidrógeno son removidos 

de las moléculas de agua con el fin de reducir a la nicotinamida adenina 

dinucleótido fosfato (NADP+), dejando libre al mismo tiempo oxígeno. 

Simultáneamente las moléculas de adenosin difosfato (ADP) son fosforiladas 

(en presencia de fosfato inorgánico Pi) convirtiéndose en ATP. La reacción 

que describe este proceso se detalla a continuación (Janssen, 2016; Shulter 

& Kargi, 2000): 

 

12𝐻2𝑂 +12𝑁𝐴𝐷𝑃+ + 18𝑃𝑖 + 18𝐴𝐷𝑃 + 9 ℎ𝑣 → 6𝑂2 + 12𝑁𝐴𝐷𝑃𝐻

+ 12𝐻+ + 18𝐴𝑇𝑃 
(2.12) 
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En la fase lumínica actúan dos sistemas definidos: a) el Fotosistema I que 

puede ser excitado con radiación solar de longitud de onda menor a los 

700nm, encargado de producir NADPH y, b) el Fotosistema II que requiere luz 

solar de longitud de onda más corta que 680nm cuya misión es escindir la 

molécula de agua en H+ y O2. Las moléculas de ATP se forman conforme los 

electrones migran del Fotosistema II al Fotosistema I (Shulter & Kargi, 2000). 

En la fase de oscuridad los productos de la primera fase como el ATP y la 

NADPH son empleados como fuente de energía para la reducción del dióxido 

de carbono con el fin de producir la glucosa. Al mismo tiempo el NADPH es 

oxidado nuevamente a NADP+ mientras que el ATP es convertido a ADP y 

fosfato Pi. Lo anterior se sintetiza en la ecuación 2.13 (Janssen, 2016; Shulter 

& Kargi, 2000) : 

6𝐶𝑂2 + 12𝑁𝐴𝐷𝑃𝐻 + 18𝐴𝑇𝑃 + 12𝐻+ → 𝐶6𝐻12𝑂6 +18𝐴𝐷𝑃

+ 12𝑁𝐴𝐷𝑃+ + 18𝑃𝑖 + 6𝐻2𝑂 
(2.13) 

Si en la ecuación 2.11 se divide para 6, se obtiene una ecuación genérica 

para la fabricación de múltiples carbohidratos, con un carbono por sección 

(𝐶𝑂2 + 𝐻2𝑂 + 9 ℎ𝑣 → 𝐶𝐻2𝑂 + 𝑂2) en donde se puede notar que se requieren 

9 fotones para transformar 1 molécula de dióxido de carbono en un azúcar 

genérico de un átomo de carbono (Janssen, 2016).  

Las ecuaciones 2.11-2.13 describen la producción directa de glucosa, pero 

en realidad lo que se produce en primera instancia es el gliceraldehido-3-

fosfato (C3H7O6P). Una parte del C3H7O6P (exactamente 2 moléculas) se 

destinan para la producción de glucosa y otros compuestos de la fotosíntesis 

(Shulter & Kargi, 2000).  

El crecimiento fotosintético puede estar representado por una ecuación 

estequiométrica, que puede ser deducida de un análisis elemental de la 
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biomasa constituida por las cianobacterias. La ecuación 2.14 es específica 

para la Arthrospira Platensis (Posten & Walter, 2013): 

 

𝐶𝑂2 + 0.71𝐻2𝑂 + 0.14𝐻𝑁𝑂3 + 0.008𝐻2𝑆𝑂4 + 0.005𝐻3𝑃𝑂4

→ 𝐶𝐻1.59𝑂0.55𝑁0.14𝑆0.008𝑃0.005 + 1.32𝑂2 
(2.14) 

Esta ecuación resulta útil al momento de determinar la cantidad de 

nutrientes requeridos por la Arthrospira Platensis, al igual que conocer el 

intercambio CO2/O2 en el medio de reacción. Debe observarse que se ha 

tomado a un nitrato como la fuente de N, pudiendo cambiar la estequiometría 

al cambiar la fuente de N, con una sal de amonio por ejemplo. 

Los procesos anteriores en conjunto forman el proceso de fotosíntesis, que 

no solamente se da en las cianobacterias sino también en las microalgas y en 

las plantas verdes en general.  

B. Flux de fotones 

Quedó establecido en la sección anterior que las cianobacterias absorben 

la Radiación Fotosintéticamente Activa comprendida en una longitud de onda 

entre 400nm y 700nm, que es no es más que el rango visible de la luz. Por 

tanto, experimentalmente se hace necesario poder determinar la potencia 

lumínica con la cual el Sol o una fuente de luz artificial impactan en el medio 

de cultivo en donde se desarrollarán las cianobacterias.  

En el Sistema Internacional SI se ha establecido al lumen (lm) como unidad 

de potencia luminosa. Sin embargo, esta unidad de medida está adaptada a 

la sensibilidad del ojo humano que difiere totalmente de la sensibilidad de 

estos microorganismos (Janssen, 2016), por lo que se ha sugerido el empleo 
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del vatio (flujo de energía radiante 𝑄̇) como un análogo apropiado en los 

procesos de fotosíntesis. Para corroborar lo anterior, obsérvese que 1W de 

energía radiante equivale a 683lm a 555nm mientras que a 650nm equivale a 

73lm, lo que da cuenta de la amplia sensibilidad del lumen con la longitud de 

onda de la fuente luminosa. 

Otra opción comúnmente usada para expresar la potencia lumínica de una 

fuente se conoce como flux de fotones, que se describe como el flujo de 

fotones por unidad de área incidente. Este flux es usado especialmente en 

investigaciones en donde el flujo de luz visible (RFA) con distinta longitud de 

onda tiene más relevancia que la irradiancia.  

Para calcular el flux de fotones, es necesario en primera instancia 

establecer el número de fotones existentes en una determinada cantidad de 

energía radiante incidente, como está descrito en la ecuación 2.15: 

𝑁𝑝ℎ =
𝑄

𝜀
 (2.15) 

En esta ecuación, se ha dividido la cantidad de energía radiante Q para la 

energía que contiene un fotón 𝜀. Luego, el número fotones expresado en 

moles mph viene dado por: 

𝑚𝑝ℎ =
𝑄

𝜀𝑁𝐴
 (2.16) 

En donde NA es el número de Avogadro, equivalente a 6.022⨯1023 mol-1. Si 

en la ecuación 2.16 se divide en ambos miembros para el producto del área 

incidente A por un intervalo de tiempo 𝛥t se obtiene el flux de fotones Fph: 
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𝐹𝑝ℎ =
𝑄

𝜀𝐴𝑁𝐴∆𝑡
=

𝑄̇

𝜀𝐴𝑁𝐴
=

𝑞

𝜀𝑁𝐴
 (2.17) 

Debe notarse que la ecuación 2.17 permite obtener el flux de fotones a partir 

de la cantidad de energía radiante Q, el flujo de energía radiante 𝑄̇  o la 

irradiancia q. Reemplazando en esta última expresión la ecuación 2.3 se 

obtiene: 

𝐹𝑝ℎ =
𝑞𝜆

ℏ𝑐𝑁𝐴
 (2.18) 

Para el adecuado empleo de la ecuación 2.18 se debe verificar que las 

unidades sean consistentes. Si se trabaja en el SI el flux de fotones vendrá 

dado en mol m-2 s-1. También se utiliza con frecuencia el 𝜇mol m-2 s-1. 
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Figura 31 Irradiancia promedio mensual q y flux de fotones Fph sobre 
superficie horizontal a diferentes longitudes de onda (400nm, 500nm, 

600nm y 700nm), para la localidad de Pedernales. Fuente: 
https://eosweb.larc.nasa.gov/sse/. 

En la Figura 31 se puede apreciar la irradiancia promedio mensual sobre 

superficie horizontal (q global) calculada para la localidad de Pedernales, con 

datos obtenidos del satélite de la NASA. Con estos datos se pueden construir 

las curvas que representan el flux de fotones Fph a diferentes longitudes de 

onda empleando la ecuación 2.18. En la Figura 31 estas gráficas se muestran 

con líneas discontinuas. Obsérvese que en el espectro de la Radiación 

Fotosintéticamente Activa, el flux de fotones puede variar desde 

aproximadamente 600𝜇mol m-2 s-1 hasta alrededor de 1200𝜇mol m-2 s-1.   

El flux de fotones total Fph, resulta de la integración de un parámetro 

conocido como flux espectral de fotones Fph,, en todo el rango de la Radiación 

Fotosintéticamente Activa: 
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𝐹𝑝ℎ = ∫ 𝐹𝑝ℎ,𝜆 d𝜆

700

400

 (2.19) 

Consecuentemente, las unidades de Fph, en el SI son mol m-2s-1nm-1. Esta 

integral se puede discretizar en pequeños intervalos de longitud de onda 𝛥𝜆, 

por lo cual la resolución numérica de la ecuación 2.19 vendrá dada por: 

𝐹𝑝ℎ = ∑ 𝐹𝑝ℎ,𝜆 Δ𝜆

𝜆=700

𝜆=400

 (2.20) 

Se sugiere que el intervalo 𝛥𝜆 sea de 1nm para obtener una mayor precisión 

en el resultado (Janssen, 2016). 

C. Sección transversal óptica de una cianobacteria  

Cuando haces de luz en el espectro de la Radiación Fotosintéticamente 

Activa entran en contacto con una célula de una cianobacteria, una fracción 

de estos pueden ser absorbido por los pigmentos contenidos en la membrana 

tilacoide de la célula, otra fracción puede pasar la célula sin ser absorbida 

cambiando su dirección en un ángulo diferente al de incidencia debido a que 

el índice de refracción de los componentes celulares y del medio de cultivo 

circundante son diferentes, y una tercera parte puede reflejarse en la 

superficie celular cambiando su dirección, como se aprecia en la Figura 32 

(Janssen, 2016).  
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Figura 32 Reflexión, difracción y absorción de un haz de luz en el 
espectro de la radiación fotosintéticamente activa al entrar en contacto 

con una célula de una cianobacteria. Fuente: El Autor. 

La radiación reflejada y difractada está disponible para otros 

microorganismos en el medio, y su suma se conoce como dispersión. La 

cantidad de luz absorbida por las cianobacterias puede ser calculada en 

función del tamaño de la superficie celular que es perpendicular al haz de luz 

incidente, como se aprecia en la Figura 33. Esta sección óptica transversal de 

la célula se conoce también como coeficiente específico molar de absorción 

de luz (Pilon & Kandilian, 2016), representando por fx,𝜆 y que viene dado en 

m2mol-1de biomasa. Este coeficiente varía en función de la longitud de onda 

de la radiación incidente y de la composición real de los pigmentos que 

conforman las membranas tilacoides de la cianobacteria, pudiendo ser 

determinado mediante espectrofotómetros especializados (Dauchet, Cornet, 

Gros, Roudet, & Dussap, 2016).  
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Figura 33 Sección transversal óptica de una cianobacteria, también 
conocida como coeficiente específico molar de absorción de luz. 

Fuente: El Autor. 

Este parámetro es útil para calcular la tasa de absorción específica de 

fotones, que viene definida como: 

−𝑓𝑝ℎ = ∫ 𝑓𝑥,𝜆 𝐹𝑝ℎ,𝜆 d𝜆

700

400

 (2.21) 

La ecuación 2.21 establece que la tasa de absorción específica de fotones 

es una función de la sección transversal óptica de la cianobacteria fx,, y del 

flux espectral de fotones Fph,𝜆, integrados en el espectro de la Radiación 

Fotosintéticamente Activa. El signo negativo se coloca en la ecuación 2.21 

porque la tasa de absorción específica de fotones va disminuyendo conforme 

estos son absorbidos por las cianobacterias para su desarrollo.  

Numéricamente esta ecuación puede resolverse de la siguiente manera: 

−𝑓𝑝ℎ = ∑ 𝑓𝑥,𝜆 𝐹𝑝ℎ,𝜆 Δ𝜆

𝜆=700

𝜆=400

 (2.22) 

En donde se recomienda intervalos de 1nm para obtener una mayor 

precisión en el resultado. Las unidades de fph en el SI son mol molx-1s-1. Una 
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aclaración es necesaria debido a que el primer mol de las unidades de fph está 

referido a la cantidad de fotones contenidos entre 400nm y 700nm, mientras 

que molx-1 hace referencia a la cantidad de biomasa que emplea esos fotones 

para su desarrollo. Por tanto, la tasa de absorción específica de fotones podría 

definirse también como el flujo de fotones por mol de biomasa que se 

desarrolla en el proceso fotosintético. 

Si se asume que el coeficiente específico molar de absorción de luz es 

constante sobre el espectro de la Radiación Fotosintéticamente Activa, la 

ecuación 2.22 puede expresarse de la siguiente manera: 

−𝑓𝑝ℎ = 𝑓𝑥 ∑ 𝐹𝑝ℎ,𝜆 Δ𝜆

𝜆=700

𝜆=400

 (2.23) 

Reconociendo que lo que está dentro del símbolo de sumatoria no es más 

que el flux total de fotones (ecuación 2.20), se llega a la siguiente expresión: 

−𝑓𝑝ℎ = 𝑓𝑥𝐹𝑝ℎ (2.24) 

Calculado de esta manera, fph representa un coeficiente de absorción 

específica promediado espectralmente. En secciones posteriores se analizará 

el empleo de este coeficiente en las ecuaciones que describen el campo de 

radiación en el fotobioeractor de placa plana.  

D. Fotosíntesis de la Arthospira Platensis 

El proceso de fotosíntesis de la Arthrospira Platensis puede ser 

representado en una gráfica P vs. q, en donde P representa la producción de 

carbono a un determinado nivel de irradiancia q (Richmond, 2008). 

Analíticamente, esta relación puede ser representada mediante modelos 
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matemáticos como los de Webb, Blackman, Monod y Jassby & Platt, siendo 

este último considerado como el único de los modelos capaz de describir con 

exactitud el comportamiento real de un proceso de fotosíntesis (Janssen, 

2016).  

El modelo de Jassby & Platt puede ser representado matemáticamente 

como:  

𝑃 = 𝑃𝑚𝑎𝑥tanh (
𝛼𝑞

𝑃𝑚
) (2.25) 

En donde Pmax representa máxima producción de carbono en condiciones 

de saturación de luz, 𝛼 es la pendiente inicial de la curva P vs. q y puede 

interpretarse como una medida de la eficiencia de la producción de carbono a 

bajos niveles de irradiancia. Esta misma ecuación puede expresarse en 

función de la cantidad de clorofila a (Chla): 

𝑃𝐵 = 𝑃𝑚
𝐵tanh (

𝛼𝑞

𝑃𝑚
𝐵
) (2.26) 

En donde PB representa los miligramos de carbono producido por miligramo 

de clorofila a y Pm
B figura como los miligramos de carbono por miligramo de 

clorofila a en condiciones de saturación de luz. La producción de carbono 

puede expresarse también de la siguiente manera: 

𝑃 = 𝜇𝐶 (2.27) 

En la ecuación 2.26 𝜇 representa la tasa específica de crecimiento de la 

cianobacteria expresada en d-1 y C es el equivalente de la biomasa en 

carbono. Reemplazando la ecuación 2.26 en la 2.25 se obtiene: 
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𝜇𝐶 = (𝜇𝑚𝑎𝑥𝐶) tanh (
𝛼𝑞

𝑃𝑚
) (2.28) 

En donde Pm=𝜇max C, y 𝜇max simboliza la tasa máxima específica de 

crecimiento. Luego, si se define qs como el valor de la irradiancia a la cual 

comienza la saturación de la luz dada por: 

𝑞𝑠 =
𝑃𝑚

𝛼
 (2.29) 

Y reemplazando en la ecuación 2.28 se llega a: 

𝜇 = 𝜇𝑚𝑎𝑥 tanh (
𝑞

𝑞𝑠
) (2.30) 

La ecuación 2.30 puede ponerse también en función del flux total de fotones 

en el espectro de la radiación Fotosintéticamente Activa:  

𝜇 = 𝜇𝑚𝑎𝑥 tanh (
𝐹𝑝ℎ

𝐹𝑝ℎ𝑠
) (2.31) 

Las ecuaciones 2.25 y 2.26 pueden expresarse en la misma forma que la 

ecuación 2.31: 

𝑃 = 𝑃𝑚𝑎𝑥 tanh (
𝐹𝑝ℎ

𝐹𝑝ℎ𝑠
) (2.32) 

𝑃𝐵 = 𝑃𝑚
𝐵 tanh (

𝐹𝑝ℎ

𝐹𝑝ℎ𝑠
) 

(2.33) 
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Las ecuaciones 2.31-2.33 fueron ajustadas a los datos experimentales 

obtenidos por Kebede et al. (1996) quienes asilaron a la Arthrospira Platensis 

del lago Chitu en Etiopía. Esta cianobacteria fue cultivada en un medio de 

Zarrouk modificado en lo que tiene que ver con micronutrientes. El crecimiento 

se lo desarrolló en un turbidostato, un dispositivo de cultivo continuo en donde 

se trabaja a volumen constante. El control se lo realizó en función de la 

turbidez que provoca la presencia de las cianobacterias (Kebede & Ahlgren, 

1996). La temperatura fue mantenida en 30°C, y el flux de fotones varió entre 

200𝜇molm-2 s-1 y 500𝜇mol m-2 s-1. Los resultados obtenidos se sintetizan en la 

Tabla 11:  

Tabla 11 
Parámetros obtenidos de la experimentación con Arthrospira Platensis 
aislada del lago Chitu en Etiopía 

Parámetro Valor 
Fphs 

𝜇mol m-2 s-1 

𝜇max 1,76 d-1 171 

Pmax 104 mgC L-1 d-1 144 

Pmax
B 141 mgC (mg Chla)-1 206 

Fuente: (Kebede & Ahlgren, 1996) 

En la Figura 34 se muestra la curva de crecimiento de la Arthrospira 

Platensis, en donde se representan la tasa de crecimiento específico vs. el 

flux de fotones. La curva se caracteriza por tener tres regiones perfectamente 

diferenciadas. La primera de ellas se conoce como zona de crecimiento 

limitado por la luz, que se alcanza si los parámetros como temperatura y pH 

son mantenidos en sus niveles óptimos y los nutrientes son provistos en las 

cantidades adecuadas (Pandey, 2011). En esta región se alcanza la mayor 

tasa de crecimiento de la Arthrospira Platensis conforme se aumenta el flux 

de fotones. Un incremento adicional en el flux de fotones produce un 

decremento en la tasa de crecimiento de esta cianobacteria, hasta que se 
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alcanza una meseta en la curva de crecimiento. La región en la que se 

produce este fenómeno se conoce con el nombre de zona de saturación 

lumínica. La tasa máxima específica de crecimiento alcanzada es de 1.76 d-1, 

equivalente a 0.073h-1.  

 

Figura 34 Curva de crecimiento de la Arthrospira Platensis en función 
del flux de fotones. La cianobacteria fue aislada del lago Chitu en 

Etiopía. Fuente: El Autor. 

Estudios realizados con Arthrospira Platensis  del lago Texoco en México 

muestran un valor de 𝜇max de 0.059h-1 (Balloni, Tomaselli, Giovannetti, & 

Margheri, 1980), siendo muy similar al del cultivo realizado por Kebede et al. 

(1996). Estos valores imponen un techo máximo al crecimiento por 

fotosíntesis y por supuesto, depende del tipo de microorganismo analizado.  
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El parámetro 𝛼, de las ecuaciones 2.25-2.29, representa la pendiente inicial 

de la curva de crecimiento en un punto cuyo valor de flux de fotones equivale 

a 0𝜇mol m-2 s-1. La intersección de la recta con pendiente 𝛼 y otra recta 

paralela al eje de las abscisas, que representan el valor de 𝜇max, da origen a 

un punto conocido como saturación de luz Fphs (ver figura 34). Para la curva 

de crecimiento de la Arthrospira Platensis, la saturación lumínica alcanza un 

valor de 171𝜇mol m-2 s-1, pero en general este punto puede encontrarse en un 

rango entre 150-300𝜇mol m-2s-1(Richmond, 2008; Whitton, 2012). Al igual que 

𝜇max, Fphs constituye un límite que restringe el crecimiento de la Arthrospira 

Platensis y debe ser considerado en el diseño de fotobioreactores. 

La tercera región se conoce con el nombre de zona de fotoinhibición, 

definida como la pérdida de la capacidad fotosintética del Fotosistema II, 

causada por un excesivo flux de fotones con respecto a los necesarios para 

llevar a cabo la fotosíntesis (Richmond, 2008; Whitton, 2012). Se ha detectado 

que la fotoinhibición ocurre en valores que exceden los 400𝜇mol m-2s-1 en el 

espectro de la Radiación Fotosintéticamente Activa (Richmond, 2008), y que 

puede exacerbarse por bajas o elevadas temperaturas, altas concentraciones 

de sal o de oxígeno así como bajas concentraciones de CO2 en el medio de 

cultivo (Giuseppe Torzillo et al., 1998). 

En el caso de los fotobioreactores, una adecuada mezcla y el sombreado 

mutuo entre células podrían evitar el efecto de fotoinhibición. Esto permite 

trabajar a elevados valores de flux de fotones (sobre los 1000𝜇mol m-2s-1) 

(Takache, Christophe, Cornet, & Pruvost, 2010).Tomar en cuenta todas estas 

etapas relacionadas con el crecimiento de la Arthrospira Platensis juega un 

papel fundamental a la hora de diseñar adecuadamente un fotobioreactor. 
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2.6 Balance de materia en el medio de cultivo 

Una vez que se tienen presentes todos los factores que influencian en el 

crecimiento de la Arthrospira Platensis, es necesario realizar un balance de 

materia que permita establecer analíticamente la tasa de crecimiento de esta 

cianobacteria. En general, para el j-ésimo componente de una mezcla 

reactiva, el balance de materia se puede plantear como: 

 

[
𝑇𝑎𝑠𝑎 𝑑𝑒 𝑎𝑐𝑢𝑚𝑢𝑙𝑎𝑐𝑖ó𝑛 

𝑑𝑒𝑙 𝑗 − é𝑠𝑖𝑚𝑜 
𝑐𝑜𝑚𝑝𝑜𝑛𝑒𝑛𝑡𝑒

] = [

𝑇𝑎𝑠𝑎 𝑑𝑒 𝑖𝑛𝑔𝑟𝑒𝑠𝑜 
𝑑𝑒 𝑓𝑙𝑢𝑗𝑜 

𝑑𝑒𝑙 𝑗 − é𝑠𝑖𝑚𝑜 
𝑐𝑜𝑚𝑝𝑜𝑛𝑒𝑛𝑡𝑒

] − [

𝑇𝑎𝑠𝑎 𝑑𝑒 𝑠𝑎𝑙𝑖𝑑𝑎 
𝑑𝑒 𝑓𝑙𝑢𝑗𝑜 

𝑑𝑒𝑙 𝑗 − é𝑠𝑖𝑚𝑜 
𝑐𝑜𝑚𝑝𝑜𝑛𝑒𝑛𝑡𝑒

] 

+

[
 
 
 
 
𝑇𝑎𝑠𝑎 𝑑𝑒 𝑔𝑒𝑛𝑒𝑟𝑎𝑐𝑖ó𝑛

𝑑𝑒𝑙 𝑗 − é𝑠𝑖𝑚𝑜
𝑐𝑜𝑚𝑝𝑜𝑛𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑝𝑜𝑟

𝑟𝑒𝑎𝑐𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠
𝑞𝑢í𝑚𝑖𝑐𝑎𝑠 ]

 
 
 
 

 

(2.34) 

Planteando la ecuación 2.34 para las cianobacterias, llamadas 

genéricamente como biomasa (B): 

𝑑𝑁𝐵

𝑑𝑡
= 𝑚̇𝐵0 − 𝑚̇𝐵 + ∫ 𝑅𝐵𝑑𝑉

𝑉

 (2.35) 

En donde NB representa el número de moles de biomasa,  𝑚̇𝐵0 el caudal 

molar de entrada de biomasa, 𝑚̇𝐵 el caudal molar de salida de biomasa y RB 

la tasa volumétrica de crecimiento de la biomasa local. Cabe destacar que el 

volumen de reacción V al que hace referencia el integral no necesariamente 

es igual al volumen del reactor VR (ver figura 35). Dado que en el 

fotobioreactor no existe entrada ni salida de flujos de biomasa, la ecuación 

2.35 se transforma en: 
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𝑑𝑁𝐵

𝑑𝑡
= ∫ 𝑅𝐵𝑑𝑉

𝑉

 (2.36) 

 

 

Figura 35 Esquema del fotobioreactor de placa plana. Se observa la 
diferencia entre volumen de reacción (volumen del fluido) y volumen de 

reactor (característica geométrica). Fuente: El Autor. 

NB puede expresarse como el producto de la concentración molar de 

biomasa CB (moles de biomasa por metro cúbico de suspensión) y el volumen 

de reacción V: 

𝑑(𝑉𝐶𝐵)

𝑑𝑡
= ∫ 𝑅𝐵𝑑𝑉

𝑉

 (2.37) 

Debido a que el volumen de reacción es constante en el fotobioreactor, V 

puede salir del operador diferencial: 
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𝑑𝐶𝐵

𝑑𝑡
=

1

𝑉
∫ 𝑅𝐵𝑑𝑉

𝑉

 (2.38) 

Si definimos ahora el lado derecho de la ecuación 2.38 como la tasa 

volumétrica de crecimiento de la biomasa promedio en el volumen de reacción 

<RB>, entonces: 

𝑑𝐶𝐵

𝑑𝑡
= 〈𝑅𝐵〉 (2.39) 

Por tanto, es necesario calcular el valor de RB si se quiere determinar la 

variación de concentración de biomasa dentro del fotobioreactor. Esto se lo 

podrá realizar mediante un planteamiento cinético que tome en cuenta la 

influencia de la luz solar en el crecimiento de los microorganismos. 

2.7 Cinética de crecmiento de la Arthrospira Platensis 

La cinética del crecimiento de la Arthrospira Platensis está profundamente 

vinculada con todas las posibles limitaciones que pueden ocurrir en el medio 

de cultivo. Por tanto, en los siguientes puntos que se desarrollen en esta 

investigación se supondrá que el crecimiento de la Arthrospira Platensis solo 

está limitado por la luz, con lo cual se asumirá que todo el resto de variables 

están en sus valores óptimos. Uno de los principales problemas para poder 

determinar la cinética crecimiento de esta cianobacteria es la dependencia de 

la tasa de generación volumétrica local RB con la posición, es decir, RB=RB(x).  

De los criterios anteriormente expuestos, se sabe que los fotones 

provenientes de la luz solar son absorbidas dentro de las células de las 

cianobacterias para promover su crecimiento, por lo que se concluye que la 
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tasa de generación volumétrica local RB(x) debe ser proporcional a la 

densidad volumétrica local de fotones absorbidos 𝒜(x), cantidad que describe 

el número de moles o micromoles de fotones absorbidos por las 

cianobacterias por unidad de volumen y por unidad de tiempo  El factor de 

proporcionalidad se conoce como rendimiento cuántico 𝛷(x) y determina la 

cantidad de biomasa producida por mol (o 𝜇mol) de fotones (J. F. Cornet & 

Dussap, 2009). Cabe recalcar que los términos presentados anteriormente 

están referidos al espectro de la Radiación Fotosintéticamente Activa. Por 

tanto: 

𝑅𝐵(𝐱) = Φ(𝐱)𝒜(𝐱) (2.40) 

La descomposición representada por la ecuación 2.40 es una consecuencia 

del análisis de la transferencia de energía desde la antena fotosintética (Figura 

2.14) hacia el centro de reacción (J. F. Cornet & Dussap, 2009). El rendimiento 

cuántico a su vez puede ser expresado de la siguiente manera: 

Φ(𝐱) = 𝜛(𝐱)𝜙̅𝐵 (2.41) 

La cantidad 𝜛(x) se denomina rendimiento energético de la conversión 

fotónica y representa la parte que se disipa de la energía fotónica y que es 

absorbida por las antenas (Figura 2.14). Es un valor local, es decir, depende 

de la posición dentro del fotobioreactor y decrece con el valor de irradiación 

local q, expresada como flux de fotones Fph en 𝜇mol m-2s-1. Se formula 

aproximadamente a través de la ecuación 2.42, desarrollada a partir de 

estudios cuánticos de la transferencia energética en las antenas(Jeremy 

Pruvost, Cornet, Goetz, & Legrand, 2012): 

𝜛(𝐱) ≅ 𝜛𝑀

𝐹𝑝ℎ𝑠,0.5

𝐹𝑝ℎ𝑠,0.5 + 𝐹𝑝ℎ(𝐱)
 (2.42) 
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En donde 𝜛M representa la eficiencia termodinámica máxima para la 

conversión fotónica en las unidades celulares fotosintéticas, representada 

como un rendimiento de Carnot (J. F. Cornet & Dussap, 2009): 

𝜛𝑀 = 1 −
𝑇

𝑇𝑅
 (2.43) 

TR representa la temperatura absoluta de emisión de un cuerpo negro, que 

se puede calcular a través de la Ley de Distribución Espectral de Planck 

(Bergman et al., 2011): 

𝑇𝑅 =
ℏ𝑛𝑐

[𝜆𝑘𝐵 ln (
2ℏ𝑛𝑐
𝜆5𝐼𝑏,𝜆

+ 1)]
 

(2.44) 

En la ecuación 2.44 kB representa a la constante de Boltzmann, que adopta 

un valor de 1.381⨯10-23JK-1, y Ib, representa la intensidad espectral de un 

cuerpo negro, término que será analizado con detalle en las secciones 

posteriores. Sin embargo, para una gran cantidad de organismos eucariotas, 

el valor de 𝜛M oscila entre 0.76 y 0.82 en el espectro de la Radiación 

Fotosintéticamente Activa (J. F. Cornet & Dussap, 2009) y se considera que 

depende débilmente de la longitud de onda, por lo cual puede asumirse 

prácticamente constante en esta región del espectro electromagnético, 

tomando un valor de 0.80 (Farges, Laroche, Cornet, & Dussap, 2009). 

La constante Fphs,0.5 se denomina constante de saturación media de 

fotosíntesis y para la Arthrospira Platensis alcanza un valor de 90𝜇mol m-2s-1 

(Farges et al., 2009). En la sección anterior se observó que el punto se 

saturación lumínica Fphs de la curva de crecimiento oscila entre 150 y300𝜇mol 

m-2s-1 por lo que un valor medio estaría ubicado entre 75-150𝜇mol m-2s-1, 

rango en el cual se encuentra el Fphs,0.5 para esta cianobacteria.   
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Por otra parte, 𝜙̅𝐵 se denomina rendimiento cuántico másico y representa 

la fracción de la energía fotónica absorbida que se conserva en el 

fotobioreactor. Corresponde a la parte del proceso fotónico que conlleva una 

separación de cargas desde el centro de reacción (Figura 2.14) (J. F. Cornet 

& Dussap, 2009). Se considera un valor promediado en el tiempo y puede ser 

obtenido mediante aproximaciones teóricas y ecuaciones estequiométricas 

estructuradas que detallan el proceso de fotosíntesis a nivel celular (Posten & 

Walter, 2013). El rendimiento cuántico másico puede ser calculado mediante: 

𝜙̅𝐵 = 𝑀𝐵𝜙̅′𝐵 (2.45) 

En la ecuación 2.45 𝜙̅′𝐵 se conoce como el rendimiento cuántico verdadero, 

que para la Arthrospira Platensis adopta un valor aproximado de 7.8⨯10-8 molx 

𝜇mol-1(mol de biomasa/ 𝜇mol de fotones) y MB representa la masa molar de 

biomasa equivalente en carbono, que para la gran mayoría de 

microorganismos fotosintéticos alcanza un valor alrededor de 23.7⨯10-3 

kgxmolx-1, en donde kgx representa kilogramos de biomasa. Multiplicando, se 

obtiene que el rendimiento cuántico másico para esta cianobacteria es de 

1.85⨯10-9 kgx 𝜇mol-1 (Farges et al., 2009). Debe especificarse que el cálculo 

de 𝜙̅𝐵 se realizó empleando un nitrato como fuente de N. Sin embargo, debido 

a la dependencia de 𝜙̅𝐵 con la estequiometría a nivel celular, al cambiar la 

fuente de N variará su valor. Así, si se emplea una sal de amonio como fuente 

de N, se ha estimado que 𝜙̅𝐵 toma un valor de 2.40⨯10-9 kgx 𝜇mol-1 (J. F. 

Cornet & Dussap, 2009).  

Para determinar la densidad volumétrica local de fotones absorbidos 𝒜(x) 

es necesario plantear la ecuación de transporte radiativo, como a continuación 

se detalla.  
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2.8 Balance de energía de la fase fotónica 

Antes de establecer formalmente el balance de energía de la fase fotónica 

es necesario conocer a la intensidad de radiación total, definida como el flujo 

de energía radiante por unidad de ángulo sólido (medido en estereorradianes 

sr) y por unidad de área normal al haz de radiación. En el SI sus unidades son 

W sr-1m-2. Puede expresarme como: 

𝐼 = ∫ 𝐼𝜆

∞

0

(𝐱, 𝐬̂, 𝜆)𝑑𝜆 (2.46) 

En la ecuación 2.46 I𝜆 se conoce como intensidad espectral, cuyas unidades 

en el SI son W sr-1m-2 nm-1, dando cuenta de su dependencia con la longitud 

de onda. Debe notarse que la intensidad espectral es también función de la 

posición dentro del fotobioreactor x y de la dirección de emisión del haz de 

radiación, representada mediante el vector unitario 𝐬̂. Este parámetro juega 

un papel fundamental en el desarrollo de la ecuación de transporte radiativo.  

2.8.1 Ecuación de transporte radiativo 

La transferencia de calor por radiación es un proceso netamente superficial, 

que puede llevarse a cabo entre dos o más superficies que estén a distintas 

temperaturas. Estas superficies pueden estar separadas por un medio 

transparente, es decir que no interactúa con la radiación como el vacío o el 

aire, o también por un medio que podría emitir, absorber o dispersar la 

radiación llamado medio participante. Este último caso compete a esta 

investigación debido a que el medio de cultivo y las cianobacterias, 

denominados en conjunto como suspensión, participa en los procesos de 

transporte de calor por radiación.  
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En esta sección se desarrollará la ecuación de transporte radiativo que 

describe el campo de intensidad de radiación en función de la posición x, 

dirección de la radiación 𝐬̂   y la longitud de onda 𝜆, y toma en cuenta la 

influencia de un medio que puede emitir, absorber y dispersar la radiación 

proveniente de una fuente. Esta ecuación permite entender el nexo entre 

materia (suspensión) y la energía (fotones de la luz solar).  En términos 

generales, esta ecuación establece que (Howell, Menguc, & Siegel, 2010): 

[
𝐶𝑎𝑚𝑏𝑖𝑜 𝑒𝑛 𝑙𝑎 

𝑒𝑛𝑒𝑟𝑔í𝑎 𝑟𝑎𝑑𝑖𝑎𝑛𝑡𝑒
] = [

𝐺𝑎𝑛𝑎𝑛𝑐𝑖𝑎 
𝑑𝑒𝑏𝑖𝑑𝑜 𝑎 
𝑒𝑚𝑖𝑠𝑖ó𝑛

] − [
𝑃é𝑟𝑑𝑖𝑑𝑎
𝑑𝑒𝑏𝑖𝑑𝑜 𝑎 
𝑎𝑏𝑠𝑜𝑟𝑐𝑖ó𝑛

] − [

𝑃é𝑟𝑑𝑖𝑑𝑎 
𝑑𝑒𝑏𝑖𝑑𝑜 𝑎 
𝑑𝑖𝑠𝑝𝑒𝑟𝑠𝑖ó𝑛
𝑠𝑎𝑙𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒

] 

+[

𝐺𝑎𝑛𝑎𝑛𝑐𝑖𝑎 
𝑑𝑒𝑏𝑖𝑑𝑜 𝑎 
𝑑𝑖𝑠𝑝𝑒𝑟𝑠𝑖ó𝑛
𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑛𝑡𝑒

] 

(2.47) 

La ecuación 2.47 describe que un rayo de luz que viaja a través de un medio 

participante en la dirección 𝐬̂ pierde energía por absorción y dispersión (in-

scattering) (ver figura 36), pero al mismo tiempo gana energía por emisión 

(energía solar irradiada desde las superficies del fotobioreactor)  y por 

dispersión desde otras direcciones hacia la dirección de propagación 𝐬̂ (ver 

figura 36). Cabe puntualizar que debe entenderse como dispersión a la 

radiación que no sigue la dirección establecida por el vector unitario 𝐬̂ (ver 

figura 36). 

  



152 

 

 

Figura 36 Suspensión, que contiene al medio de cultivo y a los 
microorganismos. Se puede observar las interacciones de la radiación 

con la materia. Fuente: El Autor. 

Para el desarrollo de las ecuaciones que explican analíticamente cada uno 

de los términos de la ecuación 2.47 será necesario realizar las siguientes 

suposiciones con respecto a la suspensión (Modest, 2013):  

 Tiene un índice de refracción constante (los haces de radiación viajan 

en línea recta). 

 Está en estado estacionario, comparada con la magnitud de la 

velocidad de la luz. 

 No se polariza. 

 Dentro de esta existe un equilibrio termodinámico local.  

Además, en los fotobioreactores los microorganismos están uniformemente 

distribuidos y orientados en forma aleatoria gracias a la agitación producida 

por las burbujas, por lo cual la suspensión se considera homogénea, con 

capacidad de absorber y dispersar la radiación, siendo incapaz de emitirla 

(Pilon & Kandilian, 2016).  

En función de estos supuestos se presenta a continuación el fundamento 

teórico necesario para la deducción de la ecuación de transporte radiativo.  
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A. Atenuación por absorción  

La cantidad de radiación absorbida por la suspensión es directamente 

proporcional a la magnitud de la energía incidente y a la distancia recorrida 

por el haz de radiación conforme atraviesa el medio participante. La energía 

absorbida se transforma en energía interna, y matemáticamente se la puede 

expresar en función de la intensidad de radiación espectral como: 

(𝑑𝐼𝜆)𝑎𝑏𝑠 = −𝓀𝜆,𝑎𝑏𝑠𝐼𝜆𝑑𝑠 (2.48) 

En donde 𝓀𝜆,abs representa el coeficiente efectivo de absorción espectral y 

ds un diferencial del camino recorrido por el haz de radiación. En el SI 𝓀𝜆,abs 

viene dado en m-1. El signo negativo se introduce debido a que la intensidad 

espectral disminuye. La integración de esta ecuación sobre la trayectoria s 

mediante el procedimiento de variables separables da como resultado: 

𝐼𝜆(𝑠) = 𝐼𝜆(0)exp (−∫𝓀𝜆,𝑎𝑏𝑠𝑑𝑠

𝑠

0

) = 𝐼𝜆(0)exp(−𝜏𝜆) (2.49) 

En donde 𝜏𝜆 se conoce como el espesor óptico de absorción, a través del 

cual el haz de radiación ha viajado y I(0) es la intensidad espectral que ingresa 

al medio, es decir en s=0. Por tanto: 

𝜏𝜆,𝑎𝑏𝑠 = ∫ 𝓀𝜆,𝑎𝑏𝑠𝑑𝑠

𝑠

0

 (2.50) 

El espesor óptico es de carácter adimensional. A partir de la ecuación 2.49 

y 2.50 se puede definir a la absortividad espectral del medio 𝜓𝜆,abs como: 
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𝜓𝜆,𝑎𝑏𝑠 =
𝐼𝜆(0) − 𝐼𝜆(𝑠)

𝐼𝜆(0)
= 1 − exp(−𝜏𝜆) (2.51) 

La absortividad espectral, de acuerdo a la ecuación 2.51, se define como el 

cociente entre la intensidad de radiación espectral absorbida y la intensidad 

de radiación espectral que ingresa en el medio, constituyéndose como una 

fracción de I(0) de carácter adimensional. 

B.  Atenuación por dispersión (out-scattering) 

Un proceso de dispersión implica que una fracción de la intensidad de 

radiación que ingresa o sale de la suspensión es desviada de la dirección de 

propagación 𝐬̂. En el caso del out-scaterring, la radiación que sale de una parte 

del medio participante (Figura 2.20) es redirigida y aparece como una 

contribución externa en otra parte del mismo, denominada como in-scattering 

(Figura 20). Como es de esperarse, esta pérdida ocasiona una atenuación de 

la cantidad de energía radiante disponible. Matemáticamente se expresa en 

función de la intensidad de radiación espectral: 

(𝑑𝐼𝜆)𝑠𝑐𝑎 = −𝓀𝜆,𝑠𝑐𝑎𝐼𝜆𝑑𝑠 (2.52) 

Al igual que en el caso de la absorción, el signo negativo se coloca para 

hacer énfasis que la intensidad de radiación espectral disminuye por 

dispersión. El coeficiente 𝓀𝜆,sca se conoce como coeficiente efectivo de 

dispersión espectral y viene dado en m-1 en el SI. 
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C. Atenuación total 

La atenuación total de la intensidad de radiación espectral, conocida 

comúnmente como extinción, es la suma de las pérdidas ocasionadas por 

absorción y dispersión:  

(𝑑𝐼𝜆)𝑒𝑥𝑡 = (𝑑𝐼𝜆)𝑎𝑏𝑠 + (𝑑𝐼𝜆)𝑠𝑐𝑎 = −(𝓀𝜆,𝑠𝑐𝑎 + 𝓀𝜆,𝑎𝑏𝑠)𝐼𝜆𝑑𝑠 (2.53) 

La suma de los coeficientes 𝓀𝜆,abs y 𝓀𝜆,sca da origen al coeficiente efectivo 

de extinción espectral 𝓀𝜆,ext, cuyas unidades en el SI son m-1: 

𝓀𝜆,𝑒𝑥𝑡 = 𝓀𝜆,𝑠𝑐𝑎 + 𝓀𝜆,𝑎𝑏𝑠 (2.54) 

El espesor óptico basado en 𝓀𝜆,ext se define como: 

𝜏𝜆,𝑒𝑥𝑡 = ∫ 𝓀𝜆,𝑒𝑥𝑡𝑑𝑠

𝑠

0

 (2.55) 

Este término es adimensional.  

D.  Incremento por emisión 

La tasa de emisión de radiación desde un elemento de volumen es 

proporcional a la magnitud del volumen. Por tanto, la intensidad emitida a lo 

largo de cualquier trayectoria debe ser proporcional tanto a la longitud del 

camino como a la energía local contenida en el medio. Entonces: 

(𝑑𝐼𝜆)𝑒𝑚 = 𝑗𝜆𝑑𝑠 (2.56) 
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A j𝜆 se le conoce con el nombre de coeficiente espectral de emisión, y dado 

que en condiciones de equilibrio térmico local la intensidad espectral de 

radiación en cualquier parte del medio debe ser igual a la intensidad espectral 

de emisión de un cuerpo negro Ib𝜆 (Modest, 2013), la ecuación 2.56 puede ser 

expresada de la siguiente manera: 

(𝑑𝐼𝜆)𝑒𝑚 = 𝓀𝜆,𝑎𝑏𝑠𝐼𝑏𝜆𝑑𝑠 (2.57) 

Lo que quiere decir que en equilibrio termodinámico local, el coeficiente de 

proporcionalidad para la emisión es igual al de absorción. 

E. Incremento por dispersión 

Esta contribución de energía radiante proviene de todas las direcciones por 

lo que para su cálculo será necesario integrarla sobre todos los ángulos 

sólidos. Para esto, considérese el flujo de calor que viene desde la dirección 

dada por el vector 𝐬î (ver figura 37): 

𝑑𝑄𝑖

𝑑𝑡
= 𝐼𝜆(𝐬î )(𝑑𝐴 𝐬î ∙ 𝐬̂ )𝑑Ω𝑖𝑑𝜆 (2.58) 

En donde d𝛺i representa un diferencial de ángulo sólido. El término entre 

paréntesis da cuenta de la proyección haz de radiación que llega desde la 

dirección i sobre el área dA. 
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Figura 37 Intensidad de radiación redirigida por dispersión. Fuente: 
Modest 2013. 

Para ver esto claramente, en primer lugar se aplica la definición de producto 

interno entre los vectores unitarios 𝐬î y 𝐬̂: 

𝐬î ∙ 𝐬̂ = ‖𝐬î‖‖𝐬̂‖𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖 (2.59) 

Debido a que la magnitud de los vectores unitarios es 1, la ecuación 2.59 

se expresa así: 

𝐬î ∙ 𝐬̂ = 𝑐𝑜𝑠𝜃 (2.60) 

En donde 𝜃 es el ángulo de abertura entre los vectores unitarios. El siguiente 

paso es expresar las áreas dA y dAi como vectores (ver figura 38): 

 

Figura 38 Áreas perpendiculares a los rayos incidentes. Fuente: El 
Autor. 
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𝐝𝐀𝐢 = 𝑑𝐴𝑖𝐬î (2.61) 

𝐝𝐀 = 𝑑𝐴𝐬̂ (2.62) 

Nótese que de acuerdo a las ecuaciones 2.61 y 2.62, los vectores dA y dAi 

tienen una magnitud que es proporcional al tamaño del área que representan, 

y siguen la misma dirección que sus respectivos vectores unitarios. 

Finalmente, se proyecta el vector dA a lo largo del vector unitario 𝐬î: 

𝐝𝐀 ∙ 𝐬î = 𝑑𝐴 𝐬̂ ∙ 𝐬î = 𝑑𝐴𝑐𝑜𝑠𝜃 = 𝑑𝐴𝑖 (2.63) 

Por tanto, el término entre paréntesis de la ecuación 2.58 representa el área 

dAi, que no es más que la proyección de dA en la dirección del vector unitario 

𝐬î. Luego, el flujo de calor descrito por la ecuación 2.58 viaja una distancia dsi 

en el volumen dV=dA ds, como se aprecia en la Figura 39: 

 

Figura 39 Distancia dsi recorrida por el haz de radiación que viene 
desde la dirección si. Fuente: El Autor. 
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Esta distancia puede ser calculada en el triángulo sombreado de la Figura 

39:  

𝑑𝑠𝑖 =
𝑑𝑠

𝑐𝑜𝑠𝜃
=

𝑑𝑠

𝐬î ∙ 𝐬̂
 (2.64) 

Si multiplicamos la ecuación 2.58 simultáneamente por la ecuación 2.64 y 

el coeficiente efectivo de dispersión espectral, se obtiene un término 

dimensionalmente coherente: 

𝓀𝜆,𝑠𝑐𝑎[𝐼𝜆(𝐬î )(𝑑𝐴 𝐬î ∙ 𝐬̂ )𝑑Ω𝑖𝑑𝜆]
𝑑𝑠

𝐬î ∙ 𝐬̂
= 𝓀𝜆,𝑠𝑐𝑎𝐼𝜆(𝐬î )𝑑𝐴𝑑Ω𝑖𝑑𝜆𝑑𝑠 (2.65) 

Nótese que en esencia la ecuación 2.65 sigue representando un flujo de 

energía. De esta cantidad, una fracción es dispersada hacia el cono d𝛺 

alrededor de la dirección 𝐬̂ (ver figura 39): 

𝑤( 𝐬î ∙ 𝐬̂) =
𝜗( 𝐬î ∙ 𝐬̂)𝑑Ω

4𝜋
 (2.66) 

En donde (𝐬î ∙ 𝐬̂) se conoce como función de dispersión y describe la 

probabilidad de que un rayo que lleva una dirección 𝐬î sea dispersado a una 

dirección 𝐬̂. La constante 4𝜋 es arbitraria y se incluye por conveniencia 

(Modest, 2013). Entonces, la cantidad de energía del cono d𝛺i dispersada 

hacia el cono d𝛺 se expresa como: 

𝓀𝜆,𝑠𝑐𝑎𝐼𝜆(𝐬î )𝑑𝐴𝑑Ω𝑖𝑑𝜆𝑑𝑠
𝜗( 𝐬î ∙ 𝐬)𝑑Ω

4𝜋
 (2.67) 
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Finalmente, para obtener el flujo de energía radiante que proviene desde 

todas las direcciones 𝐬î y se dispersa hacia la dirección 𝐬, integramos la 

ecuación 2.67: 

(𝑑𝐼𝜆)𝑠𝑐𝑎(𝐬̂)𝑑𝐴𝑑Ω𝑑𝜆 = ∫ 𝓀𝜆,𝑠𝑐𝑎𝐼𝜆(𝐬î )𝑑𝐴𝑑Ω𝑖𝑑𝜆𝑑𝑠
𝜗( 𝐬î ∙ 𝐬̂)𝑑Ω

4𝜋
4𝜋

 (2.68) 

La variable de integración en la ecuación 2.68 es d𝛺i por lo que el resto de 

diferenciales pueden salir de la integral y eliminarse: 

(𝑑𝐼𝜆)𝑠𝑐𝑎(𝐬̂) =
𝓀𝜆,𝑠𝑐𝑎𝑑𝑠

4𝜋
∫ 𝐼𝜆(𝐬î )𝜗( 𝐬î ∙ 𝐬̂)𝑑Ω𝑖

4𝜋

 (2.69) 

Si iguales cantidades de energía son dispersadas en todas las direcciones 

(dispersión isotrópica), entonces la función de dispersión es constante e igual 

a la unidad: 

1

4𝜋
∫ 𝜗( 𝐬î ∙ 𝐬̂)

4𝜋

𝑑Ω = 1 (2.70) 

Esta es la razón de la introducción de la constante arbitraria 4𝜋 en la 

ecuación 2.66. Una vez que se han desarrollado todos los términos de la 

ecuación 2.47, es hora de ensamblarlos mediante un balance de energía 

referido a la intensidad de radiación espectral, en un elemento de área 

diferencial conformado por haces de radiación. En la Figura 40 se observa 

este elemento, en donde la radiación incidente tiene una dirección definida  𝐬̂ 

y la radiación dispersa está representada mediante flechas con líneas 

interpuntadas fuera de la dirección 𝐬̂ (ver figura 40): 
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Figura 40 Elemento conformado por haces de radiación en donde se 
efectuará el balance de energía. Fuente: Modest 2013. 

Por tanto, siguiendo el orden de la ecuación 2.47:  

𝐼𝜆(𝐱 + 𝐝𝐱, 𝐬̂, 𝑡 + 𝑑𝑡) − 𝐼𝜆(𝐱, 𝐬̂, 𝑡) = 𝑗𝜆(𝐱, 𝑡)𝑑𝑠 − 𝓀𝜆,𝑎𝑏𝑠𝐼𝜆(𝐱, 𝐬̂, 𝑡)𝑑𝑠 

−𝓀𝜆,𝑠𝑐𝑎𝐼𝜆(𝐱, 𝐬̂, 𝑡)𝑑𝑠 +
𝓀𝜆,𝑠𝑐𝑎𝑑𝑠

4𝜋
∫ 𝐼𝜆(𝐱, 𝐬î, t)𝜗( 𝐬î ∙ 𝐬̂)𝑑Ω𝑖

4𝜋

 

(2.71) 

La ecuación 2.71 es Lagrangiana es su naturaleza porque se está siguiendo 

un haz de radiación desde s a s+ds. Debido a que el haz de radiación viaja a 

la velocidad de la luz c (en un medio con un índice de refracción n), la distancia 

recorrida por este haz viene dada por ds=cdt. El lado izquierdo de la ecuación 

2.71 puede desarrollarse mediante una serie de Taylor truncada de primer 

orden: 

𝐼𝜆(𝐱 + 𝐝𝐱, 𝐬̂, 𝑡 + 𝑑𝑡) = 𝐼𝜆(𝐱, 𝐬̂, 𝑡) +
𝜕𝐼𝜆(𝐱, 𝐬̂, 𝑡)

𝜕𝑠
𝑑𝑠 +

𝜕𝐼𝜆(𝐱, 𝐬̂, 𝑡)

𝜕𝑡
𝑑𝑡 (2.72) 

Reemplazando el resultado obtenido en la ecuación 2.71: 
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𝜕𝐼𝜆(𝐱, 𝐬̂, 𝑡)

𝜕𝑠
𝑑𝑠 +

𝜕𝐼𝜆(𝐱, 𝐬̂, 𝑡)

𝜕𝑡
𝑑𝑡 = 𝑗𝜆(𝐱, 𝑡)𝑑𝑠 − 𝓀𝜆,𝑎𝑏𝑠𝐼𝜆(𝐱, 𝐬̂, 𝑡)𝑑𝑠 

−𝓀𝜆,𝑠𝑐𝑎𝐼𝜆(𝐱, 𝐬̂, 𝑡)𝑑𝑠 +
𝓀𝜆,𝑠𝑐𝑎𝑑𝑠

4𝜋
∫ 𝐼𝜆(𝐱, 𝐬î, t)𝜗( 𝐬î ∙ 𝐬̂)𝑑Ω𝑖

4𝜋

 

(2.73) 

Luego, sustituyendo dt por ds/c: 

𝜕𝐼𝜆(𝐱, 𝐬̂, 𝑡)

𝜕𝑠
𝑑𝑠 +

𝑑𝑠

𝑐

𝜕𝐼𝜆(𝐱, 𝐬̂, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝑗𝜆(𝐱, 𝑡)𝑑𝑠 − 𝓀𝜆,𝑎𝑏𝑠𝐼𝜆(𝐱, 𝐬̂, 𝑡)𝑑𝑠 

−𝓀𝜆,𝑠𝑐𝑎𝐼𝜆(𝐱, 𝐬̂, 𝑡)𝑑𝑠 +
𝓀𝜆,𝑠𝑐𝑎𝑑𝑠

4𝜋
∫ 𝐼𝜆(𝐱, 𝐬î, t)𝜗( 𝐬î ∙ 𝐬̂)𝑑Ω𝑖

4𝜋

 

(2.74) 

Eliminando ds de todos los términos de la ecuación 2.74 se obtiene: 

𝜕𝐼𝜆(𝐱, 𝐬̂, 𝑡)

𝜕𝑠
+

1

𝑐

𝜕𝐼𝜆(𝐱, 𝐬̂, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝑗𝜆(𝐱, 𝑡) − 𝓀𝜆,𝑎𝑏𝑠𝐼𝜆(𝐱, 𝐬̂, 𝑡) 

−𝓀𝜆,𝑠𝑐𝑎𝐼𝜆(𝐱, 𝐬̂, 𝑡) +
𝓀𝜆,𝑠𝑐𝑎

4𝜋
∫ 𝐼𝜆(𝐱, 𝐬î, t)𝜗( 𝐬î ∙ 𝐬̂)𝑑Ω𝑖

4𝜋

 

(2.75) 

Expresada así la ecuación 2.74 se conoce con el nombre de ecuación de 

transporte radiativo en su forma transitoria, válida tanto en el equilibrio 

termodinámico local como en los casos de que no exista tal equilibrio.  

Reemplazando en la ecuación 2.74 las definiciones dadas por las ecuaciones 

2.56-2.57: 
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𝜕𝐼𝜆(𝐱, 𝐬,̂ 𝑡)

𝜕𝑠
+

1

𝑐

𝜕𝐼𝜆(𝐱, 𝐬̂, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝓀𝜆,𝑎𝑏𝑠𝐼𝑏𝜆(𝐱, 𝑡) − 𝓀𝜆,𝑎𝑏𝑠𝐼𝜆(𝐱, 𝐬̂, 𝑡) 

−𝓀𝜆,𝑠𝑐𝑎𝐼𝜆(𝐱, 𝐬̂, 𝑡) +
𝓀𝜆,𝑠𝑐𝑎

4𝜋
∫ 𝐼𝜆(𝐱, 𝐬î, 𝑡)𝜗( 𝐬î ∙ 𝐬̂)𝑑Ω𝑖

4𝜋

 

(2.76) 

 

Reemplazando en esta ecuación la definición del coeficiente efectivo de 

extinción espectral: 

𝜕𝐼𝜆(𝐱, 𝐬̂, 𝑡)

𝜕𝑠
+

1

𝑐

𝜕𝐼𝜆(𝐱, 𝐬̂, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝓀𝜆,𝑎𝑏𝑠𝐼𝑏𝜆(𝐱, 𝑡) 

−𝓀𝜆,𝑒𝑥𝑡𝐼𝜆(𝐱, 𝐬̂, 𝑡) +
𝓀𝜆,𝑠𝑐𝑎

4𝜋
∫ 𝐼𝜆(𝐱, 𝐬î, 𝑡)𝜗( 𝐬î ∙ 𝐬̂)𝑑Ω𝑖

4𝜋

 

(2.77) 

La velocidad de la luz es mucho mayor que cualquier velocidad que se 

desarrolle a nivel local. Por tanto, el término transitorio puede eliminarse 

(estado cuasi-estacionario) y desaparece la dependencia con respecto al 

tiempo de las distintas funciones involucradas en la ecuación 2.77: 

 

𝑑𝐼𝜆(𝐱, 𝐬̂)

𝑑𝑠
= 𝓀𝜆,𝑎𝑏𝑠𝐼𝑏𝜆(𝐱) − 𝓀𝜆,𝑒𝑥𝑡𝐼𝜆(𝐱, 𝐬̂) 

+
𝓀𝜆,𝑠𝑐𝑎

4𝜋
∫ 𝐼𝜆(𝐱, 𝐬î)𝜗( 𝐬î ∙ 𝐬̂)𝑑Ω𝑖

4𝜋

 

(2.78) 

La ecuación 2.78 contiene un término diferencial de primer orden en cuanto 

a la intensidad espectral de radiación para una dirección fija 𝐬̂. Esta ecuación 

puede modificarse si se introduce el concepto de derivada direccional, que no 
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es más que el producto interno entre el gradiente de intensidad de radiación 

espectral y el vector unitario 𝐬̂: 

𝑑𝐼𝜆(𝐱, 𝐬̂)

𝑑𝑠
= 𝐬̂  ∙ 𝛁𝐼𝜆(𝐱, 𝐬̂) (2.79) 

Entonces, reemplazando este resultado en la ecuación 2.78 se llega a: 

𝐬̂  ∙ 𝛁𝐼𝜆(𝐱, 𝐬̂) = 𝓀𝜆,𝑎𝑏𝑠𝐼𝑏𝜆(𝐱) − 𝓀𝜆,𝑒𝑥𝑡𝐼𝜆(𝐱, 𝐬̂) 

+
𝓀𝜆,𝑠𝑐𝑎

4𝜋
∫ 𝐼𝜆(𝐱, 𝐬î)𝜗( 𝐬î ∙ 𝐬̂)𝑑Ω𝑖

4𝜋

 

(2.80) 

Esta ecuación de transporte será de utilidad para estudiar como la 

Radiación Fotosintéticamente Activa interactúa con la suspensión (medio de 

cultivo y microorganismos). Para ello, 𝓀𝜆,abs, 𝓀𝜆,sca y 𝓀𝜆,ext serán referidos como 

los coeficientes efectivos espectrales de absorción, dispersión y extinción de 

la suspensión. Además, recordando que una de las suposiciones en las cuales 

se basó el balance de energía desarrollado establecía que la suspensión es 

un medio no emisor, la ecuación 2.80 se transforma en: 

𝐬̂  ∙ 𝛁𝐼𝜆(𝐱, 𝐬̂) = −𝓀𝜆,𝑒𝑥𝑡𝐼𝜆(𝐱, 𝐬̂) +
𝓀𝜆,𝑠𝑐𝑎

4𝜋
∫ 𝐼𝜆(𝐱, 𝐬î)𝜗( 𝐬î ∙ 𝐬̂)𝑑Ω𝑖

4𝜋

 (2.81) 

Aunque el balance de energía expresado por la ecuación 2.81 está en 

función de la intensidad espectral de radiación, en la práctica es más útil poner 

esta ecuación en función de la irradiancia espectral. Para ello, se debe integrar 

la ecuación 2.81 sobre todos los ángulos sólidos, multiplicando antes cada 

término por un diferencial de ángulo sólido d𝛺: 
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∫ 𝐬̂  ∙ 𝛁𝐼𝜆(𝐱, 𝐬̂)𝑑Ω

4𝜋

= − ∫ 𝓀𝜆,𝑒𝑥𝑡𝐼𝜆(𝐱, 𝐬̂)𝑑Ω

4𝜋

 

+ ∫
𝓀𝜆,𝑠𝑐𝑎

4𝜋
∫ 𝐼𝜆(𝐱, 𝐬î)𝜗( 𝐬î ∙ 𝐬̂)𝑑Ω𝑖𝑑Ω

4𝜋4𝜋

 

(2.82) 

El operador diferencial de la integral de lado izquierdo de la ecuación 2.82 

está en función del ángulo sólido. Por tanto, el operador nabla cuyas derivadas 

están en función de la posición puede salir de la integral (solo para 

coordenadas cartesianas) conjuntamente con el operador del producto 

interno. De la misma manera, las integrales del último término de la ecuación 

2.82 pueden intercambiar sus posiciones, obteniéndose la ecuación 2.70 que 

otorga un valor de 1 (dispersión isotrópica) a la expresión entre corchetes: 

𝛁 ∙ ∫ 𝐼𝜆(𝐱, 𝐬̂)𝐬̂𝑑Ω

4𝜋

= −𝓀𝜆,𝑒𝑥𝑡 ∫ 𝐼𝜆(𝐱, 𝐬̂)𝑑Ω

4𝜋

+ 𝓀𝜆,𝑠𝑐𝑎 ∫ 𝐼𝜆(𝐱, 𝐬î) [
1

4𝜋
∫ 𝜗( 𝐬î ∙ 𝐬̂)𝑑Ω

4𝜋

] 𝑑Ω𝑖

4𝜋

 

 

(2.83) 

En la ecuación 2.83 se debe notar que los coeficientes efectivos espectrales 

no son función del ángulo sólido por lo que pueden salir de los integrales sin 

ningún problema. Reacomodando los términos: 
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𝛁 ∙ ∫ 𝐼𝜆(𝐱, 𝐬̂)𝐬̂𝑑Ω

4𝜋

= −𝓀𝜆,𝑒𝑥𝑡 ∫ 𝐼𝜆(𝐱, 𝐬̂)𝑑Ω

4𝜋

+ 𝓀𝜆,𝑠𝑐𝑎 ∫ 𝐼𝜆(𝐱, 𝐬î) 𝑑Ω𝑖

4𝜋

 

(2.84) 

En este punto, es necesario definir el vector de irradiancia espectral: 

𝐪𝝀(𝐱) = ∫ 𝐼𝜆(𝐱, 𝐬̂)𝐬̂𝑑Ω

4𝜋

 (2.85) 

Reemplazando este resultado en la ecuación 2.84: 

𝛁 ∙ 𝐪𝝀(𝐱) = −𝓀𝜆,𝑒𝑥𝑡 ∫ 𝐼𝜆(𝐱, 𝐬̂)𝑑Ω

4𝜋

+ 𝓀𝜆,𝑠𝑐𝑎 ∫ 𝐼𝜆(𝐱, 𝐬î) 𝑑Ω𝑖

4𝜋

 (2.86) 

Desde que los diferenciales d𝛺 y d𝛺i son argumentos empleados para 

indicar la integración sobre todos los ángulos sólidos, entonces: 

∫ 𝐼𝜆(𝐱, 𝐬̂)𝑑Ω

4𝜋

= ∫ 𝐼𝜆(𝐱, 𝐬î) 𝑑Ω𝑖

4𝜋

 (2.87) 

Por tanto, la ecuación 2.86 se puede agrupar: 

𝛁 ∙ 𝐪𝝀(𝐱) = (𝓀𝜆,𝑠𝑐𝑎 − 𝓀𝜆,𝑒𝑥𝑡) ∫ 𝐼𝜆(𝐱, 𝐬̂)𝑑Ω

4𝜋

 (2.88) 
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La diferencia entre paréntesis no es más que el coeficiente efectivo de 

absorción espectral. Por tanto: 

𝛁 ∙ 𝐪𝝀(𝐱) = −𝓀𝜆,𝑎𝑏𝑠 ∫ 𝐼𝜆(𝐱, 𝐬̂)𝑑Ω

4𝜋

 (2.89) 

Introduciendo el concepto de irradiancia espectral: 

q𝜆(𝐱) = ∫ 𝐼𝜆(𝐱, 𝐬̂)𝑑Ω

4𝜋

 (2.90) 

Por tanto: 

𝛁 ∙ 𝐪𝝀(𝐱) = −𝓀𝜆,𝑎𝑏𝑠q𝜆(𝐱) (2.91) 

La ecuación vectorial 2.91 se puede hacer aún más específica para los 

microorganismos estudiados en esta investigación. Para ello definamos la 

concentración másica de biomasa como CBx (kilogramos de biomasa por 

metro cúbico de suspensión) y multipliquemos y dividamos simultáneamente 

en el lado derecho de la ecuación 2.91: 

𝛁 ∙ 𝐪𝝀(𝐱) = −
𝓀𝜆,𝑎𝑏𝑠

𝐶𝐵𝑥
𝐶𝐵𝑥q𝜆(𝐱) (2.92) 

En secciones anteriores se analizó el concepto de sección trasversal óptica 

de una cianobacteria fx,. Ahora, este parámetro se puede expresar en base 

másica multiplicándolo por la masa molecular de la biomasa equivalente en 

carbono, y es equivalente también a dividir el coeficiente efectivo de absorción 

espectral para la concentración másica de biomasa: 
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E𝜆,𝑎𝑏𝑠 = 𝑓𝑥,𝜆𝑀𝐵 =
𝓀𝜆,𝑎𝑏𝑠

𝐶𝐵𝑥
 (2.93) 

En donde E𝜆,abs se conoce como coeficiente espectral de absorción másico 

(Janssen, 2016). Introduciendo este concepto en la ecuación 2.92:  

𝛁 ∙ 𝐪𝝀(𝐱) = −E𝜆,𝑎𝑏𝑠𝐶𝐵𝑥q𝜆(𝐱) (2.94) 

La ecuación 2.94 es todavía dependiente de la longitud de onda. Integrando 

en el espectro de la Radiación Fotosintéticamente Activa se obtiene: 

𝛁 ∙ ∫ 𝐪𝝀(𝐱)𝑑𝜆

𝜆=700

𝜆=400

= − ∫ E𝜆,𝑎𝑏𝑠𝐶𝐵𝑥q𝜆(𝐱)𝑑𝜆

𝜆=700

𝜆=400

 (2.95) 

El lado izquierdo de esta ecuación se puede resolver de manera sencilla si 

se define el vector de irradiancia total en el espectro de la Radiación 

Fotosintéticamente Activa como: 

𝐪𝐑𝐅𝐀(𝐱) = ∫ 𝐪𝝀(𝐱)𝑑𝜆

𝜆=700

𝜆=400

 (2.96) 

El lado derecho de la ecuación 2.95 se soluciona fácilmente si se analiza en 

primer lugar como evoluciona E𝜆,abs con la longitud de onda en el espectro de 

la Radiación Fotosintéticamente Activa  (J. Cornet, Dussap, & Gros, 1994).  
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Figura 41  Coeficiente de absorción másico y coeficiente de dispersión 
másico para cada longitud de onda en el espectro de la Radiación 

Fotosintéticamente Activa. Fuente: Cornet et. al 1994. 

Como se observa en la Figura 41, entre los 400nm y 700nm el coeficiente 

de absorción másica presenta variaciones significativas en el intervalo entre 

25m2kgx
-1 y 200m2kgx

-1, por lo que es necesario definir un promedio en el 

espectro de interés. Investigaciones experimentales acuerdan que este valor 

debe ser equivalente a 150m2kgx
-1(J. Cornet et al., 1994). Con esta 

consideración, E𝜆,abs puede salir del integral como un valor promedio Eabs: 

𝛁 ∙ 𝐪𝐑𝐅𝐀(𝐱) = −E𝑎𝑏𝑠𝐶𝐵𝑥 ∫ q𝜆(𝐱)𝑑𝜆

𝜆=700

𝜆=400

 (2.97) 

Por último, es necesario definir la irradiancia total en el espectro de la 

Radiación Fotosintéticamente Activa como: 

𝑞𝑅𝐹𝐴(𝐱) = ∫ q𝜆(𝐱)𝑑𝜆

𝜆=700

𝜆=400

 (2.98) 
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Reemplazando la ecuación 2.98 en la ecuación 2.97, se obtiene el siguiente 

resultado: 

−𝛁 ∙ 𝐪𝐑𝐅𝐀(𝐱) = E𝑎𝑏𝑠𝐶𝐵𝑥 𝑞𝑅𝐹𝐴(𝐱) (2.99) 

Las irradiancias totales de la ecuación 2.99 están expresadas en Wm-2. Sin 

embargo, pueden convertirse a flux total de fotones mediante la ecuación 

2.18: 

𝛁 ∙ [
𝐪𝐑𝐅𝐀(𝐱) 𝜆 

ℏ𝑐𝑁𝐴
] = −E𝑎𝑏𝑠𝐶𝐵𝑥 [

 𝑞𝑅𝐹𝐴(𝐱) 𝜆 

ℏ𝑐𝑁𝐴
] (2.100) 

Entonces: 

−𝛁 ∙ 𝐅𝐩𝐡,𝐑𝐅𝐀(𝐱) = E𝑎𝑏𝑠𝐶𝐵𝑥 𝐹𝑝ℎ,𝑅𝐹𝐴(𝐱) (2.101) 

Debe tenerse en cuenta que las unidades de ambos lados de la ecuación 

2.101 están expresadas en 𝜇mol m-3 s-1 y se mantiene la naturaleza vectorial 

de la ecuación 2.99. En esencia, la ecuación 2.101 expresa que el flux de 

fotones provenientes de la luz solar en el espectro de la Radiación 

Fotosintéticamente Activa disminuye como consecuencia de la absorción que 

se produce en los centros especializados de la célula encargados del proceso 

de fotosíntesis (de ahí el signo negativo que aparece en la citada ecuación), 

que no es más que la confirmación del principio de conservación de la energía. 

Lo anterior también permite comprender el vínculo existente entre la fase 

fotónica y la biomasa, en el sentido de que los fotones cedidos por la radiación 

solar son empleados por las células para su crecimiento. Un análisis más 

detallado permite establecer que el lado derecho de la ecuación 2.101 

corresponde a la densidad volumétrica local de fotones absorbidos 𝒜(x) por 

lo que: 
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𝒜(𝐱) = E𝑎𝑏𝑠𝐶𝐵𝑥 𝐹𝑝ℎ,𝑅𝐹𝐴(𝐱) (2.102) 

Las ecuaciones 2.99-2.102 tiene un carácter local debido a que son función 

de la posición dentro del fotobioreactor. 

La ecuación 2.102 pone de manifiesto que para determinar la tasa de 

generación volumétrica local RB(x) mediante la ecuación 2.40 se requiere 

conocer previamente el flux local de fotones Fph,RFA, mismo que debe ser 

obtenido resolviendo la ecuación vectorial 2.101. 

2.8.2 Ecuación de transporte radiativo considerando las componentes 

de la radiación solar 

La discusión anterior se limitó a considerar que la intensidad de radiación 

espectral provenía de una sola fuente sin componentes intrínsecos. Sin 

embargo, como se analizó en el apartado 2.2, el campo de radiación solar 

puede expresarse como la suma de una componente directa y una difusa. En 

términos de la intensidad de radiación espectral, esto puede expresarse de la 

siguiente manera (Modest, 2013):  

𝐼𝜆(𝐱, 𝐬̂) = 𝐼𝜆𝑐(𝐱, 𝐬̂) + 𝐼𝜆𝑑(𝐱, 𝐬̂) (2.103) 

En donde I𝜆 representa la intensidad de radiación espectral total, I𝜆c la 

intensidad de radiación espectral directa e I𝜆d la intensidad de radiación 

espectral difusa. Estos términos son funciones tanto de la posición dentro del 

fotobioreactor x como de la dirección de propagación 𝐬̂.  

La intensidad de radiación espectral directa puede calcularse resolviendo la 

ecuación de transporte radiativo (ecuación 2.80) (Modest, 2013): 
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𝐬̂ ∙ 𝛁𝐼𝜆𝑐(𝐱, 𝐬̂) = −𝓀𝜆,𝑒𝑥𝑡𝐼𝜆𝑐(𝐱, 𝐬̂)

= −𝓀𝜆,𝑎𝑏𝑠𝐼𝜆𝑐(𝐱, 𝐬̂) − 𝓀𝜆,𝑠𝑐𝑎𝐼𝜆𝑐(𝐱, 𝐬̂) 
(2.104) 

La ecuación 2.104 señala que la intensidad de radiación espectral directa, 

que se propaga en la dirección 𝐬̂, disminuye su valor conforma atraviesa la 

suspensión de microorganismos debido a la absorción producida en las 

células y a la dispersión (out-scattering). Los términos de in-scattering y 

emisión se descartan debido a que no contribuyen con la radiación solar 

directa. La intensidad de radiación espectral difusa también puede calcularse 

resolviendo la ecuación de transporte radiativo (ecuación 2.80), reemplazando 

I𝜆 por la ecuación 2.103 (Modest, 2013): 

𝐬̂  ∙ 𝛁[𝐼𝜆𝑐(𝐱, 𝐬̂) + 𝐼𝜆𝑑(𝐱, 𝐬̂)] = 

−𝓀𝜆,𝑒𝑥𝑡[𝐼𝜆𝑐(𝐱, 𝐬̂) + 𝐼𝜆𝑑(𝐱, 𝐬̂)]

+
𝓀𝜆,𝑠𝑐𝑎

4𝜋
∫[𝐼𝜆𝑐(𝐱, 𝐬î) + 𝐼𝜆𝑑(𝐱, 𝐬î)]𝜗( 𝐬î ∙ 𝐬̂)𝑑Ω𝑖

4𝜋

 

(2.105) 

Separando términos de la ecuación 2.105 se tiene: 

𝐬̂  ∙ 𝛁𝐼𝜆𝑐(𝐱, 𝐬̂) + 𝐬̂  ∙ 𝛁𝐼𝜆𝑑(𝐱, 𝐬̂) = 

−𝓀𝜆,𝑒𝑥𝑡𝐼𝜆𝑐(𝐱, 𝐬̂) − 𝓀𝜆,𝑒𝑥𝑡𝐼𝜆𝑑(𝐱, 𝐬̂) 

+
𝓀𝜆,𝑠𝑐𝑎

4𝜋
∫ 𝐼𝜆𝑐(𝐱, 𝐬î)𝜗( 𝐬î ∙ 𝐬̂)𝑑Ω𝑖

4𝜋

+
𝓀𝜆,𝑠𝑐𝑎

4𝜋
∫ 𝐼𝜆𝑑(𝐱, 𝐬î)𝜗( 𝐬î ∙ 𝐬̂)𝑑Ω𝑖

4𝜋

 

(2.106) 
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Observando que la ecuación 2.104 está implícita en la ecuación 2.106, se 

puede llegar a la siguiente simplificación: 

𝐬̂  ∙ 𝛁𝐼𝜆𝑑(𝐱, 𝐬̂) = −𝓀𝜆,𝑒𝑥𝑡𝐼𝜆𝑑(𝐱, 𝐬̂) 

+
𝓀𝜆,𝑠𝑐𝑎

4𝜋
∫ 𝐼𝜆𝑐(𝐱, 𝐬î)𝜗( 𝐬î ∙ 𝐬̂)𝑑Ω𝑖

4𝜋

+
𝓀𝜆,𝑠𝑐𝑎

4𝜋
∫ 𝐼𝜆𝑑(𝐱, 𝐬î)𝜗( 𝐬î ∙ 𝐬̂)𝑑Ω𝑖

4𝜋

 

(2.107) 

Descomponiendo el coeficiente efectivo de extinción espectral: 

𝐬̂  ∙ 𝛁𝐼𝜆𝑑(𝐱, 𝐬̂) = −𝓀𝜆,𝑎𝑏𝑠𝐼𝜆𝑑(𝐱, 𝐬̂) − 𝓀𝜆,𝑠𝑐𝑎𝐼𝜆𝑑(𝐱, 𝐬̂) 

+
𝓀𝜆,𝑠𝑐𝑎

4𝜋
∫ 𝐼𝜆𝑐(𝐱, 𝐬î)𝜗( 𝐬î ∙ 𝐬̂)𝑑Ω𝑖

4𝜋

+
𝓀𝜆,𝑠𝑐𝑎

4𝜋
∫ 𝐼𝜆𝑑(𝐱, 𝐬î)𝜗( 𝐬î ∙ 𝐬̂)𝑑Ω𝑖

4𝜋

 

(2.108) 

De acuerdo a la ecuación 2.108, la magnitud de la intensidad de radiación 

espectral difusa se ve reforzada por la dispersión (in-scattering) tanto de la 

radiación directa como de la radiación difusa que proviene de otras 

direcciones 𝐬î distintas a la dirección de propagación 𝐬̂, y disminuye debido a 

los efectos de absorción y dispersión (out-scattering) conforme atraviesa la 

suspensión de microorganismos (Lee, Pruvost, He, Munipalli, & Pilon, 2014). 

Una particularidad de la ecuación 2.108 es que no está limitada a la dispersión 

isotrópica. 

Para resolver la ecuación 2.104, es decir obtener el campo de irradiancia 

local proveniente de la radiación solar directa, procedemos como en el 
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apartado anterior multiplicando ambos miembros por un diferencial de ángulo 

sólido: 

∫ 𝐬̂ ∙ 𝛁𝐼𝜆𝑐(𝐱, 𝐬̂)

𝟒𝝅

𝑑Ω = − ∫ 𝓀𝜆,𝑒𝑥𝑡𝐼𝜆𝑐(𝐱, 𝐬̂)𝑑Ω

𝟒𝝅

 (2.109) 

Resolviendo la ecuación 2.109 en coordenadas cartesianas: 

𝛁 ∙ ∫ 𝐬̂𝐼𝜆𝑐(𝐱, 𝐬̂)

𝟒𝝅

𝑑Ω = − ∫ 𝓀𝜆,𝑒𝑥𝑡𝐼𝜆𝑐(𝐱, 𝐬̂)𝑑Ω

𝟒𝝅

 (2.110) 

El coeficiente efectivo de extinción espectral es independiente del ángulo 

sólido, por lo que puede salir de la integral: 

𝛁 ∙ ∫ 𝐬̂𝐼𝜆𝑐(𝐱, 𝐬̂)

𝟒𝝅

𝑑Ω = −𝓀𝜆,𝑒𝑥𝑡 ∫ 𝐼𝜆𝑐(𝐱, 𝐬̂)𝑑Ω

𝟒𝝅

 (2.111) 

 

Los términos dentro del integral corresponden al vector de irradiancia 

espectral y a la irradiancia espectral: 

𝛁 ∙ 𝐪𝐜𝛌(𝐱) = −𝓀𝜆,𝑒𝑥𝑡𝑞𝑐𝜆(𝐱) (2.112) 

La ecuación vectorial 2.112 se puede hacer aún más específica, empleando 

definamos la concentración másica de biomasa como CBx (kilogramos de 

biomasa por metro cúbico de suspensión): 
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𝛁 ∙ 𝐪𝐜𝛌(𝐱) = −
𝓀𝜆,𝑒𝑥𝑡

𝐶𝐵𝑥
𝐶𝐵𝑥𝑞𝑐𝜆(𝐱) (2.113) 

Definiendo el coeficiente espectral de extinción másico como: 

E𝜆,𝑒𝑥𝑡 =
𝓀𝜆,𝑒𝑥𝑡

𝐶𝐵𝑥
 (2.114) 

Por tanto, la ecuación 2.113 se transforma en: 

𝛁 ∙ 𝐪𝐜𝛌(𝐱) = −E𝜆,𝑒𝑥𝑡𝐶𝐵𝑥𝑞𝑐𝜆(𝐱) (2.115) 

La ecuación 2.115 es todavía dependiente de la longitud de onda. 

Integrando en el espectro de la Radiación Fotosintéticamente Activa se 

obtiene: 

𝛁 ∙ ∫ 𝐪𝒄𝝀(𝐱)𝑑𝜆

𝜆=700

𝜆=400

= − ∫ E𝜆,𝑒𝑥𝑡𝐶𝐵𝑥q𝜆(𝐱)𝑑𝜆

𝜆=700

𝜆=400

 (2.116) 

Para resolver la ecuación 2.116, se debe expresar el coeficiente de 

extinción espectral másico en función de los coeficientes espectrales másicos 

de absorción y scattering: 

𝛁 ∙ ∫ 𝐪𝒄𝝀(𝐱)𝑑𝜆

𝜆=700

𝜆=400

= − ∫ (E𝜆,𝑎𝑏𝑠 + E𝜆,𝑠𝑐𝑎)𝐶𝐵𝑥q𝜆(𝐱)𝑑𝜆

𝜆=700

𝜆=400

 (2.117) 

Empleando la gráfica 2.25, podemos observar que el coeficiente de 

scattering espectral másico es prácticamente constante entre 400nm y 

700nm, tomando un valor de 200m2kgx
-1. Además, dado que el coeficiente de 
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absorción espectral másico se asumió como constante en la sección anterior, 

podemos resolver la integral del lado derecho de la ecuación 2.117, definiendo 

esta vez unos coeficientes másicos promediados: 

𝛁 ∙ 𝐪𝒄𝑹𝑭𝑨(𝐱) = −(E𝑎𝑏𝑠 + E𝑠𝑐𝑎)𝐶𝐵𝑥q𝑐𝑅𝐹𝐴(𝐱) (2.118) 

En donde qcRFA representa la irradiancia solar directa en la región del 

espectro de radiación fotosintéticamente activa. Las irradiancias de la 

ecuación 2.118 están expresadas en Wm-2. Sin embargo, pueden convertirse 

a flux total de fotones mediante la ecuación 2.18: 

𝛁 ∙ [
𝐪𝐜𝐑𝐅𝐀(𝐱) 𝜆 

ℏ𝑐𝑁𝐴
] = −(E𝑎𝑏𝑠 + E𝑠𝑐𝑎)𝐶𝐵𝑥 [

 𝑞𝑐𝑅𝐹𝐴(𝐱) 𝜆 

ℏ𝑐𝑁𝐴
] (2.119) 

Entonces: 

−𝛁 ∙ 𝐅𝐩𝐡𝐜,𝐑𝐅𝐀(𝐱) = (E𝑎𝑏𝑠 + E𝑠𝑐𝑎)𝐶𝐵𝑥 𝐹𝑝ℎ𝑐,𝑅𝐹𝐴(𝐱) (2.120) 

La ecuación 2.120 establece que el flux de fotones provenientes de la 

radiación solar directa, entre 400nm y 700nm, disminuye como consecuencia 

de la absorción y scattering de los mismos por la suspensión de 

microorganismos. Ambos miembros de la ecuación 2.120 tiene como 

unidades 𝜇mol m-3 s-1. 

Para obtener el campo de irradiancia proveniente de la radiación solar 

difusa, en primer lugar integramos la ecuación 2.108 multiplicándola por un 

diferencial de ángulo sólido: 
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∫ 𝐬̂ ∙ 𝛁𝐼𝜆𝑑(𝐱, 𝐬̂)𝑑Ω

4𝜋

= − ∫ 𝓀𝜆,𝑎𝑏𝑠𝐼𝜆𝑑(𝐱, 𝐬̂)𝑑Ω

4𝜋

− ∫ 𝓀𝜆,𝑠𝑐𝑎𝐼𝜆𝑑(𝐱, 𝐬̂)𝑑Ω

4𝜋

 

+ ∫
𝓀𝜆,𝑠𝑐𝑎

4𝜋
∫ 𝐼𝜆𝑐(𝐱, 𝐬î)𝜗( 𝐬î ∙ 𝐬̂)𝑑Ω𝑖𝑑Ω

4𝜋4𝜋

+ ∫
𝓀𝜆,𝑠𝑐𝑎

4𝜋
∫ 𝐼𝜆𝑑(𝐱, 𝐬î)𝜗( 𝐬î ∙ 𝐬̂)𝑑Ω𝑖

4𝜋4𝜋

𝑑Ω 

(2.121) 

Integrando en coordenadas cartesianas, extrayendo los coeficientes 

efectivos espectrales de las integrales dada su no dependía con el ángulo 

sólido, y agrupando convenientemente se tiene: 

𝛁 ∙ ∫ 𝐬̂ 𝐼𝜆𝑑(𝐱, 𝐬)𝑑Ω

4𝜋

= −𝓀𝜆,𝑎𝑏𝑠 ∫ 𝐼𝜆𝑑(𝐱, 𝐬̂)𝑑Ω

4𝜋

− 𝓀𝜆,𝑠𝑐𝑎 ∫ 𝐼𝜆𝑑(𝐱, 𝐬̂)𝑑Ω

4𝜋

 

+𝓀𝜆,𝑠𝑐𝑎 ∫ 𝐼𝜆𝑐(𝐱, 𝐬î) [
1

4𝜋
∫ 𝜗( 𝐬î ∙ 𝐬̂)𝑑Ω

4𝜋

] 𝑑Ω𝑖

4𝜋

+ 𝓀𝜆,𝑠𝑐𝑎 ∫ 𝐼𝜆𝑑(𝐱, 𝐬î) [
1

4𝜋
∫ 𝜗( 𝐬î ∙ 𝐬̂)𝑑Ω

4𝜋

] 𝑑Ω𝑖

4𝜋

 

(2.122) 

Si se trabaja con dispersión isotrópica, los términos entre corchetes toman 

el valor de 1. Desde que los diferenciales d𝛺 y d𝛺i son argumentos empleados 

para indicar la integración sobre todos los ángulos sólidos, entonces d𝛺i=d𝛺: 
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𝛁 ∙ ∫ 𝐬̂ 𝐼𝜆𝑑(𝐱, 𝐬)𝑑Ω

4𝜋

= −𝓀𝜆,𝑎𝑏𝑠 ∫ 𝐼𝜆𝑑(𝐱, 𝐬̂)𝑑Ω

4𝜋

− 𝓀𝜆,𝑠𝑐𝑎 ∫ 𝐼𝜆𝑑(𝐱, 𝐬̂)𝑑Ω

4𝜋

+ 𝓀𝜆,𝑠𝑐𝑎 ∫ 𝐼𝜆𝑐(𝐱, 𝐬î)𝑑Ω

4𝜋

+ 𝓀𝜆,𝑠𝑐𝑎 ∫ 𝐼𝜆𝑑(𝐱, 𝐬î)𝑑Ω

4𝜋

 

(2.123) 

La integral del lado izquierdo de la ecuación 2.123 corresponde al vector de 

irradiancia espectral difusa, mientras que las integrales del lado derecho 

corresponden a las irradiancias espectrales difusa y directa. Reemplazando 

las integrales por irradiancias espectrales y eliminando términos se obtiene: 

𝛁 ∙ 𝐪𝐝𝛌 = −𝓀𝜆,𝑎𝑏𝑠𝑞𝑑𝜆 + 𝓀𝜆,𝑠𝑐𝑎𝑞𝑐𝜆 (2.124) 

Multiplicando y dividiendo el lado derecho de la ecuación 2.124 por la 

concentración másica de biomasa CBx se introducen los conceptos de 

coeficiente espectral másico de absorción y scattering: 

𝛁 ∙ 𝐪𝐝𝛌 = −
𝓀𝜆,𝑎𝑏𝑠

𝐶𝐵𝑥
𝐶𝐵𝑥𝑞𝑑𝜆(𝐱) +

𝓀𝜆,𝑠𝑐𝑎

𝐶𝐵𝑥
𝐶𝐵𝑥𝑞𝑐𝜆(𝐱)

= −E𝜆,𝑎𝑏𝑠𝐶𝐵𝑥𝑞𝑑𝜆(𝐱) + E𝜆,𝑠𝑐𝑎𝐶𝐵𝑥𝑞𝑐𝜆(𝐱) 

(2.125) 

Luego, integrando la ecuación 2.125 en la región del espectro 

fotosintéticamente activo: 
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𝛁 ∙ ∫ 𝐪𝒅𝝀(𝐱)𝑑𝜆

𝜆=700

𝜆=400

= − ∫ E𝜆,𝑎𝑏𝑠𝐶𝐵𝑥q𝑑𝜆(𝐱)𝑑𝜆

𝜆=700

𝜆=400

 

+ ∫ E𝜆,𝑠𝑐𝑎𝐶𝐵𝑥q𝑐𝜆(𝐱)𝑑𝜆

𝜆=700

𝜆=400

 

(2.126) 

Al igual que en los casos anteriores, los coeficientes espectrales másicos 

se promedian entre 400nm y 700nm, por lo cual la integración resulta en: 

𝛁 ∙ 𝐪𝒅𝑹𝑭𝑨(𝐱) = −E𝑎𝑏𝑠𝐶𝐵𝑥q𝑑𝑅𝐹𝐴(𝐱) + E𝑠𝑐𝑎𝐶𝐵𝑥q𝑐𝑅𝐹𝐴(𝐱) (2.127) 

En donde qdRFA representa la irradiancia solar difusa en la región del 

espectro de radiación fotosintéticamente activa. Las irradiancias de la 

ecuación 2.127 están expresadas en Wm-2. Sin embargo, pueden convertirse 

a flux total de fotones mediante la ecuación 2.18: 

𝛁 ∙ [
𝐪𝐝𝐑𝐅𝐀(𝐱) 𝜆 

ℏ𝑐𝑁𝐴
] = −E𝑎𝑏𝑠𝐶𝐵𝑥 [

 𝑞𝑑𝑅𝐹𝐴(𝐱) 𝜆 

ℏ𝑐𝑁𝐴
] 

+E𝑠𝑐𝑎𝐶𝐵𝑥 [
 𝑞𝑐𝑅𝐹𝐴(𝐱) 𝜆 

ℏ𝑐𝑁𝐴
] 

(2.128) 

Entonces: 

𝛁 ∙ 𝐅𝐩𝐡𝐝,𝐑𝐅𝐀(𝐱) = −E𝑎𝑏𝑠𝐶𝐵𝑥 𝐹𝑝ℎ𝑑,𝑅𝐹𝐴(𝐱) + E𝑠𝑐𝑎𝐶𝐵𝑥 𝐹𝑝ℎ𝑐,𝑅𝐹𝐴(𝐱) (2.129) 

La ecuación 2.120 determina el flux de fotones provenientes de la radiación 

solar difusa, entre 400nm y 700nm. Ambos miembros de la ecuación 2.129 

tiene como unidades 𝜇mol m-3 s-1. Sumando las ecuaciones 2.120 y 2.129, 

reordenando términos se llega a: 
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−𝛁 ∙ (𝐅𝐩𝐡𝐜,𝐑𝐅𝐀 + 𝐅𝐩𝐡𝐝,𝐑𝐅𝐀)(𝐱) = E𝑎𝑏𝑠𝐶𝐵𝑥( 𝐹𝑝ℎ𝑐,𝑅𝐹𝐴 +  𝐹𝑝ℎ𝑑,𝑅𝐹𝐴)(𝐱) (2.130) 

En esencia, la ecuación 2.130 confirma los predicho por la ecuación 2.101, 

expresando que el flux de fotones provenientes de la luz solar, conformada 

por sus componentes directa y difusa en el espectro de la Radiación 

Fotosintéticamente Activa, disminuye como consecuencia de la absorción que 

se produce en los centros especializados de la célula encargados del proceso 

de fotosíntesis, lo que nuevamente pone de manifiesto el vínculo existente 

entre la fase fotónica y la biomasa. 

La densidad volumétrica local de fotones absorbidos 𝒜(x) puede calcularse 

entonces en función de las componentes directa y difusa de la radiación solar: 

𝒜(𝐱) = E𝑎𝑏𝑠𝐶𝐵𝑥( 𝐹𝑝ℎ𝑐,𝑅𝐹𝐴 +  𝐹𝑝ℎ𝑑,𝑅𝐹𝐴)(𝐱) (2.131) 

Con el empleo de la ecuación 2.131 se calculará la tasa de generación 

volumétrica local RB(x), es decir, la cinética de crecimiento de las 

cianobacterias. 

Es importante notar que la ecuación 2.130 se incorporará al balance de 

energía, es decir, la ecuación 1.232 como el aporte del flux de radiación dentro 

del término -𝛻·(𝛼kqk) (debe recordarse que qk estaba conformado por un 

aporte conductivo y otro radiativo), para de esta manera resolver el campo de 

temperaturas dentro del fotobioreactor. 

2.9 Método de las ordenadas discretas 

Uno de los objetivos de este trabajo de investigación es determinar el campo 

de irradiancia dentro del fotobioreactor de placa plana, para lo cual se debe 

resolver la ecuación 2.130. Entre las múltiples maneras que se ha propuesto 
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en la literatura para este fin, se encuentra el denominado método de las 

ordenadas discretas (Modest, 2013). Este método se basa en un esquema de 

volúmenes finitos, en los cuales cada octante del espacio angular 4𝜋 es 

dicretizado en (N𝜃xN𝜙) ángulos sólidos de extensión 𝛺, llamados ángulos de 

control. El ángulo 𝜃 se conoce como ángulo zenital, mientras que 𝜙 representa 

al ángulo azimutal. En el caso tridimensional se resuelven un total de 8 

octantes, resultando en 8N𝜃xN𝜙 direcciones 𝐬̂ (Martinek & Weimer, 2013). El 

método asume que un haz de radiación se propaga en unas pocas direcciones 

angulares en lugar de hacerlo en direcciones angulares continuas (Moghimi, 

Craig, & Meyer, 2015). 

Para superficies grises, es decir aquellas cuya emisividad y absortividad no 

dependen de la longitud de onda de la radiación, el modelo matemático 

resuelve la ecuación de transporte radiativo para todos los espectros que 

forman la radiación solar. Sin embargo, en el caso de superficies no grises, el 

modelo permite dividir el espectro de radiación solar en bandas, resolviéndose 

para cada una de ellas 8N𝜃xN𝜙 ecuaciones. Para cada volumen de control y 

ángulo sólido de intensidad de radiación constante el método de los 

volúmenes finitos integra la ecuación de transporte radiativo (Martinek & 

Weimer, 2013). 

Las principales razones para escoger este método de la ecuación de 

transporte radiativo son (Moghimi et al., 2015): 

 Es de fácil convergencia, especialmente en soluciones en serie. 

 Determina la solución en la misma malla de discretización que las 

ecuaciones de conservación de la masa, cantidad de movimiento lineal 

y energía, lo que conlleva a un acoplamiento efectivo entre la 

temperatura de las superficies y la radiación. 

 Puede ser aplicado para geometrías complejas para diferentes medios 

participantes tales con características no grises, scattering 
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anisotrópico, superficies no isotérmicas, medios absorbentes y 

emisores.  

Los algoritmos que conforman el método no se abordará en este trabajo de 

investigación, aunque se pueden consultar en literatura especializada (Chui & 

Raithby, 1993; Murthy & Mathur, 1998; Raithby & Chui, 1990), debido a que 

se empleará el software Ansys Fluent 15.0, que habilita el empleo del método 

de ordenadas discretas para resolver la ecuación 2.130. 
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CAPÍTULO III 

EXPERIMENTOS NUMÉRICOS Y ANÁLISIS DE 

RESULTADOS 

3.1 Introducción 

En este capítulo se presenta la metodología con la cual se ejecutarán los 

experimentos numéricos con la ayuda del software ANSYS WORKBENCH 

15.0. En primer lugar, se muestra el dominio experimental generado en el 

módulo DESIGN MODELER, el cual presenta algunas modificaciones 

respecto al de Reyna-Velarde et. al 2010. Luego, se modela conjuntamente la 

hidrodinámica y la transferencia de calor por radiación dentro del 

fotobioreactor de placa plana, mediante las ecuaciones expuestas en los 

capítulos anteriores y con el empleo del módulo FLUENT. Posterior a esto se 

analizan los resultados obtenidos y se presenta la validación del modelo. 

3.2 Etapa de pre-procesamiento 

3.2.1 Modelado de la geometría del fotobioreactor de placa plana en 

design modeler 

Para iniciar los experimentos numéricos, es necesario previamente dibujar 

el dominio experimental en el cual se van a resolver todas las ecuaciones de 

conservación. Para este propósito se empleó el módulo DESIGN MODELER, 

una interface del tipo CAD que permite exportar rápidamente el diseño 

geométrico del dominio de fluido a otras etapas de simulación. La siguiente 

geometría fue concebida en el módulo anteriormente citado:  
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Figura 42 Geometría que representa el dominio experimental del 
fotobioreactor de placa plana. Fuente: El Autor. 

Como se observa en la Figura 42, lo que está dibujado no corresponde a la 

geometría del fotobioreactor de placa plana, sino más bien a los que se 

encuentra en su interior, es decir, el dominio de fluido. Tal y como se describió 

en el capítulo 1, este fotobioreactor cuenta ya con unas dimensiones 

especificadas. Sin embargo, se han realizado algunas modificaciones que se 

detallan a continuación: 

 Las dimensiones de la placa central no se describen en el trabajo de 

Reyna-Velarde et. al 2010, por lo cual se adoptó una dimensión de 

10mm de espesor. 

 Se realizaron investigaciones acerca de la configuración y las 

distancias desde la placa central hacia la parte superior e inferior del 

dominio experimental. Se concluyó que la placa central debe colocarse 

a una altura respecto de la base del equipo equivalente al 10% de la 

altura del fotobioreactor, y debe estar colocada respecto de la parte 

superior a una altura equivalente al 20% de la altura del fotobioreactor 

(Huang et al., 2015; Huang et al., 2014; Yu et al., 2009). Tomando en 
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cuenta que la altura del domino experimental es de 0.570m, se 

determinó que la placa central debe estar a 0.04m de la parte inferior y 

a 0.10m de la parte superior. 

 Se diseñó un sparger (flauta) que atraviesa longitudinalmente al 

fotobioreactor de placa plana, en lugar del propuesto por Reyna-

Velarde et. al 2010.  

 El material del fotobioreactor fue modificado a vidrio semitransparente 

(Moghimi, Craig, & Meyer, 2015a, 2015b). 

Con estas modificaciones, el esquema final con las dimensiones del dominio 

de fluido se presenta a continuación: 

 

Figura 43 Esquema final con dimensiones del dominio de fluido. 
Fuente: El Autor. 

Es importante analizar la orientación del dominio de fluido creado en 

DESIGN MODELER debido a que los siguientes pasos de la simulación se 

fundamentan en esta: 
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Figura 44 Vista superior del dominio de fluido. Fuente: El Autor. 

 

Figura 45 Vista lateral del dominio de fluido. Fuente: El Autor. 

Como se observa en la Figura 44, la base del fotobioreactor de placa plana 

se encuentra en el plano XZ con la mayor de sus longitudes en dirección del 

eje x positivo, mientras que la parte lateral del mismo se encuentra en el plano 

XY, colocándose la altura del equipo en dirección del eje y positivo como se 

muestra en la Figura 45. Esto es importante, porque el vector de aceleración 

de la gravedad g deberá ubicarse en sentido contrario al eje y positivo, 
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adaptándose esto a cada una de las ecuaciones que tienen entre sus 

parámetros a g. 

3.2.2 Mallado del dominio de fluido en meshing 

Las ecuaciones de conservación efectivas y los modelos de turbulencia 

analizados se encuentran desarrollados en forma vectorial debido a que el 

dominio de fluido es de carácter tridimensional. En cada una de las 

modelaciones se asumió que el fluido que se encuentra dentro del 

fotobioreactor de placa plana es continuo con una fase dispersa en él.  

Sin embargo, computacionalmente sería difícil poder considerar esta 

continuidad sin sacrificar tiempo computacional, por lo que se hace 

indispensable el empleo de métodos numéricos para la solución de las 

ecuaciones de conservación en el dominio de fluido en tiempos razonables de 

procesamiento. Esto es posible mediante la división del dominio de fluido en 

una serie de subdominios que no se sobreponen, llamados celdas o 

volúmenes de control. Entonces, la solución de las ecuaciones de 

conservación se define en los nodos (intersección de las aristas) de cada 

celda, siendo la exactitud de esta dependiente del número de celdas en los 

que se ha subdividido el dominio de fluido. Al conjunto de todas estas celdas 

se le conoce como malla, y en general, mientras más celdas contenga la malla 

mayor exactitud se obtendrá en la solución (Versteeg & Malalasekera, 2007).  

Un compromiso tiene que establecerse en cuanto a la exactitud deseada de 

la solución, debido a que una malla más fina podría implicar mayor tiempo de 

procesamiento computacional. Las mallas óptimas no son uniformes debido a 

que pueden ser más finas en las áreas en donde se presentan más 

variaciones de los parámetros de operación, y más gruesas en regiones en 

donde ocurra pequeñas variaciones de los mismos (Versteeg & Malalasekera, 

2007).  
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Sobre el 50% del tiempo empleado en la simulación de dominios de fluido 

en la industria están destinados al diseño y mallado del dominio de fluido 

(Versteeg & Malalasekera, 2007). Para optimizar los tiempos de pre-

procesamiento, ANSYS WORKBENCH tiene incorporado un módulo 

denominado MESHING, que realiza el mallado de forma automática 

dependiendo del tipo de geometría. Sin embargo, de ser necesario se puede 

configurar el mallado de manera manual.  

 

Figura 46 Dominio de fluido para el mallado. Fuente: El Autor. 

En la Figura 46 se observa el dominio de fluido para el mallado. El software, 

automáticamente reconoce la geometría y realiza el mallado descrito por la 

Figura 47: 
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Figura 47 Mallado generado automáticamente por MESHING. A la 
izquierda se observa uno de las caras laterales del dominio de fluido 

del fotobioreactor de placa plana. A la derecha se muestra el 
refinamiento de la malla alrededor del sparger. Fuente: El Autor. 

Debe notarse que se ha realizado un refinamiento de la malla alrededor del 

Sparger. La malla está conformada por celdas hexaédricas, con cuadriláteros 

como caras, siendo altamente recomendada esta forma para el 

procesamiento numérico en el módulo FLUENT (Ansys, 2014).  
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Figura 48 Mallado generado automáticamente por MESHING. A la 
izquierda se observa la cara frontal del dominio de fluido del 

fotobioreactor de placa plana. A la derecha se muestra una ampliación 
de la malla generada. Fuente: El Autor. 

 

 

Figura 49 Mallado generado automáticamente por MESHING. A la 
izquierda se observa la cara frontal del dominio de fluido del 

fotobioreactor de placa plana. A la derecha se muestra una ampliación 
de la malla generada. Fuente: El Autor. 
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En la Figura 48 se observa la uniformidad de la malla generada en la cara 

frontal del dominio de fluido del fotobioreactor de placa plana. Nótese que el 

tamaño de las celdas es similar. Por el contrario, para la cara posterior se 

observa que el tamaño de las celdas no es el mismo, esto debido a que el 

sparger se encuentra próximo a este lado, siendo afectado por el refinamiento 

de la malla realizado para las caras laterales del dominio de fluido del 

fotobioreactor, como se muestra en la Figura 49.  

 

Figura 50 Mallado generado automáticamente por MESHING. Se 
observa la cara superior del dominio de fluido del fotobioreactor de 

placa plana. Fuente: El Autor. 

 

Figura 51 Mallado generado automáticamente por MESHING. Se 
observa la cara inferior del dominio de fluido del fotobioreactor de 

placa plana. Fuente: El Autor. 
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En la Figura 50, se muestra el mallado generado para la parte superior del 

dominio de fluido del fotobioreactor de placa plana. Nuevamente debe notarse 

la uniformidad de la malla generada. En la Figura 3.51 se observa el tamaño 

no uniforme de las celdas de la cara inferior del dominio de fluido, debido a la 

presencia del sparger. Las celdas son más grandes a medida que se alejan 

del sparger. La Figura 3.52 muestra el acoplamiento de las celdas entre caras 

del dominio experimental. 

 

Figura 52 Acoplamiento de las celdas entre caras del dominio de fluido. 
Fuente: El Autor. 

Las figuras anteriores han mostrado la malla que se generó 

automáticamente por MESHING. Ahora, es necesario analizar las 

dimensiones de las celdas y algunas estadísticas referentes a las mismas: 
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Tabla 12 
Estadísticas generadas por MESHING respecto a las celdas del dominio 
del fluido 

Tamaño mínimo de la 
celda 

4.4478e-004m 

Tamaño máximo de la 
celda 

8.8957e-002m 

Tamaño máximo de la 
cara 

4.4478e-002m 

Longitud mínima de la 
arista 

1e-002m 

Número de nodos 45696 

Número de elementos 38849 

Inclinación mínima 1,70300339587419E-02 

Inclinación máxima 0,767987561638417 

Inclinación promedio 0,255999615003582 
 

La Tabla 12 muestra que el número de elementos o celdas es de 38849 y 

el número de nodos es de 45696. Aunque la simulación con este mallado no 

arrojó problema alguno, puede observarse que la distribución de elementos 

en las caras laterales no es uniforme del todo. Un parámetro que ayuda a 

establecer la calidad de las celdas generadas es su inclinación. Se 

recomienda que este parámetro sea menor a 0.95 (Ansys, 2014). Aunque esta 

malla cumple con esta condición según la Tabla 12, se puede lograr valores 

aún más bajos con un proceso de refinamiento de malla.  

A. REFINAMIENTO DE LA MALLA 

El módulo MESHING permite que el usuario refine la malla mediante la 

opción relevance center, la cual presenta tres opciones: coarse, medium o 

fine. Por defecto el mallado se realiza en el modo coarse. Por tanto, para 

refinar la malla se escoge la opción fine, obteniéndose los siguientes 

resultados: 
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Tabla 13 
Estadísticas generadas por MESHING respecto a las celdas del dominio 
del fluido refinado 

Tamaño mínimo de la 
celda 

1.3027e-004m 

Tamaño máximo de la 
celda 

1.3027e-002m 

Tamaño máximo de la 
cara 

2.6054e-002m 

Longitud mínima de la 
arista 

1e-002m 

Número de nodos 108876 

Número de elementos 95360 

Inclinación mínima 1,3057463323374E-10 

Inclinación máxima 0,590940884152446 

Inclinación promedio 0,112833306040029 
 

Comparando los resultados de la Tabla 13 con la Tabla 12, podemos ver 

que el número de elementos se incrementó en un 59.26%, el número de nodos 

aumentó en un 58.02% y la inclinación promedio disminuyó en un 55.92%, 

resultando en una malla de mejor calidad.  A continuación, se muestra la malla 

refinada: 

 

Figura 53 Vista inferior del dominio de fluido refinado. Fuente: El Autor. 
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Figura 54 Vista superior del dominio de fluido refinado. Fuente: El 
Autor. 

 

 

Figura 55 Vista frontal del dominio de fluido refinado. Fuente: El Autor. 
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Figura 56 Vista posterior del dominio de fluido refinado. Fuente: El 
Autor. 

 

  

Figura 57 A la izquierda vista lateral del dominio de fluido refinado. A la 
derecha detalle de un nuevo refinamiento cerca del sparger. Fuente: El 

Autor. 
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Como se presenta en las Figuras 3.53-3.57, la malla es más uniforme en 

las caras laterales. Esta malla se escogerá para realizar las simulaciones. 

3.2.3 Superficies en donde se definirán las condiciones de frontera 

El módulo FLUENT necesita que se definan las superficies en donde se 

especificarán las distintas condiciones de frontera del dominio de fluido del 

fotobioreactor de placa plana. A continuación, se presenta estas superficies: 

Tabla 14 
Superficies en donde se definirán las condiciones de frontera 

Nombre de la Superficie Esquema 

OUTLET 

 

WALL1 
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WALL3 

 

WALL2 

 

WALL4 

 

BASE 

 

INTERIOR WALL 
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SPARGER WALL 

 

INLET 

 

3.3 Etapa de procesamiento 

3.3.1 Metodología de experimentación numérica 

La simulación se desarrollará en la malla presentada en la sección anterior. 

Se presenta a continuación la matriz con los códigos de los experimentos 

numéricos a realizarse: 

Tabla 15 
Matriz con los códigos de los experimentos numéricos a realizarse 

HORA Modo Estacionario 
Modo Transitorio  
(5 min) 

08:00 08E  

10:00 10E  

11:00 11E  

12:00 12E 12T 

13:00 13E  

14:00 14E  

16:00 16E  
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Se ha elegido al 20 de marzo de 2016 como el día de simulación, por 

coincidir con el equinoccio de marzo, mes que presenta uno de los mayores 

valores de irradiación global. No se analizará el día completo sino las horas 

listadas en la Tabla 15.  Las ecuaciones de conservación efectivas y el modelo 

de turbulencia se resolverán en estado estacionario, y para validar los 

resultados obtenidos se realizará una simulación en estado transitorio a las 

12:00 escogida de manera aleatoria. Debido a la gran demanda de tiempo 

computacional para la solución de este último, solamente se analizará 5min a 

partir de la hora indicada. La ubicación del fotobioreactor de placa plana con 

respecto al Sol se indica en la Figura 58: 

 

Figura 58 Posición del fotobioreactor de placa plana respecto al Sol. 
Fuente: El Autor. 

Se ha procurado que las superficies más grandes del equipo queden 

expuestas a la irradiación solar normal directa (la una en horas de la mañana 

y la otra en la tarde), orientándolas al Este y al Oeste respectivamente. Las 

superficies laterales se supondrán solamente expuestas a la irradiación 

difusa, en conjunto con una de las superficies grandes sobre la cual no incida 

la irradiación normal directa en función de la hora del día. Todas las superficies 

de vidrio se supondrán semitransparentes, excepto la base que al estar en 
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contacto con el suelo no recibirá radiación solar de manera directa, pudiendo 

considerarla como opaca.  

Tabla 16 
Irradiancia normal directa y difusa, determinadas con la calculadora 
solar de FLUENT, para Pedernales Latitud 0.0701° Longitud -80.0536° 

HORA 

Irradiancia 
Normal 
Directa 
Wm-2 

Irradiancia 
Difusa 
Wm-2 

Irradiancia 
Total 
Wm-2 

Fracción 
Difusa 

08:00 798.775 162.025 960.800 0.1686 

10:00 977.192 217.879 1195.071 0.1823 

11:00 1003.800 244.718 1248.518 0.1960 

12:00 1014.86 223.070 1237.930 0.1802 

13:00 1014.42 223.466 1237.886 0.1805 

14:00 1002.33 224.513 1226.843 0.1830 

16:00 916.155 197.303 1113.458 0.1772 

PROMEDIO 923.981 213.282 1171.501 0.1821 

En la Tabla 16 se detallan los valores de irradiancia directa y difusa para la 

localidad de Pedernales. Estos datos fueron obtenidos con la calculadora 

soler de FLUENT. A su vez, esta calculadora también permite determinar las 

componentes de la radiación difusa, tal y como se observa en la Tabla 17. 

Estos valores (ver tablas 16 y 17) serán introducidos en la ecuación de 

transporte radiativo para resolver el modelo de radiación solar por el método 

de las ordenadas discretas.  
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Tabla 17 
Componentes de la irradiancia difusa para Pedernales, determinadas 
con la calculadora solar de FLUENT, para Pedernales Latitud 0.0701° 
Longitud -80.0536° 

HORA 

Difusa sobre 
Superficie 
Vertical 
Wm-2 

 Difusa sobre 
Superficie 
Horizontal 
Wm-2 

Difusa 
reflejada 
desde el 
Suelo 
Wm-2 

Difusa 
Total 
Wm-2 

08:00 68.616 56.399 37.010 162.025 

10:00 63.834 68.997 85.048 217.879 

11:00 53.619 70.875 100.224 244.718 

12:00 43.497 71.656 107.917 223.070 

13:00 44.248 71.625 107.593 223.466 

14:00 54.465 70.772 99.276 224.513 

16:00 71.123 64.687 61.493 197.303 

PROMEDIO 57.057 67.859 85.509 213.282 

 

3.3.2 Procedimiento de solución 

Todas las ecuaciones analizadas en los capítulos anteriores explicaron los 

fenómenos que están involucrados en la dinámica del fotobioreactor de placa 

plana. Estas ecuaciones son resueltas en cada uno de los nodos de la malla 

generada con lo cual, al resolverse todos los nodos, se obtendrá la solución 

general del modelo matemático. FLUENT resuelve en primer lugar las 

ecuaciones efectivas de conservación de la masa, cantidad de movimiento 

lineal y la SST k-𝜔 con lo cual se obtienen la fracción volumétrica del gas, las 

componentes de la velocidad del líquido y gas y el valor de la energía cinética 

turbulenta k y su tasa de disipación 𝜖. Debe destacarse que las fases continua 

y dispersa están acopladas mediante la fuerza de arrastre y la disipación 

turbulenta, elementos de la ecuación de conservación efectiva de la cantidad 
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de movimiento lineal. Luego, se incorpora estos resultados a la ecuación 

efectiva de conservación de la energía la cual añade independientemente el 

valor del campo de irradiancia determinado a través de la ecuación de 

transporte radiativo que considera las componentes directa y difusa de la 

radiación solar.  

La determinación del recurso solar disponible lo realiza la calculadora solar 

de FLUENT, como se mostró en las Tablas 3.5 y 3.6, cuyos datos de entrada 

son la latitud, longitud, día y hora del día para estimar la irradiancia directa y 

difusa en el emplazamiento seleccionado. Los resultados se cargarán a la 

ecuación de transporte radiativo. Este procedimiento se realiza hasta que se 

presenta la convergencia de todas las ecuaciones involucradas, en estado 

estacionario, o hasta completar el número de pasos de tiempo establecidos 

en el caso de estado transitorio. 

3.3.3 Materiales 

Los materiales que intervendrán en la simulación son los siguientes: 
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Tabla 18 
Materiales a emplearse durante la simulación en FLUENT 

Material Tipo Representa Observaciones 

Agua Líquido 
Contenido 
dentro del 
fotobioreactor 

Las propiedades 
físicas son 
establecidas por 
FLUENT. 

Aire Gas  

Fase dispersa 
que entrará 
desde el 
sparger 

Las propiedades 
físicas son 
establecidas por 
FLUENT. 

Acero 
inoxidable 

Sólido 
Pared del 
sparger 

Las propiedades 
físicas son 
establecidas por 
FLUENT, salvo la 
emisividad cuyo 
valor es de 0.301. 

Vidrio 
semitransparente 

Sólido 

Paredes que 
recubren el 
dominio del 
fluido 

Conductividad 
térmica2: 
1.5 Wm-1K-1 
Calor específico: 
786 J kg-1K-1 
Densidad: 

650 Kg m-3 
Coeficiente de 
absorción: 
106m-1 

Emisividad 
0.92 

1Fuente: (Bergman, Incropera, DeWitt, & Lavine, 2011) 

2Fuente: (Moghimi et al., 2015a, 2015b) 

3.3.4 Condiciones de frontera 

A continuación se presenta un esquema genérico (ver tabla 19) de las 

condiciones de frontera empleadas para la solución de las ecuaciones de 

conservación, el modelo de turbulencia y la ecuación de transporte radiativo, 

requeridas por FLUENT. 
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Tabla 19 
Condiciones de frontera requeridas por FLUENT 

Modelo 
Condición 
en FLUENT 

Fases/ 
Zona 

Especificaciones 
Valor 

Conservación 
de la masa, 
cantidad de 
movimiento 
lineal y 
energía 

Inlet 

Mixture 

Intensidad de 
turbulencia  

 

Diámetro hidráulico   

Presión 
manométrica  

 

Emisividad   

Liquid 

Velocidad del 
líquido  

 

Temperatura del 
líquido 

 

Gas 

Velocidad del gas  

Temperatura del 
gas 

 

Fracción 
volumétrica de gas 

 

Outlet 
Mixture 
líquid, 
gas 

Tipo Degassing 

Conservación 
de la energía 
y ecuación de 
transporte 
radiativo. 

Wall 

Wall1 
Flujo de calor 0 

Superficie Semitransp. 

Wall2 
Flujo de calor 0 

Superficie Semitransp. 

Wall3 
Flujo de calor 0 

Radiación Semitransp. 

Wall4 
Flujo de calor 0 

Superficie  Semitransp. 

Interior 
wall 

Flujo de calor 0 

Superficie  Semitransp. 

Sparger 
wall 

Flujo de calor 0 

Superficie  Opaca 

Emisividad  

Base 

Flujo de calor 0 

Superficie  Opaca 

Emisividad  

 

Es importante definir a la intensidad de turbulencia como una medida de la 

presencia de torbellinos turbulentos en el fluido. Luego, conviene distinguir 

que para un medio opaco la emisividad y absortividad no dependen de la 
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longitud de onda de la radiación, mientras que para un medio 

semitransparente tal dependencia existe.  

Debe destacarse la condición de frontera denominada degassing. Esta 

condición previene que el líquido abandone el dominio experimental. El gas 

es removido del dominio experimental mediante un sumidero de masa que es 

calculado usando el flujo de masa normal a la frontera de las celdas que se 

encuentran próximas a la superficie definida como outlet (Ansys, 2014).  

También es menester definir al diámetro hidráulico, un equivalente del 

diámetro de tuberías circulares pero aplicado a geometrías que distan de ser 

una circunferencia. Este viene determinado para un ducto rectangular 

mediante: 

𝐷ℎ =
2𝑎𝑏

𝑎 + 𝑏
 (3.1) 

En donde a y b representan respectivamente el ancho y el largo del 

rectángulo. En la Figura 3.2 se puede observar que a=0.07m y b=0.670m, por 

lo cual el diámetro hidráulico del ducto es de 0.1267m.  

3.3.5 Condiciones iniciales 

Para la solución de los distintos modelos matemáticos que intervienen en la 

simulación, FLUENT necesita un valor inicial que pueda habilitar los 

algoritmos internos del módulo. Para ello, se debe especificar los siguientes 

parámetros: 
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Tabla 20 
Condiciones iniciales para la simulación  

Modelo Parámetro 

Conservación de masa, cantidad de 
movimiento lineal 

Velocidad del líquido en x 

Velocidad del líquido en y 

Velocidad del líquido en z 

Velocidad del gas en x 

Velocidad del gas en y 

Velocidad del gas en z 

Fracción inicial de gas 

Energía cinética turbulenta 

Tasa de disipación de la energía 
cinética turbulenta 

Presión manométrica 

Conservación de la energía 
Temperatura del líquido 

Temperatura del gas 

 

3.3.6 Ejecución de experimentos numéricos 

Los experimentos numéricos se realizaron en las horas listadas en la Tabla 

15. Las condiciones de frontera aplicadas se muestran en las Tablas 21 y 22. 

Obsérvese que la única diferencia está en la temperatura del líquido. 
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A. Condiciones de frontera para los experimentos 

Tabla 21 
Condiciones de frontera para los experimentos 08E, 10E, 14E y 16E 

Modelo 
Condición 
en FLUENT 

Fases/ 
Zona 

Especificaciones 
Valor 

Conservación 
de la masa, 
cantidad de 
movimiento 
lineal y 
energía 

Inlet 

Mixture 

Intensidad de 
turbulencia  

5% 

Diámetro hidráulico  0.1267m 

Presión 
manométrica  

0Pa 

Emisividad  0.95 

Liquid 

Velocidad del 
líquido  

0 ms-1 

Temperatura del 
líquido 

24°C 

Gas 

Velocidad del gas 24 ms-1 

Temperatura del 
gas 

24°C 

Fracción 
volumétrica de gas 

0.3 

Outlet 
Mixture 
líquid, 
gas 

Tipo Degassing 

Conservación 
de la energía 
y ecuación de 
transporte 
radiativo. 

Wall 

Wall1 
Flujo de calor 0 Wm-2 

Superficie Semitransp. 

Wall2 
Flujo de calor 0 Wm-2 

Superficie Semitransp. 

Wall3 
Flujo de calor 0 Wm-2 

Radiación Semitransp. 

Wall4 
Flujo de calor 0 Wm-2 

Superficie  Semitransp. 

Interior 
wall 

Flujo de calor 0 Wm-2 

Superficie  Semitransp. 

Sparger 
wall 

Flujo de calor 0 Wm-2 

Superficie  Opaca 

Emisividad 0.3 

Base 

Flujo de calor 0 

Superficie  Opaca 

Emisividad 0.9 
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Tabla 22 
Condiciones de frontera para los experimentos 11E, 12E y 13E 

Modelo 
Condición 
en FLUENT 

Fases/ 
Zona 

Especificaciones 
Valor 

Conservación 
de la masa, 
cantidad de 
movimiento 
lineal y 
energía 

Inlet 

Mixture 

Intensidad de 
turbulencia  

5% 

Diámetro hidráulico  0.1267m 

Presión 
manométrica  

0Pa 

Emisividad  0.95 

Liquid 

Velocidad del 
líquido  

0 ms-1 

Temperatura del 
líquido 

27°C 

Gas 

Velocidad del gas 24 ms-1 

Temperatura del 
gas 

24°C 

Fracción 
volumétrica de gas 

0.3 

Outlet 
Mixture 
líquid, 
gas 

Tipo Degassing 

Conservación 
de la energía 
y ecuación de 
transporte 
radiativo. 

Wall 

Wall1 
Flujo de calor 0 Wm-2 

Superficie Semitransp. 

Wall2 
Flujo de calor 0 Wm-2 

Superficie Semitransp. 

Wall3 
Flujo de calor 0 Wm-2 

Radiación Semitransp. 

Wall4 
Flujo de calor 0 Wm-2 

Superficie  Semitransp. 

Interior 
wall 

Flujo de calor 0 Wm-2 

Superficie  Semitransp. 

Sparger 
wall 

Flujo de calor 0 Wm-2 

Superficie  Opaca 

Emisividad 0.3 

Base 

Flujo de calor 0 

Superficie  Opaca 

Emisividad 0.9 
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El tamaño de burbuja escogido para el aire es de 0.001m, basado en 

literatura que ubica a este valor como efectivo para los propósitos de mezclado 

(Krishnamoorthy, Klosterman, & Shallbetter, 2014). En las Tablas 21 y 22 no 

debe confundirse el flujo de calor con la irradiancia incidente, debido a que el 

primero hace referencia a una fuente de calor adicional al Sol que proporcione 

energía calórica en la superficie del fotobioreactor analizada en cuestión, y la 

segunda hace referencia a lo que la calculadora solar determina, y que 

posteriormente ingresa a la ecuación de transporte radiativo.  

Para establecer la temperatura del líquido, se supuso que este está en 

equilibrio con el ambiente, cuya temperatura para el día y hora especificados 

es de 24°C (o 27°C) (https://eosweb.larc.nasa.gov). Para el caso del gas, se 

asume que al salir del cilindro se expande, con lo cual decrece la temperatura 

de sus alrededores momentáneamente. Luego, se equilibra con la 

temperatura del medio ambiente que puede suponerse como una fuente o 

sumidero de temperatura. Por tanto, alcanza la temperatura de 24°C (o 27°C).  

B. Condiciones iniciales de los experimentos 

Los experimentos se inicializaron con los siguientes valores de los 

parámetros listados en las Tablas 23 y 24: 

 

 

 

 

 

 

https://eosweb.larc.nasa.gov/
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Tabla 23 
Condiciones iniciales para los experimentos 08E, 10E, 14E y 16E 

Modelo Parámetro Valor 

Conservación de masa, 
cantidad de movimiento 
lineal 

Velocidad del líquido en x 0ms-1 

Velocidad del líquido en y 0ms-1 

Velocidad del líquido en z 0ms-1 

Velocidad del gas en x 0ms-1 

Velocidad del gas en y 0.2ms-1 

Velocidad del gas en z 0ms-1 

Fracción inicial de gas 0 

Energía cinética turbulenta 1 

Tasa de disipación de la energía 
cinética turbulenta 

1 

Presión manométrica 0Pa 

Conservación de la 
energía 

Temperatura del líquido 24°C 

Temperatura del gas 24°C 

 

Tabla 24 
Condiciones iniciales para los experimentos 11E, 12E y 13E 

Modelo Parámetro Valor 

Conservación de masa, 
cantidad de movimiento 
lineal 

Velocidad del líquido en x 0ms-1 

Velocidad del líquido en y 0ms-1 

Velocidad del líquido en z 0ms-1 

Velocidad del gas en x 0ms-1 

Velocidad del gas en y 0.2ms-1 

Velocidad del gas en z 0ms-1 

Fracción inicial de gas 0 

Energía cinética turbulenta 1 

Tasa de disipación de la energía 
cinética turbulenta 

1 

Presión manométrica 0Pa 

Conservación de la 
energía 

Temperatura del líquido 27°C 

Temperatura del gas 24°C 
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3.4 Etapa de post-procesamiento. Análisis de resultados 

3.4.1 Contornos de fracciones volumétricas de líquido 

En las Figuras 59-65 se muestran los contornos de las fracciones 

volumétricas del líquido en el fotobioreactor de placa plana, obtenidos al final 

de 2250 iteraciones tras lo cual las simulaciones llegaron a converger, en una 

sección transversal ubicada en la mitad del equipo. 

 

Figura 59 Contornos de fracción volumétrica de líquido (08E). Fuente: 
El Autor. 
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Figura 60 Contornos de fracción volumétrica de líquido (10E). Fuente: 
El Autor. 

 

Figura 61 Contornos de fracción volumétrica de líquido (11E). Fuente: 
El Autor. 
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Figura 62 Contornos de fracción volumétrica de líquido (12E). Fuente: 
El Autor. 

 

Figura 63 Contornos de fracción volumétrica de líquido (13E). Fuente: 
El Autor. 
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Figura 64 Contornos de fracción volumétrica de líquido (14E). Fuente: 
El Autor. 

 

Figura 65 Contornos de fracción volumétrica de líquido (16E). Fuente: 
El Autor. 

Se puede observar que no existe mayor diferencia entre las Figuras 59-65, 

lo que quiere decir que la irradiancia solar y la temperatura no afectan en 

mayoritariamente a los fluidos. Esto puede deberse a que la viscosidad del 

líquido no varía significativamente con la temperatura, pasando de 1.009⨯10-

3 a 20°C a 0.654⨯10-3 a 40°C, es decir una variación del 35.18%, que no 

facilita ni dificulta el arrastre del gas en el líquido.  En el sparger se encuentra 
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la menor fracción volumétrica de líquido (cercana a cero), que corresponde a 

la mayor fracción volumétrica de gas (30%). Por la formación de un camino de 

burbujas continuo, estas tienden a pegarse en la placa central del 

fotobioreactor. La aplicación de la condición de frontera degassing provoca 

que parte de las burbujas abandonan el dominio de fluido, con lo cual estas 

no logran alcanzar la parte inferior izquierda del fotobioreactor de placa plana, 

acumulándose únicamente desde aproximadamente la mitad del dominio de 

fluido hacia arriba por lo cual la fracción volumétrica de líquido en esta zona 

alcanza valores entre 92.5% y 95%. Debe notarse que al disminuir la altura 

de la placa central con respecto al límite líquido, se facilita que parte de las 

burbujas alcancen la mitad de la zona del fotobioreactor en la cual no se 

produce el burbujeo. 

3.4.2 Contornos de velocidad del líquido 

Las Figuras 66-72 presentan los contornos de velocidad de la fase líquida: 

 

Figura 66 Contornos de velocidad de la fase líquida en ms-1 (08E). 
Fuente: El Autor. 
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Figura 67 Contornos de velocidad de la fase líquida en ms-1 (10E). 
Fuente: El Autor. 

 

Figura 68 Contornos de velocidad de la fase líquida en ms-1 (11E). 
Fuente: El Autor. 
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Figura 69 Contornos de velocidad de la fase líquida en ms-1 (12E). 
Fuente: El Autor. 

 

Figura 70 Contornos de velocidad de la fase líquida en ms-1 (13E). 
Fuente: El Autor. 
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Figura 71 Contornos de velocidad de la fase líquida en ms-1 (14E). 
Fuente: El Autor. 

 

Figura 72 Contornos de velocidad de la fase líquida en ms-1 (16E). 
Fuente: El Autor. 

Se observa que no existe mayor diferencia en los perfiles obtenidos, 

probablemente porque la viscosidad del fluido no varía con la temperatura y 

no afecta en general el arrastre del gas en el líquido, como se analizó 

anteriormente. Se observa con claridad que las burbujas de aire provocan la 

circulación de líquido alrededor de la placa plana. Este fenómeno puede 
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atribuirse a la diferencia de densidades que se alcanza entre las dos zonas 

del fotobioreactor que se encuentran separadas por la placa central.  

Al encontrarse la placa central un poco distante del límite superior del líquido 

facilita su circulación, al contrario de lo que sucede en la parte inferior en 

donde se presenta el efecto Venturi, es decir, se produce una disminución de 

la presión y un consiguiente aumento de la velocidad, de aproximadamente 

2.20ms-1. En la zona superior e inferior se registran velocidades mayores, tal 

como se muestra en la escala de colores, e inclusive se puede notar la 

formación de pequeños remolinos en los costados superiores de la placa, que 

no superan los 2.34ms-1. La mayor velocidad se produce adyancente a la 

placa central tomando un valor alrededor de los 3.18ms-1, es decir, un 37% 

más que la velocidad de entrada del líquido. En promedio, la velocidad del 

fluido puede ubicarse entre 1 y 1.2ms-1, siendo superior en un 80% y un 83% 

a la velocidad de entrada del gas. 

3.4.3 Contornos de irradiancia incidente en las superficies y 

distribución de la radiación fotosintéticamente activa en el interior del 

fotobioreactor de placa plana 

Los resultados que se presentan a continuación están divididos en dos 

partes: a) un análisis de la irradiancia solar total incidente sobre las superficies 

del fotobioreactor, y b) un estudio de la distribución de la irradiancia solar en 

una sección transversal del equipo, pero en una banda entre 400 y 700nm. En 

la Figura 73 se muestra los contornos de irradiancia incidente en las 

superficies exteriores del fotobioreactor de placa plana a las 08H00: 
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Figura 73 Contornos de Irradiancia solar incidente en las superficies 
exteriores del fotobioreactor de placa plana en Wm-2 (08E). Fuente: El 

Autor. 

Esta es mayor en la base del equipo, probablemente por la irradiancia difusa 

que se suma a la componente normal directa, alcanzando valores alrededor 

de los 547 Wm-2. A las 08H00, la irradiancia incidente se concentra en la parte 

central de la superficie de incidencia del fotobioreactor de placa plana, 

tomando valores alrededor de 446Wm-2, mismos que corresponden a un 

46.41% de la irradiancia total (960.8 Wm-2). 

 

Figura 74 Distribución de la irradiancia solar entre 400nm y 700nm al 
interior del fotobioreactor en Wm-2 (08E). Fuente: El Autor. 
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En una banda espectral entre los 400nm y 700nm, la Figura 74 muestra que 

la cara que está en contacto directo con la radiación solar logra transmitir la 

misma solo hasta aproximadamente la mitad del equipo con valores alrededor 

de 268Wm-2 (27.89% del total) en la corriente central del lado derecho de la 

placa central, como indica la escala de colores, formándose de esta manera 

2 zonas con distintos valores de irradiación, estando la menor de ellas 

alrededor de 165Wm-2 (17.17% del total). Esto provocará el denominado 

Flashing Light effect (Degen, Uebele, Retze, Schmid-Staiger, & Trösch, 2001), 

es decir, zonas en donde las cianobacterias crecerán con mayor rapidez y 

otras en donde no debido a las diferencias de irradiancia. De ahí que es 

indispensable que el cultivo pueda tener oportunidad de atravesar la zona con 

mayor irradiación tantas veces como sea posible, lográndose este efecto con 

el aumento de la velocidad del líquido.  

 

Figura 75 Contornos de Irradiancia solar incidente en las superficies 
exteriores del fotobioreactor de placa plana en Wm-2 (10E). Fuente: El 

Autor. 

En la Figura 75 se muestra los contornos de irradiancia incidente en las 

superficies exteriores del fotobioreactor de placa plana, a las 10H00. La parte 

baja de la superficie de incidencia del fotobioreactor alcanza valores de 
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irradiancia cercanos a 1030Wm-2, y la parte central toma valores alrededor de 

926Wm-2, lo que corresponde a un 77.48% de la irradiancia total incidente 

(1195.071Wm-2). 

 

Figura 76 Distribución de la irradiancia solar entre 400nm y 700nm al 
interior del fotobioreactor en Wm-2 (10E). Fuente: El Autor. 

La Figura 76 permite apreciar que el Flashing Light effect todavía sigue 

presente, creando una zona con una irradiancia aproximada de 612Wm-2 en 

la zona cercana a la superficie de incidencia, y un valor alrededor de     

337Wm-2 en la zona de menor irradiancia. Comparada con la Figura 74, se 

observa que la irradiancia ha aumentado en un 51.03% en la zona que se 

encuentra a la izquierda de la placa central.  
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Figura 77 Contornos de Irradiancia solar incidente en las superficies 
exteriores del fotobioreactor de placa plana en Wm-2 (11E). Fuente: El 

Autor. 

En la Figura 77 se muestra los contornos de irradiancia incidente en las 

superficies exteriores del fotobioreactor de placa plana a las 11H00. La parte 

baja de la superficie de incidencia del fotobioreactor alcanza valores de 

irradiancia cercanos a 1220Wm-2, y la parte central toma valores alrededor de 

1100Wm-2 en los costados, lo que corresponde a un 89.53% de la irradiancia 

total y aproximadamente 1040Wm-2 en el centro correspondiente a un 84.65% 

del total incidente (1228.518Wm-2). 
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Figura 78 Distribución de la irradiancia solar entre 400nm y 700nm al 
interior del fotobioreactor en Wm-2 (11E). Fuente: El Autor. 

La Figura 78 permite apreciar que el Flashing Light effect todavía sigue 

presente, creando una zona con una irradiancia aproximada de 643Wm-2 en 

la zona cercana a la superficie de incidencia, y un valor alrededor de 388Wm-

2 en la zona de menor irradiancia. Comparada con la Figura 76, se observa 

que la irradiancia ha aumentado 13.14% en la zona que se encuentra a la 

izquierda de la placa central, es decir, relativamente poco.  

 

Figura 79 Contornos de Irradiancia solar incidente en las superficies 
exteriores del fotobioreactor de placa plana en Wm-2 (12E). Fuente: El 

Autor. 
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En la Figura 79 se muestra los contornos de irradiancia incidente en las 

superficies exteriores del fotobioreactor de placa plana a las 12H00. La parte 

baja de la superficie de incidencia del fotobioreactor alcanza valores de 

irradiancia cercanos a 1200Wm-2, y la parte central toma valores alrededor de 

1070Wm-2, lo que corresponde a un 86.43% de la irradiancia total incidente 

(1237.930Wm-2). Los valores altos de irradiancia en la parte baja pueden 

deberse al aumento de los valores de las componentes difusa sobre superficie 

horizontal y la reflejada desde el suelo, con respecto a los casos anteriores, 

como se muestra en la Tabla 16.  

 

Figura 80 Distribución de la irradiancia solar entre 400nm y 700nm al 
interior del fotobioreactor en Wm-2 (12E). Fuente: El Autor. 

Debido a que el 20 de marzo corresponde al equinoccio, el Sol alcanzará el 

punto más alto con relación a un observador formando una perpendicular 

perfecta con el ecuador terrestre. Por tanto, a las 12H00 el Sol incidirá sobre 

la parte superior del equipo logrando una uniformidad de irradiancia en ambos 

lados de la placa central del fotobioreactor, como se observa en la Figura 80, 

alcanzando un valor de aproximadamente 711Wm-2 equivalente al 62.28% de 

la irradiancia incidente total. 
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Figura 81 Contornos de Irradiancia solar incidente en las superficies 
exteriores del fotobioreactor de placa plana en Wm-2 (13E). Fuente: El 

Autor. 

En la Figura 81 se muestra los contornos de irradiancia incidente en las 

superficies exteriores del fotobioreactor de placa plana a las 13H00. Ahora, la 

radiación solar incide en la superficie opuesta, en referencia a los casos 08E-

11E. En la parte central de la superficie de incidencia el fotobioreactor alcanza 

valores de irradiancia cercanos a 1230Wm-2, correspondiente a un 99.36% de 

la irradiancia total incidente (1237.886 Wm-2). Este es el valor más alto de 

incidencia en una superficie analizado durante toda la experimentación. 
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Figura 82 Distribución de la irradiancia solar entre 400nm y 700nm al 
interior del fotobioreactor en Wm-2 (13E). Fuente: El Autor. 

Como se muestra en la Figura 82, ahora la parte más irradiada está en la 

parte posterior del equipo. Nuevamente se observa el Flashing Light effect, 

presentándose esta vez valores de irradiancia de aproximadamente      

717Wm-2, equivalente al 57.92% del total incidente al lado izquierdo de la 

placa central y en la zona de menor irradiancia se alcanza los 459Wm-2 

correspondiente al 37.07% del total incidente.  
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Figura 83 Contornos de Irradiancia solar incidente en las superficies 
exteriores del fotobioreactor de placa plana en Wm-2 (14E). Fuente: El 

Autor. 

En la Figura 83 se muestra los contornos de irradiancia incidente en las 

superficies exteriores del fotobioreactor de placa plana a las 14H00. En la 

parte central de la superficie de incidencia el fotobioreactor alcanza valores de 

irradiancia cercanos a 1070Wm-2, correspondiente a un 87.21% de la 

irradiancia total incidente (1226.843Wm-2).  

 

Figura 84 Distribución de la irradiancia solar entre 400nm y 700nm al 
interior del fotobioreactor en Wm-2 (14E). Fuente: El Autor. 
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Como se muestra en la Figura 84, el Flashing Light effect está presente, 

alcanzándose esta vez valores de irradiancia de aproximadamente 691Wm-2, 

equivalente al 56.32% del total incidente al lado izquierdo de la placa central 

y en la zona de menor irradiancia se alcanza los 346Wm-2 correspondiente al 

28.20% del total incidente.  

 

Figura 85 Contornos de Irradiancia solar incidente en las superficies 
exteriores del fotobioreactor de placa plana en Wm-2 (16E). Fuente: El 

Autor. 

En la Figura 85 se muestra los contornos de irradiancia incidente en en las 

superficies exteriores del fotobioreactor de placa plana a las 16H00. En la 

parte central de la superficie de incidencia el fotobioreactor alcanza valores de 

irradiancia cercanos a 701Wm-2, correspondiente a un 62.95% de la 

irradiancia total incidente (1113.458Wm-2).  
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Figura 86 Distribución de la irradiancia solar entre 400nm y 700nm al 
interior del fotobioreactor en Wm-2 (16E). Fuente: El Autor. 

Como se muestra en la Figura 86, el Flashing Light effect está presente, 

alcanzándose esta vez valores de irradiancia de aproximadamente 456Wm-2, 

equivalente al 40.95% del total incidente al lado izquierdo de la placa central 

y en la zona de menor irradiancia se alcanza los 276Wm-2 correspondiente al 

24.78% del total incidente.  

En general, se observa que entre las 11H00 y las 13H00, la irradiancia 

recibida por las superficies del equipo es más alta que en otras horas del día, 

lo que debería corresponderse con un aumento de la temperatura, como se 

mostrará a continuación. 

3.4.4 Contornos de temperatura 

En la Figura 87 se muestran los contornos de temperatura en la sección 

transversal del fotobioreactor de placa plana las 08H00. Con los valores de 

irradiancia previamente citados, se alcanza un aumento de 5°C con respecto 

a la temperatura de entrada de los fluidos. Es importante notar que la 
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temperatura se ha uniformizado en el equipo por convección forzada, es decir, 

el movimiento del líquido debido a la corriente de burbujas.  

 

Figura 87 Contornos de temperatura en °C (08E). Fuente: El Autor. 

Cercano a la superficie que recibe directamente la radiación, se alcanzan 

31°C de temperatura, probablemente por el aumento de la energía interna del 

vidrio semitransparente ocasionada por la irradiación incidente. 

 

Figura 88 Contornos de temperatura en °C (10E). Fuente: El Autor. 
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A las 10H00, la temperatura es uniforme debido a la explicación provista 

anteriormente, alcanzando valores de 31.6°C en el seno del líquido, y de 

33.5°C en zonas cercanas a las paredes. La diferencia de temperatura 

producida es de 7.6°C con referencia a la temperatura de entrada del líquido.  

 

Figura 89 Contornos de temperatura en °C (11E). Fuente: El Autor. 

A las 11H00, la temperatura es uniforme nuevamente, salvo en la base y en 

las zonas cercanas a las paredes del equipo. Se alcanzan valores de 34.8°C 

en el seno del líquido, y de 36.8°C en zonas cercanas a las paredes.  
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Figura 90 Contornos de temperatura en °C (12E). Fuente: El Autor. 

A las 12H00, la temperatura ya no es uniforme en el seno del líquido como 

se muestra en la Figura 90. Probablemente este comportamiento es debido a 

que a esta hora el sol se encuentra perpendicular al equipo, y al no incidir 

directamente en las paredes, permite que estas descarguen la energía interna 

acumulada hacia el ambiente y al interior del líquido, formando los gradientes 

de temperatura que se observan en la Figura 90. La temperatura al interior 

oscila entre 34°C y 35°C, es decir, se produce un aumento de alrededor de 

7°C con respecto a la temperatura de ingreso del líquido. 
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Figura 91 Contornos de temperatura en °C (13E). Fuente: El Autor. 

Para las 13H00, la temperatura se encuentra alrededor de 34.6 y 35.1°C, lo 

que aproximadamente da 7°C de diferencia con respecto a la temperatura de 

entrada del líquido, alcanzando en las zonas cercanas a las paredes 37.8°C, 

como se observa en la Figura 91. Nótese que ahora este calentamiento se 

produce en la superficie contraria, con referencia a la analizada en los casos 

anteriores. Los gradientes han desaparecido y la temperatura vuelve a ser 

nuevamente uniforme en el seno del líquido.  
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Figura 92 Contornos de temperatura en °C (14E). Fuente: El Autor. 

Para las 14H00, la temperatura se encuentra alrededor de 31.5 y 32°C, 

alcanzando en las zonas cercanas a las paredes 34.7°C, como se observa en 

la Figura 92. Ahora, por la disminución de la irradiancia incidente, la 

temperatura empezó a descendió en 3°C respecto al caso anterior. 

 

Figura 93 Contornos de temperatura en °C (14E). Fuente: El Autor. 

Para las 16H00, la temperatura se encuentra alrededor de 30.7 y 31.2°C, 

alcanzando en las zonas cercanas a las paredes 33.6°C, como se observa en 
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la Figura 93. La disminución de temperatura con respecto al caso anterior es 

nada más que 1°C, producido por la disminución de la irradiancia incidente.  

3.4.5 Determinación de la cinética de crecimiento de la Arthrospira 

Platensis  

Como se revisó en el capítulo anterior, la cinética de crecimiento de la 

cianobacteria Arthrospira Platensis está vinculada directamente al campo de 

irradiancia presente en el fotobioreactor de placa plana. Por tanto, para el día 

20 de marzo, se analizará en primer lugar la distribución de la irradiancia total 

a lo largo del día, como se muestra en la Figura 94: 

 

Figura 94  Irradiancia normal directa y difusa para el 20 de marzo de 
2016. Fuente: El Autor. 
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Se puede observar que desde las 10:00 hasta las 14:00 casi no existe 

diferencia en los valores de irradiancia normal directa y difusa. A las 11H00 

se alcanza el mayor valor de irradiancia total y difusa, aunque a las 12H00 se 

produce mayor irradiancia directa normal. Sin embargo, de esta radiación solo 

nos interesa una banda entre 400nm y 700nm, conocida como región del 

espectro de la radiación Fotosintéticamente Activa, que es en donde se 

desarrollan las cianobacterias.  

Ahora, compararemos los valores obtenidos de manera aproximada en la 

sección anterior en esta región del espectro:  

  
 

08:00 10:00 11:00 
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12:00 13:00 14:00 

 

 

 

 16:00  

Figura 95 Distribución de la irradiancia solar entre 400nm y 700nm al 
interior del fotobioreactor en Wm-2 de los experimentos realizados. 

Fuente: El Autor. 

De estos perfiles se obtuvieron los siguientes valores de irradiancia total 

en la rama izquierda y derecha del fotobioreactor: 
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Figura 96 Irradiancia total entre 400nm y 700nm  en la rama izquierda 
(azul) y derecha (rojo) del fotobioreactor. Fuente: El Autor. 

Como se muestra en la Figura 96, en la mañana los valores de irradiancia 

total son mayores en la rama derecha, y en la tarde los de la rama izquierda. 

Solo a las 12H00 los valores se igualan debido a la posición del Sol respecto 

al plano ecuatorial. Para los cálculos cinéticos, sin embargo, es necesario 

expresar los valores anteriores en forma de flux de fotones. Este cálculo se 

desarrolla empleando la ecuación 2.18, para lo cual debe escogerse una 

longitud de onda. Los datos de irradiancia total recogidos corresponden a una 

banda entre 400nm y 700nm, por lo cual se asumirá que toda la irradiancia 

incide con una longitud de onda promedio de 550nm. Otra cuestión que se 

debe notar es que la velocidad de la luz no debe colocarse como si estuviera 

en el vacío, sino más bien debe corregirse tomando en cuenta el índice de 

refracción del agua de 1.33 Los datos se muestran en la Tabla 25: 
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Tabla 25 
Irradiancia y Flux de fotones a 550nm, en la región del espectro de la 
radiación Fotosintéticamente Activa, en las ramas derecha e izquierda 
del fotobioreactor 

Hora 

Rama derecha Rama izquierda 

Irradiancia 
Wm-2 

Flux de 
fotones 

𝜇mol m-2 s-1 

Irradiancia 
Wm-2 

Flux de 
fotones 

𝜇mol m-2 s-1 

8:00 165.000 976.935 268.000 1586.779 

10:00 337.000 1995.315 612.000 3623.540 

11:00 388.000 2297.277 643.000 3807.085 

12:00 711.000 4209.700 711.000 4209.700 

13:00 717.000 4245.225 459.000 2717.655 

14:00 691.000 4091.284 346.000 2048.602 

16:00 456.000 2699.892 276.000 1634.145 

En primer lugar, se comprobará en que región de la curva 2.18 se encuentra 

el crecimiento de la Arthrospira Platensis bajo estas condiciones de 

irradiancia. Por tanto, se empleará la ecuación 2.31 para graficar la curva de 

crecimiento de la cianobacteria en función del flux de fotones. Los resultados 

se muestran en la Tabla 26: 

Tabla 26 

Tasa específica de crecimiento 𝜇 y Concentración de biomasa CBx   

Ho
ra
s 

Rama derecha Rama izquierda 

Flux de 
fotones 

𝜇mol m-2 s-1 

𝜇 
h-1 

CBx 
Kgxm-3 

Flux de 
fotones 

𝜇mol m-2 s-1 

𝜇 
h-1 

CBx 
Kgx m-3 

0 976.935 0.073 0.200 1586.779 0.073 0.200 

2 1995.315 0.073 0.231 3623.540 0.073 0.231 

3 2297.277 0.073 0.249 3807.085 0.073 0.249 

4 4209.700 0.073 0.268 4209.700 0.073 0.268 

5 4245.225 0.073 0.288 2717.655 0.073 0.288 

6 4091.284 0.073 0.310 2048.602 0.073 0.310 

8 2699.892 0.073 0.359 1634.145 0.073 0.359 
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La concentración CBx fue calculada empleando la ecuación de Monod (Pilon, 

Berberoğlu, & Kandilian, 2011): 

𝑑𝐶𝐵𝑥

𝑑𝑡
= 𝜇𝐶𝐵𝑥 (3.2) 

En donde, al igual que en casos anteriores, CBx es la concentración de 

biomasa expresada en Kgxm-3 y 𝜇 representa la tasa específica de crecimiento 

de la cianobacteria, en h-1 tomando como 𝜇max=0.073h-1, tal y como revisó en 

apartados anteriores. Estos resultados fueron graficados, tal y como lo indica 

la Figura 97. Como se observa en esta, los niveles de irradiancia incidentes 

provocan que la tasa de crecimiento de la cianobacteria en estudio se 

encuentre en la región de saturación lumínica, con lo cual, el crecimiento de 

la cianobacteria se vuelve independiente del nivel de irradiancia incidente. 

Puede observarse que a las 08H00, partiendo de una concentración inicial 

de Arthrosphira Platensis de 0.2kg m-3 (Pruvost, Cornet, Goetz, & Legrand, 

2011), a las 16H00 la concentración se ha incrementado un 44.28% llegando 

a aproximadamente 0.35kg m-3. Si se desea mejorar la tasa de producción, se 

debe exponer a las cianobacterias a un nivel de irradiancia que las ubique en 

la zona de crecimiento limitada por la luz, y no en la saturación. 
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Figura 97 Tasa de crecimiento y concentración de la cianobacteria 
Arthrospira  Platensis. Fuente: El Autor. 

De lo anterior también se puede deducir que la tasa de incremento de la 

concentración con respecto al tiempo es directamente proporcional a la 

concentración presente de biomasa en el fotobioreactor: 

𝑅𝐵𝑥 = 𝜇𝐶𝐵𝑥 (3.3) 

Debido a que con los valores de irradiancia obtenidos la tasa de crecimiento 

específica de la cianobacteria es constante. En la sección 2.7, se 

desarrollaron las ecuaciones para determinar la cinética de crecimiento de la 

Arthrospira Platensis tomando en cuenta directamente los factores que tienen 

que ver con el transporte radiativo.  Combinando las ecuaciones 2.40-2.42 y 

la 2.131 se llega a: 
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𝑅𝐵(𝐱) = 𝜛𝑀

𝐹𝑝ℎ𝑠,0.5

𝐹𝑝ℎ𝑠,0.5 + 𝐹𝑝ℎ(𝐱)
𝜙̅𝐵E𝑎𝑏𝑠𝐶𝐵𝑥( 𝐹𝑝ℎ𝑐,𝑅𝐹𝐴 +  𝐹𝑝ℎ𝑑,𝑅𝐹𝐴)(𝐱) (3.4) 

Para la solución de la ecuación 3.3, se tomará un valor medio de la eficiencia 

termodinámica máxima para la conversión fotónica 𝜛M de 0.79, un valor   

promedio de la constante de saturación media de la fotosíntesis Fphs,0.5 de 

90𝜇mol m-2s-1 , un rendimiento cuántico másico 𝜙̅𝐵 de 1.85⨯10-9 kgx 𝜇mol-1 y 

un coeficiente de absorción másico  Eabs de 150 m2 kgx
-1. También debe 

notarse que: 

𝐹𝑝ℎ(𝐱) = ( 𝐹𝑝ℎ𝑐,𝑅𝐹𝐴 +  𝐹𝑝ℎ𝑑,𝑅𝐹𝐴)(𝐱) (3.5) 

Resolviendo la ecuación 3.4 se obtienen los siguientes resultados: 

Tabla 27 
Velocidades de reacción local en la rama derecho e izquierda en el 
fotobioreactor de placa plana 

Tiempo 
s 

Rama derecha Rama izquierda 

Flux de 
fotones 

𝜇mol m-2 s-1 
RB(x) 
mgx m-3 s-1 

Flux de 
fotones 

𝜇mol m-2 s-1 
RB(x) 
mgx m-3 s-1 

0 976.934 0.005701355 1586.778 0.006008737 

7200 1995.315 0.007078459 3623.539 0.007308065 

10800 2297.276 0.007685145 3807.084 0.007876604 

14400 4209.700 0.008503934 4209.700 0.008503934 

18000 4245.225 0.009150576 2717.654 0.008978344 

21600 4091.284 0.00983093 2048.602 0.009496057 

25200 2699.892 0.011172679 1634.145 0.01080189 

Debe considerarse que los resultados obtenidos no son dependientes de 

manera directa del tiempo, tal y como se observa en la ecuación 3.4. Por esto, 

se registra un valor de velocidad de reacción al tiempo 0s, debido 

principalmente a la concentración de la biomasa presente en esos instantes, 
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y a la conversión infinitesimal ocurrida cercana a este valor de tiempo. En la 

Tabla 27 se puede analizar que respecto del tiempo 0, la velocidad de reacción 

a los 25200s (16h) aumentó un 48.97% en la rama derecha, mientras que en 

la rama izquierda aumentó un 44.44%. Cabe mencionar que este aumento de 

velocidad se produce con un valor relativamente bajo de flux de fotones, 

respcto a los citados en la Tabla 27. La velocidad de reacción graficada en 

contra del tiempo se muestra en la Figura 98: 

 

Figura 98 Velocidad de crecimiento de la cianobacteria Arthrosphira 
Platensis bajo las condiciones de irradiancia de los experimentos 

numéricos. Fuente: El Autor. 
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izquierda. Nótese que este es un efecto acumulado, debido a que la velocidad 

de reacción en las ecuaciones 3.3 y 3.4 es proporcional a la concentración de 

biomasa, misma que aumenta en el periodo de análisis de manera continua 

según la Figura 97. Si este no fuera el caso, se debería formar una especie 

de campana cuyos máximos se alcanzan entre las 11H00 y las 13H00, como 

se muestra en la Figura 99, calculada a concentración de biomasa constante 

tomada como el valor promedio de las concentraciones CBx de la Tabla 26, 

equivalente a 0.27kgxm-3 situación que no se presenta en un reactor de tipo 

batch. 

 

Figura 99 Velocidad de crecimiento de la cianobacteria Arthrosphira 
Platensis bajo las condiciones de irradiancia de los experimentos 

numéricos, y concentración constante. Fuente: El Autor. 
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Aunque se presenta crecimiento de las cianobacterias, en las condiciones 

de irradiancia de Pedernales el 20 de marzo de 2016, el crecimiento se 

encuentra en una zona de saturación lo que no posibilita que la velocidad de 

reacción aumente más allá de los valores presentados anteriormente. En 

estos casos, en donde el fotobioreactor de placa plana esté expuesto a 

condiciones de irradiancia solar, se debe tomar en cuenta mecanismos que 

ayuden a bloquear la irradiancia incidente si esta pasa del límite máximo de 

la zona de crecimiento limitado por la luz, que para algunas variedades de 

Arthrosphira Platensis como la del lago Chitu en Etiopía alcanza un valor de 

200𝜇mol m-2 s-1.  

3.5 Análisis de validez y convergencia  

3.5.1 Análisis de validez del modelo 

Para validar un modelo matemático se pueden emplear dos caminos: a) 

Comparar los datos generados por el sistema real con los procedentes del 

modelo matemático y, b) Contrastar el modelo matemático obtenido con uno 

validado previamente en un sistema similar, cuyo rango de aplicación se 

conoce (Rasmuson, Andersson, Olsson, & Andersson, 2014) (Tarifa, 2001). 

Esta segunda opción se prefiere en casos en donde realizar la 

experimentación no es posible por costos, seguridad, etc. remplazándose el 

sistema real por una versión simplificada con la cual se experimentará, 

proceso conocido como simulación (Tarifa, 2001).  

En esta investigación se opta por el segundo camino, especialmente por los 

costos que implica la adquisición de los sensores de medición de radiación en 

medios líquidos, sensores de temperatura, sensores fotométricos (para 

determinar la concentración del medio de cultivo), sensores de oxígeno 

disuelto y pH, entro otros. 
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Modelar el fenómeno de radiación en geometrías cartesianas, en medios 

acuosos que presentan turbiedad por la presencia de microorganismos y que 

se encuentran en movimiento en conjunto con fluidos en diferentes fases 

implica dificultades que han sido superadas con el empleo de métodos 

numéricos que requieren tiempos de procesamiento computacional elevados, 

o simplificaciones de la ecuación de transporte radiativo. Uno de los métodos 

propuestos para la solución de la mencionada ecuación es la denomina 

aproximación de dos fluxes (Mengüç & Viskanta, 1983). Esta aproximación ha 

sido ya empleada en el modelamiento de fotobioreactores de placa plana bajo 

luz artificial (J.-F. Cornet, Dussap, & Gros, 1998; J.-F. Cornet, Dussap, Gros, 

Binois, & Lasseur, 1995; J. Cornet, Dussap, & Dubertret, 1992; Pottier et al., 

2005) y bajo radiación solar (Pottier et al., 2005; J Pruvost et al., 2011; Jeremy 

Pruvost, Cornet, Goetz, & Legrand, 2012), en los cuales se han cotejado los 

datos experimentales con los del modelo matemático.  

Esencialmente, la aproximación de dos fluxes considera que la dispersión 

de la radiación dentro del medio de cultivo está confinada en las direcciones 

ascendentes y descendentes (en la misma línea de acción) (Pottier et al., 

2005). Este modelo es apto para incluir las componentes directa y difusa 

isotrópica de la radiación solar (J Pruvost et al., 2011). Para el desarrollo de 

las ecuaciones que rigen la aproximación de dos fluxes, se considera que la 

distribución de luz solar en el interior del fotobioreactor de placa plana es de 

carácter unidimensional, es decir, el campo de radiación varía a lo largo de la 

coordenada z. La estrategia que emplea el modelo es considerar el campo de 

radiación generado por cada una de estas componentes por separado, 

tomando en cuenta que la radiación incidente no es normal, con lo cual se 

considera el ángulo de incidencia 𝜃 sobre la superficie del equipo (ver figura 

100): 
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Figura 100 Ángulo de incidencia de la radiación solar sobre la 
superficie del fotobioreactor. Fuente: El Autor. 

La irradiancia total en la región del espectro de la radiación 

fotosintéticamente activa dentro del medio de cultivo puede ser calculada a 

partir de (J Pruvost et al., 2011):  

𝑞𝑅𝐹𝐴(z) = 𝑞𝑅𝐹𝐴,𝑐(𝑧) + 𝑞𝑅𝐹𝐴,𝑑(𝑧) (3.6) 

En donde el subíndice c se refiere al componente directo y d al componente 

difuso. La componente directa se obtiene mediante (J Pruvost et al., 2011): 

𝑞𝑅𝐹𝐴,𝑐(𝑧)

= 𝑞𝑁𝐷

2

𝑐𝑜𝑠𝜃

(1 + 𝛼)exp[−𝐸𝑡𝑐(𝑧 − 𝐿)] − (1 − 𝛼)exp[𝐸𝑡𝑐(𝑧 − 𝐿)]

(1 + 𝛼)2exp[𝐸𝑡𝑐𝐿] − (1 − 𝛼)2exp[−𝐸𝑡𝑐𝐿]
 

(3.7) 

En la ecuación 3.7 qND representa la irradiancia normal directa proveniente 

de los cálculos del campo solar (obtenido con la calculadora solar de FLUENT 

en este trabajo), L es el espesor del fotobioreactor (0,150m) y z es la 

coordenada para el análisis: 
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Figura 101 Espesor del fotobioreactor y coordenadas de análisis. 
Fuente: El Autor. 

Nótese en la Figura 101 que z1 es la coordenada en la mitad de la rama 

izquierda (0.0375m) y z2 es la coordenada en la mitad de la rama derecha 

(0.1125m) del fotobioreactor empleado en esta investigación, coordenadas a 

emplearse en los cálculos con las ecuaciones 3.7 y 3.8. La componente difusa 

isotrópica se obtiene a través de (J Pruvost et al., 2011): 

𝑞𝑅𝐹𝐴,𝑐(𝑧) = 4𝑞𝐷𝐹

(1 + 𝛼)exp[−𝐸𝑡𝑑(𝑧 − 𝐿)] − (1 − 𝛼)exp[𝐸𝑡𝑑(𝑧 − 𝐿)]

(1 + 𝛼)2exp[𝐸𝑡𝑑𝐿] − (1 − 𝛼)2exp[−𝐸𝑡𝑑𝐿]
 (3.8) 

En donde qDF representa la irradiancia difusa isotrópica proveniente de los 

cálculos del campo solar (obtenido con la calculadora solar de FLUENT en 

ente trabajo). Las contantes del modelo están en función de las propiedades 

radiativas del medio de cultivo (J Pruvost et al., 2011): 

𝛼 = √
𝐸𝑎

𝐸𝑎 + 2𝑏𝐸𝑠
 (3.9) 

En donde Ea y Es son los conocidos coeficientes promedio másicos de 

absorción y scattering, que para la Arthrospira Platensis alcanzan valores de 

150m2kgx
-1 y 200m2kgx-1 respectivamente(J. Cornet et al., 1992). El 
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coeficiente b se conoce con el nombre de coeficiente radiativo de 

retrodispersión, y para el cultivo en estudio alcanza un valor de 0.03 (J Pruvost 

et al., 2011). Formulado tal y como se indica en la ecuación 3.9, 𝛼 representa 

el módulo lineal de dispersión de la ecuación de aproximación de dos fluxes y 

varía de 0 (medio perfectamente dispersante) a 1 (medio perfectamente 

absorbente). Este módulo cuantifica la respectiva importancia de los 

fenómenos de absorción y scattering en el medio de cultivo (Pottier et al., 

2005).  

Otro término presente en las ecuaciones 3.7 y 3.8 es el denominado 

coeficiente de extinción para la radiación directa de la aproximación de dos 

fluxes, dado por(Pottier et al., 2005): 

𝐸𝑡𝑐 =
𝛼𝐶𝐵𝑥

𝑐𝑜𝑠𝜃
(𝐸𝑎 + 2𝑏𝐸𝑠) (3.10) 

En donde CBx es la concentración de biomasa dado en kgxm-3. Así mismo, 

se puede encontrar en las ecuaciones 3.7 y 3.8 al coeficiente de extinción para 

la radiación difusa de la aproximación de dos fluxes, dado por(Pottier et al., 

2005): 

𝐸𝑡𝑑 = 2𝛼𝐶𝐵𝑥(𝐸𝑎 + 2𝑏𝐸𝑠) (3.11) 

 

Las ecuaciones 3.6-3.11 constituyen el modelo de aproximación de dos 

fluxes. Para calcular la distribución de radiación solar al interior del 

fotobioreactor de placa plana mediante este modelo, en primer lugar se 

procederá a calcular el ángulo de incidencia 𝜃 empleando la siguiente 

ecuación (Duffie & Beckman, 2013): 



252 

 

𝑐𝑜𝑠𝜃 = −𝑠𝑒𝑛𝛿 𝑐𝑜𝑠∅ 𝑐𝑜𝑠𝛾 + 𝑐𝑜𝑠𝛿 𝑠𝑒𝑛∅ 𝑐𝑜𝑠𝛾 𝑐𝑜𝑠𝜔 + 𝑐𝑜𝑠𝛿 𝑠𝑒𝑛𝛾 𝑠𝑒𝑛𝜔 (3.12) 

Duffie y Beckman recomiendan emplear esta ecuación cuando el ángulo 

entre el plano de incidencia de la radiación y la superficie horizontal 𝛽 es 90° 

(ver figura 102). El ángulo 𝜙 corresponde a la latitud, que para la localidad de 

Pedernales alcanza un valor de 0.0701°. El ángulo 𝛾 se conoce como ángulo 

azimutal superficial, que corresponde al espacio de plano comprendido entre 

el eje sur y la normal a la superficie de incidencia, como se muestra en la 

Figura 102. Obsérvese que en este caso la normal apunta hacia el este. Este 

ángulo es negativo hacia el este y positivo hacia el oeste. Por tanto, para este 

caso toma un valor de -90°. 

 

Figura 102 Ángulos que describen la posición del equipo en las 
coordenadas geográficas. Fuente: El Autor. 

El ángulo 𝛿 es conocido como declinación y se obtiene mediante (Duffie & 

Beckman, 2013): 
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𝛿 = 23.45𝑠𝑒𝑛 (360
284 + 𝑛

365
) (3.13) 

En donde n corresponde al n-ésimo día del año. El 20 de marzo de 2016 

corresponde al día 79. El ángulo horario 𝜔 se calcula a través de: 

𝜔 = 15(𝑡 − 12) (3.14) 

Los resultados obtenidos se muestran en la Tabla 28: 

Tabla 28 
Ángulo de incidencia 

Tiempo 
h 

𝜔 cos𝜃 𝜃 

8 -60° 0.866 30.014° 

10 -30° 0.499 60.006° 

11 -15° 0.258 75.007° 

12 0° 0 90° 

13 15° -0.258 104.992° 

14 30° -0.499 119.993° 

16 60° -0.866 149.985° 

Como se puede ver, el ángulo de incidencia para la tarde supera los 90°, 

con lo cual el Sol estará detrás de la superficie sobre la cual se proyectó su 

normal. Con estos resultados se calculó la irradiancia al interior del 

fotobioreactor empleando las ecuaciones 3.7 y 3.7, y los valores de 

concentración de biomasa obtenidos anteriormente. Los resultados se 

muestran en la Tabla 29: 
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Tabla 29 
Irradiancia dentro del fotobioreactor tanto en la rama izquierda como en 
la rama derecha 
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Tabla 30 
Diferencia entre el campo de irradiancia obtenido con el modelo de 
aproximación de dos fluxes y el método de las ordenadas discretas al 
interior del fotobioreactor 
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Debe notarse en la Tabla 29 que no se han calculado los valores para las 

12H00, debido a que en este momento el ángulo de incidencia es 90°, lo que 
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produce una indeterminación en las ecuaciones 3.7 y 3.10 al tomar el coseno 

un valor de 0. Los datos obtenidos con el modelo de aproximación de dos 

fluxes se contrastarán con los obtenidos con el método de las ordenadas 

discretas que emplea el módulo FLUENT para resolver el campo de 

irradiancia:  

La comparación de los resultados entre el método de ordenadas discretas 

y el de dos fluxes se muestra en la Tabla 30. En la rama izquierda el error 

relativo porcentual máximo es del 4% y en la derecha el 5%, obtenidos ambos 

a las 08H00. El error relativo mínimo para la rama izquierda es de alrededor 

del 2% mientras que en la rama derecha es del 1.64%. Esto demuestra que 

el modelo matemático obtenido en este trabajo y resuelto con el método de 

las ordenadas discretas predice con una desviación máxima del 5% con 

respecto al modelo de aproximación de dos fluxes. En las Figuras 103 y 104 

se muestra el comportamiento antes descrito en ambas ramas del 

fotobioreactor.  

Es importante notar que los valores predichos por el modelo de esta 

investigación son menores a los predichos por el modelo de aproximación de 

dos fluxes. Esto puede ser debido a que este último no considera que el 

material del cual está constituida la superficie puede absorber y reflejar parte 

de la energía radiante incidente. También es importante destacar que las 

mayores desviaciones con respecto al modelo de dos fluxes se dan entre las 

11H00 y 13H00 según lo muestran las Figuras 103 y 104, lo que probaría que 

mientras más alto es el valor de la irradiancia incidente (ver tabla 16) más error 

se presenta al no considerar el material de la superficie.  
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Figura 103 Comparación de los valores de irradiancia obtenidos con el 
modelo de aproximación de dos fluxes y el modelo matemático 

propuesto en esta investigación para la rama izquierda del 
fotobioreactor. Fuente: El Autor. 

El modelo de aproximación de dos fluxes ha sido probado en diferentes 

aplicaciones y con diferentes microorganismos como puede observarse en las 

referencias. Para observar cuanto puede desviarse de los datos 

experimentales, se presentan las Figuras 105-107. En estas se muestra la 

gráfica de la irradiancia relativa (qRFA/qRI) en donde qRI representa la 

irradiancia incidente versus la distancia normalizada z/L. La radiación fue 

provista empleando lámparas artificiales localizadas a 80mm del 

fotobioreactor de placa plana (solo de un lado). Para medir la intensidad de la 

irradiancia incidente, se empleó un sensor de coseno plano, un sensor 

esférico y el método de reacción del actinómetro. Los valores obtenidos fueron 

310±20 𝜇mol m-2s-1, 440±30 𝜇mol m-2s-1 y 440±30 𝜇mol m-2s-1 

respectivamente, por lo cual se tomó este último para los cálculos (Pottier et 

al., 2005). 
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Figura 104 Comparación de los valores de irradiancia obtenidos con el 
modelo de aproximación de dos fluxes y el modelo matemático 

propuesto en esta investigación para la rama izquierda del 
fotobioreactor. Fuente: El Autor. 

El microorganismo empleado fue la Chlamydomonas Reinhardtii en 

concentraciones de 0.09gL-1, 0.25gL-1 y 0.49gL-1. Para medir la distribución de 

luz al interior del fotobioreactor de placa plana en el medio de cultivo se 

empleó un sensor esférico cuántico de 3mm de diámetro. En las Figuras 105-

107 se muestra que los puntos experimentales se encuentran bastante 

próximos a los valores predichos por el modelo (línea sólida negra) (Pottier et 

al., 2005).  
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Figura 105 La línea sólida negra muestra la radiación en el rango 
fotosintéticamente activo predicho por el modelo y los puntos los datos 
experimentales, con CBx  de 0.09 gL-1 obtenidos con un sensor cuántico 

esférico de 3mm de diámetro. Fuente: Pottier et. al 2005. 

 

Figura 106 La línea sólida negra muestra la radiación en el rango 
fotosintéticamente activo predicho por el modelo y los puntos los datos 
experimentales, con CBx  de 0.25 gL-1 obtenidos con un sensor cuántico 

esférico de 3mm de diámetro. Fuente: Pottier et. al 2005. 
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Figura 107 La línea sólida negra muestra la radiación en el rango 
fotosintéticamente activo predicho por el modelo y los puntos los datos 
experimentales, con CBx  de 0.49 gL-1 obtenidos con un sensor cuántico 

esférico de 3mm de diámetro. Fuente: Pottier et. al 2005. 

Además del experimento descrito, otras investigaciones apoyadas en la 

descrita han empleado el modelo de aproximación de dos fluxes, con el 

microorganismo Arthrospira Platensis con radiación solar (J Pruvost et al., 

2011; Jeremy Pruvost et al., 2012) . Se puede entonces concluir que el modelo 

matemático propuesto en esta investigación predice la tendencia del 

comportamiento de la distribución de luz al interior del fotobioreactor con una 

precisión adecuada, comparado con el modelo de aproximación de dos fluxes. 

Debido a que los valores de irradiancia están próximos, es de esperarse 

también que los datos cinéticos no varíen sustancialmente.  

3.5.2 Análisis de convergencia del modelo 

La primera prueba para validar los modelos matemáticos fue la 

convergencia en las diferentes corridas experimentales. Aunque no existe una 
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métrica universal para juzgar la convergencia, se recomienda que los 

residuales decrezcan a 10-3 para todas las ecuaciones de conservación 

excepto para la energía, turbulencia y radiación, cuyo valor debe situarse 

alrededor de 10-5 (Ansys, 2014). Aunque no definitivo, este criterio es una 

buena guía para establecer si existe o no convergencia de los modelos 

matemáticos. A continuación, se presenta las gráficas de los residuales para 

los experimentos ejecutados: 

 

Figura 108 Residuales para el experimento 08E. Fuente: El Autor. 

 

Figura 109 Residuales para el experimento 10E. Fuente: El Autor. 
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Figura 110 Residuales para el experimento 11E. Fuente: El Autor. 

 

Figura 111 Residuales para el experimento 12E. Fuente: El Autor. 

 

Figura 112 Residuales para el experimento 13E. Fuente: El Autor. 



263 

 

 

Figura 113 Residuales para el experimento 14E. Fuente: El Autor. 

 

Figura 114 Residuales para el experimento 14E. Fuente: El Autor. 

Observando las Figuras 108-114, los residuales de las ecuaciones de 

conservación oscilan alcanzan valores entre los residuales de 10-2 a 10-3, y 

los de las ecuaciones de energía, radiación y turbulencia alcanzan valores 

cercanos a 10-6, cumpliendo con el criterio de convergencia estipulado por 

ANSYS. Sin embargo. Las gráficas de residuales no presentan mayores 

variaciones a partir de las 500 iteraciones aproximadamente y convergen a 

las 2250 iteraciones. Adicional a esto, estas gráficas no se diferencian entre 

ellas, probando la robustez de la solución a pesar de modificar las condiciones 

de radiación. 

Para confirmar el criterio de robustez, las ecuaciones fueron resueltas en 

estado transitorio. Mediante un proceso de aleatorización, el experimento se 
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escogió realizar a las 12H00. Los resultados que se muestran a continuación 

se realizaron bajo las mismas condiciones iniciales y de frontera, simulando 

5min con un número de pasos de tiempo de 600, tamaño del paso de 0.5s y 

un número de iteraciones por paso de tiempo de 10: 

 

Figura 115 Contornos de fracción volumétrica de líquido (12T). Fuente: 
El Autor. 

 

Figura 116 Contornos de velocidad del líquido en ms-1 (12T). Fuente: El 
Autor. 
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Figura 117 Contornos de irradiancia en Wm-2 (12T). Fuente: El Autor. 

 

Figura 118 Contornos de irradiancia en Wm-2 (12T). Fuente: El Autor. 
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Figura 119 Contornos de irradiancia en Wm-2 (12T). Fuente: El Autor. 

Las Figuras 115-119 muestran claramente las semejanzas entre este 

experimento y su homólogo en estado estacionario. Los contornos de fracción 

volumétrica y de velocidad casi toman la forma exacta de la simulación 

estacionaria. En cuanto a los de radiación y temperatura, a los 5min todavía 

no alcanzan los valores del estado estacionario, pero muestran semejanzas 

en las etapas iniciales de simulación. Si se dejara transcurrir más tiempo de 

simulación, es probable que terminen con los mismos contornos que el 

experimento 12E. Esto nos da una idea del tiempo estimado para que el 

sistema del fotobioreactor de placa plana pueda alcanzar el estado 

estacionario. 
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Figura 120 Residuales para el experimento 12T. Fuente: El Autor. 

La Figura 120 muestra la convergencia de los residuales. Están alrededor 

de los valores recomendados por ANSYS, y además se nota que las 

variaciones entre las 10 iteraciones correspondientes a cada paso de tiempo 

en la convergencia al final son prácticamente despreciables por lo cual 

aparecen regiones sólidas al final de las líneas, señal de que se ha alcanzado 

la convergencia. 
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CAPÍTULO IV 

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES 

4.1 Conclusiones 

El presente trabajo de investigación ha permitido conocer la interacción 

entre los distintos fenómenos de transporte que se presentan en las 

superficies y al interior del fotobioreactor de placa plana, pudiendo determinar 

la tendencia del comportamiento del sistema. Las siguientes son las 

conclusiones que se han podido extraer del modelado y simulación realizados: 

 Los experimentos numéricos fueron realizados para el día 20 de marzo 

de 2016 (equinoccio), entre las 08H00 y 16H00, para los cuales se 

programaron condiciones iniciales y de frontera. En las simulaciones 

en estado estacionario, las ecuaciones de conservación, turbulencia y 

de transporte radiativo convergen a las 2250 iteraciones. En el caso del 

estado transitorio, se logró simular 5min de la dinámica del 

fotobioreactor de placa plana, con 600 pasos de tiempo, 10 iteraciones 

por paso de tiempo y un tamaño de paso de 0.5s. 

 Se modeló la dinámica de fluidos al interior del fotobioreactor de placa 

plana, considerando al medio líquido como continuo y a las burbujas de 

gas como medio disperso, es decir, un fluido bifásico disperso.  

 La fracción volumétrica de gas en el líquido es mayor cerca del sparger, 

y va disminuyendo conforme el gas abandona el dominio experimental. 

Se alcanzaron porcentajes entre el 92.5% y 95% de fracción 

volumétrica de líquido en la parte superior del fotobioreactor, lo que da 

cuenta de que entre el 5 y el 7.5% en volumen de gas se encuentra 

presente en esta zona. 

 El gas disperso en líquido, permite que este pueda circular alrededor 

de la placa central, con velocidades considerables que están en el 
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rango de 1ms-1 a 1.2ms-1, es decir un 80% y un 83.33% superiores a la 

velocidad de entrada del gas. También, debido a las corrientes 

turbulentas, se forman remolinos, especialmente en la parte superior 

del equipo alcanzando velocidades aproximadas de 2.34ms-1. En la 

parte inferior del fotobioreactor se presenta un fenómeno tipo Venturi, 

en donde se produce un aumento de la velocidad, llegando a valores 

de 2.20ms-1, por la disminución de presión debido a que la placa central 

está más cerca de la base del equipo formando una especie de callejón 

estrecho.  

 El modelo de turbulencia k-𝜔 SST ha demostrado no presentar 

problemas de convergencia bajo las condiciones de los experimentos 

numéricos, llegando a describir inclusive la formación de un camino de 

burbujas que se pegan a la placa central, que presenta una velocidad 

de 3.18ms-1, siendo 93.71% más alta que la velocidad de ingreso del 

gas.  

 Se obtuvo el campo de irradiancia incidente en el fotobioreactor de 

placa plana considerando las componentes difusa y dispersa de la 

radiación solar, determinadas a través de la calculadora solar de 

FLUENT, para la ciudad de Pedernales ubicada en una Latitud de 

0.0701° y una Longitud de -80.0536°. Se observó que entre las 12H00 

y 13H00 se presentan los picos máximos de irradiancia total 

(1237.930Wm-2 y 1237.886Wm-2 respectivamente). Esta irradiancia 

incide en las superficies exteriores del fotobioreactor de placa plana.  

 De especial interés en esta investigación fue una región del espectro 

de la radiación solar conocida como Radiación Fotosintéticamente 

Activa en una banda de longitud de onda entre los 400nm y 700nm, 

correspondientes a una porción del espectro electromagnético en 

donde las cianobacterias pueden desarrollarse. Se obtuvo la 

distribución de irradiancia solar entre 400nm y 700nm en una sección 

transversal del fotobioreactor de placa plana, resolviendo la ecuación 
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de transporte radiativo mediante el método de ordenadas discretas.  

Aquí se observó la formación de dos zonas: una de mayor y otra de 

menor irradiancia, fenómeno conocido como el Fashing Light Effect en 

donde las cianobacterias presentaron diferentes velocidades de 

crecimiento. Los mayores valores de irradiancia entre 400nm y 700nm 

se dieron a las 12H00, igualándose los valores en ambas zonas, 

alcanzando los 711wm-2.  

 Al calcular la evolución de la concentración con el tiempo, mediante la 

ecuación de Monod, se determinó que el crecimiento de la 

cianobacteria Arthrosphira Platensis está en una fase de saturación 

lumínica, lo que implicó que la tasa específica de crecimiento fuese 

independiente del flux de fotones, es decir constante en un valor de 

0.073h-1, provocando esto que la velocidad de crecimiento fuera 

directamente proporcional a la concentración de la cianobacteria en el 

medio de cultivo. Esto provocó también que las concentraciones 

obtenidas en la rama izquierda y derecha del fotobioreactor fueran 

iguales, partiendo de 0.2kgxm-3, incrementándose este valor hasta las 

16H00 en un 44.28%.  

 Al ingresar los valores de concentración anteriores en la ecuación 

cinética de crecimiento de la cianobacteria en estudio, se obtuvieron 

las gráficas que describen como evoluciona la velocidad de reacción 

con el tiempo. Se mostró que, desde las 08H00 hasta las 16H00, el 

crecimiento es continuo pero menor con respecto a los que sucedería 

si el crecimiento se ubicara en una fase de crecimiento limitado por la 

luz. En la rama derecha, la menor velocidad de crecimiento obtenida 

fue de 0.00570 mgxm-3s-1, incrementándose hasta 0.01117 mgxm-3s-1, 

es decir, un aumento del 48.97% hasta las 16H00. En cuanto a la rama 

izquierda, la menor velocidad de crecimiento obtenida fue de 0.00600 

mgxm-3s-1, incrementándose hasta 0.01080 mgxm-3s-1, es decir, un 

aumento del 44.44% hasta las 16H00.  
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 Se validó el modelo matemático obtenido con el modelo de 

aproximación de dos fluxes. Para ello, se compararon los valores de 

irradiancia obtenidos en el interior del fotobioreactor por cada uno de 

los modelos. El error relativo porcentual máximo alcanzado fue de 5%. 

Al mismo tiempo se analizó que el modelo de aproximación de dos 

fluxes predice eficientemente los datos experimentales, siendo además 

ampliamente utilizado en investigaciones relacionadas con 

fotobioreactores, por lo cual se concluyó que el modelo matemático 

desarrollado puede emplearse para predecir la tendencia de la 

distribución lumínica al interior del fotobioreactor de placa plana.  

 Se probó que los residuales están cerca de 10-3 para las ecuaciones 

de conservación de masa y cantidad de movimiento lineal, y cercanos 

a 10-5 para las ecuaciones de conservación de energía, radiación y 

turbulencia cumpliendo la solución con el criterio de convergencia de 

ANSYS. 

 Se probó la robustez de la solución mediante una simulación en estado 

transitorio, en un periodo de 5min, obteniéndose soluciones parecidas 

a las obtenidas en estado estacionario.  

 Los resultados del modelado matemático son válidos solamente para 

las condiciones de radiación solar de la localidad de Pedernales y para 

el microorganismo Arthrospira Platensis.  

4.2 Recomendaciones 

Se presentan a continuación las siguientes recomendaciones: 

 Realizar simulaciones en más días a lo largo del año, para ver la 

influencia de los cambios de radiación solar en el crecimiento de las 

cianobacterias.  
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 Refinar aún más la malla, para ver si existe diferencia en las soluciones 

obtenidas. 

 Cotejar con un fotobioreactor experimental de dimensiones similares, 

en donde se pueda analizar el crecimiento de las cianobacterias bajo 

condiciones similares a las de los experimentos numéricos. 
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