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RESUMEN

La cinética de crecimiento de la Arthrospira Platensis depende fuertemente
de la interaccion entre la dinamica de fluidos en el fotobioreactor, el
transporte de luz solar por radiacién desde el exterior y distribucion de luz al
interior del fotobioreactor. Estos fendmenos describen la dinamica de
funcionamiento del fotobioreactor, y antes del disefio y construccion del
equipo, deben ser modelados y simulados para comprender su interrelacion.
En la presente investigacion se abordd esta tematica. En primer lugar, se
describié la dinamica de interaccion entre el agua liquida y el aire gaseoso
dentro del equipo, considerandolos como un fluido bifasico disperso. Luego,
se planted el modelo de transferencia de luz solar por radiacién que incide
en el exterior de las superficies, y la ecuacidon de transporte radiativo que
permite determinar la distribucion de luz solar al interior del reactor, en
funcion de los datos de irradiancia solar de la localidad de Pedernales en
Ecuador. También se desarroll6 un modelo cinético que permite predecir el
crecimiento de la cianobacteria en cuestion en funcion del campo de
irradiancia solar. La simulaciéon numérica de estos modelos se llevé a cabo
en el software ANSYS WORKBENCH 15.0. Con la solucién numeérico se
observé que el crecimiento de esta cianobacteria se encuentra en una zona
de saturacion luminica bajo la irradiancia de Pedernales. Para probar la
estabilidad de los modelos, se desarroll6 una simulacion en estado
transitorio y se probd que los residuales cumplen el criterio de ANSYS para

la convergencia.

PALABRAS CLAVE:
e MODELADO
e SIMULACION
e FOTOBIOREACTOR
e SPIRULINA PLATENSIS
e RADIACION SOLAR
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ABSTRACT

The growth kinetics of Arthrospira platensis strongly depends on the
interaction between fluid dynamics in the photobioreactor, transport sunlight
radiation from the outside and light distribution within the photobioreactor.
These phenomena describe the dynamics of operation of the
photobioreactor, and before the design and construction of equipment this
interaction must be modeled and simulated. In this research this subject was
discussed. First, the dynamics of interaction between liquid water and
gaseous air inside the equipment, considering them as a disperse two-phase
fluid is described. The sunlight radiation that strikes the outside surfaces was
calculated using Pedernales radiation data, and the radiative transfer
equation was solved for determining the distribution of sunlight into the
reactor. A kinetic model to predict the growth of cyanobacteria in question
depending on the field of solar irradiance was also developed. The numerical
simulation of these models was carried out in the ANSYS WORKBENCH
15.0 software. The numerical solution was observed that the growth of this
cyanobacterium is in a saturation zone light under Pedernales irradiance. To
test the stability of the models, a transient simulation was developed and

tested that residual meet the criteria for convergence ANSYS.

KEYWORDS:
e MODELING
e SIMULATION
e PHOTOBIOERACTOR
e SPIRULINA PLATENSIS
e SOLAR RADIATION
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INTRODUCCION

“Desarrollo de un modelo matematico de un fotobioreactor solar de

placa plana para la produccion de Spirulina Platensis”

Las cianobacterias son microorganismos fotosintéticos que se encuentran

tanto en lagos y lagunas de agua dulce como en los mares y océanos. Para

Su supervivencia, al igual que las plantas terrestres, necesitan de la luz solar

para desarrollar el proceso de fotosintesis. Al estar estos microorganismos

inmersos en un medio acuatico, tienen un eficiente acceso a este recurso,

asi como al dioxido de carbono y nutrientes, convirtiendo eficientemente la

luz solar en biomasa(John, Anisha, Nampoothiri, & Pandey, 2011). Estos

microorganismos pronto se convertiran en uno de los recursos renovables

mas importantes debido a (Campbell & Duncan, 1997):

Una conversion protdnica eficiente (aproximadamente del 3 al 8% en
contra del 0,5% de las plantas terrestres) lo que representa elevados
rendimientos en biomasa por hectarea, asi como altas tasas de
crecimiento.

Una alta capacidad de captura de dioxido de carbono.

Estos microorganismos son capaces de crecer en un medio liquido, y
pueden crecer en agua salada, lo que permite ahorrar el consumo de
agua dulce.

Pueden utilizar nitrégeno y fosforo de una variedad de fuentes (aguas
residuales industriales, municipales, provenientes de tratamientos
agricolas, etc.) proveyendo el beneficio adicional de Ila
bioremediacion.

Para su cultivo, se puede utilizar espacios que no son utiles desde el
punto de vista agricola (por ejemplo, desiertos) evitando de esta
manera la competencia con tierras destinadas a la agricultura.

Su produccidn no es estacional, lo que da la ventaja de poder
cosechar el cultivo en todo el afo.

No se necesita el uso de fertilizantes o pesticidas para su cultivo.
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En las pasadas dos décadas, la cianobacteria Spirulina Platensis, también
denominada como Arthrosphira Platensis, ha sido el foco de interés de
muchos investigadores debido a su importancia comercial (Kebede &
Ahlgren, 1996). En el campo alimentario, su valor radica en la gran cantidad
de nutrientes que contiene, como aminoacidos, proteinas, carbohidratos,
acidos grasos omega, vitaminas, minerales y otros, convirtiéndolas en un
suplemento alimenticio, ya sea en polvo, encapsulado, en tabletas, pastas
para sopas, salsas, barras de cereales, bebidas de frutas u otros (Ramirez &
Olvera, 2006).

En el campo energético, el cultivo de cianobacterias ha recibido una
especial atencion en las areas de produccion de biodiesel (Chisti, 2008),
produccion de biohidrégeno (Berberoglu, Yin, & Pilon, 2007), biomasa
proveniente de algas para la combustiéon (Bruhn et al., 2011), digestién
anaerobica para producir gas metano (Yen & Brune, 2007), y remocion de

diéxido de carbono de los gases de combustion (Chiu et al., 2011).

Las cianobacterias en general, han sido cultivadas en sistemas abiertos
(piscinas) y en sistemas cerrados (fotobioreactores). A continuacion se
presentan algunas caracteristicas de estos sistemas (Ugwu, Aoyagi, &
Uchiyama, 2008):
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Sistemas de cultivo para cianobacterias
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Sistema de cultivo

Ventajas

Desventajas

Abierto

Cerrado

Estanques

Relativamente
economico, facil de
limpiar después del
cultivo, bueno para
cultivos en masa.

Poco control de las
condiciones de
cultivo, dificultad de
crecimiento de los
cultivos de
cianobacterias para
periodos largos,
pobre productividad,
ocupa largos
espacios de terreno,
limitado a pocas
especies, los cultivos
son facilmente
contaminados.

Raceway

Puede ser operado
en un modo continuo

Elevadas relaciones
area/volumen,
requiere elevadas
potencias del
agitador para evitar
gue el cultivo de
cianobacterias
precipite

Fotobioreactores
de columna
vertical

Elevadas tasas de
transferencia de
masa, buen
mezclado, bajo
consumo de energia,
alto potencial de
escalabilidad, facil
de esterilizar,
facilmente
temperado, bueno
para inmovilizacion
de algas, reducida
fotoinhibicion y
fotooxidacion.

Baja area superficial
iluminada, su
construccion requiere
materiales
sofisticados, los
cultivos sufren
esfuerzos cortantes.

Fotobioreactores
de placa plana

Gran area superficial
iluminada, seguro
para cultivos puertas
afuera, bueno para
inmovilizacion de
algas, buen camino
de luz (espesor del
fotobioreactor hasta

Su escalado requiere
muchos
compartimientos y
refuerzos
estructurales,
dificultad para
controlar la
temperatura de
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donde la luz puede
penetrar), buenas
productividades de
biomasa,
relativamente barato,
facil de limpiar,
facilmente
temperado, baja
acumulacion de
oxigeno.

cultivo, algun grado
de crecimiento en las
paredes, posibilidad
de esfuerzos
cortantes para
algunos tipos de
cianobacterias.

Fotobioreactores
tubulares
horizontales

Gran éarea superficial
iluminada, seguro
para cultivos puertas
afuera,
productividades en
biomasa bastante
buenas,
relativamente barato.

Gradientes de pH,
oxigeno disuelto y
CO:z alo largo de los
tubos,
ensuciamiento, algan
grado de crecimiento
en las paredes,
requiere un gran
espacio de terreno.

Fuente: Ugwu et. Al 2008

A continuacidén se muestran
Figura 0.1 (Bitog et al., 2011):

algunos de estos sistemas de cultivo en la

Figurai Diferentes tecnologias de cultivo de microalgas: a) Piscina de
camino serpenteante, b) Fotobioreactor de placa plana, c)
Fotobioreactor tubular inclinado y d) Fotobioreactor tubular horizontal
continuo. Fuente: Bitog et al. 2011.



XXVi

Como se puede observar en la Tabla i, los fotobioreactores aventajan a los
sistemas abiertos, ya que mediante la manipulacion de algunos parametros
como area superficial, intensidad luminosa, temperatura, etc. se puede tener
el control del avance de la reaccion de fotosintesis. También se muestra que
los fotobioreactores mas prometedores son los tubulares verticales y los de
placa plana, siendo estos ultimos de geometria mas sencilla, motivo por el
cual se estudiaran en esta investigacion, en especial el modelado y
simulacién de los aspectos fundamentales que describen su comportamiento
dinamico (Posten, 2009), a saber: la dinamica de los fluidos presentes, la
transferencia de luz desde el exterior y sus distribucion en el interior del
fotobioreactor, y la cinética de crecimiento de las cianobacterias

influenciadas altamente por la radiacién incidente.

Fluctuaciones entre
luz y oscuridad en
cada elemento de

volumen

* Absorcidn, dispersion
de la radiacion

» Gradiente en la

direccion normal a la

superficie

= Flujo laminar/turbulento
= Pérdida de presidn

Gradientede B LU LA NSy Cinéticadela
pH/p02 a lo largo de reaccion bioquimica,
la direccién de fluio provision/expulsion de gas dinamica de la
! C0,/0, fotosintesis

Figuraii Interacciéon entre la dindmica de fluidos, cinética de
crecimiento y la transferencia de luz mediante radiacion térmica.
Adaptado de Posten 2009.

En la Figura ii se observa como interactian estos parametros, por lo que

se hace evidente que los procesos de modelado y simulacion deben
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integrarlos para comprender como influyen en el crecimiento de la
Arthrosphira Platensis. En el presente proyecto de investigacion se pretende

modelar estos tres aspectos (ver figura iii):

EXTERNO: LUZ SOLAR QUE LLEGA

A LA SUPERFICIE DEL

MODELO DE DISTRIBUCION DE LA HOTORIQREACTOR

LUZ TRANSFERIDA POR

RADIACION
INTERNO: REGIMEN DE LUZ

DENTRO DEL FOTOBIOREACTOR

CRECIMIENTO FOTOSINTETICO DE
LAS CELULAS USANDO LA LUZ
DISPONIBLE

MODELO DE CRECIMIENTO
CINETICO

. DESCRIPCION DEL MOVIMIENTO
MODELO HIDRODINAMICO DE LAS CELULAS A TRAVES DEL
REGIMEN DE LUZ

o
o
—
O
<<
w
o
o
o
o
|_
O
L
-
w
(]
o
()]
<
—
w
o
o
=

Figura iii Modelos matematicos que describen la dinamica del
fotobioreactor de placa plana. Fuente: El Autor.

Conjuntamente los tres modelos mostrados conformaran el modelo
general del fotobioreactor, mismo que permitird predecir la produccion de
Arthrosphira Platensis bajo unas determinadas condiciones de radiacion
solar. A continuacién se describen los objetivos generales y especificos de

este trabajo de investigacion:

OBJETIVO GENERAL
Desarrollar un modelo matematico de un fotobioreactor de placa plana que

utiliza luz solar para la produccién de Spirulina Platensis.

OBJETIVOS ESPECIFICOS
e Desarrollar un modelo matemético que describa el comportamiento
hidrodindmico de los fluidos en la geometria propuesta del

fotobioreactor de placa plana.



XXViii

e Desarrollar un modelo matemético de la distribucion de la luz

transferida por radiacién tanto en la superficie del fotobioreactor de
placa plana como dentro del mismo.

e Establecer cémo influye la distribucion de luz al interior del

fotobioreactor mediante un modelo cinético que describa el
crecimiento de la Spirulina Platensis.

El presente trabajo abordara las tematicas antes expuestas de la siguiente
manera: en el capitulo 1 se estudiard el modelado matematico de la
dinAmica de la dindmica de los fluidos dentro del fotobioreactor, en el
capitulo 2 se analizara la transferencia de luz solar por radiacion desde el
exterior y su distribucion en el interior del fotobioreactor de placa plana, tras
lo cual se desarrollard un modelo cinético que describe el crecimiento de la
cianobacteria Arthrosphira Platensis. El capitulo 3 estara dedicado a los
experimentos numéricos y el analisis de sus resultados, completando esta
investigacién con el capitulo 4 en donde se realizaran las conclusiones y

recomendaciones pertinentes a lo desarrollado.
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CAPITULO |

DINAMICA DE FLUIDOS EN EL FOTOBIOREACTOR DE
PLACA PLANA

1.1 Introduccién

Un fotobioreactor puede ser definido como un sistema de cultivo de
microorganismos, como la cianobacteria Arthrosphira Platensis, que no
permite el intercambio directo de gases (COz2, Oz, etc.) y contaminantes entre
el medio de cultivo y la atmosfera. Este equipo contiene en su interior una
mezcla, denominada como suspension, conformada por el medio de cultivo
(liquido y nutrientes disueltos), burbujas de CO: diluidas en aire o puras y
microorganismos (Posten & Walter, 2013) que basan su crecimiento en un

proceso de fotosintesis mediante luz solar o artificial.

Debido a la complejidad de la suspension, el fotobioreactor debe garantizar
un mezclado adecuado con el fin de mejorar la transferencia de masa
(nutrientes, transferencia gas-liquido) y calor (homogenizacién de la
temperatura) asi como prevenir la sedimentacién y la formacién de un biofilm

en las paredes del dispositivo (Pandey, 2011).

El mezclado asi dispuesto presenta algunos efectos en la suspensiéon. Uno
de ellos es la creacion de los denominados ciclos de luz/oscuridad. Las células
en movimiento experimentan niveles diferentes de absorcion de radiacion,
desde los mas elevados en la vecindad de las superficies en donde se recepta
la radiacién hasta los méas bajos en la profundidad del medio de cultivo donde
las células de los microorganismos tienen poco o nada de contacto con la
radiacion, lo que condiciona fuertemente el crecimiento de los
microorganismos fotosintéticos. Otro efecto es la creacion de esfuerzos
cortantes de origen hidrodinamico que pueden destruir las células de los

microorganismos cultivados.



El estudio de todos estos fendmenos en el fotobioreactor solo puede
llevarse a cabo si se comprenden como se produce la interaccion de los

medios fluidos en el interior del equipo.

Por ello, en este primer capitulo se abordara el estudio de dindmica de los
fluidos presentes en el fotobioreactor y su descripcibn matematica, que
involucrara el planteamiento de las ecuaciones de conservacion de masa,
cantidad de movimiento lineal y energia conjuntamente con un modelo de
turbulencia para la fase continua desde un punto de vista Euleriano y la
descripcion de las fuerzas e interacciones de la fase dispersa desde un punto

de vista Lagrangiano.

1.2 Fase, componente y flujo multifasico

Para iniciar con la descripcion de los fluidos multifasicos es necesario definir
previamente los conceptos de fase y componente. El término fase hace
referencia al estado de agregacion de una sustancia (solido, liquido o gas),
mientras que componente se refiere a una especie quimica con una identidad
plenamente definida (N2, H20, COx).

En la naturaleza, los fluidos pueden estar en un solo estado de agregacion
y tener multiples componentes, como por ejemplo el aire, que esta compuesto
en su mayoria de N2 y Oz en estado gaseoso. También pueden existir fluidos
constituidos por un solo componente en distintos estados de agregacion,
como por ejemplo el agua en ebullicion, compuesta de liquido y burbujas de
vapor. De acuerdo a estos ejemplos, los fluidos se pueden denominar
multifasicos o multicomponentes, términos que en general suelen usarse
indistintamente debido a que las matematicas usadas para su descripcién son
similares (Faghri & Zhang, 2006).



Con base en lo anterior, se define como flujo multifasico al desplazamiento
simultaneo de: a) una mezcla de especies quimicas en un mismo estado de
agregacion, b) una especie quimica que se encuentra en diferentes estados

de agregacion, o ¢) combinaciones de los casos anteriores.

Los fluidos multifasicos pueden clasificarse segun la estructura de sus
interfases en (Faghri & Zhang, 2006): a) fluidos con fases separadas, b)
fluidos con una o mas fases dispersas, y c¢) fluidos con fases combinadas o
mezcladas. En el primer caso el fluido contiene dos o mas fases inmiscibles
separadas de manera clara y contundente por sus interfases, como se
observa en la Tabla 1. En el segundo caso una de las fases se encuentra
diseminada o dispersa en la otra. El nimero de interfases es proporcional a la
cantidad de elementos que contiene la fase dispersa (usualmente cientos o
miles de ellos) (ver tabla 1). En el tercer caso, mediante la manipulacion de
algun paradmetro del sistema como presion o temperatura, la estructura de la

interfase cambia y coexisten dos o mas estados de agregacion (ver tabla 1).

Un caso especial de fluido multifasico es aquel que esta constituido por dos
fases (o dos componentes), que pueden tener distinta naturaleza: a) liquido-
gas (vapor), b) liquido-liquido, c) liquido-particulas soélidas y d) gas (vapor)-
particulas solidas (Badalassi, Ceniceros, & Banerjee, 2003). Este fluido se

denomina bifasico.



Tabla 1

Clasificacion de los sistemas multifasicos y ejemplos

Regimenes

Tipo P Geometria Configuracion
Tipicos
: Capa liquida en vapor, capa
]EZamblo de /\/-\’ de vapor en liquido, capa
o ase en una sélida en liquido, capa liquida
o - ,
g stj;)ne;flue LI g solido, capa solida en
= P vapor
” Capa liquida y flujo central de
§ _ vapor, capa de vapor y flujo
w Flujo anular central de liquido
liquido vapor
K % Burbujas de vapor en la capa
g Fuoamiar 5 loudaconiuiocenvalde
i con presencia X pl » Con una peficula fiqu
£ de burbujas o oy ~anuiar.
(&)
e [e]
o .
3 Gotas de liquido presentes en
@ Flujo anular el flujo central de vapor, con
L con gotas una pelicula liquida anular.
liquidas
luio d Burbujas de vapor o gas
Flujo de discretas en una fase liquida
© burbujas de continua
g vapor(gas) en
Q un liquido
0
© T
) Flujo de Particulas sdlidas en un
L% particulas quuido, particulas solidas
sélidas en un discretas en un gas, lechos
medio fluidizados

continuo

Fuente: Adaptado de Faghri et. al 2006.

De especial importancia en este trabajo de investigacion son los flujos
bifasicos dispersos, particularmente el flujo gas-liquido y soélido-liquido. La

estructura de fluido bifasico disperso puede suponerse constituida por una



fase continua la cual ocupa una regién conectada en el espacio, mientras que
la fase dispersa ocupa regiones no conexas en el mismo, como se ilustra en

la Figura 1:

Fluido 1 + Fluido 2
1'% dv

Volumen fraccional
ocupado por
la fase discreta

Volumen fraccional
ocupado por
la fase continua

v v el ety
~¥o_ ;rogof% - 558&0“0
/OV oo,, ¥ o éi_o_%gaeﬁoggg
’/vﬂof gfo%oﬁorotyox °© 5575
/gv/oo o *Q/O 0o \oj:; SR

Figura 1 Representacion de un fluido bifasico como la suma de una
fase discreta y otra continua. Fuente: El Autor.

La fase continua puede ser un gas o un liquido, mientras que la fase
dispersa puede estar constituida por particulas diseminadas de sélidos o
burbujas de gas o vapor, representadas en la Figura 1 mediante los circulos
blancos. En un sistema bifasico disperso, las fases que coexisten exhiben
movimiento relativo entre ellas, asi como intercambio de calor y masa a través

de las multiples interfases presentes (Yeoh & Tu, 2009).

Describir un sistema bifasico disperso es un asunto complejo. Para
propositos de analisis, lo ideal es resolver las ecuaciones que gobiernan el
comportamiento de la fase continua tomando en cuenta las condiciones de
frontera impuestas por cada elemento que constituye la fase dispersa (Crowe,
Schwarzkopf, Sommerfeld, & Tsuji, 2011). Esto implica rastrear las multiples
interfases presentes, muchas de ellas deformables y tomar en cuenta las
discontinuidades presentes en las propiedades del fluido bifasico disperso

(Faghri & Zhang, 2006), lo cual excede la capacidad computacional



disponible. Para sobrellevar estos inconvenientes, se han desarrollado
procedimientos matematicos que involucran un proceso de promediado en el
desarrollo de las ecuaciones de conservacion de la fase continua, siendo
posible su resolucion a través de métodos numéricos robustos, haciendo
factible la comparacion de los resultados obtenidos por los modelos
matematicos con la experimentacion (Yeoh & Tu, 2009). A continuacion se
analizaran los principales procedimientos de promediado aplicados a la fase

continua.

1.3 Principales procedimientos de promediado de la fase continua

Fundamentalmente existen tres procedimientos de promediado de las

ecuaciones de conservacion de la fase continua:

1.3.1 Promediado basado en el tiempo

Resulta de promediar las propiedades del fluido en el tiempo en un punto
del campo de flujo. Este enfoque ha sido empleado ampliamente en el flujo de
fluidos con una sola fase para tratar las fluctuaciones causadas por la
turbulencia y desarrollar ecuaciones de conservacion promediadas en el
tiempo con términos adicionales tal como el tensor de tensiones de Reynolds
gue toma en cuenta los efectos de la turbulencia (Crowe et al., 2011). Aplicado
este procedimiento a un campo de flujo ®(x,y,z,t) en un instante de tiempo

particular, se obtiene:

Q= }ggoj ?(x,y,zt)dt ®=0(x,y,2) (1.1)



En la ecuaciéon 1.1 T representa el tiempo promedio. Debe notarse que la
funcion promediada obtenida ahora solo depende de las coordenadas

espaciales.

1.3.2 Promediado basado en el volumen

Se efectia promediando las propiedades del fluido en un instante de tiempo
sobre un volumen determinado V (Crowe et al., 2011), como se ilustra en la
Figura 1. En este volumen arbitrario, el tamafo de todas las fases relevantes
debe superar la escala de longitud de los elementos individuales de la fase
(espaciado entre particulas o diametro de burbuja), y debe ser mucho mas
pequefio que la longitud caracteristica del problema(Yeoh & Tu, 2009). La
condicion anterior se debe cumplir para que este volumen arbitrario V
contenga una muestra representativa de cada una de las fases.
Matematicamente para un campo de flujo ®(x,y,z,t) en un instante de tiempo

particular, se representa de la siguiente manera:

@) = i, [|[ 0Goy,z 0av @)y = (0) (0 (12)

En la ecuacion 1.2 la funcion promediada ahora solo depende del tiempo.

1.3.3 Promediado de ensamble

Evita las deficiencias de los procedimientos de promediado basados en el
tiempo o en el volumen pero es de dificil implementacion. Se basa en la
probabilidad de que el campo de flujo esté en una configuracion particular en
un tiempo dado (Crowe et al., 2011). Matematicamente para un campo de flujo
®(x,y,z,t) en un instante de tiempo particular se representa de la siguiente

manera.



N
1
@) = Jim 5 ), 0n (53,20 (@) = (0):(x,3,2,0 (19

En la ecuacion 1.3 N representa el niumero total de configuraciones que el

campo de flujo puede adoptar.

Aunque los procedimientos de promediado posibilitan la obtencién de una
solucién matemética de las ecuaciones de conservacion, existe una inherente
pérdida de la informacion de los gradientes locales entre las fases que
interactian, misma que puede ser suplida en forma de relaciones semi-
empiricas denominadas ecuaciones constitutivas (Yeoh & Tu, 2009), que
guardan consigo las propiedades intrinsecas del medio continuo. Estas
expresiones se pueden calcular a partir de las transferencias de calor, masa

y cantidad de movimiento suscitadas en la interfase.

1.4 Descripcion matematica de los sistemas multifasicos

Para definir apropiadamente los flujos multifasicos, es necesario revisar
algunos conceptos de la mecéanica de los medios continuos (Olivella & de
Saracibar Bosch, 2002):

e Volumen o region material (Q): Comunmente conocido en
termodindmica como sistema. Es una porcién de materia, constituida
por particulas que conservan su identidad, limitado por una superficie
material cerrada que puede moverse e interactuar con sus
alrededores (ver figura 2).

e Superficie material (I): Es un contorno mévil en el espacio que se
encuentra constituido por las mismas particulas de materia que el

volumen material (ver figura 2).



e Volumen o region espacial (Q): Comunmente conocido en
termodindmica como volumen de control. Es un volumen fijo en el
espacio (entidad geométrica neta) que es atravesado por las
particulas de materia durante su movimiento (ver figura 2).

e Superficie de control (I'): Es un contorno fijo en el espacio, que es
continuamente atravesado por las distintas particulas de materia a lo

largo del tiempo (ver figura 2).

Basandose en las definiciones anteriores, es posible escoger dos
descripciones matematicas diferentes del movimiento de los fluidos. La
primera, denominada Langrangiana, es apropiada para representar el
movimiento de volimenes o regiones materiales. Esta requiere que las
propiedades de un elemento de fluido sean rastreadas conforme este avanza

con el flujo, como se observa en la Figura 2 (Jakobsen, 2008).

La segunda, denominada Euleriana, es empleada para describir lo que
sucede en los volumenes o regiones espaciales. Aqui las propiedades de un
elemento de fluido son observadas desde una posicion fija relativa a un marco
de referencia, como se aprecia en la Figura 2 (Faghri & Zhang, 2006). Las
variables de flujo son funcion del espacio y el tiempo y entonces son
representadas como campos. Es ampliamente usada en mecanica de fluidos
debido a su consistencia con los resultados experimentales obtenidos

usualmente en el laboratorio.
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Volumen o region material ~ VVolumen o regién espacial
Sisterna Volumen de control

Figura 2 Representacion de un volumen de control (derecha) y un
volumen material (izquierda). Fuente: El Autor.

Un problema fundamental es que las leyes fisicas que describen el
comportamiento de los fluidos se encuentran descritas para un conjunto de
particulas con identidad fija, es decir para un volumen material. Por tanto, para
reconciliar la informacion obtenida de los modelos matematicos Lagrangianos
y los resultados experimentales, es necesario reformular las leyes fisicas y

ponerlas en funcion de un volumen de control (Deen, 1998).

Las leyes fisicas pueden ser expresadas de manera integral o diferencial,
como se observara posteriormente. Si el enfoque integral es usado, el empleo
de los teoremas de transporte de Leibniz o Reynolds permitira relacionar la
tasa de cambio de una propiedad extensiva en un volumen material con su
respectivo equivalente en el volumen de control. Si el enfoque diferencial es
usado, el empleo de la derivada sustancial o material permitira obtener una

relacion similar (Jakobsen, 2008).

En esta investigacion, el interés esta puesto en la descripcion mateméatica
del movimiento de fluidos bifasicos dispersos. Entre los modelos matematicos

tradicionalmente usados para modelar estos fluidos se encuentran (ver tabla
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2). Otros modelos matematicos, denominados de alta resolucion, simulan
cualquier niumero de particulas. Entre los mas usados esta el método VOF
(Volume of Fluid), el cual es usado para determinar la localizacion y
orientacion de las interfases (Jakobsen, 2008), dependiendo del tipo de
mezcla: gas-liquido, gas-solido o liquido-sélido, modelo de naturaleza

Euleriana.

Tabla 2
Descripcion matematica de los fluidos bifasicos dispersos
Descripcibn matematica de la fase

Modelo Fase continua Fase dispersa Aplicacion
Es usado para
flujos bifasicos
densos en donde
un gran namero
Euleriano- . . de particulas son
. Euleriana Euleriana i
Euleriano consideradas
(fraccion
volumétrica de
fase
dispersa>10%)
Es usado para
Lagrangiana flujos ligeramente
densos o no
Para cada densos (fraccion
. particula volumétrica de
Euleriano- . AT
Lagrangiano Euleriana individual se fe}se
resuelve la dispersa<10%).
ecuacion del Para mayores a
movimiento de 30% se emplea
Newton el Dense Discrete
Phase Model

Fuente: (Suzzi, Radl, & Khinast, 2009)

Un esquema util para escoger el modelo matematico apropiado para la
descripcion de sistemas multifasicos, viene dado en la Figura 1.3 (Andersson
et al., 2011):
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SELECCION DEL MODELO
MULTIFASICO

MEDIO
POROSO

LECHO POROSO

Segregado

NUMERO DE
STOKES

SEGREGADO
O DISPERSO

VOLUMEN DE
FLUDO

Disperso

CARGA/ Alta/Grande
TAMARO

DEL
DOMINIO

Baja/Pequefio

EULER-LAGRANGE

Figura 3Esquema para la seleccion de un modelo multifasico. Fuente:
Andersson et. al 2011.

Es este trabajo de investigacion, se pretende que la fraccion volumétrica de
la fase dispersa sea pequefia, por lo cual se adoptard el modelo matematico
Euleriano-Lagrangiano, de acuerdo al esquema de la Figura 3. Sin embargo,
la fraccion en volumen de las burbujas de gas puede oscilar en un rango hasta
30%, por lo cual el modelo Lagrangiano se extenderd para cubrir estos
valores, modelo denominado como Dense Discrete Phase Model, que se

desarrollara en esta investigacion.

1.5 Ecuaciones de conservacion para la fase continua

Una ecuacion de conservacion es un estamento matematico que establece
gue una propiedad extensiva termodinamica no puede crearse ni destruirse,

es decir se conserva. Este tipo de propiedades tienen caracter aditivo y
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dependen del tamafio del sistema. En mecanica de fluidos, se plantean las
ecuaciones de conservacion para tres propiedades extensivas particulares:
masa, cantidad de movimiento y energia. En los siguientes apartados se
desarrollaran las ecuaciones de conservacion promediadas para las tres
cantidades extensivas antes citadas, para posteriormente incluir el efecto de

la turbulencia, presente en practicamente cualquier proceso industrial.

1.5.1 Teoremas fundamentales

En este apartado se desarrollar4 una expresion general de conservacion
para una propiedad extensiva cualquiera. En un fluido bifasico disperso, una
de las fases presentes se considera como un medio continuo. En este
contexto, supdngase que un medio continuo B constituye la k-ésima fase de
un sistema multifasico. De este se selecciona una region fija en el espacio Q
cuya superficie o contorno se representa con [ (para este caso es una

superficie de control), como se ilustra en la parte derecha de la Figura 4.

Figura 4 Volumen material (izquierda) y volumen de control (derecha)
empleados para el andlisis. Fuente: El Autor.
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Si cada punto de la superficie circundante se mueve con una velocidad vk,
la derivada con respecto al tiempo de una funcién continua ®X(r,t) toma la

siguiente forma (Eu, 2002):

%l ¢r(r, ) dv = l %qﬁ"(r, £) dv +j£ d*n - vids (1.4)
r

El superindice k de la funcion ® indica que esta funcién pertenece a la k-
ésima fase del medio continuo, mientras que n representa al vector unitario
normal que apunta hacia el exterior de la superficie o contorno. Aunque su
magnitud permanece constante, su direccion cambia localmente de acuerdo
a la orientacién de la superficie de control I'. El término n-vsk ds representa la
tasa de volumen ganada causada por el movimiento de un elemento de la
superficie de control, y su producto por ®k constituye la tasa de entrada de
esta cantidad hacia el volumen de control (Deen, 1998). La expresion 1.4 es
usada para diferenciar un integral de volumen con limites variables, expresion

conocida como la regla de Leibniz en tres dimensiones (Reddy, 2013).

Considérese ahora que cada uno de los elementos de masa del medio se
mueven con una velocidad vK(r,t), y se encuentran en una regién material Q
con una superficie o contorno adherida (I" es una superficie material en este
caso), como se ilustra en la parte izquierda de la Figura 2. Como
consecuencia, cada uno de los puntos de la superficie material se mueven a
la misma velocidad que los elementos del volumen material (vsk=v¥) y la region
contiene una cantidad total fija de masa, debido a que no existen flujos que
crucen la superficie material I'. Con estos antecedentes, la ecuacion 1.4 puede
reformularse (Reddy, 2013):

%l $*(r ) dv = l %d)"(r,t) dV+jE ¢*n - vids (1.5)
r
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En la literatura la ecuaciéon 1.5 se conoce como el Teorema de Transporte
de Reynolds. Como se observa en la misma, el operador d/dt ha sido
substituido por D/Dt para hacer hincapié que la derivada con respecto al
tiempo de la integral se evalla sobre una regién material. Este operador se
conoce con el nombre de derivada sustancial o material (enfoque
Lagrangiano) (Demirel, 2007). La ecuacion 1.5 establece la relacion entre una
derivada Lagrangiana de una integral de volumen, con una integral en
derivadas Eulerianas. Restando de la ecuacion 1.5 de la ecuacion 1.4 se
obtiene:

%J p*(r,t) dV = D%j p*(r,t) av + f ¢*n - (v —vk)ds (1.6)
Q Q r

La diferencia vectorial vs*- vk representa la velocidad del fluido relativa a la
velocidad de la superficie, y su integral, el flujo de salida de la propiedad ®k
de la region Q. En conjunto, la ecuacion 1.6 constituye una relacion entre la
derivada con respecto al tiempo para la integral sobre una region fija en el
espacio y la integral sobre una region material. Esta expresion sera de utilidad
para la deduccién de las ecuaciones de conservacion. También seran

necesarios los siguientes teoremas del calculo vectorial:

f nSds = f VS dV (1.7)

r o)
?gd)kn-Sds = f V- (¢pkS) dv (1.8)

r o)
frx(n-s)ds=j[rx(V-S)+s:S]dV (1.9)

r Q
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En las ecuaciones 1.6, 1.7 y 1.8 S representa un campo tensorial de orden
n, ®% es una funcién escalar, r es un vector posiciéon y € es un tensor de
permutacion de tercer orden (Reddy, 2013). Debe destacarse también el uso

del teorema del valor cero, representado por la ecuacién 1.10:
JSdV=O—>S=OEQ (1.10)
Q

Este teorema establece que siendo S un campo tensorial continuo de orden
n definido en una region arbitraria Q, si la integral de S sobre Q desaparece,

entonces S debe desaparecer en Q (Sadd, 2009).

1.5.2 Ecuacién de conservacion de la masa

Para deducir la ecuacion de conservacion de la masa, se iguala el valor de
la funcion continua ®X con la densidad de la k-ésima fase del medio continuo

pX(r,t). La conservacion de la masa en una regién material Q requiere que:

D
2 f Pk (r,6) dV = 0 (1.12)
Q

A partir de la ecuacion 1.6, para una region espacial Q (vsk=0) la ecuacion

de conservacion de la masa enuncia que:

d
Ef pk(r,t) dvV = —jg p*n - vkds (1.12)
Q r

La ecuacion 1.12 establece que el cambio con respecto al tiempo de la masa

dentro de la region espacial Q es igual al flujo de masa que ingresa al volumen
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de control a través de la superficie de control ' (se deduce a partir del signo
negativo del integral). Aplicando el resultado de la ecuacién 1.11 enla 1.5y

realizando operaciones, se tiene:

d
f 3t k(r,t) dv = —jg pkn - vkds (1.13)
0 r

Luego, mediante la aplicacion del teorema de la divergencia al lado derecho
de la ecuacion 1.12, se obtiene:

jg pkn-vkds = J V- (p*vk) dv (1.14)
r Q

Incorporando este resultado y realizando operaciones, se llega a lo

siguiente:

f [%pk(r, 0+ V- (pv)] av =0 (1.15)
Q

Empleando la ecuacién 1.10 (teorema del valor cero), se llega a la expresion

diferencial de la conservacion de la masa:

9]
apk(r, t)+ V- (pkvk) =0 (1.16)

La ecuacion 1.16 también se conoce con el nombre de la ecuacion de la
continuidad y basicamente expresa la conservacion local de la masa en
cualquier punto de un medio continuo. Esta misma ecuacién puede ser

expresada de manera diferente:
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d d
apk(lﬁ t) + V- (pkvk) = T k(r,t) + vk Vpk + p*v-vEk =0 (1.17)

Los dos primeros términos a lado derecho de la igualdad representan la

derivada material:

%pk(r, t) +pkv-vk =0 (1.18)
Como se indic6 en el apartado 1.2, se necesita derivar las ecuaciones de
conservacion promediadas para la fase continua. Para iniciar con la
deduccidn, en primer lugar se introduce una funcién denominada indicador de
fase que toma un valor de 1 si el vector posicion r esta en la k-ésima fase en

un tiempo particular t, y 0 de lo contrario (Yeoh & Tu, 2009):

1,sir € k fase

k J—
Yy, 2t) = {0, de lo contrario

(2.19)
Este indicador de fase esta relacionado con la velocidad de la interfase v'™.

Como se observa en la Figura 5, se ha ampliado una region del fluido bifasico

disperso para ilustrar la interaccion que tienen la fase continua y dispersa a

través de la interfase:
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Figura 5 Esquema en donde se muestra las fases interactuando a
través de su interfase. Fuente: El Autor.

Para este caso, la funcién con los valores W=1 y W?=0 describe a las dos
fases, notando que estas se mueven a una velocidad distinta en la interfase.
Esta funcion puede considerarse constante para cualquiera de las fases que

sefale, por lo que su derivada material debe ser igual a cero:

D 0 .
—Wk(x,y,z,t) = — Wk + vint-ywk = 0 1.20
Dt xy,2,0) dt v ( )
De la ecuacion 1.20 se puede notar que la Unica manera en que la derivada
material del indicador de fase se anule es que las derivadas parciales del lado
derecho de la ecuacion 1.20 también lo hagan. Esto indica por tanto que estas

derivadas parciales se anulan lejos de la interfase.

Luego, multiplicando el indicador de fase por la ecuacion 1.16 se obtiene:

9]
whopl + WY (pkvk) =0 (1.21)

Ambos términos de la ecuacion 1.21 necesitan ser reemplazados a traves
de equivalentes que incluyan dentro de sus operaciones al indicador de fases.
Para ello se usan dos identidades:
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0k, L0

d
a(l'pkpk) = lpk ot + pP 7 =0 (122)

De donde despejando se obtiene:

d owk dpk
k Ak _ Ak — Wk 1.23
AR i Fel e (1.23)
El segundo término de lado izquierdo de esta igualdad puede ser

reemplazado empleando la ecuacién 1.20, de donde:

owr _ _yint . ypk (1.24)
ot
Sustituyéndose en 1.23:
i(lpkpk) + pkvint. yyk = wka—pk (1.25)
dt ot
La segunda identidad es:
V- (Pkpkyk) = Wk - (pkvk) + pkvk . vk (1.26)
De esta expresion:
V- (Wkpkvk) — pkvk . y@k = wky . (pkyk) (1.27)

Reemplazando los resultados de las ecuaciones 1.25y 1.27 en la ecuacién

1.21 y mediante operaciones se llega a:

%(‘P"p") + V- (Wkpkvk) = pk(vk — vint) . gk (1.28)
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Una vez integrado el indicador de fase a la ecuacion de conservacion de la
masa, el siguiente paso es realizar el promediado. En este punto se
representara de manera genérica el promediado de ensamble o basado en el
volumen con <-> en donde el punto representa cualquier cantidad a
promediarse. Debe notarse que ambos tipos de promediado resultan

esencialmente en las mismas ecuaciones (Yeoh & Tu, 2009).

A continuacion se presentan una serie de reglas Utiles para el proceso de

promediado:

(f+g9)=(f)+(9) (1.29)
«frg) = (g (1.30)
{{c)) = {c) (1.31)

af\ 0
(o) == (1:32)
(V-£) = V-(f) (1.33)

En las expresiones anteriores, f y g pueden representar tanto funciones
escalares, vectoriales o tensoriales. Las ecuaciones 1.29-1.31 se conocen
como reglas de Reynolds, la ecuacion 1.32 se denomina regla de Leibniz y la
ecuacion 1.33 es conocida como la regla de Gauss (Lee, 2008). Mediante la

aplicacion de estas reglas a la ecuacién 1.28 resulta:
<i (‘P"p")> = i<‘P"p") (1.34)
ot ot

(V- (Wrphvk)) = v (WrpkvE) (1.35)
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(p* (VK — vint) . k) = pF (1.36)

Acomodando todos estos resultados se obtiene:
d k -k k k<, K k
a(Lpp)+v-(tppv):/\ (1.37)

El término Ak representa el transporte de masa a través de la interfase.

1.5.3 Conservacion de la cantidad de movimiento lineal

De un medio continuo B que constituye la k-ésima fase de un sistema
multifasico, selecciénese una regién material Q con una superficie o contorno
se representa con . De acuerdo a la segunda ley de Newton, la fuerza neta
que actla sobre esta regién material producira un cambio en su cantidad de
movimiento lineal:

B DPk

kK _ 1.38
F T (1.38)

En donde Pk representa la cantidad de movimiento lineal. Si se define esta

cantidad vectorial en la regiéon material como:
Pk = f pkvk ay (1.39)
Q

El término pkvk representa la concentracion de cantidad de movimiento
lineal (momentum lineal por unidad de volumen). Entonces, combinando las

ecuaciones 1.38 y 1.39 se tiene (Jakobsen, 2008):
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k
Fk = % = % pkvk ay (1.40)
Q

Esta es la expresion de la conservacién de la cantidad de movimiento lineal
para una region material. Antes de deducir la forma euleriana de la ecuacion,
es necesario analizar la naturaleza de las fuerzas que acttan sobre la regidn
material. Estas pueden ser de dos clases: internas y externas. Las fuerzas
internas son las encargadas de mantener unidas unas partes del cuerpo con
otras y si se expresan por unidad de area, son conocidas como esfuerzos. Las
fuerzas externas son aquellas que se transmiten al cuerpo mediante la accién
de campos externos como el gravitacional o el electromagnético. Actlan sobre

la masa (o el volumen) de la region material o cuerpo.
A. Fuerzas superficiales y de volumen

Las fuerzas superficiales que actian en un elemento de area de un medio
continuo no solamente dependen de la magnitud sino de la orientacion del
area. Para indicar dicha orientacién se acostumbra a utilizar un vector unitario
normal, que por convencion, es positivo si apunta hacia afuera del area en

cuestion.
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Figura 6 Corte através de un punto de una regiéon material (cuerpo) de
un medio continuo mediante un plano. Se observa el vector de
esfuerzos. Fuente: Reddy 2013.

En la Figura 6 se puede reconocer al vector de esfuerzos t(n), que procede
de (Mase, Smelser, & Mase, 2009) :

(1.41)

_Af(m)  df(n)
t(n)_Alér—I}o Aa ~ da

Se puede ver gue el vector t(n) es una funcion puntual del vector unitario
normal n, que define la orientacion del plano en el cual actia t(n). Por la
tercera ley de Newton, t(-n) = -t(n). Para establecer la relacidn entre estos dos
vectores, considérese que la region material (cuerpo) sufre una deformacién
infinitesimal. Entonces bajo esta condicion se plantea un tetraedro infinitesimal
en coordenadas cartesianas X1, X2 Y X3 con vectores unitarios e1, e2 y es que
puede provenir tanto de un punto al interior de la region material como de la
superficie material, cortado por un plano con orientacion arbitraria (Reddy,
2013).
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Para cumplir con el propdésito antes descrito, tdmese t¢" =-t,. De la Figura
7 se observa que -t1, -tz, -tz y tn son los vectores de esfuerzo, aplicados

correspondientemente a los elementos de area Aai, Aaz, Aas y Aa.

F Punto en la superficie Ampliacidn del punto
3

i ———

kS
Punto en el interior
del cuerpo

Figura 7 Tetraedro que contiene en sus caras a los vectores de
esfuerzo en cada una de sus caras. Fuente: Reddy 2013.

Recordando que la segunda ley de Newton establece que la fuerza neta que
actlia sobre un cuerpo es proporcional a la aceleracion que le imparte, un

balance de todas las fuerzas en el cuerpo se presentaria como:
tAa — t{Aa; — tyAa, — tzAaz + pAVE = pAVa (1.42)

En esta ecuacion p representa la densidad de la regién puntual, AV es el
volumen del tetraedro y f es la fuerza que actla sobre el cuerpo por unidad
de masa. Cualquier &rea puede ser representada mediante un vector normal
a la misma con una magnitud proporcional al tamafio de dicha area.
Expresado matematicamente, el vector Aa=Aan es la representacion vectorial
del elemento de area Aa. Luego, genéricamente se puede obtener cada una

de los elementos de area Aai, Aaz, Aas en funcion de Aa si se recuerda que
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el elemento de area Aanno es mas que la proyeccion del vector Aa a lo largo

del vector unitario normal en:

Aa; =Aa-e; =Aa(n-eq)
Aa, =Aa-e; =Aa (n-ey) (1.43)

Aa; = Aa-e3 = Aa (n-e3)

Reemplazando las expresiones 1.43 en la ecuacion 1.42 y acomodando

términos se llega a:
tAa —tjAa (n-eq) —tAa(n-ey) —tzAa(n-ez) = pAV(a—f) (1.44)

Tomando factor comun y dividiendo ambos miembros para Aa se obtiene:
AV
t—ti(n-e) —t;(n-ey) —t3(n-e3) sz_a(a_f) (1.45)
El volumen de un tetraedro es igual a (Ah/3) Aa, por lo tanto:
Ah
t—t;(n-eq) —tz(n-ez)—tg(n-eg)=p?(a—f) (1.46)

Tomando el limite cuando Ah—0 (para colapsar el tetraedro en un punto) y

acomodando términos:
t= (t1e1 + te, + tgeg) ‘n (147)

El término entre paréntesis se conoce con el nombre de tensor de esfuerzos
de Cauchy, se representa con la letra o y tiene la caracteristica de ser

simétrico. Finalmente:
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th)=c-n=n-0c"=n-o (1.48)

Debe destacarse que los resultados obtenidos en la ecuacién 1.48 solo son
posibles debido a la simetria del tensor de Cauchy. Estos representan la
relacion entre el vector de esfuerzos y la normal al plano sobre el cual esta
aplicado. Para cada punto atravesado por un plano arbitrario se tendran
valores diferentes de la ecuacién 1.48. Cabe notar que el tensor de Cauchy

representa el esfuerzo por unidad de area deformada.
B. Balance de fuerzas para unaregién material

En un fluido, las fuerzas viscosas y la presion actian en la superficie de la
region material (Deen, 1998). Si tk es la fuerza superficial por unidad de area,
la fuerza que actiia sobre un diferencial de area superficial sera t‘ds. En este
mismo sentido, la fuerza que actia sobre un elemento diferencial de volumen
de la region material es igual a pfkdV. Por tanto, la fuerza neta que actla

sobre toda regiébn material sera:
k D kv k kgk k
FX = — [ pkvkdv = | pkfkdv + ¢ thds (1.49)
Q Q r

Debido a que el vector de esfuerzos que actla en la superficie material esta
relacionado con el tensor de esfuerzos (internos) de Cauchy, a partir de la

ecuacion 1.49 se llega a:

f plvkdy = f p*fk dv +7§ 6X - nds (1.50)
Q Q r
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La ecuacion 1.50 representa el balance de cantidad de movimiento lineal en
donde se esclarece la naturaleza de las fuerzas que actian sobre la region
material. En su totalidad resume la aplicacion de la segunda ley de Newton a

una region material Q de un medio continuo.

C. Conservacion de la cantidad de movimiento lineal para una region

espacial

Aplicando el teorema de la divergencia a la integral de superficie de la

ecuacion 1.50:

jgn-okds = f V-oXdv (1.51)
T Q

Reemplazando el resultado de la ecuacion 1.51 en la ecuacién 1.50, y

agrupando se tiene:
D
EJ pkvk dv = J(V - oX + pkf¥) dV (1.52)
Q Q

Considérese ahora una region espacial Q con una superficie de control I
dentro de un medio continuo. Aplicando el teorema de transporte de Reynolds
(ecuaciodn 1.5) y reemplazando el valor de ®¥con la concentracion de cantidad

de movimiento lineal, se obtiene:

D 9
Dt f pkvk dv = a(pkvk) av + }( n - (pkvk® vk)ds (1.53)
Q Q r
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Aplicando el teorema de la divergencia a la integral de superficie de la

ecuacion 1.53 y agrupando términos:
D kyk 0 ¢ kuk ko ke vk
Efpv def[E(pv )+V-(pv®v)]dV (1.54)
Q Q
Luego, igualando las ecuaciones 1.52 y 1.54:

9]

f [a(pkvk) +V- (p*vk® vk)] av = f (V- o* + pkf¥) av (1.55)

Q Q

Con la ayuda de algunas identidades tensoriales, es posible desarrollar el

lado izquierdo de la ecuacion 1.55:

9 vk apk
A T (-5
V- (p*vE® vK) = vkV - (pkvK ) + pkvk . pyk (1.57)

Combinado los resultados de las ecuaciones 1.56 y 1.57, con la ecuacion
1.55:

0
a(pkvk) +V- (pkvk® Vk)

. (1.58)

ov
+ pk [—+vk-Vvk

apk
— vk |2 - (pkyk
—v[at+V(pv) T

Analizando la ecuacion 1.58 se puede observar que el primer término del
lado derecho de la igualdad corresponde a la ecuacion de la continuidad, por

lo que toma un valor de cero. Por tanto:
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0 k
Q

Aplicando el teorema del valor cero (ecuacion 1.10) y escribiendo el primer

término dentro del integral en su forma de derivada material:

k

av
pk <¥ + vk Vvk> = V- oX + pkfk (1.60)

La ecuacion 1.59 expresa la conservacion de la cantidad de movimiento
lineal para una region espacial Q, valida para cualquier fluido que cumpla con

la condicion de ser continuo.

El tensor de esfuerzos de Cauchy puede representarse como la suma de
otros dos tensores: uno denominado hidrostatico o esférico y otro conocido
como desviador (Sadd, 2009). El primero de ellos solo tiene elementos
diferentes de cero en la diagonal y se representa como —P#§, en donde P es la
presion termodinamica y 6 el tensor identidad. De la mecénica de fluidos se
desprende el hecho de que en un punto determinado de un fluido la presion
actua igualmente en todas las direcciones. En este sentido, el producto de la
presion y el tensor identidad garantiza también que esta actie en forma
normal (motivo por el cual el tensor solo tiene elementos en su diagonal). El
signo negativo se usa por convencion para que los esfuerzos de compresiéon

sean positivos (Deen, 1998). Por tanto:
ok = —Pk§ + 1¥ (1.61)

En donde 1% es el tensor de esfuerzos viscosos (la parte desviadora). Este
tensor se relaciona con la tasa de deformacion del fluido. Debido a que todos
los elementos que se encuentran fuera de la diagonal del tensor de esfuerzos

de Cauchy igualan a aquellos del tensor de esfuerzos viscosos, este ultimo se
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considera simétrico (Deen, 1998). Tomando el divergente en ambos lados de
la ecuacion 1.61:

V-ok=V-(-P§ + 1K) = —VPk + V- 1¥ (1.62)

Reemplazando en la ecuacion 1.62 este resultado:

vk Dv¥
pk (¥+Vk-VVk> :pkﬁ = —VPK + V- 1K + pkfk (1.63)

La ecuacion 1.63 es llamada la ecuacién de momentum lineal de Cauchy.
Esta es el punto de partida para analizar tanto fluido Newtonianos como no
Newtonianos. En la Tabla 3 se presenta un analisis de cada uno de los

términos que intervienen en la ecuacién 1.63 (Bird, Stewart, & Lightfoot, 2002):

Tabla 3
Términos de la ecuacion de Cauchy
Término Definicion
. DvE Masa por unidad de volumen
P e multiplicada por la aceleracion
vpk Fuerza de presion sobre la region
espacial Q por unidad de volumen
V- ¥ Fuerza viscosa sobre la region
espacial Q por unidad de volumen
ek Fuerza gravitacional sobre la region

espacial Q por unidad de volumen

Fuente: (Bird et al., 2002)

Como en el caso de la ecuaciéon de conservacion de la masa, antes de iniciar
el proceso de promediado de la ecuacion 1.63 se introducira el indicador de

fase, multiplicandolo por cada uno de los términos de la ecuacion 1.63:



32

vk
Whpk — 4 whkpkyk . yyk = _pkypk  why . gk 4 pkpkek (1.64)
ot

Mediante las siguientes identidades, cada uno de los términos de la

ecuacion 1.64 sera reemplazado excepto el dltimo:

G vk G
k koK) — wk ok~ k . (wk Ak 1.65
o (Pplvl) = wepk =+ vk (¥¥p) (1.65)

El segundo término del lado derecho de la igualdad contiene una derivada

parcial conocida. A partir de la ecuacion 1.28, se tiene:
0 .
5 (Wkpk) = pk(vk — vint) . vk — v . (pkpkyk) (1.66)
Para el término de adveccion:
V- (Pkpkvk@ vK) = vk - v(Wkpkvk) + phpkyk. gyk (1.67)
Para los términos de presion y el tensor de esfuerzos viscosos:
V(wkpk) = wkypk 4 pkyyk (1.68)
V- (WrK) = why - 1f + 1k - pyk (1.69)
Como se observa, las ecuaciones 1.64-1.69 contienen términos

pertenecientes a la ecuacion 1.64. Reemplazandolos y realizando

operaciones:



0
o (q;kpkvk) +V- (kapkvk® vk)
= —V(P*PK) + V- (Whk) + wkpkfk
+ [pFvk(vk — vint) . ypk 4 pkygk — gk gpk]
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(1.70)

Como se analizé anteriormente, el procedimiento de promediado sea por el

método basado en el volumen o el de ensamble llegan a las mismas

ecuaciones mediante el uso de las reglas de Reynolds, Leibniz y Gauss

(ecuaciones 1.29-1.33). Aplicando estas reglas se obtiene:
9] 9]
<a (kapkvk)> _ a(q;kpkvk>
(V . (kapkvk® vk)) —V- (q;kpkvk® Vk)
(V(PkPF)) = v(WkPk)
(V- (Prk)) = v - (Phak)
(q)kpkfk) — <l_pk)(pkfk>
(pFvE(vE — vint) . yyk 4 phyyk — gk . gyk)
= (pkvk(vK — vint) . vpk) 4 (pk)(vpk) — (k- vpk)
= Nk

Finalmente, aplicando los resultados promediados se tiene:

0
a(l}”"p"vk) + V- (Pkphvk® vk)

= —V(WkPk) + V- (Whe) + (Wr)(p*fk) + Rk

(1.71)

(1.72)

(1.73)

(1.74)

(1.75)

(1.76)

(1.77)
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En donde R* representa las fuentes de intercambio de cantidad de
movimiento lineal a través de la interfase. Esta es la segunda ecuacion

promediada de la fase continua.

1.5.4 Ecuacién de conservacion de la energia

La primera ley de la termodinamica establece que la energia total de una
region material es igual a la suma del calor aportado desde los alrededores
hacia el fluido (medio continuo) y el trabajo realizado por los alrededores sobre
el fluido. Esta misma ley puede formularse para sistemas de flujo
considerando tasas de cambio de la energia total, calor y trabajo con respecto

al tiempo.

Para deducir la primera ley de la termodinamica existen dos enfoques: i)
incluir la fuerza gravitacional en la energia total y, ii) incluir un ingreso de
energia resultante del trabajo de la fuerza gravitacional. Para simplificar los
calculos se optara por la segunda via (Deen, 1998). Por tanto, para una regién
material Q, la funcién ®k toma ahora el valor de la de la energia total EX
representada por la suma de las energias cinética KX y la energia interna U

Entonces:
Dby = 2 ke 4 uey = 0% 4 ik (1.78)
Dt Dt

En la ecuacién 1.78, tanto el calor afiadido al sistema Q% y el trabajo
realizado sobre el sistema W¥* por los alrededores se consideran como
positivos, respetando las convenciones actuales respecto a los signos. En la
region material, la energia cinética y la energia interna vienen representadas

por:
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1
Kk =jzp"vk-vde (1.79)
a
Uk =fp"u" av (1.80)
a

En la ecuacién 1.79 el producto escalar vk vk representa a v?, es decir, a la
magnitud de la velocidad elevada al cuadrado. En la ecuacién 1.80, uk es la
energia interna especifica, es decir, la energia interna extensiva U* por unidad
de masa. Reemplazando las definiciones dadas por las ecuaciones 1.79 y

1.80 en la ecuacion 1.78 se obtiene:

D 1 . :
—f p¥ (Evk v + uk) dv = Q¥ + Wk (1.81)

Antes de expresar la ecuacion 1.81 para una region espacial, es decir en la
forma euleriana, primero conviene averiguar las contribuciones energéticas

gue se dan a través de la superficie material: los flujos de calor y trabajo.

El calor se define como una forma de energia en transito, que fluye desde
las regiones de mas alta temperatura hacia las regiones de mas baja
temperatura en un sistema termodinamico. A partir del planteamiento basico
de la primera ley de la termodinamica, es decir Q=AE-W, podria decirse que
el calor es la diferencia entre el cambio de la energia total en la region material
Q y el trabajo real realizado sobre la misma a través de la superficie material
I (Tester & Modell, 1997). El flux de calor (flujo de calor por unidad de &rea)
gk que ingresa a través de la superficie material I, para fluidos puros a

moderadas temperaturas se calcula a través de la ley de Fourier (Deen, 1998):
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q¥ = —kVT* (1.82)

Sin embargo, para mezclas de fluidos, flujos multifasicos y gases a alta
temperatura con contribuciones adicionales, la definicidn tiene que contemplar
al flux de calor intercambiado por radiacién g/ y a un término especial
denominado difusion térmica de Dufour g, que se considera casi siempre
despreciable (Deen, 1998):

Q" =q¥ +qF + q¥ (1.83)

Por tanto, la ecuacion 1.83 deberia constar solo de las contribuciones por
conduccion y radiacion. Ademas, el flujo de calor también puede ser generado
por una fuente interna que se encuentre dentro de la region material Q,
representada como rw¥ (generacion interna de calor por unidad de masa).
Colocando en una ecuacion todas estas aportaciones, la ecuacion que

describe el flujo de calor en la regién material viene dada por:

r Q

Debe notarse que el signo negativo de la primera integral de la ecuacién
1.84 corrobora el hecho de que el calor ingresa al volumen material a través

de . Aplicando el teorema de la divergencia a la integral de superficie se tiene:

Ok = _f v-qkdv+fpkr/f av = f[—V-q"+p"rri‘] av (1.85)
Q Q Q

El flujo de trabajo o potencia que ingresa a la regién material Q, provendra
de dos contribuciones: la potencia ingresada por fuerzas superficiales

externas por unidad de area que actuan en la superficie material I" y las
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fuerzas que actuan sobre el cuerpo por unidad de volumen de la regién

material Q:
Wk = jf; th - vkds + f pkfl. vk qy (1.86)
r Q

La ecuacion 1.86 puede ser transformada a una forma mas conveniente,
aplicando la ecuacion 1.48, reemplazando al vector de esfuerzos por su

equivalente:
Wk = é n-o*-vkds + f pkfk. vk dy (1.87)
r Q

Y aplicando el teorema de la divergencia a la integral de superficie de la

ecuacion 1.87:
Wk = j v-(ak-vk)dv+fpkfk-vkdv (1.88)
Q Q

Recordando que el tensor de Cauchy puede descomponerse en su parte

esférica y desviadora, mediante la ecuacion 1.61 se llega a:

Wk = f[—V- (PvE) + V- (k- vk)]dV + f pkfk. vk qy (1.89)
Q Q
Por lo tanto, agrupando se tiene:

Wk = f [~V - (PRVE) + V- (T vK) + pek - yk]ay (1.90)
Q
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Combinando las ecuaciones que describen el flujo de calor y la potencia que

ingresan a la region material (ecuaciones 1.85 y 1.90) con la ecuaciéon 1.81:

D
S k
Dt f v vk +u )dV
Q
- f[—V-qk+pkr,’f]dV (1.91)
Q

+ f [~V (Prv¥) + V- (% - V&) + pkek - vK]ay

En este punto es conveniente pasar la ecuacion 1.91 a su forma euleriana,
empleando el teorema de transporte de Reynolds, para lo cual Q es ahora la
region espacial o volumen de control tomada para el analisis y I' es la

superficie de control:

D
R k
Df v "V +u>dV
n
d 1
- f o (v vk ut) av (1.92)

at

+j£p" —vk-v +u)n-vkds
r

Aplicando el teorema de la divergencia a la integral de superficie de la
ecuacion 1.92, se obtiene:

1 1
3g ot (2 v+ u) - vids = J V-[pkvk <§vk-vk+uk>] v (1.93)
r n

Entonces, agrupando términos:
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d 1
_ k(Zok. ko gk
_f[c')tp (ZV vik+u )+V (1.94)

0
1
Jprvr vt

El integral de volumen de lado derecho de la igualdad puede

descomponerse:

1
v [p"vk <§Vk vk + uk)]

1
= <§vk vk 4+ uk) V- (p*vK) + pkvK (1.95)

1
-V(Evk-vk +uk)

/1
— k{Zgk. gk k
0 (v v+ et)

(1.96)

d (1 1 ap”
=pk—<—vk-vk+uk>+ (EVk-vk+uk)%

Combinando las ecuaciones 1.95 y 1.96, tomando factor comun y

agrupando términos se llega a:

d 1 1
e k (EVk -vE 4 uk> +V- [p""vk (EVk -vE 4+ u")]

k
- [aait v (pkvk)l (L.97)

d (1 1
+ p¥ [a(zvk-vk +u"> +vk-V(§vk-vk +u")]
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El primer término del lado derecho de la igualdad contiene entre corchetes
a la ecuacion de conservacion de la masa, que es equivalente a cero. Por

tanto:

D 1
2 ok (Zyk. gk 4 gk
thp (ZV v+u>dV
n
k|9 (L k. ok ok IR
=fp FrAGAARAS +ut)+v (1.98)
0

1
'V(EVR'Vk +uk> dv

Como se observa en la ecuacién 1.98, el lado derecho de la ecuacion

representa a la derivada material de la energia total, entonces:
D 1 D /1
_ k(_vk. gk k — k— [Zyk. gk k
Dt_fp <2v \'% +u)dV—fp Dt(Zv v +u>dV (1.99)
0 0
Finalmente de la ecuacion 1.91:

D r1

JPkﬁ(zvk-vk+u">dv=f[—V'qk+Pkrﬁ]dV+
2 0

(1.100)

f [~V (PRVE) 4+ V- (25 V) 4 pkfk - yk|ay
Q

Agrupando todos los términos bajo un solo integral de volumen y aplicando

el teorema del valor cero (ecuacion 1.10):

D /1
kZ (Zyk.yk k
p Dt(zv v +u>

=—V.qk+pkr]f—v.(pkvk)+V.(tk.vk)+pkfk (1.101)

. yK
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Esta es la forma mas general de la ecuacion de conservacion de la energia

para una region espacial Q que intercambia flujos de calor y trabajo con sus

alrededores a través de la superficie de control I'. A continuacion se presenta

un analisis del significado de cada uno de los términos de la ecuacién 1.101

(Bird et al., 2002):

Tabla 4

Términos de la ecuacion general de conservacion de la energia

Término

Definicién

D /1
k2 [Zok. ok k
p Dt(Zv vi4+u

)

Velocidad de ganancia de energia
por unidad de volumen

—V'qk

Velocidad de entrada de energia por
transferencia de calor por unidad de
volumen

K.k
P Th

Velocidad de generacion de energia
dentro de la regién espacial Q por
unidad de volumen

V- (PkvK)

Potencia comunicada al fluido por
unidad de volumen debido a la
fuerzas de presion

V- (- vK)

Potencia comunicada al fluido por
unidad de volumen debido a las
fuerzas viscosas

kfk .

Potencia comunicada al fluido por
unidad de volumen debido a las
fuerzas externas que actian sobre
el cuerpo (ejm: gravitacionales)

Fuente: (Bird et al., 2002)
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A. Ecuacion de conservaciéon de la energia mecénica

Puede ser mas util para los analisis energéticos que la ecuacion 1.101 se
exprese solo en funcién de la energia interna, para lo cual se deben realizar
algunas manipulaciones matematicas, dadas por las ecuaciones:

V- (Pkvk) = Pkv - vk + vk . vpk (1.102)

V- (k- vk) = vk (V- 1K) + o vk (1.103)

Por tanto:

D /1
p"—(—vk vE 4+ u")

Dt \2
= —V'qk+pkr}{(_PkV.vk_vk.Vpk+vk (1.104)
(V%) + T wvk 4 pfk. vk
Tomando factor comun:
D /1
k_~ [Zok. gk k
p Dt(ZV vitu )

=_V- qk + pkrflf _ PkV 'Vk + vk (1105)

- (=VPk + V- 1K + pkfK) + 1k vvk

El término entre paréntesis representa el lado derecho de la ecuacion de
Cauchy del balance de cantidad de movimiento lineal. Introduciendo su

equivalente:
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D /1
kK~ [Zyk. gk k
p Dt(Zv v +u>

ovk
=-V-q¥ +pkrillc — pky . vk 4 pkvk ) <7 + vk. Vvk> (1.106)

+ T vk
Este ultimo término introducido puede expandirse de la siguiente manera:

avk avk
pkvk ) (W + vk. Vvk> — kak ) ? + kak ) (Vk . VVk) (1.107)

Aplicando la siguiente identidad vectorial:

1
vk-wwk =v (EVk - vk> — vk x (Vx vK) (1.108)
Entonces:
ovk
kyk Kk . pyk
prv <6t +ve-Vv )
0 k
= phvk 'a_vt (1.109)

1
+ pk vk-V<§vk-vk>—vk-[vkx(VXVk)]

Luego, reconociendo que:
vE-[vE X (W x vK)] = vE - [-V x (VR x vK)] =0 (1.110)
Se obtiene:

k

avk ov 1
kyk . kK.pgvk | — pkyk. kyk. gy Zvyk.yk 1.111
pkv (at+v Vv) pivi- =+ plv V<2v v) ( )
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De la ecuaciéon 1.111 se puede deducir que:
d (1 1 vk vk vk
_(_vk.vk>:_<k.L+L.vk>=vk.L (1.112)

Reemplazando este resultado en la ecuacion 1.111:

vk 9 /1 1
kok . [ 4 k. vk | = ok [ (2 k. ok k.y(_yk.yk
prv <6t +v Vv) p [a::(z" v>+v V<2v v) (1.113)
O equivalentemente:
pkvk. a—Vk+vk-Vvk = pk [B(lvk-vk)] (1.114)
ot Dt\2
Por tanto:
D /1
k__ ([Z_yk. gk k
P Dt(Zv v +”)
(1.115)

D 1
— _v.gk k, .k _ pky.yk k —vk.yk
==-V-q*+p r, —P*V:-vi+p [Dt(zv v)]

+ % vvk

Llevando este nuevo término introducido al lado izquierdo de la ecuacion,

tomando factor comuin y realizando operaciones se llega a:
k D k k k..k k k k k
p D—t(u)=—V-q + pkrf — PkV - vE + 1K WV (1.116)

Esta es la llamada ecuacion de energia mecanica (Deen, 1998). A
continuacién se analizardn cada uno de los términos de la ecuacién de la

ecuacion de energia mecanica:
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Tabla 5
Términos de la ecuacion de energia mecanica
Término Definicion
D Velocidad de ganancia de energia
pk— (uk) _ )
Dt interna por unidad de volumen
Velocidad de entrada de energia
-V-q¥ interna por transferencia de calor por

unidad de volumen
Velocidad de generacion de energia
pkri interna dentro de la region espacial

Q por unidad de volumen

Velocidad reversible de aumento de
Pky - vk la energia interna por unidad de
volumen debido a la compresion
Velocidad irreversible de aumento de
energia interna por unidad de
volumen debido a la disipacion
viscosa

T vk

Fuente: (Bird et al., 2002)

B. Ecuacién de conservacion de la entalpia especifica

La ecuacion 1.116 puede expresarse en funcion de la entalpia especifica,

si se recuerda que:

wk = Rk — (1.117)

Para poder expresar la ecuacion de conservacion de la energia en funcion
de la entalpia, primero se desarrollara la derivada temporal de la expresion
1.117:

k k k k
pkﬂ hk_P_ :kah _ 1 kaP _prDp
Dt pk Dt (p*)? Dt Dt
. D DP*  pkppk
p - t—
Dt Dt pk Dt

(1.118)
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A partir de la ecuacién de la continuidad (ecuacion 1.16):

ap*

TR (pkv k)— +ka vk +vk.vpk =0 (1.119)

Definiendo la derivada material de la densidad de la k-ésima fase del medio

continuo:

Las ecuaciones 1.119y 1.120 se pueden combinar con lo cual se obtiene la

siguiente expresion:

e "V .

Reemplazando la ecuacion 1.121 en la ecuacion 1.118:

D pk ,Dh¥ DP®
pka<hk—p—> P E—W—P V'Vk (1122)
Entonces
Dh* DP* k k k k k Kk k
pkE—W—P V:.vK=-V-qX+pkrf — Pkv . vK + vy (1.123)

Eliminando los términos repetidos en ambos lados de la igualdad, y

despejando:

DhF DPk
Kk = —v-q* + pkrf +D—+‘tk vvk (1.124)
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Esta dltima ecuacion es la expresion general de la conservacion de la
energia en términos de la entalpia especifica. Equivalentemente se puede

expresar de la siguiente manera:

dh* opk
pk <7 + VK- th> =-V-q¥+pkrf + (W + VK- vpk> + T vk (1.125)

C. Ecuacion de conservacion de la entalpia total

Al estudiar el flujo de fluidos, algunas ecuaciones se pueden simplificar si
se introduce el estado de estancamiento isentrépico, que se obtiene a partir
de un fluido que sufre una desaceleracion adiabatica reversible hasta llegar a
una velocidad de cero. Si se aplica la primera ley de la termodinamica para
un fluido en condiciones estacionarias en el punto de estancamiento, se
obtiene (Borgnakke & Sonntag, 2009):

1
H¥ = h* + Evk A (1.126)

La ecuacion 1.126 define a la entalpia de estancamiento valida en un punto
en donde la velocidad del fluido se ha detenido por completo. Por otra parte,
la entalpia total se define en cada punto de un campo de flujo, y es la suma
de la entalpia asociada con la temperatura y la entalpia asociada con la
presion dindmica, ambas evaluadas en cada punto. La entalpia total es la
misma en cada punto de un campo de flujo, asi que la entalpia de
estancamiento evaluada en el punto de estancamiento es idéntica a la
entalpia total en cualquier punto del campo de flujo. Por lo tanto la ecuacién
1.126 describe a la entalpia total.
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La entalpia especifica hk viene definida por la ecuacion 1.117.

Reemplazando el valor de hk en la ecuacion 1.126 se tiene:
Hk=uk+§vk-vk+—=Ek+— (1.127)

Este resultado se puede reemplazar en la ecuacion 1.101 de tal manera que
se puede obtener una ecuacién de conservacion en funcion de la entalpia
total. En primer lugar, se remplazara la energia total por su equivalente dado
por la ecuacion 1.127, para luego tomar la derivada temporal de este término

introducido:

k k k k
pkﬂ Hk_P_ :kaH _pk 1 kaP _PkDp
Dt pk Dt (p*)? Dt Dt

«DH* DP* P*Dpk

P he Dt +pk Dt

(1.128)

Con un procedimiento parecido al aplicado en la seccion 1.5.4.2 se llega a
la conclusién de que:
Dp¥

ZF L kg.yk 1.129
o PV v ( )

Reemplazando la ecuacién 1.129 en la ecuacién 1.128:

D Pk DH* DPk

k=2 gk o k2t _ 20 pkg.yk 1.130

th<H pk> p P*V-v (1.130)
Aplicando el resultado obtenido de la ecuacion 1.130 en la ecuacion 1.101,

expandiendo el término de potencia por unidad de volumen debido a las

fuerzas de presién mediante la ecuacion 1.102 y desarrollando la derivada

material de la presién termodinamica:
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. DH* 0P*
- _ vk VPk PkV_ k
A Tai ra v
= -V-q¥+ pkrf — pkv . vk —vK.vpPk 4+ v

(T vE) + pkFR - vk

(1.131)

Finalmente, eliminando términos de ambos miembros de la igualdad:

DH" Pk

p—:

k vE) + pkfk . yK (1.132)
Dr o -V-qf+prrf+v- (‘t )+pf \%

Esta es la forma de conservacion de la energia en funcion de la entalpia
total. Esta es la forma mas frecuentemente usada en las investigaciones de
fluidos multifasicos (Yeoh & Tu, 2009).

Para iniciar el proceso de promediado, conviene desarrollar la derivada

material presente en la ecuacion 1.132:

a k
pk o + pkvk - VH*
) (1.133)
_oP
=—=--Yq K pkri + V- (2 vX) + phek . v

A continuacion, se multiplica el indicador de fase por cada uno de los

términos de la ecuacion 1.133;

 OH"
Ykpk et Wkhpkyk. vk
apk 1.134
= ‘PkW—‘PkV-qk+‘Pkpkr,’f +Phy - (T vEk) (1.134)

Mediante el uso de las siguientes identidades cada uno de los términos de

la ecuaciéon 1.134 seran remplazados:
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0 dH¥ 0
op (WepHH ) = Wipk —— 4 HY — (¥¥pk) (1.135)

La derivada del segundo término de lado derecho de la igualdad puede ser

reemplazada por la ecuacion 1.28:
9] .
5 (W) = pk(vE — vint) . ywk _ . (pkpkyk) (1.136)

Por tanto:

d oH*
_ q_;k ka — [I_jk k
6t( pEHY) P "ot (1.137)

+ Hk[pk(vk _ Vint) . lek —-Vv- (qjkpkvk)]
Para el término de adveccion:
V- (WkpkH*VE) = HRY - (WkpkvK) + whpkyk . yHK (1.138)

Para el resto de términos se procede de manera similar:

0 apk opk
. lkak — q_yk Pk 1.139
ot ) ot T o ( )
V- (PkgK) = ¥k - gk + gk - vk (1.140)
V- (Wit vk) = why - (- vEk) + - vk vk (1.141)

Despejando de las ecuaciones 1.137-1.141 los términos correspondientes

a la ecuacion 1.134 y realizando operaciones se llega a:
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d
a q]kpka) 1V (kapkaVk)

d
—_ qjkpk —V- l_Ijk k +1_pk k k+v I_I_]k k. ok
ot ) (¥¥q") + weptry (¥het vt (1.142)
k

. 0¥
+ kapkfk . vk + Hkpk(vk _ vlnt) . Vq]k _ Pk 7 + qk

TPk — k. yk. ygk

Una vez introducido el indicador de fase, se procede a realizar el
procedimiento de promediado mediante el empleo de las reglas de Reynolds,

Leibniz y Gauss (ecuaciones 1.29-1.33):

L)~
(v- (w5 u")) = v wkot it (1.144)
(% (weph)) = %(wkpk) (1.145)
(v =5-fe
(wh'rk) = () {otrh) (1.147)

(v- (<" ve)) = v fwee - i) (1.148)
(Wepke - vk) = (W ){p e - v¥) (1.149)

k

. oW
H*p" (v — vint) . yyk _ pk — g vk gk v gk ) = 2 (1.150)
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Finalmente, la ecuacidn obtenida es la siguiente:

d
P <‘Pkpka> +V- <‘Pkpkavk>

- %(qjkpk) -V <q’k‘lk> + (W) ptrh) + v (1.151)

(w4 (Rt oK) + 2

La ecuacion 1.151 es la ecuacion promediada de la conservacion de la

entalpia total.

1.5.5 Ecuaciones de conservacion efectivas

Las ecuaciones de conservacion de masa, cantidad de movimiento lineal y
energia gobiernan el comportamiento de la fase continua, aunque, la manera
en que se pone de manifiesto la naturaleza de dicho comportamiento no esta

expresada explicitamente en el desarrollo contextual de las ecuaciones.

El flupo de un medio continuo puede presentar en general dos
comportamientos dependiendo de un grupo adimensional de términos
conocido como namero de Reynolds, que indica la importancia de los efectos

inerciales con respecto a los efectos viscosos del flujo (Wilkes, 2006):

_LUsp pUg _ Fuerzas inerciales
~ u puU?  Fuerzas viscosas (1.152)
D

La ecuacién 1.152 representa al nimero de Reynolds siendo Lo la longitud
caracteristica, Uo la velocidad caracteristica, p la densidad del fluido y p la
viscosidad dindmica o absoluta, conocidos como factores de escala (Bird et
al., 2002). Dependiendo del valor de este numero, los flujos pueden ser

clasificados en: i) Laminar, cuando el flujo es ordenado, a bajas velocidades
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y en capas paralelas que no presentan disrupcién alguna, con valores de
Re<2000, ii) Transicion, cuando el flujo alterna aparentemente de manera
aleatoria entre el estado laminar y turbulento, dado generalmente a
velocidades intermedias de flujo con 2000< Res< 4000 (Wilkes, 2006) v, iii)
Turbulento, cuyo flujo tiene caracteristicas irregulares, dependientes del
tiempo y de caracter tridimensional (Deen, 1998) con Re>4000 (Wilkes, 2006).
Los perfiles de flujo laminar y turbulento en una tuberia circular se pueden
apreciar en la Figura 8, en donde v y vmax deben tomarse como velocidades

medias, siendo R el radio méximo de la tuberia:

1,2

— | AMinar

1 = == Turbulento
- ~
>4 ~
-7 S
y A [\
[ A )

0,8

0,6 1
(]
|

V/Vmax

0,4 I \
I |
0,2 ! \
V \‘q
0
1,5 1,0 0,5 0,0 0,5 1,0 1,5

r/R

Figura 8 Perfil de flujo laminar y turbulento en una tuberia circular.
Adaptado de Bird et. al 2002.

A nivel industrial la mayoria de los flujos tienen caracter turbulento por lo
gue se hace necesario estudiar dicho fenbmeno. Una de las caracteristicas

fundamentales de los flujos turbulentos es su alta dependencia con el tiempo,
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gue se puede corroborar midiendo alguna cantidad fisica escalar o vectorial
>k de la k-ésima fase del medio continuo en una posicion fija, usando diversas
técnicas instrumentales. En este sentido las velocidades locales instantaneas
pueden ser medidas mediante un anemdmetro laser-Dopler, capaz de
detectar oscilaciones rapidas (McCabe, Smith, & Harriott, 2007). Graficando
los resultados obtenidos se podria llegar a algo similar a lo mostrado en la
Figura 9:

Figura 9 Fluctuacién de la propiedad Z¥ con el tiempo en algiin punto
fijo. Adaptado de Deen 1998.

De la Figura 9 se puede observar que en general cualquier propiedad X en

un instante particular de tiempo tiene un componente promedio ¥ y un

componente fluctuante %, por tanto:
sk =3k 4 'k (1.153)

Especial énfasis debe darse al uso de la barra sobre una determinada
cantidad fisica, lo que significa que la misma esta promediada con respecto al
tiempo. La ecuacién 1.153 se conoce con el nombre de descomposicion de

Reynolds.
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Con ayuda de la ecuaciéon 1.153 se pueden descomponer algunas de las

cantidades escalares y vectoriales estudiadas hasta el momento:

vk =vk vk S yk=0 (1.154)
pk=pk+p*k —p'k = (1.155)
Pk =pk 4 pk L pk=0 (1.156)
H*=Hk+H* S Hk=0 (1.157)
g*=qk+q¥ -qk= (1.158)

En las ecuaciones 1.154-1.158 debe notarse que el promedio temporal de
las fluctuaciones es igual a cero. Para efectos de obtener las ecuaciones
requeridas, se debe promediar en el tiempo las ecuaciones que ya fueron
promediadas por el método de volumen (o de ensamble). El promediado en
volumen fue realizado para construir un continuo para cada fase mientras que
le promediado en el tiempo se realizara para tomar en cuenta el alto nivel de
fluctuaciones generados por la turbulencia (Jakobsen, 2008). Para ello es
necesario averiguar cobmo funcionan ciertos operadores matematicos en los
procesos de promediado mudltiple y mas especificamente en aquellos en
donde el promediado en el tiempo va después del promediado en volumen,
aunque, algunos autores han citado que este Ultimo proceso es de caracter
conmutativo, es decir, se obtienen los mismos resultados si se promedia

primero en tiempo y luego en volumen (Delhaye & Achard, 1976, 1978).

A continuacion se realizard una deduccion no rigurosa de las ecuaciones de
conservacion con un proceso de promediado mdultiple. Para una deduccion

estricta revisese (Jakobsen, 2008). En primer lugar, cada cantidad fisica

estudiada puede representarse mediante el promedio ponderado de fase (k)
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y la masa media ponderada (Ek) (descomposicion de Favre) (Yeoh & Tu,
2009):

k
(k) = <L%(> (1.159)
Teky — (Pkfk) 1.160
(") 7] (1.160)

Notese que ambas ecuaciones muestran la naturaleza mudltiple del
promediado que se esta realizando. En este punto se introducira el concepto
de fraccion volumétrica local (o concentracion volumétrica o tiempo de
residencia relativo), que se define como la fraccion del tiempo en la cual la
fase continua o la fase dispersa ocupa un punto particular del espacio. Para
fluidos bifasicos se cumple que (Yeoh & Tu, 2009):

vk -
of = = (w*) Z ak =1 (1.161)
k=1
En donde V¥ es el volumen fraccional de la k-ésima fase en una region
pequefia de caracter arbitrario y V es el volumen total de la regién en cuestion
gue abarca tanto al flujo continuo como el disperso. Se puede observar de la

ecuacion 1.161 que la fraccion volumétrica local es igual al promediado en

volumen del indicador de fase.

También seran necesarias para las posteriores deducciones las
adaptaciones de las reglas de Reynolds, Leibniz y Gauss a los procesos de
promediado multiple (Deen, 1998; Jakobsen, 2008):

f+9)={F+(g (1.162)
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«frag)=(f){g (1.163)
{c) = (c) (1.164)
R0
<§> = EU ) (1.165)
(V- =V-(f) (1.166)
(Vf) = V(f) (1.167)

Con estas herramientas, se comenzara con el promediado en el tiempo de
la ecuacion de conservacion de la masa promediada en volumen (ecuacién
1.37):

d 0 ———
— (Wkpky — —__(Wk ok 1.168
5 (WEpk) = oo (Wepk) (1.168)
V- (Wkpkyk) = v - (Wkpkyk) (1.169)
(pk(vE — yint) . ypky = Ak = A’k (1.170)

A continuacién se aplicard la descomposicion de Favre que involucra el
promedio ponderado de fase, conjuntamente con la descomposicién de

Reynolds para cada cantidad escalar o vectorial:

d—— O O
—(Prpk) = — [(PF) (pk + p*)| = = [ ((pF) + (p'))]
ot il |=% w171)

0 — ——
=a(ak (Pk))
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V- RV = V- [0 (p*(vF + )] = V- [o {pF (v + v )|

- (1.172)
=V- [J (<pkvk) + (pkvlk))] —V- (ak (pkvk))
(pk(vK — yint) . y@ky = Ak = Ak (1.173)

Incorporando estos resultados en una sola ecuacion y eliminando las barras

y paréntesis que denotan los diferentes promediados, se llega a:
0k k k kyk 1k
a(ap)+V-(apv)=A (1.174)

En la ecuacion 1.174 se han incorporado los efectos de la turbulencia y la
fraccion volumétrica local, Io que pone de manifiesto la naturaleza bifasica del

flujo.

A continuacion, es el turno de promediar en el tiempo a la ecuacion de
conservacion de la cantidad de movimiento lineal promediada en volumen

(ecuacion 1.77). Para ello:

%(‘Pkpkvk) = %W (1.175)

V- (WkpkvE® vE) = V - (Wkpkvkg vK) (1.176)
V(Wkpk) = y(pkpk) (1.177)

V- (Pktk) = V- (Pkek) (1.178)

(Whpktk) = (Wk)(pkfk) (1.179)
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(kak(Vk _ th) - VWk + pkywk — Tk - V‘Pk)
= (pkvE(vk — yint) . YWk) 4 (PENVWK) — (1K - VPK) (1.180)
= Nk = N’k

Con estos resultados, aplicando la descomposicion de Favre que involucra
el promedio ponderado de fase conjuntamente con la descomposicion de

Reynolds para cada cantidad escalar o vectorial se obtiene:

g B B
o7 (PRpRvE) = — [(¥F) {pviy] = — | (p¥ (vE +v')) (1.18

J — o —
— a [O(k ((pkvk) + <pkvlk))] — a(o(k (pkvk)) 1)

V- (Wkpkvk® vk) = V- [(WK) (pkvk® vE)| = V- [J (p*(vk + vF)® (VK + v’k))J

= v [ (e + [pviev™) + (v evh) + (v evH))|  (q1g
= v [ (GFvF@v) + [otv e ™)) i

=V (oaF (pFvk@vK)) + V-<FW>

Especial atencién merece la aparicion de un nuevo término, producto de las
fluctuaciones de la velocidad y de naturaleza convectiva conocido como el
tensor de Reynolds o tensor de esfuerzos turbulentos, que representa el
aporte de la turbulencia a la ecuacién de conservacion de la cantidad de

movimiento lineal. Continuando con las operaciones:

V(WkPK) = V((WFK) (PK)) = V (o (Pk + P'k)) = V[ak((PF)
= >:) (a_(_+ ) = o - (1.183)
(P"))] = v(ak (P¥))
V- (WhtR) = V- ((9F) (1)) = V- (o (% + 7)) = V- [oF () +

T©9)] = v - (o« (75))

(1.184)
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(Wkpkfk) = (Wk)(pkfk) = ak (pkfk) (1.185)

Incorporando estos resultados en una sola ecuacion y eliminando las barras

y paréntesis que denotan los diferentes promediados, se llega a:

%(akpkvk) +V- (akpkvk® vk)
= —V(a*P¥) + V- (ak1¥) — V- (akpkv'E® v'K) (1.186)

+ ok pkk 4 K

En la ecuacion 1.186 se han incorporado lo efectos de la turbulencia,
presentes tacitamente mediante el tensor de Reynolds, poniéndose de
manifiesto nuevamente la naturaleza bifasica del flujo mediante la fraccién

volumétrica local.

La siguiente ecuacion a ser promediada en el tiempo esta vinculada con el
principio de conservacion de la energia promediado en volumen. Aplicando

las reglas modificadas de Reynolds, Leibniz y Gauss:

d d
E{qﬂ‘p" Hk> — a<qjkp" Hk> (1.187)
V- <‘Pkpkavk> =V- <‘Pkpkavk> (1.188)
i(lpkpk) = i(tpkpk) (1.189)

ot ot
V- <lp"qk> =V- <tp"qk> (1.190)

<‘Pkpkr;‘l> = (lPk) (pkrﬁ‘l) (1.191)
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V- <‘Pktk . vk> =V- <‘Pk‘tk : vk> (1.192)

(WhpkeE - vk) = (wk) (pkE" - vk) (1.193)

k . aw* _
H*p (Vi — vint) . vk — Pk? + gk - TPk — gk vk ppk) = 3k

(1.194)

=17’k

Con estos resultados, aplicando la descomposicion de Favre que involucra
el promedio ponderado de fase conjuntamente con la descomposicion de

Reynolds para cada cantidad escalar o vectorial se obtiene:

O QR = Ry (R = 0 (o (HE + H%)
(1.195)

0 — 0 ——
— Tk ({ kpk Ky — — kK {AkKHK
—6ta ((pH)+(pH >)_8ta (pkHk)

V- (WkpkHkyk) = ¥ - (Wk) (pkHkVK) = V - ak (pk(HK + H'F) (VK + v/5))

<

ok ((pFHVE) + (p*Hev'™) + (pRH'RVE) + (pFHeVE))  (1.196)

=V-ak ((p*H*VE) + (pkH'*y'K))

=V-ak (pkaVk) +V-ak <pkHrerk>

Nuevamente debido a la descomposicién del flujo aparece un término en la
ecuacion 1.196, que incluye la influencia de las fluctuaciones de la entalpia
total y la velocidad, conocido como flux de energia turbulenta de Reynolds.
Este término pone de manifiesto al fendmeno turbulento en el flujo bifasico.

Continuando con el procedimiento:
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] ] 0 — =" 08— —
op (PHPR) = o (W) (PK) = —a* (Pk + pk) = aak((Pk) + (P'F))

5 (1.197)
= aak (P¥)
V- (PkgK) = V- (PK) (gK) = V- ok ((g¥ K)) = V- ok ({aX) + (q'K)
(Weq*) ( )_(qL a ((q +q )) ak ((q*) + (q'%)) (1198)
= V- ak(q¥)
(ko rk) = () oirk) = a® (pir) (1.199)

V- Wk v = v () (T -vi)

=V- [m (('t_k+ k) - (W + v’k))l

= [ (@I V@I V) @200
= v [aF (@R + ()

V[ VR | 4V [@F v |

(R k) = () (o) = aF (piek - (v o+ v)
(1.201)

= ak (<pkfk V) 4 (pkfE. V’k)) = ak(phf* . vk)

Combinando todos los resultados anteriores y eliminando los simbolos de

los diferentes promediados efectuados, se llega a:

d
a_t(akpka) +V- ((kakaVk)

0
— a (akpk) —-V- (aqu) —Vv- (akpkH’kV’k) (1202)
+ akpkrk + v - (aktk - vK) + V- (kK - v'k)

+ (akpkfk-vk) + 2k
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Las ecuaciones 1.174, 1.186 y 1.202 son las versiones promediadas en
volumen y en el tiempo de las ecuaciones de conservacion originales
deducidas al principio de este capitulo, denominadas en conjunto como

ecuaciones efectivas de conservacion.

1.5.6 Transporte de masa, cantidad de movimiento lineal y energia en
la interfase

A lo largo del proceso de deduccion de las ecuaciones de conservacion
efectivas, aparecieron términos de intercambio de masa, cantidad de
movimiento y energia entre las fases continua y dispersa. En dinamica de
fluidos computacional, dichos términos pueden normalmente ser linealizados

para su tratamiento numérico de acuerdo a (Yeoh & Tu, 2009):

2
j=1
2
X = ) (riev! — v V%) + Pl Vark + B (1.204)
j=1
2
9k — z(mijj — 1y HY) + OF, (1.205)
j=1

En las ecuaciones anteriores, i, y 1 representan el transporte de masa

desde la j-ésima fase hacia la k-ésima fase, y desde la k-ésima fase hacia la
j-ésima fase respectivamente. El término FoK representa la densidad de fuerza

en la interfase, y normalmente puede dividirse en:

FX = FY, + F)p (1.206)
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En donde Fap* representa la fuerza de arrastre y Fop* cualquier otra fuerza
en la interfase distinta a la de arrastre. La fuerza de arrastre y el flujo de calor

interfacial también pueden ser linealizados (Yeoh & Tu, 2009):

2
Fip = Z B (V1 — vK) (1.207)
j=1
2
Qk, = Z hi(TV = TF) (1.208)
j=1

En donde Bk y hjk son los términos de arrastre y de trasferencia de calor en

la interfase.

1.6 Consideraciones y simplificaciones

En este apartado se propondran algunas simplificaciones que ayudaran a

resolver las ecuaciones efectivas de conservacion.

1.6.1 Flujos a bajas velocidades o a bajos numeros de Match

Algunos flujos multifasicos en la practica pueden considerarse como flujos
a baja velocidad o a bajos niumeros de Match. Este tipo de flujos pueden
considerarse como débilmente compresibles, debido a que las variaciones de
densidad del fluido se deben principalmente a cambios en la temperatura y no
a cambios en la presion. Por tanto, en la ecuacion efectiva de conservacion
de la energia, los términos dP¥/at, y los que representan a los esfuerzos que
deforman la regidén espacial Q y a la interfase I' pueden ser ignorados.
Adicionalmente, si consideramos que la velocidad de deslizamiento entre las

fases (definida como la diferencia de velocidades entre la fase continua y la
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fase discreta) es pequefia y no existe expansion o contraccion en la fase
dispersa, todas las fases compartiran la misma presion y por tanto P*=P (Yeoh
& Tu, 2009). Con estas consideraciones y el uso de las ecuaciones 1.203-
1.208, se obtiene:

2

d

5 (o pk) + V- (akpkvk) = Z(mjk — 1) (1.209)
=

0
a (akpkvk) +V- (akpkvk® vk)

= —akVP* + V- (aktX) — V- (oktK) + ok pkgk
2 (1.210)

+ Z(mjkvi — 1i V%) + (Pl — PX) Vak + Ffp
j=1

+F&p

0
a(akpka) +V- (akpkaVk)

= -V (a*q¥) - V- (a*q™*) + a*pkry (1.211)

2
+ Z(mjkﬂf — 1y HY) + Qffye

j=1

En las ecuaciones precedentes, se reemplazo el tensor y el flux de Reynolds
de la siguiente manera:

K = pkv'kg v’k (1.212)
q’K = pkH'*v'E (1.213)

Debe ponerse especial atencién en las ecuaciones 1.212 y 1.213, debido a
que estos términos provienen de los promediados sucesivos realizados

anteriormente, aunque las barras y paréntesis no consten. En lo que respecta
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a la ecuacién 1.210, se toma al campo gravitacional como las Unicas fuerzas
que actuan sobre el cuerpo. El cambio mas notorio se presenta en la ecuaciéon
1.211 en donde la mayoria de los términos relacionados con la potencia
desarrollada por los esfuerzos que actian sobre la region espacial han

desaparecido.
1.6.2 Ecuaciones constitutivas para fluidos Newtonianos

Una ecuacion constitutiva involucra las propiedades intrinsecas de un medio
continuo (Reddy, 2013), y permite relacionar dichas propiedades con las

ecuaciones de conservacion.

Los esfuerzos viscosos son un reflejo de la friccidn existente dentro de un
fluido. La idea de que los esfuerzos viscosos en un fluido podrian ser
simplemente proporcionales a la tasa de deformacion fue propuesta por
Newton (Deen, 1998), y a tal fluido se lo denominé Newtoniano. Por tanto,
para un fluido Newtoniano el tensor de esfuerzos viscosos puede ser

calculado a través de la siguiente ecuacidn constitutiva:
k k[azx _ 1 k k[ Kk
™ =24k (= —§(V-v )8| -39 §(v-v )8 (1.214)

En la ecuaciéon 1.214 pk representa la viscosidad dinamica o absoluta del
fluido y 9¥ la viscosidad dilatacional. El origen del tensor =¥ se esclarece si se
recuerda que el gradiente de velocidad, al ser un tensor, puede

descomponerse en su parte simétrica y en su parte antisimétrica. Por tanto:
vvk = gk |k (1.215)

Cada una de estas partes pude expresarse en funcion del mismo gradiente

de velocidad:
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1
gk =~ [vvk + (ka)T] (1.216)

1= [ove — (v (1.217)

En donde =X se conoce como tensor velocidad de deformacion y I¥ como
tensor de spin (Olivella & de Saracibar Bosch, 2002). Combinando la ecuacién
1.216 y 1.214 se obtiene:

™ =k ok 4 (V)] - E uk + 19"] (V-vk)8 (1.218)

Los efectos de la viscosidad dilatacional en la dinamica de fluidos son
dificiles de detectar. Se ha demostrado que 9¥=0 para gases monoatémicos
ideales, y que para el resto de fluidos 9%<u* (Deen, 1998). Por estos motivos

en este trabajo se considerara que 9%=0. Con esta consideracion:
Kk k [wyk T _2 k Kk
™=y [Vv +(Vv)]—§y (v-vk)8 (1.219)

Incorporando este resultado a la ecuacion efectiva de conservacion de la

cantidad de movimiento lineal:

0
3¢ (@ V) + 7+ (a*phvi@ v¥)

= —akvPk + v

T 2 *
o i (o (9T) =3PV (@) (g g
2
+ okpkgk + Z(mjk"j — 1y v¥) + (Pl — P¥) Va*
=1

+Fi + FS)
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Otras ecuaciones constitutivas permiten determinar la temperatura T¥y la

densidad pk medio continuo:

H* = H*(T*, P¥) (1.221)

p¥ = p*(T*, P¥) (1.222)

La ecuacion 1.221 permite calcular la temperatura T a partir del
conocimiento de la entalpia total H*en un punto determinado, mientras que la
ecuacion 1.222 permite establecer la densidad del medio a través de una
ecuacion de estado, misma que describe el estado de agregacion del medio
continuo mediante una relacion matematica que en este caso involucra tanto

temperatura como presion de la fase.

1.7 Modelos de turbulencia

En el apartado 1.5.5. se introdujeron algunos conceptos de turbulencia,
guedando sentadas las bases para el presente analisis. La turbulencia puede
originarse por el contacto del fluido con limites sélidos o por el contacto entre

dos capas del fluido que se mueven a velocidades diferentes.

El flujo turbulento consiste en un conjunto de remolinos de tamafnos distintos
que se disgregan en otros cada vez mas pequefios (entre 10 a 100um),
desapareciendo aquellos cuya extension es menor a la citada por accién de
las fuerzas viscosas. En un tiempo y volumen dados, existe una gama amplia
de remolinos de varios tamafios. Se considera que el flujo turbulento no es un
fendmeno microscopico debido a que inclusive el remolino mas pequefio
contiene 10*? moléculas, considerandose como macroscopico (McCabe et al.,
2007) .
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La turbulencia puede considerarse como un fendmeno de transferencia de
energia cinética en el cual los remolinos formados a partir del flujo global del
fluido transfieren su energia rotacional a lo largo de una serie continua de
remolinos mas pequefos. En esta transferencia se considera que la energia
cinética no se disipa y pasa cuantitativamente a los remolinos pequefios,
hasta que finalmente estos se destruyen por la accion de los esfuerzos
viscosos y entonces la energia cinética se disipa en forma de calor (McCabe

et al., 2007), como se observa en la Figura 10 (Andersson et al., 2011):

Energia cinética del flujo principal .
Produccién de energia

| cinética turbulenta por

Energia cinética de torbellinos
a gran escala

o

f % f Flujo de energia a través

% / ] =
de torbeliinos a pequefia escala

\/ \/

[T

medio de inestabilidades
en el flujo

Disipacién de energia
| cinética turbulenta por
medio de esfuerzos

viscosos

@ @ @ @ @ @ @ @ @ @ @ @ @) Disipacion de energia por viscosidad __|

Figura 10 Transporte de energia cinética a través de los torbellinos.
Fuente: Andersson et. al 2011.

Adicional a la energia, los remolinos turbulentos tienden a trasferir cantidad
de movimiento lineal y materia desde las regiones de mas alta concentracién
hacia aquellas de mas baja concentracion de la cantidad en estudio (Deen,
1998). La escala mas pequefia a la cual sucede esta disipacién se conoce
como escala de Kolmogorov (Yeoh & Tu, 2009).

1.7.1 Modelo de difusividad de remolino

Hasta el momento se han desarrollado las ecuaciones de conservacion
efectivas, promediadas en volumen y en tiempo. Estas ecuaciones que

representan la conservacion de la masa, de la cantidad de movimiento lineal
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y la energia permiten calcular respectivamente la fraccion volumétrica local a¥;
las componentes de la velocidad vi*, v2¥ y v3¥; y la entalpia total H*. La
temperatura T¥ y densidad del fluido p¥ pueden determinarse a partir de las
ecuaciones constitutivas 1.221y 1.222. Sin embargo, durante los procesos de
promediado surgieron dos términos adicionales: el tensor de esfuerzos
turbulentos y el flux de energia turbulenta de Reynolds. Estos términos
introducen incégnitas adicionales que superan el niumero de ecuaciones

disponibles para su resolucién. Este es el llamado Problema de Cierre.

La manera mas simple de resolver este problema es postular una serie de
“Ecuaciones Constitutivas” que relacionen los fluxes turbulentos t* y q*k con
variables propias del fenbmeno (Deen, 1998). Estas variables no se
consideran propiedades del fluido, aunque dependen de su velocidad y de la
geometria del sistema en consideracion. Por tanto, los fluxes turbulentos se
consideran funciones fuertes de la posicién (Deen, 1998) (McCabe et al.,
2007). Las teorias de la viscosidad y difusividad del remolino permitiran

establecer el nexo para resolver el problema de cierre.

La teoria de viscosidad (difusividad de cantidad de movimiento lineal) de
remolino fue introducido por Boussinesq en 1868, y sugiere que es posible
relacionar el tensor de esfuerzos turbulentos de Reynolds con las tasas

medias de deformacion (promediadas en el tiempo) (Yeoh & Tu, 2009):
sk — ok [gok T _2 & K 2 ek
-1 =,uT[Vv +(Vv ) ]—g,uT(V-V )8—§p k"8 (1.223)

En donde kX es la energia cinética turbulenta de la k-ésima fase y ut< es la
viscosidad o difusividad de cantidad de movimiento lineal de remolino de la k-
ésima fase, la cual es una propiedad del flujo y no del fluido. En la ecuacién
1.223 el signo negativo se emplea para su reemplazo directo posterior en la

ecuacion efectiva de conservacion de la cantidad de movimiento lineal.
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Por otra parte, la teoria de la difusividad de remolino también establece que
el flux de energia turbulenta de Reynolds es proporcional al gradiente de la
cantidad transportada, que en el caso de la ecuacion efectiva de conservacion

de la energia, es la entalpia total (Yeoh & Tu, 2009):
q** = ofVH¥ (1.224)

El término or* es la difusividad de transporte de calor de remolino para la
entalpia total de la k-ésima fase. El origen convectivo de los fluxes turbulentos,
creados por el mismo movimiento de remolino, permite establecer que para
un determinado flujo las difusividades uty or* deberian ser similares (Deen,
1998). Se puede relacionar ambas difusividades turbulentas mediante el
namero de Prandtl:

Prk = u (1.225)

0%

Debe notarse que este numero relaciona la difusividad de cantidad de

movimiento lineal con respecto a la difusividad térmica

La viscosidad de remolino puede ser determinada a partir de los conceptos

de velocidad caracteristica Ut y longitud caracteristica Lt (Yeoh & Tu, 2009):
k _ k
UT = Cﬂp UTLT (1226)

En donde C, es una constante. La longitud caracteristica puede ser definida

a través de:

L= (k)2 (1.227)
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En la ecuaciéon 1.227 ¢ es la tasa de disipacion de la energia cinética

turbulenta. La velocidad caracteristica viene definida por:

Ur = k¥ (1.228)

Combinando las ecuaciones 1.226-1.228, combinando las constantes
obtenidas, se llega a la siguiente expresion que define a la viscosidad de
remolino (Yeoh & Tu, 2009):

(k*)?
k _ k
Ur = Cﬂp Ek (1229)

A partir de las ecuaciones 1.223 y 1.229 se puede analizar que para calcular
el tensor de esfuerzos turbulentos de Reynolds es necesario determinar la
energia cinética turbulenta y su tasa de disipacion. Para estos dos
parametros, se pueden plantear ecuaciones de transporte. Introduciendo

estos conceptos en las ecuaciones efectivas de conservacion, se obtiene:

2
0
= (w9 ) + - (pv9) = Y (g ~ i)
j=1

(1.230)
0 ik k K kg k int
a(a p )+V-(a prv )=Smk
d
= (akp*vK) + V- (akp*vE® vK) = —akVPk +
2 2
V- ok | (¥ ) (99 + (99)) = 5 (¥ + ) (7 9908 — S picks | -
(1.231)

2
V- (aktK) + akpkgk + Z(mjkvj — 1i,;vX) + (PK, — P¥) Vak + Fgp
=1

+ F&p



73

d
= (akp*vk) + V- (akp*vE® vK) = —akVPk +

v fa (e + ) (99 + (T9)") = 2 (1 + 16)(7 - v¥)5 — 2 K8} -

. k ~xk k ~k gk int
V- (aktK) + ok pkg + S5

%(akpka) +V- (a"p"H"vk)

k
=-V-(akq¥)-V- (ak%VH"> + akpkrk
T

2
+ ) (ige) =t H) + 0l

e (1.232)

d
a ((kaka) +V- (akpkavk)

=-V-(akq*) -V <ak%VHk> + akpkrf + Sg}f

En las ecuaciones anteriores, Smk™, Su™y Sk representan las fuentes de
intercambio de masa, cantidad de movimiento lineal y entalpia total a través
de la interfase, mismos que han reemplazado algunos términos de las
ecuaciones efectivas de conservacion. El conjunto de ecuaciones 1.230-1.232
se conoce como el sistema RANS (Reynols Averaged Navier Stokes
Equations) para la fase continua de un fluido bifasico disperso. Para completar
el problema de cierre, se puede escoger un modelo de turbulencia para

calcular la energia cinética y su tasa de disipacion.

1.7.2 Modelo k-w de transporte de esfuerzo cortante (SST)

Este modelo matematico k-w SST combina la formulacién robusta y exacta

del modelo k-w en las regiones cercanas a las superficies soélidas con la
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independencia del modelo k-e en el seno del fluido. Para ello, se debe
transformar al modelo k-e en una formulacion compatible con el modelo k-w
(Menter, 1994). EIl modelo k-w de transporte de esfuerzo cortante permite
calcular kk y €%, siendo este Ultimo parametro determinado indirectamente a

través de la frecuencia turbulenta:
wk = — (1.233)

Se considera un modelo de dos ecuaciones y describe de mejor manera el
comportamiento turbulento de un flujo bifasico disperso limitado por
superficies solidas, mejorando las propiedades de los modelos individuales
que le dan origen. Resuelve el flujo de la subcapa viscosa adyacente a las
superficies solidas asi como el flujo en el seno del fluido que se encuentra
lejos de estas (Yeoh & Tu, 2009). Entre sus desventajas se encuentra el hecho

de que necesita un mallado fino cerca de las superficies sélidas.

La deduccién de las ecuaciones de transporte para los parametros descritos
al inicio de esta seccion asi como las suposiciones en las que se basa estan
fuera del alcance del presente trabajo, pero se recomienda remitirse a
bibliografia técnica recomendada (Tennekes & Lumley, 1972) (Yeoh & Tu,

2009). A continuacion se presentan dichas ecuaciones:

d
a(o‘kpkkk) +V- (a,kpkvkkk)

k
— _{ak [(uk _I_“_T) ka]} + ak(pk + Gk _pkﬁlkkwk) (1.234)
Ok3
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0
a(o(kpkwk) + V- (akpkvkek)

- v fa e+ “_1) o)

VkkVwk

(1.235)
+ 2akpk(1 - F))

Oy w¥

k
+ akay 7 (0K + G| 6 ) — s (k) + S

En las ecuaciones anteriores los términos S}Z,ﬁt y Sé}’%f representan fuentes o
sumideros gue toman en cuenta la produccion o disipacién de la turbulencia
debido a la interaccion entre la fase continua y la fase dispersa. Las burbujas
y pequefias particulas tienden a disminuir la turbulencia del flujo (Yeoh & Tu,

2009). La produccion de esfuerzo cortante pk se define como:
2
pk = #’T{VVk . [Vvk + (VVk)T] _ §V . Vk(,uITC-V vK — kak) (1.236)

La produccion debido a la gravedad Gk, valida para flujos débilmente

compresibles, se determina a partir de:

pk

pko

Gk =— g Vp* (1.237)

En la ecuacion 1.235 se impone la condicion por la cual GX siempre debe
ser positivo (signo de valor absoluto), es decir, max(GX,0). Como se observa
en las ecuaciones preliminares, el modelo estd constituido por algunas

funciones y constantes adicionales.

La primera funcién es F1 que cumple con el papel de ser el nexo entre los
modelos k-w y k-e. Esta funcion es multiplicada en ambos modelos
matematicos, y el resultado de estas multiplicaciones es sumado

correspondientemente para originar el modelo de transporte de esfuerzo
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cortante. Esta funcién esta disefiada para tomar un valor de uno en la
vecindad de superficies sélidas (lo que activa el modelo k-w) y cero en el seno

del flujo (o que activa el modelo k-¢ transformado):

F; = tanh(x?) (1.238)

En donde y1* esta definido como:

Vkk 500uk 4pkick
= mi 1.239
A1 =min lmax <O.O9w"dn'p"a)kd,21>'D(%awzd%l ( )
La variable D.2 se evalUa de la siguiente manera:
2 _—_ k k k -10
D¢, = max [Zp ook Vk"Vw", 10 ] (1.240)

En cuanto a la difusividad de remolino, esta viene determinada a través de:

p*ask

uk = (1.241)

max|aswk, S*F, |

En donde Sk esta relacionado con el tensor velocidad de deformacion

(definido por la ecuacién 1.216):
sk — /2%k. 5k (1.242)

La funcion F2 viene dada por:
F, = tanh(x%) (1.243)

En donde y2? esta definido como:
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2VkkE  500uk
0.09wkd,,’ pkwkd?

X2 = max (1.244)

En las ecuaciones 1.239 y 1.244 |la constante dn representa la distancia mas
cercana a una superficie o pared fija. Otras funciones son definidas a partir de
F1 (Yeoh & Tu, 2009):

Ox3 = F1011 + (1 — Fy) 0oy, (1.245)
Op3 = F10,1 + (1 — F1)0y, (1.246)
as; = Fa; + (1 —F)a, (1.247)
Bz = Fifpy + (1 — F)p, (1.248)

Finalmente, el grupo de constantes de las ecuaciones 1.234-1.248 toman
valores fijos, que han sido de deducidos a través del ajuste de datos de un
gran numero de experimentos de flujo turbulento, descritos en la Tabla 6
(Menter, 1994).

Tabla 6

Constantes del modelo k-w
ox1 1.176 ok 1.0
Owl 2.0 Ow?2 1.168
a1 5.0/9.0 a2 0.44
B10.075 B20.0828
a3 0.31 Cs~ opk~1
B 0.09 C. 0.09

Fuente: (Menter, 1994)
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En sintesis, las ecuaciones 1.230-1.232, 1.234 y 1.235 resuelven la
conservacion de masa, cantidad de movimiento lineal y energia tomando en
cuenta los efectos de la turbulencia para la fase continua del fluido bifasico

disperso.

1.8 Ecuaciones de conservacién para la fase dispersa

Una vez realizado el andlisis de la fase continua, es necesario plantear las
ecuaciones que gobiernan el comportamiento de la fase discreta. Como se
menciond anteriormente, esta fase puede estar compuesta de burbujas de gas
(o vapor) o particulas solidas, siendo el primer caso de interés en esta

investigacion.

Se sefiald anteriormente que el modelo matematico para describir el fluido
bifasico disperso, aplicado en este estudio, analiza la fase continua desde el
punto de vista Euleriano y la fase dispersa desde el punto de vista
Lagrangiano. Esto implica que la trayectoria de cada particula debera ser
rastreada, tomando en cuenta el efecto de la turbulencia que se desarrolla en

la fase continua.

Figura 11 Particula que forma parte de la fase dispersa. Fuente: El
Autor.
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En primera instancia, se describira el balance de fuerzas sobre una particula
de la fase dispersa (ver figura 11) y posteriormente se analizara una
metodologia para calcular la trayectoria que un numero establecido de
particulas describen en la fase continua turbulenta. Por motivos de simplicidad
del modelo, se asumird que la particula considerada para el andlisis tiene

forma esférica.
1.8.1 Balance de fuerzas sobre una particula

Aplicando la segunda Ley de Newton, desde el punto de vista Lagrangiano,
se obtiene la expresiéon para la conservacion de la cantidad de movimiento
lineal de una particula (Jakobsen, 2008):

DpP
g — FP (1.249)
Dt

En donde PP representa la cantidad de movimiento lineal de la particula y
FP la fuerza neta que actia sobre la misma. Notese que la derivada temporal
ha cambiado, debido a que ahora el sentido Lagrangiano de la ecuacion 1.249
demanda seguir el movimiento de la particula y no del fluido. Por tanto, la
derivada sustancial D/Dt no se emplea debido a que esta rastrea el
movimiento de un elemento de fluido. Recordando que el vector de cantidad
de movimiento lineal puede expresarse como el producto de la masa de la
particula por su velocidad instantanea vP, la ecuacion 1.249 se transforma en:

DvP
—_ P Y
pPVP -7 = FY +F) (1.250)

Debe notarse que la masa de la particula, al ser constante, sale del operador
derivada temporal y se representa por el producto de la densidad de la

particula pP y el volumen de la misma VP. La fuerza neta que Figura en la
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ecuacion 1.250 representa la contribucion de todas la fuerzas que en general
tienen dos procedencias: superficiales FsP y volumétricas FvP (Kleinstreuer,
2003). Aungue la mayoria de fuerzas han sido deducidas para bajos nimeros
de Reynolds, mediante la introduccion de constantes deducidas de la
experimentacion, es posible extrapolar los resultados a flujos con elevados

nameros de Reynolds (Sommerfeld, 2000).
A. Fuerzade presiony empuje

Esta fuerza se origina en el fluido que rodea a la particula, cuando este no
se ve perturbado por la presencia de la misma. La fuerza superficial que actta
sobre la particula tf, debida a su interaccion con el fluido, puede representarse

en toda su superficie sp mediante:

F) = jﬁ tlds, = f o' - nds, (1.251)
r r

En donde aparece el tensor de esfuerzos de Cauchy a'. Aplicando el
teorema de la divergencia y la ecuacion 1.61 que define al tensor de Cauchy

en funcion de su parte hidrostética y desviadora, se obtiene:

F},’zjv-cfdvpzjv-(—Pfs+rf)de

“ “ (1.252)

=—fvpfdv,,+jv-rfdvp
Q Q

Asumiendo que tanto el gradiente de presién como el tensor de esfuerzos
Visc0so0s son constantes en todo el volumen de la particula, se puede integrar

la ecuacion 1.252;
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T

F) =VP(-VPP +V-1P) = c

d3(—VPP + V- 1P) (1.253)
En la ecuacion 1.253 dp representa el diametro de la particula. Esta misma

ecuacion puede plasmarse de la siguiente forma:
FY = VP(—VPP + V- 1P) (1.254)

Siendo p' la densidad y v la velocidad instantanea del fluido que rodea a la
particula. La fuerza descrita por la ecuacion 1.254 no contribuye
significativamente a la fuerza neta en el caso de fluidos bifasicos dispersos en
los cuales la fase dispersa sea un gas o un vapor (relacion entre densidades
de la fase dispersa con respecto a la fase continua del orden de 103). En el
caso del flujo de particulas solidas en un medio liquido 0 gaseoso, esta fuerza

toma importancia (Crowe et al., 2011).
B. Fuerzade arrastre

Es la fuerza que se ejerce el fluido sobre la particula en la direccién del flujo

(Yunus & Cimbala, 2006). Esta fuerza de arrastre se obtiene a partir de:
B} =3V Co(v = V)V — v = S i Co(vf — vV — vl (a.259)

El coeficiente de arrastre Cp es funcion del numero de Reynolds relativo,

definido como:

_pldp|v' =P

(1.256)
ur

ReP
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En la ecuacion 1.256 u' representa la viscosidad absoluta o dinamica del
fluido que rodea la particula. Para valores de ReP<2.6x10°%, se ha determinado
que la siguiente correlacion permite predecir el valor de Cp (Krueger, Wirtz, &
Scherer, 2015):

24 C ReP
= ——[1 4+ A(ReP)B S 1.257
Cp =751+ ARED)® ]+ o ——— (1.257)

Los valores de las constantes A, B, C y D pueden obtenerse de:

A = exp(2.3288 — 6.4581x + 2.4486%2) (1.258)

B = 0.0964 + 0.5565x (1.259)

C = exp(4.905 — 13.8944x + 18.4222%2 — 10.2599x3) (1.260)
D = exp(1.4681 + 12.2584x — 20.7322x2 + 15.885533) (1.261)

En las ecuaciones 1.258-1.261, » se conoce como el factor de forma y se

define como:

(1.262)

v

En esta ecuacion s es el area de una esfera equivalente en volumen al de
la particula (esta puede adoptar cualquier forma), y S es el area superficial

real de la particula. Para una particula esférica »=1.
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C. Fuerzade Basset

Esta fuerza toma en cuenta los efectos viscosos. Hace referencia al retraso
en el desarrollo de la capa limite en un medio fluido conforme la velocidad
relativa (v’ - vP) cambia con el tiempo (Clift, Grace, & Weber, 2005; Crowe et

al., 2011). La fuerza de Basset se calcula a través de (Sommerfeld, 2000):

Ve |pfuf v —vl’) (vf—vP)
Fp = 9Cs — /p l]dt s+ T" (1.263)

El término a la derecha de la integral contempla la velocidad relativa inicial

en un tiempo to=0. La constante Cg puede ser calculada mediante:

0.52
CB =0.48 + m (1.264)

El término Ac se conoce como el numero de aceleracion, y viene descrito

por:

v —vel”

Ac = (1.265)

d
dp ||z IVF — vl

La fuerza de Basset es de dificil implementacion y usualmente suele ser

eliminada por razones practicas (Johnson, 1998).

D. Fuerza de sustentacion de Saffman

Se origina por la distribucion de presion originada sobre una particula

sumergida en un fluido que experimenta un gradiente de velocidad. Como se
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observa en la Figura 12, la particula esta sumergida en un flujo cortante. En
la parte superior las altas velocidades dan lugar a bajas presiones,
cumpliéndose lo contrario en la parte inferior (Crowe et al., 2011), creandose

una distribucion de presion a lo largo de la particula que origina la rotacion.

Figura 12 Particula en presencia de un gradiente de velocidad. Fuente:
Crowe et. al 2011.

Esta fuerza esta definida como (Li & Ahmadi, 1992):

f _ yp\=f
FY = K, VP\pfuf ( vz

1.266

4@z (1.266)
En esta ecuacion = es el tensor velocidad de deformacion y la constante
KL=5.188. La inclusion de esta fuerza solo se recomienda en el caso de
particulas de tamafio submicrométrico (Ansys, 2011). Otra version de esta

misma fuerza, establece que (Crowe et al., 2011):

F? —1615Csd2<” ”> w0 x (vF = vP)] (1.267)
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En esta ecuacion wr representa la velocidad angular del fluido que rodea a

la particula:
ws =V x vl (1.268)

Cs es un coeficiente que puede ser calculado a través de (Sommerfeld,
2000):

41126
s = (Res)05 Cs

(1.269)
En donde Re® es el numero de Reynolds de flujo cortante (Sommerfeld,
2000):

 p/ &l

S
Re #f

(1.270)

El coeficiente CLs depende directamente de ReP y una constante I1. Para

valores de ReP<40 (Crowe et al., 2011):

ReP
C,=01- O.3314H°'5)exp (—1—O> + 0.331411°%° (2.271)
Para valores de ReP>40:
C, = 0.0524(TTReP)%> (1.272)

La constante I1 se calcula a partir de (Sommerfeld, 2000):

_ ReS
" ReP

(1.273)

La ecuacion 1.273 es valida para rango de 0.005</1<0.4.
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E. Fuerzade sustentacion de Magnus

Las particulas que no estan girando libremente en un flujo también pueden
experimentar una fuerza de sustentacion debido a su rotacion, denominada
como fuerza de Magnus. Esta sustentacion es causada por una diferencia de
presion entre ambos lados de la particula resultante de la diferencia de
velocidad debido a la rotacion (Crowe et al., 2011). El vector de fuerza de
Magnus es perpendicular a la velocidad de flujo de la fase continua, como se
observa en la Figura 13. Estd representada por la ecuaciéon 1.274
(Sommerfeld, 2000).

Figura 13 Fuerza de Magnus sobre la particula. Fuente: Crowe et. al
2011.

R =207 fR—ep[Qx(vf—vp)] (1.274)
M = “LRY TP per

En la ecuacion 1.274 0 representa al vector de rotacion relativa, definido

como:.

1
Q= EV x vl — w, (1.275)
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En la ecuacion 1.275 wp es el vector de velocidad angular de la particula,

gue puede calcularse mediante:
w, =V XxvP (1.276)
La constante CLR viene determinada a través de:

Re’
Cio = 2 1.277
IR = pop ( )

En donde Rer es el nUumero de Reynolds de rotacion de la particula:

_plallal
ur

r

(1.278)

F. Fuerzavirtual o de masa afadida

Se origina por la diferencia entre las aceleraciones del fluido y la particula,
tomando relevancia cuando esta diferencia es grande. El nombre proviene del
hecho de que la particula resiste aceleraciones mas fuertes de las que deberia
considerando su masa real (Worner, 2003). Se define como la fuerza
necesaria para acelerar el fluido que rodea la particula y viene dada por
(Kleinstreuer, 2003; Tomiyama, Zun, Higaki, Makino, & Sakaguchi, 1997):

FP =1C m/ va_ﬂvp =1C fyp Evf_ﬂvp (1.279)
Ma = 5 LAl | p Dt 2 AP Dt Dt .

En la ecuacion 1.279, la masa de fluido ha sido reemplazada por el producto

p'Vp. Esto quiere decir que estamos acelerando un volumen de fluido
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equivalente al volumen de la particula. El coeficiente CA se puede calcular

mediante:
(1.280)

El nimero de aceleracion Ac viene calculado a través de la ecuacion 1.265.
G. Fuerzade gravedad y de empuje o flotacion

La fuerza de gravedad se origina por la accion que ejerce el campo
gravitatorio terrestre sobre la particula. Esta fuerza se conoce también como

peso y se representa como:
Fo = pPVPg (1.281)

La fuerza de flotacién o empuje se produce por la diferencia de densidades
entre el fluido y la particula. Representa el volumen desalojado de fluido
debido a la inmersién de la particula en el mismo. Una manera de calcularlo,
es a través de la ecuaciéon de Cauchy (ecuacion 1.63):

P
l::P

Dvf
fl—-g|=-VPi4v.- k=L 1.282
P <Dt ) P T (1.262)

Como se observa en la ecuacion 1.282, se ha introducido también el
concepto de fuerza de presion que actia sobre la particula. Despejando se

llega a:

pnf Dv' k k p
VPp E—g =-VP*+V:-t =FP (1.283)
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Dos cosas deben notarse de la ecuacion 1.283. La primera, el surgimiento
del empuje o fuerza de flotacion que se encuentra en el miembro izquierdo de

la ecuacion 1.283, definido como:
FY = —p/VPg (1.284)

La segunda, esta relacionada con la aparicion de una fuerza producto de la
masa de la particula y la aceleracién del fluido, que se encuentra en el lado
izquierdo de la ecuacion 1.283. Para entender esto, recuérdese que la
particula se encuentra totalmente sumergida en el fluido. Como el volumen
desalojado de fluido es igual al volumen de la particula, se deduce que V=VP,
es decir, estamos acelerando un volumen de fluido equivalente al volumen de
la particula. Si la influencia del campo gravitatorio terrestre es despreciable
comparada con esta fuerza, entonces las fuerzas de presion pueden también

definirse como:

Dvf
F) ~ VPp/ o (1.285)

Por otra parte, la fuerza de flotacion tiene signo contrario a la fuerza de
gravedad, como se puede deducir a partir de la ecuacion 1.281. Combinando
estas fuerzas, se obtiene una resultante que depende en su totalidad del

vector aceleracion de la gravedad g:
Fop = (pP—p/)VPg (1.286)

Las ecuaciones 1.251-1.286 presentan el marco conceptual que permite
entender las diferentes interacciones de la particula con el fluido (medio
continuo) que la rodea. Finalmente, el balance de fuerzas sobre la particula

es el siguiente:
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DvP
— P p p p p p p
ppw’ﬁ =Fp +F) + Fg + F§ + Fy + Fy, + Fo; (1.287)

En el caso de que p™>>pP, como es el caso de fluidos dispersos con un liquido
como fase continua y un gas o vapor como fase dispersa, la ecuacién 1.287

se reduce a (Hanratty, 2013):
0=Fy+F)+F +Fy+Fy, +Ff (1.288)

Es decir, la fuerza de Basset, el peso y el término que incluye la derivada
temporal de la cantidad de movimiento lineal de la particula desaparecen
debido a su densidad despreciable (comparada con la fase liquida). Sin
embargo, debe notarse que la fuerza virtual o de masa afadida conserva la

derivada temporal de la velocidad de la particula.

Otro enfoque, que emplea las mismas fuerzas, lo da Boutloutsky y
Sommerfeld (2004) que plantean un sistema de ecuaciones diferenciales

ordinarias para flujos bifasicos con burbujas como fase dispersa:

DvP
— gP P gP p P
prveP Di Fp + Fp + Fgp + Fya + Fg (1.289)

En donde FstP representa una fuerza de sustentacion transversal que se

calcula de la siguiente manera:
P Lup fi(vf—op
Fgr =5 VPp [(vf — vP) x ox] (1.290)

Una adaptacién de la ecuacion 1.289 se propone para el caso de particulas
sélidas (Bourloutski & Sommerfeld, 2004):
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DvP
— P p p p p p
p?ﬂw’ﬁ =Fp + F) + Fg + Fy + Fya + Fop (1.291)

Noétese que tanto en la ecuacion 1.289 como en la 1.291, la fuerza de Basset

fue eliminada.

1.9 Turbulencia en la fase discreta

1.9.1 Fuentes de turbulencia en la fase discreta

Para contemplar la turbulencia generada el movimiento de las particulas de
la fase discreta, se han propuesto algunas ecuaciones que se deben incluir
como fuentes de turbulencia en las ecuaciones del modelo k-w SST. Estas

ecuaciones son (Andersson et al., 2011):

(vP —vf) (1.292)

En esta ecuacion a® corresponde a la fraccion volumétrica de la fase
discreta, y T se conoce como tiempo de relajacion de la particula, término que
sera explicado posteriormente. En cuanto al término relacionado con la tasa
de disipacion de la energia cinética turbulenta, este viene expresado de la

siguiente manera:
SP = C3,w'SY (1.293)

El coeficiente Csw tiene un valor aproximado de 1.8. Sin embargo, dado que
los remolinos generados por la fase discreta son mucho mas pequefios que
aquellos remolinos que obtienen directamente la energia cinética turbulenta

de la fase continua, decaeran de manera rapida. Por tanto, las ecuaciones
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1.292 y 1.293 solo deben incluirse en caso de gque los remolinos generados
por la fase discreta sean mas grandes que aquellos generados por la fase

continua (Andersson et al., 2011).

1.9.2 Tipos de turbulencia

Para analizar como afecta a la fase discreta la turbulencia generada en la
fase continua, es necesario observar que la velocidad instantanea v’ esta
definida como la suma de una componente promediada, generada en el
modelo Euleriano (velocidad promediada en volumen y tiempo), y una
componente fluctuante que se origina por los remolinos turbulentos (Mufioz-
Cobo, Chiva, Essa, & Mendes, 2012).

Para desarrollar posteriormente el modelo de simulacion para la
componente fluctuante de la velocidad, se debe definir en primer lugar el tipo
de turbulencia presente en el flujo. Para ello, supdngase que vi”, vo y vsfson

las componentes fluctuantes de la velocidad, definidas mediante:

g (V{')z (1.294)
vl = (vf’)2 (1.295)
v = () (1.296)

En las ecuaciones 1.294-1.296 9t es un numero aleatorio que sigue una
distribucion normal. En funcion del comportamiento de estas componentes, la

turbulencia puede ser clasificada en:
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Turbulencia homogénea: Se presenta cuando la turbulencia tiene la
misma estructura cuantitativa en todas partes del flujo. Aqui, las
componentes fluctuantes de la velocidad no son iguales entre si,
aunque permanecen constantes en todas partes del campo de
velocidades turbulento.

Turbulencia isotropica: Las fluctuaciones de velocidad con
independientes del eje de referencia, es decir, invariantes respecto a la

rotacion o reflexion de los ejes coordenados. Por tanto:
V{I = V;I = Vgl (2.297)

Turbulencia anisotrépica: Las componentes fluctuantes de la
velocidad tienen una direccion preferencial y no permanecen

constantes a lo largo del campo de flujo.

Con este conocimiento, se puede avanzar a otro topico de vital importancia
para entender a la turbulencia: las hipotesis de Kolmogorov y las escalas de

la turbulencia.

1.9.3 Hipotesis de Kolmogorov y escalas de turbulencia

En 1941 Kolmogorov formul6 tres hipotesis que son de vital importancia
para entender las implicaciones que tiene el fenébmeno de la turbulencia. Para
ello, considérese a Lo como la medida de los remolinos turbulentos mas
grandes, de caracter anisotrépico, y a LEI-LDI como limites establecidos que
diferenciaran las diferentes regiones de las escalas turbulentas. Con esto se
plantean las siguientes hipotesis (Andersson et al., 2011):

Hipotesis 1: A niumeros de Reynolds suficientemente elevados y a

pequeilas escalas, L<«Lo, los movimientos turbulentos son
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estadisticamente isotropicos. En otras palabras, si en algun lugar del
flujo se presenta un proceso de reducciéon de tamafio de los remolinos
turbulentos, se pierde cualquier informacién direccional. En esta escala
la turbulencia es estadisticamente isotropica y por tanto independiente
de la geometria.

e Hipotesis 2: En todo flujo turbulento a numeros de Reynolds
suficientemente elevados, estadisticamente los movimientos
turbulentos a pequeias escalas, L<Le, tienen una forma universal que
es determinada por la viscosidad cinematica del fluido » y la tasa de
disipacion de la energia cinética ef. Esto quiere decir que las estructuras
turbulentas mucho mas pequefias que las estructuras anisotrépicas
son universales, siendo solamente determinadas por vfy €f.

e Hipotesis 3: En todo flujo turbulento a numeros de Reynolds
suficientemente elevados, estadisticamente los movimientos
turbulentos de escala L en el rango ns< LK Lo, tienen una forma
universal que es Unicamente determinada por la tasa de disipacion de
la energia cinética €f, siendo independiente de vf. En la expresion
anterior nses la escala a la cual se produce la disipacién de la energia

cinética turbulenta, conocida como escala de Kolmogorov.

Para aclarar lo que significan las tres hipétesis, obsérvese la Figura 14
(Andersson et al., 2011):
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Rango universal de equilibtio

Rango de disipacién |F Rango de inercia | Rango de produccion de energia
Disipacién, € | | Produccion, P
| Transferencia de energia, T(L) |
-d—|—<—<—<—<—<—|-‘—
: | | | e
N Lp Lg Ly | Escala de las

estructuras
turbulentas

Figura 14 Escala de las estructuras turbulentas. Adaptado de:
Andersson et. al 2011.

En esta representacion se puede apreciar los rangos de las estructuras
turbulentas. La isotropia de la turbulencia viene dada para valores de L<«Lo.
Para un valor de L<Lgl se cumple que los movimientos turbulentos a pequeia
escala son universales, lo que quiere decir que son similares para cada valor
suficientemente elevado de numero de Reynolds. Por este motivo, se ha

denominado a esta como la region universal de equilibrio.

Para un rango especial de estructuras turbulentas (dentro del rango
universal de equilibrio) cuya escala se encuentra limitada entre LDI=0.60 ns <
L< Le, el efecto de la viscosidad v en los movimientos turbulentos es
despreciable, lo que significa que solamente la tasa de disipacion de la
energia cinética turbulenta ef determina el comportamiento estadistico del
movimiento turbulento en este rango. Como regla practica, Lel puede usarse
como la divisién entre remolinos de caracter isotrépico (L<Lel) y anisotrépico
(L>Ler). Para esto, se requiere definir a Lei=1/6 Lo. Con estos conceptos, se
definen a continuacion algunos paradmetros Utiles en el manejo de las escalas

turbulentas (Andersson et al., 2011):
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Tabla 7
Longitud, velocidad y tiempo para diferentes escalas de remolinos

turbulentos
Escala

turbulenta Longitud Velocidad Tiempo
3
(k2 e K
Gran escala L= Up = (k)2 Tr=-
~ )3 % vf /2 1
Pequefia escala 1 = [ Vef ] = (?f) T, = (/v)3

Fuente: Andersson et. al 2011

De la Tabla 7 se pueden realizar algunas reflexiones. La primera de ellas
con respecto a los remolinos turbulentos de gran escala. Si la escala de
longitud de uno de estos viene determinada por Lo=Lrt, esa estructura
turbulenta puede considerarse como una de las mas grandes existentes en el
flujo conteniendo la mayoria de la energia cinética turbulenta. Para estos
mismos remolinos turbulentos, la escala de tiempo Tt se define como el
tiempo necesario para que se disgreguen desde el tamafo Lo, es decir, el
tiempo de vida del remolino. También se puede definir como el tiempo
necesario para que la energia cinética turbulenta contenida en un remolino de

dimensiones Lo se transfiera a uno de dimension 1s.

1.9.4 Simulacién de camino aleatorio (random walk model)

Para modelar la componente fluctuante de la velocidad instantanea se han
propuesto algunas metodologias. La primera de ellas se denomina
simulacion de camino aleatorio continuo (Continuum Random Walk
Model). Este modelo matematico calcula la velocidad instantanea a través de
la ecuacion de Langevin (Dehbi, 2008). Esta ecuacién provee una descripcion
mas realista de los torbellinos turbulentos, a expensas de un gran esfuerzo

computacional. Este modelo correlaciona las fluctuaciones de la velocidad
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experimentadas por una particula en una nueva posicion en funcién de las
fluctuaciones experimentadas en una posicion anterior a través de una funcién
de decaimiento exponencial (funcion de decaimiento de Langevin) (Ranade,
2001).

La segunda metodologia se denomina simulacién de camino aleatorio
discreto (Discrete Random Walk Model). En este modelo, se asume que la
componente fluctuante de la velocidad tiene una distribucion Gaussiana,
siendo calculada por la multiplicacion de un ndmero aleatorio con una
distribucion normal y la raiz cuadrada de la velocidad media instantanea. Este
mismo namero es usado para determinar el tiempo de vida de un torbellino
turbulento (escala de tiempo integral), empleandose un numero aleatorio
distinto para cada tiempo de vida de torbellino. Este método entrega
resultados razonables por lo cual ha sido ampliamente usado (Ranade, 2001).

Por motivos de simplicidad, en esta investigacion se adoptara este enfoque.

En el modelo de simulacion de camino aleatorio discreto, cada torbellino es
caracterizado por: i) una componentes fluctuantes de la velocidad que siguen
una distribucién Gaussiana y permanecen constantes durante el tiempo de
vida del torbellino (Yeoh & Tu, 2009), y ii) el tiempo de vida caracteristico del

torbellino.

En cuanto a las componentes fluctuantes de la velocidad, si se asume que
la turbulencia desarrollada en el medio continuo es de caracter isotropico,

pueden ser definidas en funcién de la energia cinética turbulenta k':

\/(?)2 - \/(q)z = \/(E)Z = ;kf (1.298)

En lo que respecta al tiempo de vida caracteristico del torbellino T, este

puede ser determinado en primera instancia a traves de (Ansys, 2011):
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Ty = 2T, (1.299)

En donde T. representa la integral Lagrangiana de tiempo del fluido. Se
define en funcién de la energia cinética turbulenta y su tasa de disipacion, o
en funcion de la frecuencia turbulenta dependiendo del modelo de turbulencia

escogido para la fase continua:

_— k'
L= T s

(1.300)
Para los modelos de turbulencia k-e y k-w en general (incluido el k-w SST),
el coeficiente CL~0.30. Otra opcidn para determinar Ze es definirlo a través de

una variacion aleatoria a través de Ti:
I = —T.In(r) (1.301)

En la ecuacion 1.301 r en un numero aleatorio tal que 1> r >0. Este método
provee una aproximacién mas realista para el calculo de Te (Ansys, 2011).
Otro parametro importante es el tiempo en el que una particula tarda en
atravesar un torbellino turbulento T, que estd en funcién de la escala de

longitud del torbellino Lo=Lr:

Ly
(it ) 1302
Te = —TIn(1 - For oo (1.302)

T se conoce como tiempo de relajacion de la particula y hace referencia a
la tasa de respuesta de la aceleracién de la particula con respecto a la
velocidad relativa entre la particula y el fluido que la rodea. Viene dado por
(Andersson et al., 2011):
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_x%p 1 (1.303)

Con todos estos elementos, se asume que la particula interactia con el
torbellino el menor tiempo entre Tty Tc. Cuando este tiempo se alcanza, una
nueva velocidad instantanea (velocidad media mas su componente fluctuante)

es obtenida aplicando un nuevo namero aleatorio 9t.

1.10 Descripcion de la geometria del fotobioreactor

Para definir las condiciones de frontera de las ecuaciones de conservacion
efectivas tanto de la fase continua como de la dispersa (Capitulo 3), es
necesario conocer la geometria del fotobioreactor de placa plana. El equipo
seleccionado en este trabajo fue empleado en la investigaciéon de Reyna-
Velarde y colaboradores (2010), en la cual se desarroll6 una caracterizaciéon
hidrodinamica y de transferencia de masa del fluido bifasico contenido en el

fotobioreactor.

La fase continua esta constituida por una disolucién de nutrientes (medio de
cultivo de Zarrouk) mientras que la fase dispersa estd conformada por
burbujas de aire que son introducidas al fotobioreactor a través de un tubo de
acero inoxidable con 11 agujeros de 2mm de diametro. Las paredes del equipo
fueron construidas de placas acrilicas y la division interior de una placa de
vidrio (ver figura 15). El equipo descrito no cuenta con una cubierta superior,
es decir, esta expuesto a la atmosfera (Reyna-Velarde, Cristiani-Urbina,

Hernandez-Melchor, Thalasso, & Cafizares-Villanueva, 2010).
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Figura 15 Esquema del fotobioreactor de placa plana. Fuente: Reyna-
Velarde et. al 2010.

En la Figura 16 se aprecian las medidas del fotobioreactor de placa plana,

en tres vistas obtenidas a partir de la Figura 15 (Reyna-Velarde et al., 2010):
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Figura 16 Dimensiones del fotobioreactor de placa plana. Fuente:
Reyna-Velarde et. al 2010.
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Debe notarse que la placa central que divide al fotobioreactor en dos
compartimentos esta colocada a una distancia de 30mm desde la base del
equipo y la altura maxima de liquido en el equipo alcanza los 550mm, desde

la misma cota.
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CAPITULO Il

TRANSFERENCIA DE CALOR POR RADIACION EN UN
MEDIO PARTICIPANTE. CINETICA DE CRECIMIENTO DE LA
ARTHROSPIRA PLATENSIS

2.1 Introduccion

En este capitulo se desarrollaran los fundamentos tedricos del modelo
matematico que permitira predecir el crecimiento de la cianobacteria
Arthrospira Platensis en un fotobioreactor de placa plana. En primer lugar, se
analizaran las caracteristicas estructurales que hacen que diferentes especies
de microorganismos fotosintéticos capten la radiacion solar. A continuacion,
se deducir& la ecuacion de transporte radiativo, fundamental para entender
como los fotones provenientes de la radiacion solar interactian con las
cianobacterias. Inmediatamente, se estudiard el modelo matematico de
ordenadas discretas, mismo que permitira resolver eficientemente la ecuacion
de transporte radiativo en el dominio computacional. Finalmente, se planteara
una ecuacion cinética que predecira el crecimiento de la cianobacteria
Arthrospira Platensis, vinculada con el campo de radiacion resuelto mediante

el modelo matematico de ordenadas discretas.

2.2 Radiacion térmica

Para analizar los fundamentos de la radiacion térmica es necesario definir
gué es radiacion electromagnética. ElI fundamento tedrico de la radiacion
electromagnética fue establecido en la década de 1860 por James Clerk
Maxwell, quien postulé que las cargas aceleradas o las corrientes eléctricas

cambiantes dan lugar a campos eléctricos y magnéticos. Estos campos que
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se mueven con rapidez se denominan ondas electromagnéticas o
simplemente radiacion electromagnética y son capaces de transportar energia
debido a cambios en las configuraciones electrénicas a nivel atdmico o

molecular (Cengel & Ghajar, 2011).

Los parametros que permiten definir a una onda electromagnética son la
frecuencia v, la energia ¢ y la longitud A. La frecuencia de una onda
electromagnética se define como el numero de oscilaciones efectuadas por
unidad de tiempo y depende solamente de la fuente emisora de la radiacion,
siendo independiente del medio a través del cual viaja la onda. La longitud de
onda se define como la distancia real que recorre una perturbacion (onda) en
un intervalo de tiempo entre dos maximos consecutivos de cualquier
propiedad fisica de la onda (Fitzpatrick, 2008). Estas dos ultimas propiedades
se encuentran relacionadas mediante la ecuacién 2.1 en donde c representa

la velocidad de propagacion de la onda en un medio determinado:

A= (2.1)

|0

Esta ecuacion establece que las ondas electromagnéticas con elevadas
frecuencias poseen menores longitudes de onda, o viceversa. La constante ¢
a su vez esté relacionada con la velocidad de la luz co a través de la ecuacién
2.2.

c=— (2.2)

La velocidad es de la luz es de aproximadamente 2.9979x108ms™. En esta
ecuacion n es el indice de refraccion del medio tomando un valor aproximado
de 1 para el aire y la mayoria de los gases, 1.33 para el agua y

aproximadamente 1.5 para el vidrio (Cengel & Ghajar, 2011).
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La energia de una onda es una caracteristica fundamental en el analisis de
transferencia de energia por radiacion. En 1900 Max Planck present6 el
trabajo titulado “Sobre la Ley de Distribucion de la Energia en el Espectro
Normal”, en el cual supuso que la radiacion electromagnética podia ser
representada por un conjunto de paquetes discretos de energia denominados
fotones o cuantos. Con ello, se consideré que la energia de uno de estos

fotones es proporcional a su frecuencia (Cengel & Ghajar, 2011):

e=hv=— (2.3)

La constante de proporcionalidad # tiene un valor equivalente de
6.6256x1034Js y se conoce como la constante de Planck. La ecuacién 2.3
expresa que la energia de un foton es directamente proporcional a su

frecuencia, o inversamente proporcional a su longitud de onda.

El espectro electromagnético esta dividido en una serie de regiones que
cubren longitudes de onda tan pequefias como las de los rayos gama hasta
longitudes grandes como las microondas, tal como se observa en la Figura 17
(Modest, 2013) :
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Figura 17 Espectro eléctromagnético. Fuente: Modest 2013.

Sin embargo, de todo el espectro electromagnético solo la region
sombreada en la Figura 17 corresponde a lo que se conoce como radiacion
térmica(desde 0.1um hasta 100um), compuesta por un 6.4% de radiacion
ultravioleta, 48% de radiacion visible y 45.6% de radiacion infrarroja (Duffie &
Beckman, 2006). De especial interés para esta investigacion constituye una
fraccion del espectro de radiacion térmica conocida como Radiaciéon
Fotosintéticamente Activa (RFA), que abarca todo el espectro visible de la luz.
En esta region los microorganismos fotoautotrofos son capaces emplear los
fotones provenientes de la luz solar para fijar el carb6n inorganico en forma
de CO: y transformarlo en carbon organico para su crecimiento, como se vera

posteriormente.

Una de las fuentes mas prominentes de este tipo de radiacion es el Sol, del
cual recibimos diariamente energia en forma de fotones cuyas longitudes de
onda abarcan todo el espectro de la radiacion térmica (Bergman, Incropera, &
Lavine, 2011). EI Sol puede considerarse como una esfera que contiene
plasma a muy elevadas temperaturas, de diametro aproximado de

1.39x10°m, localizado a una distancia promedio de 1.49x10''m de la Tierra
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y con una temperatura superficial de 5800K (Duffie & Beckman, 2006). El Sol
puede suponerse como un absorbedor de la radiacion electromagnética en
todas sus longitudes de onda sin considerar su direccion. Ademas, ningun
cuerpo puede emitir mas radiacién a una determinada temperatura y longitud
de onda que el Sol. Por tanto, de acuerdo a ley de Planck, el Sol puede

considerarse como un cuerpo negro a 5800K (Liou, 2002).

El Sol emite continuamente un flujo de energia radiante Q equivalente a
3.8x10%5W, impactando contra la Tierra menos de una décima parte de este
flujo. La energia solar que llega a la atmosfera terrestre alcanza un valor de
1367 Wm=2 y se la conoce con el nombre irradiancia solar total o constante
solar, gsc. Esta cantidad representa el flujo de energia solar que incide sobre
una superficie perpendicular a los rayos solares en el borde exterior de la
atmoésfera cuando la Tierra se encuentra a una distancia media del Sol
(Cengel & Ghajar, 2011).

En este punto conviene diferenciar la energia radiante Q, el flujo de energia
radiante Q (Q/At), la irradiacion G definida como la cantidad de energia
radiante incidente por unidad de area (Q/A) y la irradiancia g que representa
el flujo de energia radiante incidente por unidad de area (Q/A). Estas

cantidades estan relacionadas mediante:

P

G = gAt (2.4)

El espectro solar que incide en la Tierra, conocido como irradiancia
extraterrestre, depende de la latitud, la longitud, la hora del dia y el afio
(Bergman et al., 2011). Enla Figura 2.2 se muestra el estandar ASTM G173-
03 de la irradiancia espectral gz (irradiancia por unidad de longitud de onda)

para un rango de longitudes de onda entre 250nm y 4000nm. En la misma
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figura se puede observar que la irradiancia espectral extraterrestre (en color

negro) alcanza su valor maximo entre 400nm y 700nm.
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Figura 18 Irradiancia espectral media diaria para diferentes longitudes
de onda. En negro lairradiancia espectral extraterrestre, en gris oscuro
lairradiancia espectral global y el gris calor lairradiancia espectral
directa. Fuente: ASTM G173-03 Reference spectra.

La radiacion proveniente del Sol puede sufrir variaciones al momento de
entrar en contacto con la atmoésfera por dos motivos principalmente: a) La
dispersion, que es causada por la interaccion de las ondas electromagnéticas
con las moléculas de aire, agua y material particulado y b) la absorcion debida
a las moléculas de Ozono (en la espectro ultravioleta), y a las moléculas de
agua Yy diéxido de carbono (en el espectro infrarrojo) (Duffie & Beckman,
2006). Lo anterior pone en evidencia que no toda la radiacion solar se recibe

directamente, sino que parte de esta se difumina en la atmésfera.

Atendiendo estos criterios, la radiacion solar puede clasificarse en (Duffie &
Beckman, 2006):
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e Radiacion directa: Es la radiacion recibida desde el Sol sin que sufra
ninguna dispersion debido a la presencia de la atmdsfera.

e Radiacion difusa: Es la radiacion recibida desde el Sol luego de ser
dispersada por la atmésfera.

e Radiacion total: Es la suma de la radiacion directa y difusa.

Estas atenuaciones pueden mostrarte en la Figura 18 como
discontinuidades en las curvas mostradas tanto para la radiacion directa (en
gris claro) como para la radiacién global (en gris oscuro). Para comprender de
mejor lo que sucede a nivel atmosférico, supdéngase que el cielo puede
representarse mediante una bdéveda, como se ilustra en la Figura 19 (J
Pruvost, Cornet, Goetz, & Legrand, 2011).

Radiacion Directa
Béveda Celeste

| .

| Circunsolar
/7 Difusa

|
|
|

Difusa desde el Horiz

Albedo —

Isotropica
Difusa desde la
Béveda Celeste

Figura 19 Radiacion directa, y aportes de radiacion difusa. Fuente:
Pruvost et. al 2011.

La radiacion directa sufre atenuaciones en esta bdéveda, las mismas que
dan origen a diferentes tipos de radiacién difusa. La primera de ellas es la
radiacion isotropica difusa (no depende de la direccion), que se recibe
uniformemente desde toda la béveda celeste. La segunda componente es la

radiacion cincunsolar difusa, que resulta de la dispersion directa de la
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radiacion solar y se concentra en la parte del cielo alrededor del Sol. La tercera
componente se denomina radiacion difusa desde el horizonte, cuya intensidad
crece en dias claros y la ultima componente se denomina albedo y surge de
la reflexion de la radiacion que incide en la superficie. Depende del material
en el cual se esté reflejando la radiacion (Duffie & Beckman, 2006). Todos
estos tipos de radiacion inciden sobre la superficie que se encuentra inclinada

un angulo 8.

2.3 Estimacién de laradiaciéon solar

La radiacion solar para un emplazamiento puede estimarse tanto por
métodos experimentales como analiticos. Los métodos experimentales
emplean algunos instrumentos de medicion como el piranémetro (ver figura
20) que mide la radiacion solar global. Este instrumento puede ser capaz de
medir también el albedo si se lo invierte en direccion al suelo, o la radiacion
solar difusa si de lo tapa con una banda o cubierta. Otro instrumento conocido
como pirheliometro (ver figura 20) se utiliza para estimar la radiacion solar
directa. Es importante que este equipo esté acoplado a un sistema de

seguimiento solar.

Figura 20 Instrumentos para medir laradiacion solar. A laizquierda el
piranémetro de Kipp-Zonen para medir la radiacion global. A la derecha
el pirheliometro de Kipp-Zonen para medir la radiacion directa.
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La mayoria de estos instrumentos se acoplan en estaciones meteorolégicas
en donde la informacion es captada diariamente con fines de investigacion.
Todas estas mediciones experimentales son almacenadas alrededor del
mundo en bases de datos (como el Atmospheric Science Data Center de la
Nasa), de donde se puede obtener la informacion para un determinado
emplazamiento Unicamente especificando sus coordenadas geograficas.
También a partir de estos datos se han realizado mapas heliograficos que
muestran la radiacion solar global, directa y difusa en un periodo de tiempo
determinado para cada sitio especificado.

Para la estimacion analitica de la radiacion solar se han propuesto algunos
modelos matematicos como el de Anstrong-Page modificado, el de Ingenieria
sin Fronteras, el modelo de la ASHRAE (American Society of Heating,
Refrigerating and Air-Conditioning Engineers), entre otros.

El modelo matematico de Angstrom-Page es del tipo empirico y se basa en
unas constantes que son funcion del clima, vegetacion y horas de Sol
disponibles en cada emplazamiento (Duffie & Beckman, 2006). Viene descrito
por la ecuacioén 2.5:

Gav nav
=a+b— 2.5
(GO )av Nav ( )

En donde a y b son las constantes empiricas, Gav €s la irradiacion global
sobre superficie horizontal que expresa el promedio mensual de la irradiacion
global diaria, (Go)av €s lairradiacion extraterrestre promediada para el intervalo
de tiempo en cuestion, nay es el promedio mensual del nimero de horas de
Sol diarias y Nav es el promedio mensual del méximo namero de horas de Sol
diarias. Tanto (Go)av como Nay pueden calcularse a partir de ecuaciones que
describen la geometria solar (Duffie & Beckman, 2006), mientras que Nay
puede encontrarse en bases de datos de estaciones meteorolégicas propias

de cada emplazamiento. Para el Ecuador, el Instituto Nacional de
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Meteorologia e Hidrologia (INAMHI) ha establecido que las constantes ay b

varian segun la region (ver tabla 8):

Tabla 8
Valores de las constantes ay b del modelo matematico de Amstrong-
Page modificado

Region Sierra Costa
a 0.25 0.28
b 0.45 0.54

Fuente: INAMHI

El modelo matematico de Ingenieria sin Fronteras se emplea para calcular

la irradiancia sobre superficie inclinada:

qp = Aqu + Baj (2.6)

En donde qg es la irradiancia sobre una superficie que se encuentra
inclinada un angulo f y gu es la irradiancia sobre superficie horizontal. La
constante A es una funcion de la reflectividad del suelo en donde se encuentra
instalado el equipo de captacion de la energia solar y del angulo de inclinacion
de la superficie 8, mientras que el coeficiente B depende de la latitud del
emplazamiento y del angulo de inclinacion de la superficie g (Garcia & Arribas,
1999).

El modelo matematico de la ASHRAE calcula directamente la irradiancia

normal directa qn sobre una superficie (ASHRAE, 2001):

A
qn = CN—B = CyA exp(—BsecH,) 2.7)

ex
p (senaz
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En la ecuacion 2.7, A, B y Cn son constantes, a: representa el angulo de
altitud solar que se define como el angulo de incidencia de la irradiancia
directa medida desde la horizontal y 6z (angulo cenital) es el angulo
complementario de a.. La constante A puede ser calculada mediante la
ecuacion 2.8 (Wong & Chow, 2001) :

A = qscEy (2.8)

En donde gsc representa la constante solar, con un valor de 1367 Wm=2y
Eo es el factor de correccion de la excentricidad de la oOrbita terrestre, que

puede ser calculado a través de (Wong & Chow, 2001):

Ey =1.00011 + 0.034221cosI' + 0.00128senI" + 0.000719cos2T

(2.9)
+ 0.000077sen2l"

En la ecuacién 2.9 I' representa el angulo diario en radianes, que se calcula

de la siguiente manera (Wong & Chow, 2001):

I=2nm <n3;51> (2.10)

En donde n representa el namero de dia (en el afio), tomando el valor de 1

el 01 de enero y 365 el 31 de diciembre.

La constante B toma el nombre de coeficiente de extincién atmosférico y Cn
representa el numero de claridad. Los valores de estos coeficientes pueden
ser encontrados en el libro de Fundamentos de la ASHRAE (ASHRAE, 2001).

Para una determinacion adecuada del recurso solar deberian contrastarse los
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resultados obtenidos a partir de las distintas metodologias revisadas en este

apartado, dependiendo de las necesidades particulares de cada investigacion.

2.4 Radiacion solar en el Ecuador

Uno de los objetivos de esta investigacion es realizar el modelado
matematico del campo de radiacion solar incidente sobre el fotobioreactor de
placa plana en el cual servirh de medio de cultivo para el crecimiento de la
cianobacteria Arthrospira Platensis. Como se menciond anteriormente, estos
microorganismos necesitan de una fuente de radiacion para poder
desarrollarse mediante un proceso fotosintético. Por tanto, se considera
primordial localizar un emplazamiento tentativo en el territorio nacional en
donde con fines de modelacién se pueda instalar el fotobioreactor de placa
plana. Dos factores se consideraran como variables de decision: el nivel de

irradiancia del emplazamiento y la temperatura media del lugar.

Como primera aproximacion para la determinacion de la irradiancia
promedio, considérese la informacion obtenida del Atlas Solar del Ecuador
con Fines de Generacién Eléctrica (2008) del CONELEC (ver figuras 21-23).
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Atlas Solar del Ecuador con fines de Generacion Eléctrica

Figura 21 Irradiancia difusa promedio sobre una superficie horizontal
para el afio 2008. Fuente: CONELEC
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Figura 22 Irradiancia directa promedio sobre una superficie horizontal
para el afio 2008. Fuente: CONELEC



115

Atlas Solar del Ecuador con fines de Generacion Eléctrica
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Figura 23 Irradiancia global promedio sobre una superficie horizontal
para el afio 2008. Fuente: CONELEC

Enlas Figuras 21y 22 se presentan los mapas heliograficos de la irradiancia
difusa y directa promedio en el territorio nacional para el afio 2008. Los colores
mas calidos indican un mayor nivel de irradiancia. Se puede observar con
claridad que las regiones al norte de la provincia de Manabi, la provincia de
Pichincha y sus alrededores y el sur de la provincia de Loja presentan niveles
de irradiancia elevados. Esto se corrobora en la Figura 23 en donde se
muestra la irradiancia global promedio.

La aproximacion anterior nos lleva a escoger tres emplazamientos
tentativos en el Ecuador: Pedernales al norte de la provincia de Manabi,
Sangolqui en la provincia de Pichincha y Cariamanga al sur de la provincia de
Loja. Para confirmar lo anterior, se emplea el método de Angstrom-Page
mediante el cual se estima el promedio mensual de la irradiacién global diaria
sobre superficie horizontal. EI cobmputo de estos valores se realiz6 mediante

una hoja de calculo de Excel. Los resultados se presentan en la Figura 24:
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Figura 24 Promedio mensual de la irradiacion global diaria sobre

superficie horizontal. Fuente: El Autor.

Tabla 9

Coordenadas geograficas de los emplazamientos analizados

Emplazamiento Latitud Longitud

Pedernales 0°4'12.36”  0.070° 80°3'12.9”  -80.053°
Sangolqui 0°20'4” -0.334° 78°26'51” -78.447°
Cariamanga 4°19'12” -4.320° 79°33'36” -79.560°

Fuente: Google Maps.

Como puede observarse en la Figura 24 para los tres emplazamientos los

maximos niveles de irradiacion global diaria ocurren aproximadamente a los

60 y 260 dias del afio, alcanzando un minimo alrededor de los 170 dias del

afo. Algo importante que debe notarse es que las curvas para Sangolqui y
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Pedernales coinciden, algo que se espera debido a su proximidad en latitud
como se muestra en la Tabla 9. Ambos emplazamientos presentan un maximo
de irradiacién global de aproximadamente 5200Whm-2 y un minimo alrededor
de los 4600Whm2, Para Cariamanga el maximo ocurre en un valor préximo al
de los emplazamientos anteriores, mientras que el minimo se sitla
aproximadamente en 4800Whm 2, produciéndose una variacion en los valores
de irradiacion global no tan pronunciada como en el caso de Sangolqui y
Pedernales. La irradiacion global promedio anual obtenida con el modelo de
Angstrom-Page se muestra en la Tabla 10:

Tabla 10
Promedio de lairradiacion global promedio anual en los tres
emplazamientos analizados

Temperatura  Temperatura

Irradiacion e L
_ lobal minima maxima
Emplazamiento promgedio anual promedio promedio
5 anual anual
Whm ocl OCl
Pedernales 4966,42 21.3 32.9
Sangolqui 4966,12 8.2 22.6
Cariamanga 4949,31 115 23.9

1Fuente: climate-data.org

Pedernales y Sangolqui coinciden en el valor de irradiacion global promedio
anual mientras que Cariamanga presenta un valor ligeramente menor de
acuerdo al modelo. Por tanto, este primer criterio permite establecer que los

tres emplazamientos son adecuados en cuanto al nivel de irradiacion.

La segunda variable de decision es la temperatura. Como se vera
posteriormente, la temperatura es un factor clave en el desarrollo de las
cianobacterias. Particularmente la Arthrospira Platensis ha demostrado tener

un amplio rango de tolerancia a las variaciones de temperatura (20-42°C)
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alcanzandose el crecimiento 6ptimo a los 36°C bajo una intensidad luminica

de exposicidon equivalente a 2000lux (Kumar, Kulshreshtha, & Singh, 2011).

Entonces, conviene escoger un emplazamiento cuya temperatura promedio
minima anual este cercana al rango minimo de tolerancia de la Arthrospira
Platensis. De acuerdo a la Tabla 2.3 Pedernales cumple con este requisito.
Otra ventaja de este emplazamiento es la cercania con el agua de mar que
puede usarse como un medio de cultivo para este mismo tipo de cianobacteria

(Leema, Kirubagaran, Vinithkumar, Dheenan, & Karthikayulu, 2010).

2.5 Microroganismos fotoautototrofos: cianobacterias

Existen en la naturaleza microorganismos conocidos como fotétrofos
capaces de emplear los fotones provenientes de la luz solar como fuente de
energia. Dentro de este grupo, se encuentra un subconjunto de
microorganismos capaces de fijar el carbono inorganico y transformarlo en

carbono organico (fotosintesis), denominados fotoautétrofos.

Estos microorganismos son conocidos también como algas verdeazuladas
y forman parte de la gran familia de células procariotas. Alrededor del 20-30%
de la productividad fotosintética primaria mundial es atribuida a las
cianobacterias (Moss et al., 2003), lo que corresponde aproximadamente de
20-30Gt de CO:2 transformado en biomasa y de 50-80Gt de O: liberado a la
atmosfera (M Aboal, Puig, Rios, & Lopez-Jiménez, 2000; Marina Aboal, Puig,
& Asencio, 2005). Adicionalmente algunas cianobacterias pueden intervenir
de manera importante en el ciclo de transformacién de N2 en compuestos
biol6gicamente accesibles (LeBlanc, Pick, & Aranda-Rodriguez, 2005).

Pueden adaptarse a vivir en ambientes extremos (Jia et al., 2008).

Un tipo especial de cianobacteria se conoce como Arthrospira Platensis. Es

conocida a nivel mundial por ser un suplemento alimenticio avalado por la
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Organizacion para la Alimentacion y la Agricultura (FAO, por sus siglas en
inglés) asi como en la industria de la quimica fina para la fabricacion de
colorantes (Ali & Saleh, 2012). También ha sido seleccionada por la NASA 'y
por la Agencia Europea Espacial como uno de los alimentos principales para
misiones espaciales de gran duracion (Whitton, 2012). Morfolégicamente, la
Arthrospira Platensis es una cianobacteria flamentosa, conformada por una
serie de tricomas cilindricos multicelulares, dispuestos en forma de hélice (ver
figura 25y 26).

Figura 25 Forma de hélice, caracteristica de la Arthrospira Platensis.
Fuente: Whitton 2012.

Figura 26 A laizquierda se muestra una fotografia ampliada de la
cianobacteria Arthrospira Platensis. A la derecha una ampliacion
mostrando los tricomas cilindricos. Fuente:
http://bioweb.uwlax.edu/bio203/2011.
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La multiplicacién se da por una fragmentacion de estos tricomas. El ancho
de los tricomas puede variar de 2.5-16um. La distancia entre dos crestas o
dos valles de la hélice puede oscilar entre 0 y 80um, mientras que el diametro
de la hélice puede estar alrededor de 15-60um. Estas dimensiones pueden
cambiar dependiendo de las condiciones en las que se desarrolle el
microrganismo, especialmente la temperatura, la luz y la disponibilidad de
nutrientes (Vonshak, 1997). Las caracteristicas mencionadas pueden variar
entre poblaciones de Arthrospira Platensis e inclusive dentro de una misma
poblacién, como se demuestra en la Figura 27.

Figura 27 Diversidad de formas de Arthrospira Platensis, en dos lagos
salinos del este de Chad. Fuente: Whitton 2012.

2.5.1 Factores que afectan el crecimiento de la Arthrospira Platensis

En esta seccion seran analizados los factores que afectan el crecimiento de
la cianobacteria Arthrospira Platensis. Sin embargo, el efecto de la luz solar
sera tratado en una seccidon posterior por ser considerado el factor mas

importante en esta investigacion.
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A. Fuentes de carbono inorganico

Es considerado como uno de los factores criticos para el crecimiento de
este tipo de microorganismos. Las cianobacterias al ser organismos
fotoautétrofos, usan fuentes de carbdn inorganico como el CO2, Na2COs y
NaHCOs (Ren et al., 2010). El contenido de carbono de la biomasa procedente
de la Arthrospira Platensis esta alrededor del 50% (G Torzillo, Sacchi,
Materassi, & Richmond, 1991), por lo que se requiere un minimo de 1.8g de

CO: para sintetizar 1g (en base seca) de biomasa (Posten, 2009).

A nivel industrial el CO2 puede ser suministrado en forma de burbujas
enriguecidas mezcladas con aire. Sin embargo, incluso con una buena
agitacion la difusion del CO2 en el agua (0.03%) es demasiado baja para
reemplazar el CO2 que rapidamente asimilan las algas para su crecimiento,
por lo que se necesita un abastecimiento de CO.. Para solventar este
problema, usualmente se emplea CO: diluido en aire en concentraciones del
5 al 15% en volumen. (Suh & Lee, 2003). Desde el punto de vista de la
reduccion de emisiones de COg2, el crecimiento fotoautotréfico de las algas
representa un modelo ideal para la reutilizacion del CO2 emitido en los gases
de combustion de las plantas termoeléctricas o en industrias que tengan una

elevada tasa de emisiones de este compuesto (Packer, 2009).

B. Macroy micro nutrientes

Se conoce como macro y micro nutrientes a un conjunto de elementos
guimicos que complementan los requerimientos nutricionales de los
microorganismos, pero que a su vez son imprescindibles en el desarrollo de
los mismos. Entre los macronutientes considerados esenciales para el normal
desarrollo las cianobacterias estan: el carbono, nitrégeno, fosforo, hidrogeno,

oxigeno, azufre, calcio, magnesio, sodio, potasio y cloro. Los micronutrientes
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requeridos en trazas de micro, nano o incluso picogramos por litro son: el
hierro, boro, manganeso, cobre, molibdeno, vanadio, cobalto, niquel, silicio y

selenio (Mandalam & Palsson, 1998).

Estos macro y micronutrientes pueden estar presentes en el habitat natural
de la Arthrospira Platensis. Otra posibilidad es el abastecimiento de estos
elementos en medios de cultivo artificiales como los fotobioreactores. A nivel
de laboratorio se emplean formulaciones basados en el denominado medio de
Zarrouk (Kebede & Ahlgren, 1996) para suplir la demanda de macro y
micronutrientes de la Arthrospira Platensis. Una preparacién genérica podria
incluir N (412gL1), P (89gL™') S (184gLt), Na (6545gL™), K (672gL™), Ca
(11gLt), Mg (20gL?), ClI (626gL?') y Fe (6gL?) provenientes de sales
inorganicas asimilables por la cianobacteria en cuestion (Kebede & Ahlgren,
1996).

A nivel industrial los costos de los compuestos quimicos restringen su uso.
Por ejemplo, como fuente de N se prefiere usar sales de amonio envés de
nitratos, aunque a niveles de pH superiores a 9.25 prevalece la forma NHs
sobre NH4*, siendo la primera toxica sobre 2.5mM (milimolar) para las
cianobacterias. En las granjas de cultivo de Arthrospira Platensis se emplean

tanto nitratos como sales de amonio (Whitton, 2012).

C. Alcalinidad y salinidad del medio

En la naturaleza la Arthrospira Platensis ha sido encontrada en aguas
alcalinas, salobres y salinas, tanto en regiones tropicales como subtropicales
(Komarek & Anagnostidis, 2005), principalmente en Africa, Asia y América del

Sur, concretamente en Pera y Uruguay (Whitton, 2012).
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Los lagos alcalinos presentan condiciones excepcionales para el desarrollo
de esta cianobacteria debido a sus elevadas temperaturas, altos niveles de
irradiancia solar y una fuente ilimitada de COq, registrandose niveles de
productividad alrededor de 10g m? d! lo que supera aproximadamente en un
orden de magnitud el crecimiento registrado en lagos de agua fresca (Grant,
2006). Estas condiciones altamente alcalinas elevan el pH
considerablemente, lo que evita la contaminaciébn ocasionada por otros
microorganismos (por ejemplo, microalgas), permitiendo que la Arthrospira
Platensis se desarrolle como Unica especie presente en el medio.
Aparentemente no se han registrado hallazgos de esta cianobacteria en
ambientes marinos. Esto se debe probablemente a la baja cantidad de
bicarbonatos antes que a la alta cantidad de NaCl (Whitton, 2012). Sin
embargo, cuando en este medio se provee de un adecuado suministro de
bicarbonato, nitrégeno, fésforo asi como condiciones de pH y salinidad
favorables, la Arthrospira Platensis puede multiplicarse (Tredici, Papuzzo, &
Tomaselli, 1986), aunque su productividad se reduce en un 36% comparado

con medios artificiales de cultivo.

La salinidad también esta presente en los lagos alcalinos y afecta al
crecimiento de la Arthrospira Platensis. Los niveles de salinidad pueden ser
muy variables, dependiendo especialmente del nivel de agua disponible en los
lagos. Por ejemplo, cuando la evaporacion excede al nivel de precipitaciones,
se forman depdésitos de sal en los bordes de estos cuerpos de agua. La
temperatura media del agua alcanza los 25°C con oscilaciones de +10°C. Las
horas de luz en el dia llegan a 12h y el flux de fotones llega alrededor de 2000
umol m?st, La salinidad de los lagos también puede variar si es que existen
cuerpos acuiferos subterrdneos en los que existe prevalencia de iones Na*y
K*, altas concentraciones de carbonatos, bicarbonatos y SO4% bajas
concentraciones de Ca?*, Mg?* y CI. Todas estas condiciones hacen que
estos cuerpos de agua subterraneos alcancen valores de pH entre 9.5y 11

(Vonshak, 1997; Whitton, 2012). En estas condiciones tan severas de
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salinidad la Arthrospira Platensis es el Unico microorganismo presente en el
medio (lltis, 1968). La salinidad de los mares y océanos es consecuencia
directa de la presencia del NaCl. Se ha observado que la Arthrospira Platensis
no requiere de esta sal para su crecimiento, y por el contrario, elevadas
cantidades de NaCl inhiben el desarrollo de esta cianobacteria (Vonshak, Guy,
& Guy, 1988).

En general, los afloramientos de colonias de Arthrospira Platensis ocurren
a valores de salinidad entre 22gL' y 60gL?, altas concentraciones de
carbonatos y bicarbonatos que elevan el pH a un rango entre 85y 11, y

temperaturas entre 25°C y 40°C.

D. Temperaturay pH

Si bien aspectos como temperatura y pH fueron tratados brevemente en
apartados anteriores, en donde se concluyd que elevados valores de
temperatura y pH son requeridos para un efectivo crecimiento de la
cianobacteria Arthrospira Platensis, conviene realizar un analisis de los rangos

optimos en los que deberian situarse estos parametros.

Con respecto a la temperatura, se ha determinado que sus valores 6ptimos
oscilan entre 35°C y 38°C (Richmond, 2008), con rangos de tolerancia que
pueden ir desde los 20°C hasta los 42°C (Kumar et al., 2011). En cuanto al
pH, la Arthrospira Platensis crece Optimamente en un rango de 9 a 10. Es
recomendable mantener un pH sobre 9.5 para evitar contaminacion
proveniente de otros microorganismos que pudieran alojarse en el medio de
cultivo (Richmond, 2008). El ajuste de pH en la practica industrial se realiza a
través de la provision de CO2 gaseoso, con sistemas de distribucion que son
el resultado de un compromiso entre una transferencia eficiente del gas,
costos de capital y de operacion (Becker, 1994). Especial cuidado debe

tenerse en cuanto a las pérdidas de CO2 que pueden darse por el contacto
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con la atmosfera y por precipitaciones en forma de CaCOs a valores de pH
sobre 10.5, pudiendo producirse también sedimentacion del cultivo de

cianobacterias.

E. Oxigeno disuelto

Los medios de cultivo de Arthrospira Platensis pueden ser vulnerables a
procesos de sobresaturacion de oxigeno, mismos que pueden inhibir el
crecimiento de esta cianobacteria (Marquez, Sasaki, Nishio, & Nagai, 1995).
Se ha determinado que niveles entre 70-80mg L de oxigeno disuelto en el
medio disminuyen la productividad de Arthrospira Platensis en un 33%. El
oxigeno puede disolverse de mejor manera en medios de cultivo que estén a
bajas temperaturas, por lo que si se combina este factor y los niveles de
oxigeno descritos anteriormente, la productividad disminuiria en un 60%

(Giuseppe Torzillo, Bernardini, & Masojidek, 1998).

Por esta razon, los fotobioreactores deben tener la capacidad de evacuar

adecuadamente el oxigeno producto de la reaccion de fotosintesis.

2.5.2 Laluz solary su efecto en el crecimiento de la Arthrospira

Platensis

A. Mecanismo bioldgico de la fotosintesis

En la naturaleza existe un mecanismo de crecimiento tanto de organismos
procariotas como eucariotas, conocido como fotosintesis, cuyo objetivo es la
transformacion del carbono inorganico (carbonatos, bicarbonatos o CO:2
atmosférico) en carbono organico mediante el empleo de los fotones

provenientes de la luz, sea esta artificial o solar, mecanismo mediante el cual
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se desarrolla la Arthrospira Platensis tal como se establecié en la seccién
anterior. La luz artificial (cominmente lamparas LED) puede ser util en
investigaciones a nivel de laboratorio, aunque a escala comercial se ha
corroborado que su uso incrementa el costo de produccion de la cianobacteria
en 16USD/kg de cianobacteria procesada (Blanken, Cuaresma, Wijffels, &
Janssen, 2013), con el inconveniente adicional de que mas del 65% de la
energia eléctrica se pierde en el proceso de conversion a energia luminica
(fotones) (Janssen, 2016). Por lo tanto, la luz solar es la opcion vélida a escala
industrial. Sin embargo, es necesario sefialar que solo aquellos fotones cuya
longitud de onda esté entre los 400nm y 700nm (RFA) seran absorbidos por
estos microorganismos (Janssen, 2016). En lo que sigue, debera entenderse
que tanto fotones como cualquier otro tipo de energia luminica estaran

comprendidos en esta region del espectro electromagnético.

Para entender como los fotones provenientes de la luz solar interactiian con
una cianobacteria a nivel celular en el proceso de transformacién del carbono
inorganico (CO2) en carbono organico, es necesario analizar las diferentes

reacciones quimicas que se suceden a nivel celular.

MEMBRANA
CITOPLASMATICA

PERIPLASMA

PARED
CELULAR

LUMEN
MEMBRANA TILACOIDE

TILACOIDE

CITOPLASMA

Figura 28 Esquema de una cianobacteria. La membrana citoplasmatica
separa el periplasma del citoplasma (regiéon sombreada con puntos).
Dentro de este se encuentran las membranas tilacoides en donde se

produce la fotosintesis. Adaptado de Jansen 2015.
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Figura 29 Esquema tridimensional de una cianobacteria. Fuente:
Wikipedia.

En las Figuras 28 y 29 se muestra esquematicamente una célula de una
cianobacteria. La pared celular separa los componentes interiores del medio
circundante a la célula. La membrana plasmatica separa el periplasma del
citoplasma, dentro del cual se encuentran las membranas tilacoides en donde

se produce tanto la fotosintesis como la respiracion celular.

Las membranas tilacoides contienen moléculas denominadas pigmentos
cuya mision es absorber la Radiacion Fotosintéticamente Activa en diferentes
bandas espectrales permitiendo el uso eficiente de la luz solar. Las
cianobacterias presentan Unicamente moléculas de clorofila a que son, en
primera instancia, los pigmentos responsables de absorber los fotones
provenientes de la luz visible (RFA) y trasferir las cargas eléctricas al centro
de reaccion (ver figura 30).

Adicionalmente existe una amplia variedad de pigmentos auxiliares
denominados carotenoides que pueden ser clasificarse en carotenos y
xantofilas (Ke, 2001). Los carotenos absorben fotones en longitudes de onda
correspondientes a los colores amarillo y verde transfiriendo las cargas
eléctricas a las moléculas de clorofila, aumentando la eficiencia en la

utilizacion de laluz (Ke, 2001). Las xantofilas evitan la foto oxidacion del centro
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de reaccion en donde se desarrolla la fotosintesis convirtiendo el exceso de

energia radiante incidente en calor (Ke, 2001).

También estan presentes otros cromoéforos conocidos como las
filicobiliproteinas, que se encuentran en particulas denominadas
filicobilisomas (ver figura 29), que incluyen a la ficoeritrobilina (PBI) y la
ficourobilina (PUB) que absorben los fotones con longitudes de onda entre
550-600nm, asi como a la ficocianina (PCCN), de donde las cianobacterias
toman su color azulado, que absorbe fotones fuertemente a 620nm. Otros
pigmentos relevantes se conocen como bacterioclorofilas y usan longitudes
de onda fuera del espectro de la radiacion fotosintéticamente activa (700-
1000nm). Lo anteriormente descrito tiene lugar en el aparato fotosintético de
la célula (ver figura 30), localizada en la membrana tilacoide (Pilon,
Berberoglu, & Kandilian, 2011).

PIGMENTOS ACEPTORDE @~ ‘

AUXILIARES ELECTRONES
Chl*\‘ /

chl*
Q Chl =<
MOLECULAS DE \\

DIRECCION DEL TRANSPORTE
DE ELECTRONES

CLOROFILA -
DONADOR DE €
| | | ELECTRONES |
ANTENA ANTENA CENTRO DE
PERIFERICA CENTRAL REACCION

Figura 30 Generacion y transporte de electrones en el aparato
fotosintético de la célula. Fuente: Pilon et. al 2011.

Este aparato esta formado de tres partes: a) la antena periférica, b) la
antena central y c) el centro de reaccidon. La antena periférica se encarga del
traslado de la energia fotdnica de baja intensidad hacia el centro de reaccion,

y esta compuesta de pigmentos como la clorofila a (representada como Chl)
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y los carotenos. La antena central contiene el minimo nimero de pigmentos
necesarios para la fotosintesis, todos ellos Clorofilas. Finalmente, la
separacién de carga fotoquimica y el posterior transporte de electrones tienen

lugar en el centro de reaccion.

En el proceso de fotosintesis el carbono inorganico suministrado en forma
de CO:2 es convertido a carbono organico en presencia de la luz solar. Esta
transformacion viene descrita por la ecuacion 2.11 en donde se aprecia que
se necesitan seis moléculas de diéxido de carbono para formar una molécula

de glucosa, esto en presencia de 54 fotones (Janssen, 2016):

6C0, + 6H,0 + 54 hv > CsHy,04 + 60, (2.11)

La reaccion descrita por la ecuacion 2.11 se lleva a cabo en dos fases: una
de luz y otra de oscuridad. En la fase luminica la energia proveniente de los
fotones es captada por la célula y convertida en adenosin trifosfato (ATP) y
agentes reductores como la nicotinamida adenina dinucleotido fosfato
reducida (NADPH). En este proceso los atomos de hidrogeno son removidos
de las moléculas de agua con el fin de reducir a la nicotinamida adenina
dinucleédtido fosfato (NADP*), dejando libre al mismo tiempo oxigeno.
Simultaneamente las moléculas de adenosin difosfato (ADP) son fosforiladas
(en presencia de fosfato inorganico Pi) convirtiéndose en ATP. La reaccion
gue describe este proceso se detalla a continuacién (Janssen, 2016; Shulter
& Kargi, 2000):

12H,0 +12NADP* + 18P; + 18ADP + 9 hv - 60, + 12NADPH

(2.12)
+ 12H* + 18ATP
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En la fase luminica actian dos sistemas definidos: a) el Fotosistema | que
puede ser excitado con radiacion solar de longitud de onda menor a los
700nm, encargado de producir NADPH vy, b) el Fotosistema Il que requiere luz
solar de longitud de onda mas corta que 680nm cuya misién es escindir la
molécula de agua en H* y O2. Las moléculas de ATP se forman conforme los

electrones migran del Fotosistema Il al Fotosistema | (Shulter & Kargi, 2000).

En la fase de oscuridad los productos de la primera fase como el ATP y la
NADPH son empleados como fuente de energia para la reduccion del dioxido
de carbono con el fin de producir la glucosa. Al mismo tiempo el NADPH es
oxidado nuevamente a NADP* mientras que el ATP es convertido a ADP y
fosfato Pi. Lo anterior se sintetiza en la ecuacion 2.13 (Janssen, 2016; Shulter
& Kargi, 2000) :

6C0, + 12NADPH + 18ATP + 12H* - C4H,,0, +18ADP

(2.13)
+ 12NADP* + 18P; + 6H,0

Si en la ecuacion 2.11 se divide para 6, se obtiene una ecuacién genérica
para la fabricaciéon de mdltiples carbohidratos, con un carbono por seccién
(CO, + H,0 + 9 hv - CH,0 + 0,) en donde se puede notar que se requieren
9 fotones para transformar 1 molécula de di6xido de carbono en un azucar

genérico de un atomo de carbono (Janssen, 2016).

Las ecuaciones 2.11-2.13 describen la produccion directa de glucosa, pero
en realidad lo que se produce en primera instancia es el gliceraldehido-3-
fosfato (C3H7OsP). Una parte del C3H7OesP (exactamente 2 moléculas) se
destinan para la produccion de glucosa y otros compuestos de la fotosintesis
(Shulter & Kargi, 2000).

El crecimiento fotosintético puede estar representado por una ecuacion

estequiométrica, que puede ser deducida de un analisis elemental de la
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biomasa constituida por las cianobacterias. La ecuacion 2.14 es especifica

para la Arthrospira Platensis (Posten & Walter, 2013):

CO, + 0.71H,0 + 0.14HN O + 0.008H,S0, + 0.005H;PO,

(2.14)
- CH1.5900.55N0.14-SO.008P0.005 + 13202

Esta ecuacion resulta atil al momento de determinar la cantidad de
nutrientes requeridos por la Arthrospira Platensis, al igual que conocer el
intercambio CO2/O2 en el medio de reaccion. Debe observarse que se ha
tomado a un nitrato como la fuente de N, pudiendo cambiar la estequiometria

al cambiar la fuente de N, con una sal de amonio por ejemplo.

Los procesos anteriores en conjunto forman el proceso de fotosintesis, que
no solamente se da en las cianobacterias sino también en las microalgas y en

las plantas verdes en general.

B. Flux de fotones

Quedd establecido en la seccidén anterior que las cianobacterias absorben
la Radiacién Fotosintéticamente Activa comprendida en una longitud de onda
entre 400nm y 700nm, que es no es mas que el rango visible de la luz. Por
tanto, experimentalmente se hace necesario poder determinar la potencia
luminica con la cual el Sol o una fuente de luz artificial impactan en el medio

de cultivo en donde se desarrollaran las cianobacterias.

En el Sistema Internacional Sl se ha establecido al lumen (Im) como unidad
de potencia luminosa. Sin embargo, esta unidad de medida esta adaptada a
la sensibilidad del ojo humano que difiere totalmente de la sensibilidad de

estos microorganismos (Janssen, 2016), por lo que se ha sugerido el empleo
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del vatio (flujo de energia radiante Q) como un anélogo apropiado en los
procesos de fotosintesis. Para corroborar lo anterior, obsérvese que 1W de
energia radiante equivale a 683Im a 555nm mientras que a 650nm equivale a
73Im, lo que da cuenta de la amplia sensibilidad del lumen con la longitud de

onda de la fuente luminosa.

Otra opcidn comunmente usada para expresar la potencia luminica de una
fuente se conoce como flux de fotones, que se describe como el flujo de
fotones por unidad de area incidente. Este flux es usado especialmente en
investigaciones en donde el flujo de luz visible (RFA) con distinta longitud de

onda tiene mas relevancia que la irradiancia.

Para calcular el flux de fotones, es necesario en primera instancia
establecer el nimero de fotones existentes en una determinada cantidad de

energia radiante incidente, como esta descrito en la ecuacion 2.15:

Nph = (215)

B
En esta ecuacion, se ha dividido la cantidad de energia radiante Q para la

energia que contiene un fotén &. Luego, el nimero fotones expresado en

moles mpn viene dado por:

mph = (216)

eNy

En donde Na es el nUmero de Avogadro, equivalente a 6.022 x 10?2 mol2. Si
en la ecuacion 2.16 se divide en ambos miembros para el producto del area

incidente A por un intervalo de tiempo At se obtiene el flux de fotones Fpn:
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Q Q q
Fyp = = = 2.17
PR ¢AN,At ~ €AN, &N, (2.17)
Debe notarse que la ecuacion 2.17 permite obtener el flux de fotones a partir
de la cantidad de energia radiante Q, el flujo de energia radiante Q o la
irradiancia . Reemplazando en esta Ultima expresion la ecuacién 2.3 se

obtiene:

_ 94
Fon = hcNy

(2.18)

Para el adecuado empleo de la ecuacion 2.18 se debe verificar que las
unidades sean consistentes. Si se trabaja en el Sl el flux de fotones vendra

dado en mol m? s'1, También se utiliza con frecuencia el umol m? s,
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Figura 31 Irradiancia promedio mensual q y flux de fotones Fyn sobre
superficie horizontal a diferentes longitudes de onda (400nm, 500nm,
600nm y 700nm), para la localidad de Pedernales. Fuente:
https://eosweb.larc.nasa.qgov/ssel.

En la Figura 31 se puede apreciar la irradiancia promedio mensual sobre
superficie horizontal (q global) calculada para la localidad de Pedernales, con
datos obtenidos del satélite de la NASA. Con estos datos se pueden construir
las curvas que representan el flux de fotones Fpn a diferentes longitudes de
onda empleando la ecuacién 2.18. En la Figura 31 estas gréficas se muestran
con lineas discontinuas. Obsérvese que en el espectro de la Radiacion
Fotosintéticamente Activa, el flux de fotones puede variar desde

aproximadamente 600umol m? s hasta alrededor de 1200umol m=2 s,

El flux de fotones total Fpn, resulta de la integracion de un parametro
conocido como flux espectral de fotones Fph,, en todo el rango de la Radiacion

Fotosintéticamente Activa:


https://eosweb.larc.nasa.gov/sse/
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700

th = j- th,ﬂ dl (219)
400

Consecuentemente, las unidades de Fpn, en el SI son mol m?s*nm™. Esta
integral se puede discretizar en pequefios intervalos de longitud de onda 44,

por lo cual la resolucion numérica de la ecuacion 2.19 vendra dada por:

A=700

Fo = z Fyun A (2.20)
A=400

Se sugiere que el intervalo 41 sea de 1nm para obtener una mayor precision

en el resultado (Janssen, 2016).
C. Seccion transversal Optica de una cianobacteria

Cuando haces de luz en el espectro de la Radiacion Fotosintéticamente
Activa entran en contacto con una célula de una cianobacteria, una fraccion
de estos pueden ser absorbido por los pigmentos contenidos en la membrana
tilacoide de la célula, otra fraccién puede pasar la célula sin ser absorbida
cambiando su direccion en un angulo diferente al de incidencia debido a que
el indice de refraccion de los componentes celulares y del medio de cultivo
circundante son diferentes, y una tercera parte puede reflejarse en la
superficie celular cambiando su direccion, como se aprecia en la Figura 32
(Janssen, 2016).
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Figura 32 Reflexion, difraccion y absorcion de un haz de luz en el
espectro de laradiacion fotosintéticamente activa al entrar en contacto
con una célula de una cianobacteria. Fuente: El Autor.

La radiacion reflejada y difractada esta disponible para otros
microorganismos en el medio, y su suma se conoce como dispersion. La
cantidad de luz absorbida por las cianobacterias puede ser calculada en
funcion del tamafio de la superficie celular que es perpendicular al haz de luz
incidente, como se aprecia en la Figura 33. Esta seccion éptica transversal de
la célula se conoce también como coeficiente especifico molar de absorcion
de luz (Pilon & Kandilian, 2016), representando por fx.:y que viene dado en
m?mol-tde biomasa. Este coeficiente varia en funcién de la longitud de onda
de la radiacién incidente y de la composicion real de los pigmentos que
conforman las membranas tilacoides de la cianobacteria, pudiendo ser
determinado mediante espectrofotdmetros especializados (Dauchet, Cornet,
Gros, Roudet, & Dussap, 2016).
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SECCION TRANSVERSAL

RADIACION INCIDENTE

e

Figura 33 Seccidn transversal 6ptica de una cianobacteria, también
conocida como coeficiente especifico molar de absorcién de luz.
Fuente: El Autor.

Este parametro es util para calcular la tasa de absorcion especifica de

fotones, que viene definida como:

700
fon = j furFonndi (2.21)

400

La ecuacién 2.21 establece que la tasa de absorcion especifica de fotones
es una funcion de la seccion transversal Optica de la cianobacteria fx,, y del
flux espectral de fotones Fpn . integrados en el espectro de la Radiacion
Fotosintéticamente Activa. El signo negativo se coloca en la ecuacion 2.21
porque la tasa de absorcion especifica de fotones va disminuyendo conforme
estos son absorbidos por las cianobacterias para su desarrollo.

Numeéricamente esta ecuacion puede resolverse de la siguiente manera:

A=700

—fon = z fxa Fpna B4 (2.22)

A=400

En donde se recomienda intervalos de 1nm para obtener una mayor

precisién en el resultado. Las unidades de fon en el Sl son mol molx!s™?. Una
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aclaracion es necesaria debido a que el primer mol de las unidades de fyn esta
referido a la cantidad de fotones contenidos entre 400nm y 700nm, mientras
gue molx?! hace referencia a la cantidad de biomasa que emplea esos fotones
para su desarrollo. Por tanto, la tasa de absorcién especifica de fotones podria
definirse también como el flujo de fotones por mol de biomasa que se

desarrolla en el proceso fotosintético.

Si se asume que el coeficiente especifico molar de absorcion de luz es
constante sobre el espectro de la Radiacién Fotosintéticamente Activa, la

ecuacion 2.22 puede expresarse de la siguiente manera:

A=700
~fon=Fc ). Fona 02 (2.23)

A=400

Reconociendo que lo que esta dentro del simbolo de sumatoria no es mas

que el flux total de fotones (ecuacion 2.20), se llega a la siguiente expresion:

—fon = fxFpn (2.24)

Calculado de esta manera, fpn representa un coeficiente de absorcion
especifica promediado espectralmente. En secciones posteriores se analizara
el empleo de este coeficiente en las ecuaciones que describen el campo de

radiacion en el fotobioeractor de placa plana.
D. Fotosintesis de la Arthospira Platensis

El proceso de fotosintesis de la Arthrospira Platensis puede ser
representado en una grafica P vs. g, en donde P representa la produccion de
carbono a un determinado nivel de irradiancia q (Richmond, 2008).

Analiticamente, esta relacidon puede ser representada mediante modelos
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matematicos como los de Webb, Blackman, Monod y Jassby & Platt, siendo
este ultimo considerado como el Unico de los modelos capaz de describir con
exactitud el comportamiento real de un proceso de fotosintesis (Janssen,
2016).

El modelo de Jassby & Platt puede ser representado matematicamente

como:.

aq
P = P, tanh (—) (2.25)
P

En donde Pmax representa maxima produccion de carbono en condiciones
de saturaciéon de luz, a es la pendiente inicial de la curva P vs. q y puede
interpretarse como una medida de la eficiencia de la produccion de carbono a
bajos niveles de irradiancia. Esta misma ecuacién puede expresarse en

funcion de la cantidad de clorofila a (Chla):

aq
B _ pB
P® = Pjtanh (@) (2.26)

En donde PB representa los miligramos de carbono producido por miligramo
de clorofila a y Pm® figura como los miligramos de carbono por miligramo de
clorofila a en condiciones de saturacion de luz. La produccion de carbono

puede expresarse también de la siguiente manera:

P=uC (2.27)

En la ecuacidén 2.26 u representa la tasa especifica de crecimiento de la
cianobacteria expresada en d! y C es el equivalente de la biomasa en
carbono. Reemplazando la ecuacion 2.26 en la 2.25 se obtiene:
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a
MC = (Mmaxc) tanh <_q> (2-28)
Bn

En donde Pm=umax C, Yy umax Simboliza la tasa méxima especifica de
crecimiento. Luego, si se define gs como el valor de la irradiancia a la cual

comienza la saturacion de la luz dada por:

P

5=~ (2.29)
Y reemplazando en la ecuacion 2.28 se llega a:
q
U = Umax tanh (q_> (2.30)
S

La ecuaciéon 2.30 puede ponerse también en funcion del flux total de fotones

en el espectro de la radiacion Fotosintéticamente Activa:

Fpn
K = Umax tanh F (2.31)
phs

Las ecuaciones 2.25 y 2.26 pueden expresarse en la misma forma que la

ecuacion 2.31;

Fpp
P = B, tanh (2.32)
ths

F. 2.33
PB = PB tanh (Lh) (2:33)
ths
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Las ecuaciones 2.31-2.33 fueron ajustadas a los datos experimentales
obtenidos por Kebede et al. (1996) quienes asilaron a la Arthrospira Platensis
del lago Chitu en Etiopia. Esta cianobacteria fue cultivada en un medio de
Zarrouk modificado en lo que tiene que ver con micronutrientes. El crecimiento
se lo desarroll6 en un turbidostato, un dispositivo de cultivo continuo en donde
se trabaja a volumen constante. El control se lo realizé en funcion de la
turbidez que provoca la presencia de las cianobacterias (Kebede & Ahlgren,
1996). La temperatura fue mantenida en 30°C, y el flux de fotones vari6 entre
200umolm2 sty 500umol m? s, Los resultados obtenidos se sintetizan en la
Tabla 11:

Tabla 11
Parametros obtenidos de la experimentacion con Arthrospira Platensis
aislada del lago Chitu en Etiopia

Parametro Valor Fons -
umol m#s

Umax 1,76 d? 171

Pmax 104 mgC L1 d? 144

Pmax® 141 mgC (mg Chla)1 206

Fuente: (Kebede & Ahlgren, 1996)

En la Figura 34 se muestra la curva de crecimiento de la Arthrospira
Platensis, en donde se representan la tasa de crecimiento especifico vs. el
flux de fotones. La curva se caracteriza por tener tres regiones perfectamente
diferenciadas. La primera de ellas se conoce como zona de crecimiento
limitado por la luz, que se alcanza si los parametros como temperatura y pH
son mantenidos en sus niveles 6ptimos y los nutrientes son provistos en las
cantidades adecuadas (Pandey, 2011). En esta region se alcanza la mayor
tasa de crecimiento de la Arthrospira Platensis conforme se aumenta el flux
de fotones. Un incremento adicional en el flux de fotones produce un
decremento en la tasa de crecimiento de esta cianobacteria, hasta que se
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alcanza una meseta en la curva de crecimiento. La region en la que se

produce este fendmeno se conoce con el nombre de zona de saturacién

luminica. La tasa maxima especifica de crecimiento alcanzada es de 1.76 d!,

equivalente a 0.073h.

Fon/ umol fotonesm2 s

2,2 CRECIMIENTO ZONA DE
LIMITADO POR ZONA DE SATURACION LUMINICA FOTOINHIBICION
2 LA LUZ LUMINICA
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Figura 34 Curva de crecimiento de la Arthrospira Platensis en funcion

del flux de fotones. La cianobacteria fue aislada del lago Chitu en
Etiopia. Fuente: El Autor.

Estudios realizados con Arthrospira Platensis del lago Texoco en México

muestran un valor de umax de 0.059h* (Balloni, Tomaselli, Giovannetti, &

Margheri, 1980), siendo muy similar al del cultivo realizado por Kebede et al.

(1996). Estos valores imponen un techo méximo al crecimiento por

fotosintesis y por supuesto, depende del tipo de microorganismo analizado.
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El parametro a, de las ecuaciones 2.25-2.29, representa la pendiente inicial
de la curva de crecimiento en un punto cuyo valor de flux de fotones equivale
a Oumol m? s, La intersecciéon de la recta con pendiente a y otra recta
paralela al eje de las abscisas, que representan el valor de umax, da origen a
un punto conocido como saturacion de luz Fpns (ver figura 34). Para la curva
de crecimiento de la Arthrospira Platensis, la saturacién luminica alcanza un
valor de 171umol m2 s, pero en general este punto puede encontrarse en un
rango entre 150-300umol m?s-1(Richmond, 2008; Whitton, 2012). Al igual que
tmax, Fphs constituye un limite que restringe el crecimiento de la Arthrospira

Platensis y debe ser considerado en el disefio de fotobioreactores.

La tercera region se conoce con el nombre de zona de fotoinhibicion,
definida como la pérdida de la capacidad fotosintética del Fotosistema I,
causada por un excesivo flux de fotones con respecto a los necesarios para
llevar a cabo la fotosintesis (Richmond, 2008; Whitton, 2012). Se ha detectado
que la fotoinhibicion ocurre en valores que exceden los 400umol m2s? en el
espectro de la Radiacion Fotosintéticamente Activa (Richmond, 2008), y que
puede exacerbarse por bajas o elevadas temperaturas, altas concentraciones
de sal o de oxigeno asi como bajas concentraciones de CO: en el medio de

cultivo (Giuseppe Torzillo et al., 1998).

En el caso de los fotobioreactores, una adecuada mezcla y el sombreado
mutuo entre células podrian evitar el efecto de fotoinhibicién. Esto permite
trabajar a elevados valores de flux de fotones (sobre los 1000umol m=2s?)
(Takache, Christophe, Cornet, & Pruvost, 2010).Tomar en cuenta todas estas
etapas relacionadas con el crecimiento de la Arthrospira Platensis juega un

papel fundamental a la hora de disefiar adecuadamente un fotobioreactor.
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2.6 Balance de materia en el medio de cultivo

Una vez que se tienen presentes todos los factores que influencian en el
crecimiento de la Arthrospira Platensis, es necesario realizar un balance de
materia que permita establecer analiticamente la tasa de crecimiento de esta
cianobacteria. En general, para el j-ésimo componente de una mezcla

reactiva, el balance de materia se puede plantear como:

. Tasa de ingreso Tasa de salida
Tasa de acumulacién ; ;
S de flujo de flujo
del j — ésimo = S — S
del j — ésimo del j — ésimo
componente
componente componente

(2.34)

[Tasa de generaci()n]
| delj—ésimo |
| componente por |
l reacciones J
quimicas

+

Planteando la ecuacion 2.34 para las cianobacterias, llamadas

genéricamente como biomasa (B):

AN

%4

En donde Ng representa el numero de moles de biomasa, my, €l caudal
molar de entrada de biomasa, n; el caudal molar de salida de biomasa y Rs
la tasa volumétrica de crecimiento de la biomasa local. Cabe destacar que el
volumen de reaccion V al que hace referencia el integral no necesariamente
es igual al volumen del reactor Vr (ver figura 35). Dado que en el
fotobioreactor no existe entrada ni salida de flujos de biomasa, la ecuaciéon

2.35 se transforma en:
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dNp
—— = | RgdV 2.36
== R (2.36)
14
Vg volumen de reactor V: volumen de reaccion
|
| |
! |
VEo o Fos0 0 0d037% |
= O I
&
o]
Q
@]
o
=
[ols
8]
o]
e
3 I

Figura 35 Esquema del fotobioreactor de placa plana. Se observa la
diferencia entre volumen de reaccion (volumen del fluido) y volumen de
reactor (caracteristica geométrica). Fuente: El Autor.

N puede expresarse como el producto de la concentracibn molar de
biomasa Cs (moles de biomasa por metro cubico de suspension) y el volumen

de reaccion V:

d(VCp)
— = Vf RgdV (2.37)

Debido a que el volumen de reaccion es constante en el fotobioreactor, V

puede salir del operador diferencial:
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dcy 1

- = 2.38

o f RpdV (2.38)
174

Si definimos ahora el lado derecho de la ecuacién 2.38 como la tasa
volumétrica de crecimiento de la biomasa promedio en el volumen de reaccién

<Rg>, entonces:

dCy
=2 = (Ry) (2.39)

Por tanto, es necesario calcular el valor de Rg si se quiere determinar la
variacion de concentracion de biomasa dentro del fotobioreactor. Esto se lo
podra realizar mediante un planteamiento cinético que tome en cuenta la

influencia de la luz solar en el crecimiento de los microorganismos.
2.7 Cinética de crecmiento de la Arthrospira Platensis

La cinética del crecimiento de la Arthrospira Platensis esta profundamente
vinculada con todas las posibles limitaciones que pueden ocurrir en el medio
de cultivo. Por tanto, en los siguientes puntos que se desarrollen en esta
investigacion se supondra que el crecimiento de la Arthrospira Platensis solo
esta limitado por la luz, con lo cual se asumird que todo el resto de variables
estan en sus valores 6ptimos. Uno de los principales problemas para poder
determinar la cinética crecimiento de esta cianobacteria es la dependencia de

la tasa de generacion volumétrica local Rg con la posicion, es decir, Re=Rs(X).

De los criterios anteriormente expuestos, se sabe que los fotones
provenientes de la luz solar son absorbidas dentro de las células de las

cianobacterias para promover su crecimiento, por lo que se concluye que la
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tasa de generacion volumétrica local Rge(x) debe ser proporcional a la
densidad volumétrica local de fotones absorbidos 4(x), cantidad que describe
el namero de moles o micromoles de fotones absorbidos por las
cianobacterias por unidad de volumen y por unidad de tiempo El factor de
proporcionalidad se conoce como rendimiento cuantico @(x) y determina la
cantidad de biomasa producida por mol (o umol) de fotones (J. F. Cornet &
Dussap, 2009). Cabe recalcar que los términos presentados anteriormente
estan referidos al espectro de la Radiacion Fotosintéticamente Activa. Por
tanto:

Rp(x) = P(x)A(x) (2.40)

La descomposicion representada por la ecuacién 2.40 es una consecuencia
del analisis de la transferencia de energia desde la antena fotosintética (Figura
2.14) hacia el centro de reaccién (J. F. Cornet & Dussap, 2009). El rendimiento

cuantico a su vez puede ser expresado de la siguiente manera:

d(x) = w(X)Pp (2.41)

La cantidad @w(x) se denomina rendimiento energético de la conversion
fotdnica y representa la parte que se disipa de la energia fotdnica y que es
absorbida por las antenas (Figura 2.14). Es un valor local, es decir, depende
de la posicion dentro del fotobioreactor y decrece con el valor de irradiacion
local q, expresada como flux de fotones Fpn en umol m2s?t. Se formula
aproximadamente a través de la ecuacion 2.42, desarrollada a partir de
estudios cuanticos de la transferencia energética en las antenas(Jeremy
Pruvost, Cornet, Goetz, & Legrand, 2012):

ths,O.S
F,

ow(X) = wy
phs,0.5 + th (X)

(2.42)
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En donde wwm representa la eficiencia termodindmica maxima para la
conversion fotonica en las unidades celulares fotosintéticas, representada

como un rendimiento de Carnot (J. F. Cornet & Dussap, 2009):

T

Tr representa la temperatura absoluta de emision de un cuerpo negro, que

se puede calcular a través de la Ley de Distribucion Espectral de Planck
(Bergman et al., 2011):

hnc

- 2hnc (2.44)
[AkB In ( T, " 1)]

TR

En la ecuacién 2.44 kg representa a la constante de Boltzmann, que adopta
un valor de 1.381x1023JK?, y I, representa la intensidad espectral de un
cuerpo negro, término que serd analizado con detalle en las secciones
posteriores. Sin embargo, para una gran cantidad de organismos eucariotas,
el valor de wwm oscila entre 0.76 y 0.82 en el espectro de la Radiacion
Fotosintéticamente Activa (J. F. Cornet & Dussap, 2009) y se considera que
depende débilmente de la longitud de onda, por lo cual puede asumirse
practicamente constante en esta regién del espectro electromagnético,

tomando un valor de 0.80 (Farges, Laroche, Cornet, & Dussap, 2009).

La constante Fpnsos Se denomina constante de saturacion media de
fotosintesis y para la Arthrospira Platensis alcanza un valor de 90umol m=2s-t
(Farges et al., 2009). En la seccién anterior se observé que el punto se
saturacion luminica Fpns de la curva de crecimiento oscila entre 150 y300umol
m2s?! por lo que un valor medio estaria ubicado entre 75-150umol m2s,

rango en el cual se encuentra el Fphs,0.5 para esta cianobacteria.
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Por otra parte, ¢z se denomina rendimiento cuantico masico y representa
la fraccion de la energia fotdnica absorbida que se conserva en el
fotobioreactor. Corresponde a la parte del proceso fotonico que conlleva una
separacion de cargas desde el centro de reaccion (Figura 2.14) (J. F. Cornet
& Dussap, 2009). Se considera un valor promediado en el tiempo y puede ser
obtenido mediante aproximaciones tedricas y ecuaciones estequiométricas
estructuradas que detallan el proceso de fotosintesis a nivel celular (Posten &

Walter, 2013). El rendimiento cuantico masico puede ser calculado mediante:

¢ = Mpd'p (2.45)

En la ecuacion 2.45 ¢’ se conoce como el rendimiento cuantico verdadero,
que para la Arthrospira Platensis adopta un valor aproximado de 7.8 x 10 molx
umol*t(mol de biomasa/ umol de fotones) y Mg representa la masa molar de
biomasa equivalente en carbono, que para la gran mayoria de
microorganismos fotosintéticos alcanza un valor alrededor de 23.7x103
kgxmolx?, en donde kgx representa kilogramos de biomasa. Multiplicando, se
obtiene que el rendimiento cuantico masico para esta cianobacteria es de
1.85x10° kgx umol™* (Farges et al., 2009). Debe especificarse que el calculo
de ¢ se realizé empleando un nitrato como fuente de N. Sin embargo, debido
a la dependencia de ¢ con la estequiometria a nivel celular, al cambiar la
fuente de N variara su valor. Asi, si se emplea una sal de amonio como fuente
de N, se ha estimado que ¢ toma un valor de 2.40x10° kgx umol* (J. F.
Cornet & Dussap, 2009).

Para determinar la densidad volumétrica local de fotones absorbidos 4(x)
es necesario plantear la ecuacion de transporte radiativo, como a continuacion

se detalla.
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2.8 Balance de energia de la fase fotdnica

Antes de establecer formalmente el balance de energia de la fase fotdnica
es necesario conocer a la intensidad de radiacion total, definida como el flujo
de energia radiante por unidad de angulo sélido (medido en estereorradianes
sr) y por unidad de area normal al haz de radiacion. En el Sl sus unidades son

W srim=2. Puede expresarme como:

e}

I = j I, (x,§, 1)dA (2.46)
0

En la ecuacion 2.46 1, se conoce como intensidad espectral, cuyas unidades
en el Sl son W sr'm2 nm, dando cuenta de su dependencia con la longitud
de onda. Debe notarse que la intensidad espectral es también funcién de la
posicién dentro del fotobioreactor x y de la direccién de emision del haz de
radiacion, representada mediante el vector unitario §. Este parametro juega

un papel fundamental en el desarrollo de la ecuacién de transporte radiativo.
2.8.1 Ecuacion de transporte radiativo

La transferencia de calor por radiacion es un proceso netamente superficial,
que puede llevarse a cabo entre dos 0 mas superficies que estén a distintas
temperaturas. Estas superficies pueden estar separadas por un medio
transparente, es decir que no interactia con la radiacion como el vacio o el
aire, o también por un medio que podria emitir, absorber o dispersar la
radiacion llamado medio participante. Este Ultimo caso compete a esta
investigacion debido a que el medio de cultivo y las cianobacterias,
denominados en conjunto como suspension, participa en los procesos de

transporte de calor por radiacion.
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En esta seccidon se desarrollard la ecuacién de transporte radiativo que
describe el campo de intensidad de radiacion en funcion de la posicion X,
direccion de la radiacion § vy la longitud de onda 4, y toma en cuenta la
influencia de un medio que puede emitir, absorber y dispersar la radiacion
proveniente de una fuente. Esta ecuacion permite entender el nexo entre
materia (suspensién) y la energia (fotones de la luz solar). En términos

generales, esta ecuacion establece que (Howell, Menguc, & Siegel, 2010):

. L g Pérdida
Cambio en la ]_ Zazg&zaa _ ;ebr.cciilda | debido a
energia radiante| — evao a ebido a dispersion
emision absorcion ;
saliente
(2.47)
Ganancia
debido a
dispersion

entrante

La ecuacion 2.47 describe que un rayo de luz que viaja a través de un medio
participante en la direccion § pierde energia por absorcion y dispersion (in-
scattering) (ver figura 36), pero al mismo tiempo gana energia por emision
(energia solar irradiada desde las superficies del fotobioreactor) y por
dispersién desde otras direcciones hacia la direccion de propagacion s (ver
figura 36). Cabe puntualizar que debe entenderse como dispersion a la
radiacion que no sigue la direccion establecida por el vector unitario § (ver
figura 36).
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Figura 36 Suspension, que contiene al medio de cultivo y alos
microorganismos. Se puede observar las interacciones de la radiacion
con la materia. Fuente: El Autor.

Para el desarrollo de las ecuaciones que explican analiticamente cada uno
de los términos de la ecuacion 2.47 sera necesario realizar las siguientes

suposiciones con respecto a la suspension (Modest, 2013):

e Tiene un indice de refraccién constante (los haces de radiacién viajan
en linea recta).

e Estd en estado estacionario, comparada con la magnitud de la
velocidad de la luz.

e No se polariza.

e Dentro de esta existe un equilibrio termodinamico local.

Ademas, en los fotobioreactores los microorganismos estan uniformemente
distribuidos y orientados en forma aleatoria gracias a la agitacion producida
por las burbujas, por lo cual la suspension se considera homogénea, con
capacidad de absorber y dispersar la radiacion, siendo incapaz de emitirla
(Pilon & Kandilian, 2016).

En funcion de estos supuestos se presenta a continuacién el fundamento

tedrico necesario para la deduccion de la ecuacion de transporte radiativo.
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A. Atenuacion por absorcion

La cantidad de radiacion absorbida por la suspension es directamente
proporcional a la magnitud de la energia incidente y a la distancia recorrida
por el haz de radiacion conforme atraviesa el medio participante. La energia
absorbida se transforma en energia interna, y matematicamente se la puede

expresar en funcién de la intensidad de radiacion espectral como:

(d})aps = _’k/l,abslxlds (2.48)

En donde %2.abs representa el coeficiente efectivo de absorcién espectral y
ds un diferencial del camino recorrido por el haz de radiacion. En el Sl %2.abs
viene dado en m1. El signo negativo se introduce debido a que la intensidad
espectral disminuye. La integracién de esta ecuacion sobre la trayectoria s

mediante el procedimiento de variables separables da como resultado:

B = h©exp | - [ Araeds | = HOexp(-) (2.49)
0

En donde 11 se conoce como el espesor Optico de absorcion, a traves del
cual el haz de radiacion ha viajado y I(0) es la intensidad espectral que ingresa

al medio, es decir en s=0. Por tanto:

s
Trabs = fkl,absds (2.50)
0

El espesor 6ptico es de caracter adimensional. A partir de la ecuacion 2.49

y 2.50 se puede definir a la absortividad espectral del medio y1,a»s cOmMo:
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L,(0)—1I
Dhavs = LD = 1~ () (250

La absortividad espectral, de acuerdo a la ecuacién 2.51, se define como el
cociente entre la intensidad de radiacién espectral absorbida y la intensidad
de radiacion espectral que ingresa en el medio, constituyéndose como una

fraccion de 1(0) de caracter adimensional.

B. Atenuacion por dispersién (out-scattering)

Un proceso de dispersion implica que una fraccion de la intensidad de
radiacion que ingresa o sale de la suspension es desviada de la direccion de
propagacion §. En el caso del out-scaterring, la radiacién que sale de una parte
del medio participante (Figura 2.20) es redirigida y aparece como una
contribucién externa en otra parte del mismo, denominada como in-scattering
(Figura 20). Como es de esperarse, esta pérdida ocasiona una atenuacion de
la cantidad de energia radiante disponible. Matematicamente se expresa en
funcion de la intensidad de radiacion espectral:

(dll)sca = _’kﬂ,scallds (2-52)

Al igual que en el caso de la absorcion, el signo negativo se coloca para
hacer énfasis que la intensidad de radiacion espectral disminuye por
dispersiéon. El coeficiente %asca S€ conoce como coeficiente efectivo de

dispersion espectral y viene dado en m en el Sl.
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C. Atenuacion total

La atenuacion total de la intensidad de radiacién espectral, conocida
comunmente como extincién, es la suma de las pérdidas ocasionadas por

absorcion y dispersion:

(dI)L)ext = (dl/’l)abs + (dl/l)sca = _(i"//l,sca + %A,abs)l/lds (2.53)

La suma de los coeficientes £a.aps ¥ #1.sca da origen al coeficiente efectivo

de extincién espectral £2.ex, cuyas unidades en el SI son m:

kﬂ,ext = kﬂ,sca + %’A,abs (2-54)

El espesor Optico basado en £1.ex se define como:

s
Trext = J’k/l,extds (2.55)
0

Este término es adimensional.
D. Incremento por emisién

La tasa de emision de radiacion desde un elemento de volumen es
proporcional a la magnitud del volumen. Por tanto, la intensidad emitida a lo
largo de cualquier trayectoria debe ser proporcional tanto a la longitud del

camino como a la energia local contenida en el medio. Entonces:

(dll)em = jlds (256)
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A ja se le conoce con el nombre de coeficiente espectral de emision, y dado
que en condiciones de equilibrio térmico local la intensidad espectral de
radiacion en cualquier parte del medio debe ser igual a la intensidad espectral
de emision de un cuerpo negro Iba (Modest, 2013), la ecuacion 2.56 puede ser

expresada de la siguiente manera:

(dIA)em = k)l,abslb)lds (2-57)

Lo que quiere decir que en equilibrio termodinamico local, el coeficiente de

proporcionalidad para la emision es igual al de absorcion.

E. Incremento por dispersion

Esta contribucién de energia radiante proviene de todas las direcciones por
lo que para su calculo serd necesario integrarla sobre todos los angulos
sélidos. Para esto, considérese el flujo de calor que viene desde la direccidon

dada por el vector §, (ver figura 37):

dQ;
dt

= 1,(5,)(dA S, - 8 )dQ,dA (2.58)

En donde dfi representa un diferencial de angulo solido. El término entre
paréntesis da cuenta de la proyeccién haz de radiacion que llega desde la

direccion i sobre el area dA.



157

Figura 37 Intensidad de radiacion redirigida por dispersion. Fuente:
Modest 2013.

Para ver esto claramente, en primer lugar se aplica la definicion de producto

interno entre los vectores unitarios §, y §:

S-S =[S [llISllcos6; (2.59)

Debido a que la magnitud de los vectores unitarios es 1, la ecuacién 2.59

se expresa asi:

S, S = cosf (2.60)

En donde 6 es el angulo de abertura entre los vectores unitarios. El siguiente

paso es expresar las areas dA y dAi como vectores (ver figura 38):

ds

= \ -

dA,

Figura 38 Areas perpendiculares a los rayos incidentes. Fuente: El
Autor.
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dA = dAS (2.62)

Nétese que de acuerdo a las ecuaciones 2.61y 2.62, los vectores dA y dA;
tienen una magnitud que es proporcional al tamafio del area que representan,
y siguen la misma direccibn que sus respectivos vectores unitarios.

Finalmente, se proyecta el vector dA a lo largo del vector unitario §;:

dA-S, =dAS-S, = dAcosf = dA; (2.63)

Por tanto, el término entre paréntesis de la ecuacidon 2.58 representa el area
dAi, que no es mas que la proyecciéon de dA en la direccién del vector unitario
S,. Luego, el flujo de calor descrito por la ecuacion 2.58 viaja una distancia ds;

en el volumen dV=dA ds, como se aprecia en la Figura 39:

S
e —

Figura 39 Distancia dsi recorrida por el haz de radiacién que viene
desde la direccion si. Fuente: El Autor.
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Esta distancia puede ser calculada en el triAngulo sombreado de la Figura
39:

ds; = == (2.64)

Si multiplicamos la ecuacién 2.58 simultdneamente por la ecuacion 2.64 y
el coeficiente efectivo de dispersion espectral, se obtiene un término

dimensionalmente coherente:

< A ds <
#2,5call1(§)(AAS, - 8)dVdA] —= = #a,5cal (81 )dAdQ;dAds (2.65)
1

Nétese que en esencia la ecuacion 2.65 sigue representando un flujo de
energia. De esta cantidad, una fraccion es dispersada hacia el cono dn

alrededor de la direccion § (ver figura 39):

9(S, - §)dQ

w(s;-§) = ——

(2.66)

En donde (§,-8) se conoce como funcion de dispersién y describe la
probabilidad de que un rayo que lleva una direccién §, sea dispersado a una
direccion 8. La constante 4w es arbitraria y se incluye por conveniencia
(Modest, 2013). Entonces, la cantidad de energia del cono df; dispersada

hacia el cono df2 se expresa como:

9§, - 8)dQ
i seals(8)dAQ,dAds % (2.67)
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Finalmente, para obtener el flujo de energia radiante que proviene desde

todas las direcciones §, y se dispersa hacia la direccién §, integramos la

ecuacién 2.67:

9(8S, - §)dQ

= (2.68)

(d1}) o (§)dAdQdA = j Frscalr (8 )dAdQ,dAds
41T

La variable de integracion en la ecuacién 2.68 es df;i por lo que el resto de

diferenciales pueden salir de la integral y eliminarse:

%/A,sca ds

(dl/l)sca (§) = .

[ ns)ocs- 90, (2.69)

41T

Si iguales cantidades de energia son dispersadas en todas las direcciones
(dispersion isotropica), entonces la funcion de dispersidén es constante e igual

a la unidad:

1
—Jﬁ(é}-ﬁ)dﬂ =1 (2.70)
a1

41T

Esta es la razén de la introduccion de la constante arbitraria 47 en la
ecuacion 2.66. Una vez que se han desarrollado todos los términos de la
ecuacion 2.47, es hora de ensamblarlos mediante un balance de energia
referido a la intensidad de radiacion espectral, en un elemento de area
diferencial conformado por haces de radiacion. En la Figura 40 se observa
este elemento, en donde la radiacion incidente tiene una direccion definida §
y la radiacion dispersa esta representada mediante flechas con lineas

interpuntadas fuera de la direccion s (ver figura 40):
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Figura 40 Elemento conformado por haces de radiacién en donde se
efectuaré el balance de energia. Fuente: Modest 2013.

Por tanto, siguiendo el orden de la ecuacién 2.47:

L(x+dx,§t+dt) —L(x8,t) = j;(X,t)ds — £ qps[h(X, 8, t)ds

(2.71)

#3 scadS
_’k/l,scall(x' §; t)ds + AZ‘;: ] I/‘L(X, §\1' t)l9( g\l ' §)dﬂl

4T

La ecuacion 2.71 es Lagrangiana es su naturaleza porque se esta siguiendo
un haz de radiacion desde s a s+ds. Debido a que el haz de radiacion viaja a
la velocidad de la luz ¢ (en un medio con un indice de refraccién n), la distancia
recorrida por este haz viene dada por ds=cdt. El lado izquierdo de la ecuacion
2.71 puede desarrollarse mediante una serie de Taylor truncada de primer

orden:

oL(x,8,t oL (x5t
W80 o xS

2.72
ds ot ( )

L(x+dx,§t+dt) =L(x51¢t)+

Reemplazando el resultado obtenido en la ecuacion 2.71.:
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0L, (x,8,t 0, (x,8,t
1 ( )ds+ 2 ( )

dt = jr(x,t)ds — £ apsly (%,8, t)ds

ds Jt
(2.73)
#3 scadsS
_’kl,scal/l(xr §,t)ds + /le;: j L(x,8,09(S, -8)dQ;
41T
Luego, sustituyendo dt por ds/c:
01,(x,8,t) dsdl(x,8,t) ~
Tds + TT = ];L(X, t)dS - /&Labsh(x, S, t)dS
(2.74)
kl,scad

S
_/&)l,scall(x' §' t)ds + j I)L(X; §1: t)19( §\1 ' §)in

4T

41
Eliminando ds de todos los términos de la ecuacién 2.74 se obtiene:

al;l(x,ﬁ, t) 161/1(X, §, t)
+_
ds c ot

= ja(x,t) — £y apsIn (X, 8, 1)

(2.75)

&A,sca

o ealh(%,8 D) + f L(x,5, 095, §)dQ

41T

Expresada asi la ecuacion 2.74 se conoce con el nombre de ecuacion de
transporte radiativo en su forma transitoria, valida tanto en el equilibrio
termodinamico local como en los casos de que no exista tal equilibrio.

Reemplazando en la ecuacién 2.74 las definiciones dadas por las ecuaciones
2.56-2.57:
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0L(x81)  19h(x8,0)

ds c ot = #p,abslba (X, ) — £y, aps i (X,8, t)

(2.76)

+
~rseai (68,0 + 222 [ 10,5, 00(8, - a0,

41

Reemplazando en esta ecuacion la definicion del coeficiente efectivo de

extincion espectral:

a]A(X, §, t) 1611(x, §, t)
+ —
ds c ot

= #papslpa (X, t)

(2.77)

Y
—Rpexth(X,8,t) + j;:a fl/l(X,é\p t)I(§, - 8)dQ;

41T

La velocidad de la luz es mucho mayor que cualquier velocidad que se
desarrolle a nivel local. Por tanto, el término transitorio puede eliminarse
(estado cuasi-estacionario) y desaparece la dependencia con respecto al

tiempo de las distintas funciones involucradas en la ecuacién 2.77:

dll (X, §)

ds = &A,abslbl (x) — ’&A,extll (x,9)

(2.78)

72, ol & .o
e [ 680005, $)d0,

41T

La ecuacion 2.78 contiene un término diferencial de primer orden en cuanto
a la intensidad espectral de radiacion para una direccion fija 8. Esta ecuaciéon

puede modificarse si se introduce el concepto de derivada direccional, que no
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es mas gue el producto interno entre el gradiente de intensidad de radiaciéon

espectral y el vector unitario §:

dIA(X, §)

5 =S VL(kx$) (2.79)

Entonces, reemplazando este resultado en la ecuacion 2.78 se llega a:

S - v (X' §) = ’kl,abslb/l (X) - kﬂ,extl/l (X: §)

(2.80)

4t
41T

)
4 Ehsca f L(x,8)9(S, - §)dO,

Esta ecuacion de transporte sera de utlidad para estudiar como la
Radiacion Fotosintéticamente Activa interactla con la suspensién (medio de
cultivo y microorganismos). Para ello, £2,abs, #1.scay £2.ext Seran referidos como
los coeficientes efectivos espectrales de absorcion, dispersion y extincion de
la suspensién. Ademas, recordando que una de las suposiciones en las cuales
se baso el balance de energia desarrollado establecia que la suspensién es

un medio no emisor, la ecuacion 2.80 se transforma en:

#
$VL(X8) = ~hpena(%,8) +— j L $)I(S; - $)d; (2.81)

4T

Aunque el balance de energia expresado por la ecuacion 2.81 esta en
funcion de la intensidad espectral de radiacion, en la practica es mas util poner
esta ecuacion en funcién de la irradiancia espectral. Para ello, se debe integrar
la ecuacion 2.81 sobre todos los angulos sélidos, multiplicando antes cada

término por un diferencial de angulo sélido dQ:
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fg VIA(X,g)d.Q = - f&a‘extl,l(xﬁ)dﬂ
41 4T

(2.82)

¥
+ f i';m f L(x,8)9(S, - §)d0,;dQ

41T 41T

El operador diferencial de la integral de lado izquierdo de la ecuacion 2.82
esta en funcioén del &ngulo sélido. Por tanto, el operador nabla cuyas derivadas
estan en funcion de la posicion puede salir de la integral (solo para
coordenadas cartesianas) conjuntamente con el operador del producto
interno. De la misma manera, las integrales del tltimo término de la ecuacion
2.82 pueden intercambiar sus posiciones, obteniéndose la ecuacién 2.70 que

otorga un valor de 1 (dispersion isotropica) a la expresion entre corchetes:

V- fl;l(x,§)§dﬂ

41T

= _kl,ext J I;(x,8)dQ
am (2.83)

41

1
+ % ,sca jIA(X:Q) lg]ﬁ(g\lg\)dﬂ dQ;
41T

En la ecuacion 2.83 se debe notar que los coeficientes efectivos espectrales
no son funcion del angulo solido por lo que pueden salir de los integrales sin

ningun problema. Reacomodando los términos:



166

v f I,(x,8)8dQ

o (2.84)
= —Rpext .]- I;(x,8)dQ + #epsca j L (x,8)) dQ;
41 4T
En este punto, es necesario definir el vector de irradiancia espectral:
ux) = f I, (x,8)8dQ) (2.85)
4T
Reemplazando este resultado en la ecuacion 2.84:
V- q/l(x) = _k/l,ext f I/l(x: §)d~Q + %A,sca f IA(X: §1) in (286)

41T 41

Desde que los diferenciales df2 y dfi son argumentos empleados para

indicar la integracién sobre todos los angulos sélidos, entonces:

f IA(X, §)dﬂ = f IA(X,é\l) d.Ql (287)

41T 41T

Por tanto, la ecuacion 2.86 se puede agrupar:

V- 020 = (B sea — £ ont) f (%, §)d0 (2.88)
41T
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La diferencia entre paréntesis no es mas que el coeficiente efectivo de

absorcion espectral. Por tanto:

V- @2 = — s ans f (%, 8)d0) (2.89)

4T

Introduciendo el concepto de irradiancia espectral:

LX) = f I,(x,8)dQ (2.90)

41T

Por tanto:

V- q;(x) = —%papsqa(X) (2.91)

La ecuacion vectorial 2.91 se puede hacer aun mas especifica para los
microorganismos estudiados en esta investigacion. Para ello definamos la
concentracion masica de biomasa como Cesx (kilogramos de biomasa por
metro cubico de suspension) y multipliguemos y dividamos simultdneamente

en el lado derecho de la ecuaciéon 2.91:

#
V(0 = 2 Cpqa () (2.92)

Bx

En secciones anteriores se analizé el concepto de seccion trasversal dptica
de una cianobacteria fx,. Ahora, este pardmetro se puede expresar en base
masica multiplicandolo por la masa molecular de la biomasa equivalente en
carbono, y es equivalente también a dividir el coeficiente efectivo de absorcién

espectral para la concentracion méasica de biomasa:
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’kl,abs
CBx

El,abs = fx,/'LMB = (2.93)

En donde Ej,ans Se conoce como coeficiente espectral de absorcidon masico

(Janssen, 2016). Introduciendo este concepto en la ecuacion 2.92:

V- q;(x) = —Ej 4psCpxq2(X) (2.94)

La ecuacion 2.94 es todavia dependiente de la longitud de onda. Integrando

en el espectro de la Radiacion Fotosintéticamente Activa se obtiene:

A=700 A=700
Vo [ wmdi=- [ Bastaa®d 2.99
A=400 A=400

El lado izquierdo de esta ecuacion se puede resolver de manera sencilla si
se define el vector de irradiancia total en el espectro de la Radiacién

Fotosintéticamente Activa como:

A=700

a0 = [ @02 (2.96)
A=400

El lado derecho de la ecuacién 2.95 se soluciona facilmente si se analiza en
primer lugar como evoluciona Ex.abs con la longitud de onda en el espectro de

la Radiacion Fotosintéticamente Activa (J. Cornet, Dussap, & Gros, 1994).
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Figura 41 Coeficiente de absorcién masico y coeficiente de dispersion
masico para cada longitud de onda en el espectro de la Radiacion
Fotosintéticamente Activa. Fuente: Cornet et. al 1994.

Como se observa en la Figura 41, entre los 400nm y 700nm el coeficiente
de absorcion masica presenta variaciones significativas en el intervalo entre
25m?kgxt y 200m?kgx?, por lo que es necesario definir un promedio en el
espectro de interés. Investigaciones experimentales acuerdan que este valor
debe ser equivalente a 150m2?kgx'(J. Cornet et al., 1994). Con esta

consideracion, Exabs puede salir del integral como un valor promedio Eaps:

A=700

me®=%m@xfcmmm (2.97)
A=400

Por ultimo, es necesario definir la irradiancia total en el espectro de la

Radiacion Fotosintéticamente Activa como:

1=700

Qrra () = fm@ﬂ (2.98)
A=400



170

Reemplazando la ecuacion 2.98 en la ecuacion 2.97, se obtiene el siguiente

resultado:

—V - qrra(X) = EpsChx qrra(X) (2.99)

Las irradiancias totales de la ecuacion 2.99 estan expresadas en Wm=. Sin
embargo, pueden convertirse a flux total de fotones mediante la ecuacion
2.18:

Qrra (X) 1 _ qrra(X) 4
\Y l heN, l = —E psCpx I heh, (2.100)
Entonces:
=V Fonrra(X) = EqpsChy Fpnrra(X) (2.101)

Debe tenerse en cuenta que las unidades de ambos lados de la ecuacion
2.101 estan expresadas en umol m? s y se mantiene la naturaleza vectorial
de la ecuacion 2.99. En esencia, la ecuacion 2.101 expresa que el flux de
fotones provenientes de la luz solar en el espectro de la Radiaciéon
Fotosintéticamente Activa disminuye como consecuencia de la absorcién que
se produce en los centros especializados de la célula encargados del proceso
de fotosintesis (de ahi el signo negativo que aparece en la citada ecuacién),
gue no es mas que la confirmacién del principio de conservacion de la energia.
Lo anterior también permite comprender el vinculo existente entre la fase
foténica y la biomasa, en el sentido de que los fotones cedidos por la radiacién
solar son empleados por las células para su crecimiento. Un analisis mas
detallado permite establecer que el lado derecho de la ecuacién 2.101
corresponde a la densidad volumétrica local de fotones absorbidos 4(x) por

lo que:
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A(X) = EqpsChix th,RFA (x) (2.102)

Las ecuaciones 2.99-2.102 tiene un caracter local debido a que son funcion

de la posicién dentro del fotobioreactor.

La ecuacion 2.102 pone de manifiesto que para determinar la tasa de
generacion volumeétrica local Rg(x) mediante la ecuacion 2.40 se requiere
conocer previamente el flux local de fotones Fpnrra, Mmismo que debe ser

obtenido resolviendo la ecuacién vectorial 2.101.

2.8.2 Ecuacion de transporte radiativo considerando las componentes

de laradiacién solar

La discusion anterior se limitd a considerar que la intensidad de radiacion
espectral provenia de una sola fuente sin componentes intrinsecos. Sin
embargo, como se analizé en el apartado 2.2, el campo de radiacién solar
puede expresarse como la suma de una componente directa y una difusa. En
términos de la intensidad de radiacion espectral, esto puede expresarse de la
siguiente manera (Modest, 2013):

L(x,8) = [(%,8) + [14(x,8) (2.103)

En donde 1. representa la intensidad de radiacion espectral total, lic la
intensidad de radiacion espectral directa e I la intensidad de radiacion
espectral difusa. Estos términos son funciones tanto de la posicion dentro del

fotobioreactor x como de la direccion de propagacion §.

La intensidad de radiacion espectral directa puede calcularse resolviendo la

ecuacion de transporte radiativo (ecuacion 2.80) (Modest, 2013):
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S- VIAC (X' §) = _/"/A,extllc (X, §)
N ~ (2.104)
= _/"/A,abslxlc (x,8) — /"//l,scallc (x,8)

La ecuacion 2.104 sefiala que la intensidad de radiacién espectral directa,
gue se propaga en la direccion §, disminuye su valor conforma atraviesa la
suspension de microorganismos debido a la absorcién producida en las
células y a la dispersion (out-scattering). Los términos de in-scattering y
emision se descartan debido a que no contribuyen con la radiacién solar
directa. La intensidad de radiacion espectral difusa también puede calcularse
resolviendo la ecuacién de transporte radiativo (ecuacion 2.80), reemplazando
I2 por la ecuacion 2.103 (Modest, 2013):

§ V[ (x,8) + L;(x,9)] =

_’&)l,ext [IAC (x,8) + lia (x, §)]

(2.105)
/& ,Sca ~ ~ ~ A
t | e 8) + ha(x,S)IO(S; - $)dQ
41
Separando términos de la ecuacion 2.105 se tiene:

S - VIXC(X, §) +8s- VIAd(X, §) =

_&A,extl/lc (X: §) - k/l,extl)ld (X, §)
(2.106)

3, Nar o~ A
+ 4;“1 jlzc(x,sl)ﬁ(sl-s)dﬂi

41

/&A,sca
41

f La(x,§)9(S, - §)d0,

41T
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Observando que la ecuacion 2.104 esta implicita en la ecuacién 2.106, se

puede llegar a la siguiente simplificacion:

§ VIi(X,8) = ~#jpextia(X,8)

f
s [ (x8)9(s: )y

41T

f
#2220 ] 8)0(8, - 9)d0,

41T

Descomponiendo el coeficiente efectivo de extincion espectral:

S VI)ld (Xr §) = _&)l,abslld (X, §) - /&A,scal)ld (X: §)

£, N~ A
+ 4;[“1 jIAC(X:sl)ﬁ(sl's)dQ‘i

4T

¥
#2220 (0 $)0(8, - 9)d0,

41T

(2.107)

(2.108)

De acuerdo a la ecuaciéon 2.108, la magnitud de la intensidad de radiacion

espectral difusa se ve reforzada por la dispersion (in-scattering) tanto de la

radiacion directa como de la radiacion difusa que proviene de otras

direcciones §, distintas a la direccién de propagacion 8, y disminuye debido a

los efectos de absorcion y dispersion (out-scattering) conforme atraviesa la

suspension de microorganismos (Lee, Pruvost, He, Munipalli, & Pilon, 2014).

Una particularidad de la ecuacién 2.108 es que no esté limitada a la dispersién

isotropica.

Para resolver la ecuacion 2.104, es decir obtener el campo de irradiancia

local proveniente de la radiacion solar directa, procedemos como en el



174

apartado anterior multiplicando ambos miembros por un diferencial de angulo

solido:
f S- VI)LC(X, §) dQ = — f kl,extllc (X, §)d.Q (2109)
4 4

Resolviendo la ecuacion 2.109 en coordenadas cartesianas:

V- f §I/1C(X, §) dQ = — f k,textllc(x, §)d.Q (2110)
4T 4

El coeficiente efectivo de extincién espectral es independiente del angulo

sélido, por lo que puede salir de la integral:

V- f She(%,8) dQ = — £ ot f L. (x,8)dQ (2.111)
4 4

Los términos dentro del integral corresponden al vector de irradiancia

espectral y a la irradiancia espectral:

V- qa(X) = —#pextqca(x) (2.112)

La ecuacion vectorial 2.112 se puede hacer aun més especifica, empleando
definamos la concentracion masica de biomasa como Csx (kilogramos de

biomasa por metro cubico de suspension):
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/&)Lext

V- qu(x) =— Ton Cpxqca (%) (2.113)
X

Definiendo el coeficiente espectral de extincibn masico como:

f
Ejext = g:m (2.114)
x

Por tanto, la ecuacién 2.113 se transforma en:

V- ch(X) = _E)L,extCBxCIcA (X) (2.115)

La ecuacion 2.115 es todavia dependiente de la longitud de onda.
Integrando en el espectro de la Radiacion Fotosintéticamente Activa se

obtiene:

A=700 A=700
V- f ca (X) dA = — f El,ext Cqu)l (X)d/l (2-116)
A=400 A=400

Para resolver la ecuacion 2.116, se debe expresar el coeficiente de
extincidon espectral masico en funcion de los coeficientes espectrales masicos

de absorcion y scattering:

A=700 A=700
v f Qi (x)dd = — f (Exabs + Exsca)Crxq1(X)dA (2.117)
A=400 A=400

Empleando la grafica 2.25, podemos observar que el coeficiente de
scattering espectral masico es practicamente constante entre 400nm vy

700nm, tomando un valor de 200m?kgx!. Ademas, dado que el coeficiente de
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absorcion espectral masico se asumié como constante en la seccién anterior,
podemos resolver la integral del lado derecho de la ecuacion 2.117, definiendo

esta vez unos coeficientes masicos promediados:

V: Qcrra (X) = _(Eabs + Esca)CqucRFA(X) (2-118)

En donde qcrra representa la irradiancia solar directa en la region del
espectro de radiacion fotosintéticamente activa. Las irradiancias de la
ecuacion 2.118 estan expresadas en Wm-2. Sin embargo, pueden convertirse

a flux total de fotones mediante la ecuacién 2.18:

qerra(X) 1 Qerra(X) A
v ICFLC—NAl = _(Eabs + Esca)CBx [% (2-119)
Entonces:
-V thc,RFA(x) = (Eabs + Esca)CBx thc,RFA (X) (2.120)

La ecuacion 2.120 establece que el flux de fotones provenientes de la
radiacion solar directa, entre 400nm y 700nm, disminuye como consecuencia
de la absorcidn y scattering de los mismos por la suspension de
microorganismos. Ambos miembros de la ecuacion 2.120 tiene como

unidades umol m= s,

Para obtener el campo de irradiancia proveniente de la radiacién solar
difusa, en primer lugar integramos la ecuacion 2.108 multiplicandola por un

diferencial de angulo salido:
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.]- S 'Vlld(X,g)dQ.

41T

== j’kl,abslld(x: $)dQ — J-’kzl,scalld(xl $)dQ
4T 4T

(2.121)

41

41T 41T

V)
+ f #sca f e (%, 8)9(S, - §ddQ

Y
+ f 1’::“ f Lia(%,8)9(S, - §)dQ; dQ

41T 41T

Integrando en coordenadas cartesianas, extrayendo los coeficientes
efectivos espectrales de las integrales dada su no dependia con el dngulo

sélido, y agrupando convenientemente se tiene:

v j § Ly(x,8)dQ

41T

= _k/l,abs .]- La (x,8)dQ — ’k/l,sca .]- La (%,8)dQ

41T 41T

(2.122)

1
+#),5ca f L(x,8) E’[ﬁ(g\l’s\)dﬂ dQ;
41T

41

1
B s j ha(%,8) [E j (s, - 9dado,
41T

4T

Si se trabaja con dispersién isotropica, los términos entre corchetes toman
el valor de 1. Desde que los diferenciales d2 y dfi son argumentos empleados

para indicar la integracion sobre todos los angulos solidos, entonces dQi=dQ:
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V- f S I,ld(x, §)d.Q

41T

= —R,abs .I- La(X,8)dQ) — £ cq .]- L4 (x,8)dQ (2.123)

41T 41T

+ k/’l,sca .f IAC (X: S\1)d-0- + ’k/l,sca j- I/’ld (X' g\l)dQ

41T 41T

La integral del lado izquierdo de la ecuacion 2.123 corresponde al vector de
irradiancia espectral difusa, mientras que las integrales del lado derecho
corresponden a las irradiancias espectrales difusa y directa. Reemplazando

las integrales por irradiancias espectrales y eliminando términos se obtiene:

V-qqy = _k/l,absCIdA + ’k)L,scaQCA (2-124)

Multiplicando y dividiendo el lado derecho de la ecuacién 2.124 por la
concentracion masica de biomasa Csx se introducen los conceptos de

coeficiente espectral masico de absorcion y scattering:

R3.ab #;,
Ve da =~ Conar () + 2 Cpxea () (2.125)
X x .

= —E3apsCBxqar x) + EjscaCxlca (x)

Luego, integrando la ecuacion 2.125 en la region del espectro

fotosintéticamente activo:
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A=700 A=700
V- f qdl(x)d;{ = - f E/l,absCqud)l(X)d/1
A=400 A=400
(2.126)
A=700
+ J E/l,sca CexUca (x)dA
A=400

Al igual que en los casos anteriores, los coeficientes espectrales masicos

se promedian entre 400nm y 700nm, por lo cual la integracion resulta en:

V- qarra(X) = —EgpsCxQarra(X) + Egcq Cpxqcrra(X) (2.127)

En donde qdrra representa la irradiancia solar difusa en la region del
espectro de radiacion fotosintéticamente activa. Las irradiancias de la
ecuacion 2.127 estan expresadas en Wm-=2. Sin embargo, pueden convertirse

a flux total de fotones mediante la ecuacién 2.18:

X) A X) A
v qarra (X) — —E_.Cs Qarra(X)
hcNy hcNy
(2.128)
qerra(X) A

+EscaCBx lCR;;C—NA]
Entonces:
V- thd,RFA(X) = —EgupsCpx thd,RFA (X) + EscqChiy thc,RFA(X) (2.129)

La ecuacion 2.120 determina el flux de fotones provenientes de la radiacion
solar difusa, entre 400nm y 700nm. Ambos miembros de la ecuacion 2.129
tiene como unidades umol m= s*. Sumando las ecuaciones 2.120 y 2.129,

reordenando términos se llega a:
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-V (thc,RFA + thd,RFA) (x) = EabsCBx( thc,RFA + thd,RFA)(X) (2-130)

En esencia, la ecuacion 2.130 confirma los predicho por la ecuacién 2.101,
expresando que el flux de fotones provenientes de la luz solar, conformada
por sus componentes directa y difusa en el espectro de la Radiacion
Fotosintéticamente Activa, disminuye como consecuencia de la absorcion que
se produce en los centros especializados de la célula encargados del proceso
de fotosintesis, lo que nuevamente pone de manifiesto el vinculo existente

entre la fase fotonica y la biomasa.

La densidad volumétrica local de fotones absorbidos 4(x) puede calcularse

entonces en funcién de las componentes directa y difusa de la radiacion solar:

c/l(X) = EabsCBx( thc,RFA + thd,RFA)(X) (2-131)

Con el empleo de la ecuacion 2.131 se calculara la tasa de generacion
volumétrica local Rg(x), es decir, la cinética de crecimiento de las

cianobacterias.

Es importante notar que la ecuacion 2.130 se incorporara al balance de
energia, es decir, la ecuacion 1.232 como el aporte del flux de radiacion dentro
del término -V-(a*q¥) (debe recordarse que gk estaba conformado por un
aporte conductivo y otro radiativo), para de esta manera resolver el campo de
temperaturas dentro del fotobioreactor.

2.9 Método de las ordenadas discretas

Uno de los objetivos de este trabajo de investigacion es determinar el campo
de irradiancia dentro del fotobioreactor de placa plana, para lo cual se debe

resolver la ecuacion 2.130. Entre las multiples maneras que se ha propuesto
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en la literatura para este fin, se encuentra el denominado método de las
ordenadas discretas (Modest, 2013). Este método se basa en un esquema de
volumenes finitos, en los cuales cada octante del espacio angular 47 es
dicretizado en (NoxNy) angulos solidos de extension (2, llamados angulos de
control. El angulo 8 se conoce como angulo zenital, mientras que ¢ representa
al angulo azimutal. En el caso tridimensional se resuelven un total de 8
octantes, resultando en 8NgxNy direcciones § (Martinek & Weimer, 2013). El
método asume que un haz de radiacion se propaga en unas pocas direcciones
angulares en lugar de hacerlo en direcciones angulares continuas (Moghimi,
Craig, & Meyer, 2015).

Para superficies grises, es decir aquellas cuya emisividad y absortividad no
dependen de la longitud de onda de la radiacion, el modelo matematico
resuelve la ecuacion de transporte radiativo para todos los espectros que
forman la radiacion solar. Sin embargo, en el caso de superficies no grises, el
modelo permite dividir el espectro de radiacion solar en bandas, resolviéndose
para cada una de ellas 8NsxNg ecuaciones. Para cada volumen de control y
angulo solido de intensidad de radiacion constante el método de los
volimenes finitos integra la ecuacién de transporte radiativo (Martinek &
Weimer, 2013).

Las principales razones para escoger este método de la ecuacion de

transporte radiativo son (Moghimi et al., 2015):

e Es de facil convergencia, especialmente en soluciones en serie.

e Determina la solucién en la misma malla de discretizacion que las
ecuaciones de conservacion de la masa, cantidad de movimiento lineal
y energia, lo que conlleva a un acoplamiento efectivo entre la
temperatura de las superficies y la radiacion.

e Puede ser aplicado para geometrias complejas para diferentes medios

participantes tales con caracteristicas no grises, scattering



182

anisotrépico, superficies no isotérmicas, medios absorbentes vy

emisores.

Los algoritmos que conforman el método no se abordara en este trabajo de
investigacion, aunque se pueden consultar en literatura especializada (Chui &
Raithby, 1993; Murthy & Mathur, 1998; Raithby & Chui, 1990), debido a que
se empleara el software Ansys Fluent 15.0, que habilita el empleo del método

de ordenadas discretas para resolver la ecuacion 2.130.
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CAPITULO Il

EXPERIMENTOS NUMERICOS Y ANALISIS DE
RESULTADOS

3.1 Introduccioén

En este capitulo se presenta la metodologia con la cual se ejecutaran los
experimentos numéricos con la ayuda del software ANSYS WORKBENCH
15.0. En primer lugar, se muestra el dominio experimental generado en el
moédulo DESIGN MODELER, el cual presenta algunas modificaciones
respecto al de Reyna-Velarde et. al 2010. Luego, se modela conjuntamente la
hidrodinamica y la transferencia de calor por radiacion dentro del
fotobioreactor de placa plana, mediante las ecuaciones expuestas en los
capitulos anteriores y con el empleo del médulo FLUENT. Posterior a esto se

analizan los resultados obtenidos y se presenta la validacion del modelo.

3.2 Etapade pre-procesamiento

3.2.1 Modelado de la geometria del fotobioreactor de placa plana en
design modeler

Para iniciar los experimentos numeéricos, es necesario previamente dibujar
el dominio experimental en el cual se van a resolver todas las ecuaciones de
conservacion. Para este propdsito se empled el médulo DESIGN MODELER,
una interface del tipo CAD que permite exportar rapidamente el disefio
geométrico del dominio de fluido a otras etapas de simulaciéon. La siguiente

geometria fue concebida en el médulo anteriormente citado:
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0,000 0,250 0,500 {m)
[ — ESSS—
0,125 0,375

Figura 42 Geometria que representa el dominio experimental del
fotobioreactor de placa plana. Fuente: El Autor.

Como se observa en la Figura 42, lo que esta dibujado no corresponde a la
geometria del fotobioreactor de placa plana, sino mas bien a los que se
encuentra en su interior, es decir, el dominio de fluido. Tal y como se describio
en el capitulo 1, este fotobioreactor cuenta ya con unas dimensiones
especificadas. Sin embargo, se han realizado algunas modificaciones que se

detallan a continuacion:

e Las dimensiones de la placa central no se describen en el trabajo de
Reyna-Velarde et. al 2010, por lo cual se adopté una dimensién de
10mm de espesor.

e Se realizaron investigaciones acerca de la configuracion y las
distancias desde la placa central hacia la parte superior e inferior del
dominio experimental. Se concluyo que la placa central debe colocarse
a una altura respecto de la base del equipo equivalente al 10% de la
altura del fotobioreactor, y debe estar colocada respecto de la parte
superior a una altura equivalente al 20% de la altura del fotobioreactor
(Huang et al., 2015; Huang et al., 2014; Yu et al., 2009). Tomando en
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cuenta que la altura del domino experimental es de 0.570m, se
determiné que la placa central debe estar a 0.04m de la parte inferior y
a 0.10m de la parte superior.

e Se disefid un sparger (flauta) que atraviesa longitudinalmente al
fotobioreactor de placa plana, en lugar del propuesto por Reyna-
Velarde et. al 2010.

o El material del fotobioreactor fue modificado a vidrio semitransparente
(Moghimi, Craig, & Meyer, 2015a, 2015b).

Con estas modificaciones, el esquema final con las dimensiones del dominio

de fluido se presenta a continuacion:

-]
O
B . (
'
I
|
O
[—
(9]
| B !
315 2 |
Q
!
2 n
_ 670 o

Figura 43 Esquema final con dimensiones del dominio de fluido.
Fuente: El Autor.

Es importante analizar la orientacion del dominio de fluido creado en
DESIGN MODELER debido a que los siguientes pasos de la simulacion se

fundamentan en esta:
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0,000 0,100 0,200 (m)
]
0,050 0,150

Figura 44 Vista superior del dominio de fluido. Fuente: El Autor.

0,000 0,250 0,500 (m)
0125 0,375

Figura 45 Vista lateral del dominio de fluido. Fuente: El Autor.

Como se observa en la Figura 44, la base del fotobioreactor de placa plana
se encuentra en el plano XZ con la mayor de sus longitudes en direccién del
eje x positivo, mientras que la parte lateral del mismo se encuentra en el plano
XY, colocandose la altura del equipo en direccién del eje y positivo como se
muestra en la Figura 45. Esto es importante, porque el vector de aceleracion
de la gravedad g debera ubicarse en sentido contrario al eje y positivo,
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adaptandose esto a cada una de las ecuaciones que tienen entre sus

parametros a g.

3.2.2 Mallado del dominio de fluido en meshing

Las ecuaciones de conservacion efectivas y los modelos de turbulencia
analizados se encuentran desarrollados en forma vectorial debido a que el
dominio de fluido es de caracter tridimensional. En cada una de las
modelaciones se asumio que el fluido que se encuentra dentro del

fotobioreactor de placa plana es continuo con una fase dispersa en él.

Sin embargo, computacionalmente seria dificil poder considerar esta
continuidad sin sacrificar tiempo computacional, por lo que se hace
indispensable el empleo de métodos numéricos para la solucién de las
ecuaciones de conservacion en el dominio de fluido en tiempos razonables de
procesamiento. Esto es posible mediante la division del dominio de fluido en
una serie de subdominios que no se sobreponen, llamados celdas o
volumenes de control. Entonces, la solucion de las ecuaciones de
conservacion se define en los nodos (interseccion de las aristas) de cada
celda, siendo la exactitud de esta dependiente del nimero de celdas en los
gue se ha subdividido el dominio de fluido. Al conjunto de todas estas celdas
se le conoce como malla, y en general, mientras mas celdas contenga la malla

mayor exactitud se obtendra en la solucion (Versteeg & Malalasekera, 2007).

Un compromiso tiene que establecerse en cuanto a la exactitud deseada de
la solucion, debido a que una malla mas fina podria implicar mayor tiempo de
procesamiento computacional. Las mallas 6ptimas no son uniformes debido a
que pueden ser mas finas en las areas en donde se presentan mas
variaciones de los parametros de operacién, y mas gruesas en regiones en
donde ocurra pequefas variaciones de los mismos (Versteeg & Malalasekera,
2007).



188

Sobre el 50% del tiempo empleado en la simulacién de dominios de fluido
en la industria estan destinados al disefio y mallado del dominio de fluido
(Versteeg & Malalasekera, 2007). Para optimizar los tiempos de pre-
procesamiento, ANSYS WORKBENCH tiene incorporado un mddulo
denominado MESHING, que realiza el mallado de forma automatica
dependiendo del tipo de geometria. Sin embargo, de ser necesario se puede
configurar el mallado de manera manual.

0,000 0,500 1,000 (m)
]

0,250 0,750
Figura 46 Dominio de fluido para el mallado. Fuente: El Autor.
En la Figura 46 se observa el dominio de fluido para el mallado. El software,

automaticamente reconoce la geometria y realiza el mallado descrito por la
Figura 47:
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Figura 47 Mallado generado automaticamente por MESHING. A la
izquierda se observa uno de las caras laterales del dominio de fluido
del fotobioreactor de placa plana. A la derecha se muestra el
refinamiento de la malla alrededor del sparger. Fuente: El Autor.

Debe notarse que se ha realizado un refinamiento de la malla alrededor del
Sparger. La malla esta conformada por celdas hexaédricas, con cuadrilateros
como caras, siendo altamente recomendada esta forma para el

procesamiento numérico en el modulo FLUENT (Ansys, 2014).
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L.

Figura 48 Mallado generado automaticamente por MESHING. A la
izquierda se observa la cara frontal del dominio de fluido del
fotobioreactor de placa plana. A la derecha se muestra una ampliacién
de la malla generada. Fuente: El Autor.

Figura 49 Mallado generado automaticamente por MESHING. A la
izquierda se observa la cara frontal del dominio de fluido del
fotobioreactor de placa plana. A la derecha se muestra una ampliacién
de la malla generada. Fuente: El Autor.
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En la Figura 48 se observa la uniformidad de la malla generada en la cara
frontal del dominio de fluido del fotobioreactor de placa plana. Notese que el
tamafio de las celdas es similar. Por el contrario, para la cara posterior se
observa que el tamafo de las celdas no es el mismo, esto debido a que el
sparger se encuentra préximo a este lado, siendo afectado por el refinamiento
de la malla realizado para las caras laterales del dominio de fluido del

fotobioreactor, como se muestra en la Figura 49.

X
0,000 0,100 0,200(rm) @
]
0,050 0,150

Figura 50 Mallado generado automaticamente por MESHING. Se
observala cara superior del dominio de fluido del fotobioreactor de
placa plana. Fuente: El Autor.

0,000 0,150 0,300 (m)
1

0,075 0225

Figura 51 Mallado generado automaticamente por MESHING. Se
observala cara inferior del dominio de fluido del fotobioreactor de
placa plana. Fuente: El Autor.
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En la Figura 50, se muestra el mallado generado para la parte superior del
dominio de fluido del fotobioreactor de placa plana. Nuevamente debe notarse
la uniformidad de la malla generada. En la Figura 3.51 se observa el tamafio
no uniforme de las celdas de la cara inferior del dominio de fluido, debido a la
presencia del sparger. Las celdas son mas grandes a medida que se alejan
del sparger. La Figura 3.52 muestra el acoplamiento de las celdas entre caras
del dominio experimental.

Figura 52 Acoplamiento de las celdas entre caras del dominio de fluido.
Fuente: El Autor.

Las figuras anteriores han mostrado la malla que se generd
automaticamente por MESHING. Ahora, es necesario analizar las

dimensiones de las celdas y algunas estadisticas referentes a las mismas:
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Tabla 12
Estadisticas generadas por MESHING respecto a las celdas del dominio
del fluido

Tamafio minimo de la 4.4478e-004m
celda

Tamafio maximo de la 8.8957e-002m
celda

Tamafio maximo de la 4.4478e-002m

cara

Longitud minima de la 1le-002m

arista

NuUmero de nodos 45696

NuUmero de elementos 38849

Inclinacién minima 1,70300339587419E-02
Inclinacién maxima 0,767987561638417
Inclinacién promedio 0,255999615003582

La Tabla 12 muestra que el nimero de elementos o celdas es de 38849 y
el nimero de nodos es de 45696. Aunque la simulacion con este mallado no
arrojé problema alguno, puede observarse que la distribucion de elementos
en las caras laterales no es uniforme del todo. Un parametro que ayuda a
establecer la calidad de las celdas generadas es su inclinacion. Se
recomienda que este parametro sea menor a 0.95 (Ansys, 2014). Aunque esta
malla cumple con esta condicién segun la Tabla 12, se puede lograr valores

aun mas bajos con un proceso de refinamiento de malla.

A. REFINAMIENTO DE LA MALLA

El médulo MESHING permite que el usuario refine la malla mediante la
opcién relevance center, la cual presenta tres opciones: coarse, medium o
fine. Por defecto el mallado se realiza en el modo coarse. Por tanto, para
refinar la malla se escoge la opcidon fine, obteniéndose los siguientes

resultados:
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Estadisticas generadas por MESHING respecto a las celdas del dominio

del fluido refinado

Tamano minimo de la

1.3027e-004m

celda

Tamafio maximo de la 1.3027e-002m
celda

Tamafio maximo de la 2.6054e-002m
cara

Longitud minima de la 1le-002m
arista

Numero de nodos 108876
NUmero de elementos 95360

Inclinacion minima

1,3057463323374E-10

Inclinaciéon méaxima

0,590940884152446

Inclinacion promedio

0,112833306040029

Comparando los resultados de la Tabla 13 con la Tabla 12, podemos ver

que el nimero de elementos se incrementd en un 59.26%, el nimero de nodos

aumento en un 58.02% vy la inclinacién promedio disminuyé en un 55.92%,

resultando en una malla de mejor calidad. A continuacién, se muestra la malla

refinada:

Figura 53 Vista inferior del dominio de fluido refinado. Fuente: El Autor.
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Figura 54 Vista superior del dominio de fluido refinado. Fuente: El
Autor.

Figura 55 Vista frontal del dominio de fluido refinado. Fuente: El Autor.



196

Figura 56 Vista posterior del dominio de fluido refinado. Fuente: El
Autor.

Figura 57 A laizquierda vista lateral del dominio de fluido refinado. A la
derecha detalle de un nuevo refinamiento cerca del sparger. Fuente: El
Autor.
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Como se presenta en las Figuras 3.53-3.57, la malla es mas uniforme en

las caras laterales. Esta malla se escogera para realizar las simulaciones.

3.2.3 Superficies en donde se definiran las condiciones de frontera

El médulo FLUENT necesita que se definan las superficies en donde se
especificaran las distintas condiciones de frontera del dominio de fluido del

fotobioreactor de placa plana. A continuacion, se presenta estas superficies:

Tabla 14
Superficies en donde se definiran las condiciones de frontera
Nombre de la Superficie Esquema

OUTLET

WALL1




WALL3

WALL2

WALL4

198

BASE

INTERIOR WALL




199

SPARGER WALL

INLET

3.3 Etapade procesamiento

3.3.1 Metodologia de experimentacion numérica

La simulacion se desarrollara en la malla presentada en la seccion anterior.
Se presenta a continuacién la matriz con los cddigos de los experimentos

numeéricos a realizarse:

Tabla 15
Matriz con los cédigos de los experimentos numéricos a realizarse
HORA Modo Estacionario Modo Transitorio
(5 min)
08:00 08E
10:00 10E
11:00 11E
12:00 12E 12T
13:00 13E
14:00 14E

16:00 16E




200

Se ha elegido al 20 de marzo de 2016 como el dia de simulacion, por
coincidir con el equinoccio de marzo, mes que presenta uno de los mayores
valores de irradiacion global. No se analizara el dia completo sino las horas
listadas en la Tabla 15. Las ecuaciones de conservacion efectivas y el modelo
de turbulencia se resolveran en estado estacionario, y para validar los
resultados obtenidos se realizarda una simulacion en estado transitorio a las
12:00 escogida de manera aleatoria. Debido a la gran demanda de tiempo
computacional para la solucién de este ultimo, solamente se analizar4 5min a
partir de la hora indicada. La ubicacion del fotobioreactor de placa plana con

respecto al Sol se indica en la Figura 58:
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Figura 58 Posicion del fotobioreactor de placa plana respecto al Sol.
Fuente: El Autor.

Se ha procurado que las superficies mas grandes del equipo queden
expuestas a la irradiacion solar normal directa (la una en horas de la mafiana
y la otra en la tarde), orientandolas al Este y al Oeste respectivamente. Las
superficies laterales se supondran solamente expuestas a la irradiacion
difusa, en conjunto con una de las superficies grandes sobre la cual no incida
la irradiacion normal directa en funcion de la hora del dia. Todas las superficies

de vidrio se supondran semitransparentes, excepto la base que al estar en
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contacto con el suelo no recibira radiacion solar de manera directa, pudiendo

considerarla como opaca.

Tabla 16
Irradiancia normal directa y difusa, determinadas con la calculadora
solar de FLUENT, para Pedernales Latitud 0.0701° Longitud -80.0536°

Irradiancia . . ) )
Normal Irradiancia Irradiancia Eraccion
HORA ) Difusa Total .

Directa Wm-2 2 Difusa

Wm-2 m Wm
08:00 798.775 162.025 960.800 0.1686
10:00 977.192 217.879 1195.071 0.1823
11:00 1003.800 244.718 1248.518 0.1960
12:00 1014.86 223.070 1237.930 0.1802
13:00 1014.42 223.466 1237.886 0.1805
14:00 1002.33 224.513 1226.843 0.1830
16:00 916.155 197.303 1113.458 0.1772
PROMEDIO 923.981 213.282 1171.501 0.1821

En la Tabla 16 se detallan los valores de irradiancia directa y difusa para la
localidad de Pedernales. Estos datos fueron obtenidos con la calculadora
soler de FLUENT. A su vez, esta calculadora también permite determinar las
componentes de la radiacion difusa, tal y como se observa en la Tabla 17.
Estos valores (ver tablas 16 y 17) seran introducidos en la ecuacion de
transporte radiativo para resolver el modelo de radiacidon solar por el método

de las ordenadas discretas.



202

Tabla 17

Componentes de la irradiancia difusa para Pedernales, determinadas
con la calculadora solar de FLUENT, para Pedernales Latitud 0.0701°
Longitud -80.0536°

Difusa sobre Difusa sobre

Difusa
reflejada  Difusa

HORA Superficie  Superficie  j 400 Total
Vertical Horizontal o
2 2 Suelo Wm
Wm Wm 2
Wm
08:00 68.616 56.399 37.010 162.025
10:00 63.834 68.997 85.048 217.879
11:00 53.619 70.875 100.224 244.718
12:00 43.497 71.656 107.917 223.070
13:00 44.248 71.625 107.593 223.466
14:00 54.465 70.772 99.276 224.513
16:00 71.123 64.687 61.493 197.303
PROMEDIO 57.057 67.859 85.509 213.282

3.3.2 Procedimiento de solucién

Todas las ecuaciones analizadas en los capitulos anteriores explicaron los
fendmenos que estén involucrados en la dinamica del fotobioreactor de placa
plana. Estas ecuaciones son resueltas en cada uno de los nodos de la malla
generada con lo cual, al resolverse todos los nodos, se obtendra la solucién
general del modelo matematico. FLUENT resuelve en primer lugar las
ecuaciones efectivas de conservacion de la masa, cantidad de movimiento
lineal y la SST k-w con lo cual se obtienen la fraccion volumétrica del gas, las
componentes de la velocidad del liquido y gas y el valor de la energia cinética
turbulenta k y su tasa de disipacion e. Debe destacarse que las fases continua
y dispersa estan acopladas mediante la fuerza de arrastre y la disipacién

turbulenta, elementos de la ecuacion de conservacion efectiva de la cantidad
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de movimiento lineal. Luego, se incorpora estos resultados a la ecuacion
efectiva de conservacion de la energia la cual aflade independientemente el
valor del campo de irradiancia determinado a través de la ecuacion de
transporte radiativo que considera las componentes directa y difusa de la

radiacion solar.

La determinacion del recurso solar disponible lo realiza la calculadora solar
de FLUENT, como se mostro en las Tablas 3.5y 3.6, cuyos datos de entrada
son la latitud, longitud, dia y hora del dia para estimar la irradiancia directa y
difusa en el emplazamiento seleccionado. Los resultados se cargaran a la
ecuacion de transporte radiativo. Este procedimiento se realiza hasta que se
presenta la convergencia de todas las ecuaciones involucradas, en estado
estacionario, o hasta completar el niumero de pasos de tiempo establecidos
en el caso de estado transitorio.

3.3.3 Materiales

Los materiales que intervendran en la simulacién son los siguientes:
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Materiales a emplearse durante la simulacion en FLUENT

Material Tipo Representa Observaciones
Contenido ]Ic_iz;li:g;ospcl)idades
Agua Liquido dentro del )
fotobioreactor establecidas por
FLUENT.
Fase dispersa Las propiedades
Aire Gas gue entrara fisicas son
desde el establecidas por
sparger FLUENT.
Las propiedades
fisicas son
Acero Sélido Pared del establecidas por
inoxidable sparger FLUENT, salvo la
emisividad cuyo
valor es de 0.30.
Conductividad
térmica:
1.5 WmiK?
Calor especifico:
Paredes que 786 J kgK*
Vidrio sélido recubren el Densidad:
semitransparente dominio del 650 Kg m
fluido Coeficiente de
absorcion:
106m
Emisividad
0.92

IFuente: (Bergman, Incropera, DeWitt, & Lavine, 2011)

2Fuente: (Moghimi et al., 2015a, 2015b)

3.3.4 Condiciones de frontera

A continuacién se presenta un esquema genérico (ver tabla 19) de las
condiciones de frontera empleadas para la solucion de las ecuaciones de
conservacion, el modelo de turbulencia y la ecuacion de transporte radiativo,

requeridas por FLUENT.
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Condiciones de frontera requeridas por FLUENT
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Modelo gr?rllzilLCJB(I]T ;sizs/ Especificaciones Valor
Intensidad de
turbulencia
. Diametro hidraulico
Mixture Presion
manomeétrica
Emisividad
Conservacion Velocidad del
de la masa, Inlet Liquid liguido
cantidad de Temperatura del
movimiento liquido
lineal y Velocidad del gas
energia Temperatura del
Gas gas
Fraccién
volumétrica de gas
Mixture
Outlet liquid, Tipo Degassing
gas
Flujo de calor 0
Walll Superficie Semitransp.
Flujo de calor 0
Wall2 Superficie Semitransp.
Wall3 Flujo de calor 0
L, Radiacion Semitransp.
gl wase | Fhiodecalr 0
It Superficie Semitransp.
y ecuacion de wall . :
transporte Interior  Flujo d_e _calor 0 _
radiativo. wall Superflme Semitransp.
Sparger Flujo d_e _calor 0
wal Superficie Opaca
Emisividad
Flujo de calor 0
Base Superficie Opaca
Emisividad

Es importante definir a la intensidad de turbulencia como una medida de la

presencia de torbellinos turbulentos en el fluido. Luego, conviene distinguir

gue para un medio opaco la emisividad y absortividad no dependen de la
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longitud de onda de la radiacibn, mientras que para un medio

semitransparente tal dependencia existe.

Debe destacarse la condiciéon de frontera denominada degassing. Esta
condicion previene que el liqguido abandone el dominio experimental. El gas
es removido del dominio experimental mediante un sumidero de masa que es
calculado usando el flujo de masa normal a la frontera de las celdas que se

encuentran proximas a la superficie definida como outlet (Ansys, 2014).

También es menester definir al didmetro hidraulico, un equivalente del
diametro de tuberias circulares pero aplicado a geometrias que distan de ser
una circunferencia. Este viene determinado para un ducto rectangular

mediante:

2ab
= 3.1
Dn a+b (3.1)

En donde a y b representan respectivamente el ancho y el largo del
rectangulo. En la Figura 3.2 se puede observar que a=0.07m y b=0.670m, por

lo cual el didmetro hidraulico del ducto es de 0.1267m.

3.3.5 Condiciones iniciales

Para la solucién de los distintos modelos matematicos que intervienen en la
simulacién, FLUENT necesita un valor inicial que pueda habilitar los
algoritmos internos del médulo. Para ello, se debe especificar los siguientes

parametros:
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Tabla 20
Condiciones iniciales para la simulacion
Modelo Parametro

Velocidad del liquido en x
Velocidad del liquido en y
Velocidad del liquido en z
Velocidad del gas en x
Velocidad del gas eny
Velocidad del gas en z
Fraccion inicial de gas
Energia cinética turbulenta
Tasa de disipacion de la energia
cinética turbulenta

Presion manométrica
Temperatura del liquido
Temperatura del gas

Conservacion de masa, cantidad de
movimiento lineal

Conservacion de la energia

3.3.6 Ejecucidn de experimentos numeéricos

Los experimentos numéricos se realizaron en las horas listadas en la Tabla
15. Las condiciones de frontera aplicadas se muestran en las Tablas 21 y 22.

Obsérvese que la Unica diferencia esta en la temperatura del liquido.
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A. Condiciones de frontera para los experimentos

Tabla 21

Condiciones de frontera para los experimentos 08E, 10E, 14E y 16E

Modelo Condicion — Fases/ Especificaciones Valor
en FLUENT Zona
Intensidad de 5%
turbulencia
Mixture Didmetro hidraulico 0.1267m
Presion OPa
manometrica
Emisividad 0.95
Conservacion Velocidad del 0 ms+?
de la masa, Inlet Liquid liquido
cantidad de Temperatura del 24°C
movimiento liquido
lineal y Velocidad del gas 24 mst
energia Temperatura del 24°C
Gas gas
Fraccion 0.3
volumeétrica de gas
Mixture
Outlet liquid, Tipo Degassing
gas
walll Flujo d_e _calor 0 \/_Vm'2
Superficie Semitransp.
wall2 Flujo d_e _calor 0 \/_Vm'2
Superficie Semitransp.
Flujo de calor 0Wm?
., wall3 Radiacion Semitransp.
i wase e calor v
erg Superficie Semitransp.
y ecuacion de Wall Interi Fluio d i 0Wm?2
transporte nterior ujo de calor Nm
o wall Superficie Semitransp.
radiativo. luio d i 0 Wm?2
Sparger Flujo e calor m
wall Superficie Opaca
Emisividad 0.3
Flujo de calor 0
Base Superficie Opaca

Emisividad 0.9
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Condiciones de frontera para los experimentos 11E, 12E y 13E

Modelo Condicion — Fases/ Especificaciones Valor
en FLUENT Zona
Intensidad de 5%
turbulencia
Mixture Didmetro hidraulico 0.1267m
Presion OPa
manometrica
Emisividad 0.95
Conservacion Velocidad del 0 ms?
de la masa, Inlet Liquid liquido
cantidad de Temperatura del 27°C
movimiento liquido
lineal y Velocidad del gas 24 mst
energia Temperatura del 24°C
Gas gas
Fraccion 0.3
volumeétrica de gas
Mixture
Outlet liquid, Tipo Degassing
gas
walll Flujo dg .calor 0 \/.Vm'2
Superficie Semitransp.
wall2 Flujo d_e _calor 0 \/_Vm'2
Superficie Semitransp.
wall3 Fluj(_) d(_a,calor 0 Wm'2
Conservacion Rat_:llamon Semitransp.
de la energia Wall4 Flujo d_e _calor 0 Wm_z
. Superficie Semitransp.
y ecuacion de Wall Interi Fluio d i 0Wm?2
transporte nterior ujo de calor Nm
o wall Superficie Semitransp.
radiativo. . >
Sparger Flujo dg .calor 0Wm
wall Superficie Opaca
Emisividad 0.3
Flujo de calor 0
Base Superficie Opaca

Emisividad 0.9
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El tamafio de burbuja escogido para el aire es de 0.001lm, basado en
literatura que ubica a este valor como efectivo para los propésitos de mezclado
(Krishnamoorthy, Klosterman, & Shallbetter, 2014). En las Tablas 21 y 22 no
debe confundirse el flujo de calor con la irradiancia incidente, debido a que el
primero hace referencia a una fuente de calor adicional al Sol que proporcione
energia calorica en la superficie del fotobioreactor analizada en cuestion, y la
segunda hace referencia a lo que la calculadora solar determina, y que

posteriormente ingresa a la ecuacion de transporte radiativo.

Para establecer la temperatura del liquido, se supuso que este esta en
equilibrio con el ambiente, cuya temperatura para el dia y hora especificados

es de 24°C (o 27°C) (https://eosweb.larc.nasa.gov). Para el caso del gas, se

asume que al salir del cilindro se expande, con lo cual decrece la temperatura
de sus alrededores momentaneamente. Luego, se equilibra con la
temperatura del medio ambiente que puede suponerse como una fuente o

sumidero de temperatura. Por tanto, alcanza la temperatura de 24°C (o0 27°C).

B. Condiciones iniciales de los experimentos

Los experimentos se inicializaron con los siguientes valores de los

parametros listados en las Tablas 23 y 24:


https://eosweb.larc.nasa.gov/
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Tabla 23
Condiciones iniciales para los experimentos 08E, 10E, 14E y 16E
Modelo Parametro Valor
Velocidad del liquido en x Oms™?
Velocidad del liquido en y Oms™?
Velocidad del liquido en z Oms™?
Velocidad del gas en x Oms™?
Conservacion de masa, Velocidad del gas en 'y 0.2ms™?
cantidad de movimiento  Velocidad del gas en z Oms™?
lineal Fraccion inicial de gas 0
Energia cinética turbulenta 1
Tasa de disipacion de la energia 1
cinética turbulenta
Presion manomeétrica OPa
Conservacion de la Temperatura del liquido 24°C
energia Temperatura del gas 24°C
Tabla 24
Condiciones iniciales para los experimentos 11E, 12E y 13E
Modelo Parametro Valor
Velocidad del liquido en x Oms™?
Velocidad del liquido en y Oms™?
Velocidad del liquido en z Oms™?
Velocidad del gas en x Oms™?
Conservacion de masa, Velocidad del gas en 'y 0.2ms™?
cantidad de movimiento  Velocidad del gas en z Oms™?
lineal Fraccion inicial de gas 0
Energia cinética turbulenta 1
Tasa de disipacion de la energia 1
cinética turbulenta
Presion manométrica OPa
Conservacion de la Temperatura del liquido 27°C
energia Temperatura del gas 24°C
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3.4 Etapade post-procesamiento. Analisis de resultados

3.4.1 Contornos de fracciones volumétricas de liquido

En las Figuras 59-65 se muestran los contornos de las fracciones
volumétricas del liquido en el fotobioreactor de placa plana, obtenidos al final
de 2250 iteraciones tras lo cual las simulaciones llegaron a converger, en una

seccion transversal ubicada en la mitad del equipo.

2: Contours of Volume fractic v
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Figura 59 Contornos de fracciéon volumétrica de liquido (08E). Fuente:
El Autor.
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2: Contours of Volume fractic v
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Figura 60 Contornos de fraccién volumétrica de liquido (10E). Fuente:
El Autor.

2: Contours of Volume fractic ~

Figura 61 Contornos de fraccion volumétrica de liquido (11E). Fuente:
El Autor.
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2: Contours of Volume fractic v
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Figura 62 Contornos de fraccién volumétrica de liquido (12E). Fuente:
El Autor.
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Figura 63 Contornos de fraccion volumétrica de liquido (13E). Fuente:
El Autor.
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2: Contours of Volume fractic v

Figura 64 Contornos de fraccién volumétrica de liquido (14E). Fuente:
El Autor.

2: Contours of Volume fractic v
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Figura 65 Contornos de fraccion volumétrica de liquido (16E). Fuente:
El Autor.

Se puede observar que no existe mayor diferencia entre las Figuras 59-65,
lo que quiere decir que la irradiancia solar y la temperatura no afectan en
mayoritariamente a los fluidos. Esto puede deberse a que la viscosidad del
liguido no varia significativamente con la temperatura, pasando de 1.009x10
3 a 20°C a 0.654x10° a 40°C, es decir una variacion del 35.18%, que no

facilita ni dificulta el arrastre del gas en el liquido. En el sparger se encuentra
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la menor fraccion volumétrica de liquido (cercana a cero), que corresponde a
la mayor fraccion volumétrica de gas (30%). Por la formacion de un camino de
burbujas continuo, estas tienden a pegarse en la placa central del
fotobioreactor. La aplicacion de la condicion de frontera degassing provoca
que parte de las burbujas abandonan el dominio de fluido, con lo cual estas
no logran alcanzar la parte inferior izquierda del fotobioreactor de placa plana,
acumulandose Unicamente desde aproximadamente la mitad del dominio de
fluido hacia arriba por lo cual la fraccién volumétrica de liquido en esta zona
alcanza valores entre 92.5% y 95%. Debe notarse que al disminuir la altura
de la placa central con respecto al limite liquido, se facilita que parte de las
burbujas alcancen la mitad de la zona del fotobioreactor en la cual no se

produce el burbujeo.

3.4.2 Contornos de velocidad del liquido

Las Figuras 66-72 presentan los contornos de velocidad de la fase liquida:

3: Contours of Velocity Magn
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Figura 66 Contornos de velocidad de la fase liquida en ms™* (O8E).
Fuente: El Autor.
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'3: Contours of Velocity Magn v
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Figura 67 Contornos de velocidad de la fase liquida en ms-* (10E).
Fuente: El Autor.

3: Contours of Velocity Magn v

Figura 68 Contornos de velocidad de la fase liquida en ms* (11E).
Fuente: El Autor.
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3: Contours of Velodty Magn v
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Figura 69 Contornos de velocidad de la fase liquida en ms (12E).
Fuente: El Autor.

3: Contours of Velodity Magn
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Figura 70 Contornos de velocidad de la fase liquida en ms* (13E).
Fuente: El Autor.
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3: Contours of Velocity Magn ~

Figura 71 Contornos de velocidad de la fase liquida en ms™ (14E).
Fuente: El Autor.

3: Contours of Velocity Magn

Figura 72 Contornos de velocidad de la fase liquida en ms* (16E).
Fuente: El Autor.

Se observa que no existe mayor diferencia en los perfiles obtenidos,
probablemente porque la viscosidad del fluido no varia con la temperatura y
no afecta en general el arrastre del gas en el liquido, como se analizé
anteriormente. Se observa con claridad que las burbujas de aire provocan la

circulacion de liquido alrededor de la placa plana. Este fendmeno puede
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atribuirse a la diferencia de densidades que se alcanza entre las dos zonas

del fotobioreactor que se encuentran separadas por la placa central.

Al encontrarse la placa central un poco distante del limite superior del liquido
facilita su circulacion, al contrario de lo que sucede en la parte inferior en
donde se presenta el efecto Venturi, es decir, se produce una disminucion de
la presion y un consiguiente aumento de la velocidad, de aproximadamente
2.20ms™. En la zona superior e inferior se registran velocidades mayores, tal
como se muestra en la escala de colores, e inclusive se puede notar la
formacion de pequefios remolinos en los costados superiores de la placa, que
no superan los 2.34ms™. La mayor velocidad se produce adyancente a la
placa central tomando un valor alrededor de los 3.18ms™%, es decir, un 37%
mas que la velocidad de entrada del liquido. En promedio, la velocidad del
fluido puede ubicarse entre 1y 1.2ms™t, siendo superior en un 80% y un 83%

a la velocidad de entrada del gas.

3.4.3 Contornos de irradiancia incidente en las superficies vy
distribucion de laradiacion fotosintéticamente activa en el interior del

fotobioreactor de placa plana

Los resultados que se presentan a continuacion estan divididos en dos
partes: a) un analisis de la irradiancia solar total incidente sobre las superficies
del fotobioreactor, y b) un estudio de la distribucién de la irradiancia solar en
una seccién transversal del equipo, pero en una banda entre 400 y 700nm. En
la Figura 73 se muestra los contornos de irradiancia incidente en las

superficies exteriores del fotobioreactor de placa plana a las 08HOQO:
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3: Contours of Incident Radi: ~
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Figura 73 Contornos de Irradiancia solar incidente en las superficies
exteriores del fotobioreactor de placa plana en Wm- (08E). Fuente: El
Autor.

Esta es mayor en la base del equipo, probablemente por la irradiancia difusa
que se suma a la componente normal directa, alcanzando valores alrededor
de los 547 Wm. A las 08HO00, la irradiancia incidente se concentra en la parte
central de la superficie de incidencia del fotobioreactor de placa plana,
tomando valores alrededor de 446Wm, mismos que corresponden a un
46.41% de la irradiancia total (960.8 Wm™).

2: Contours of Incident Radic ~

Figura 74 Distribucion de la irradiancia solar entre 400nm y 700nm al
interior del fotobioreactor en Wm-2 (08E). Fuente: El Autor.
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En una banda espectral entre los 400nmy 700nm, la Figura 74 muestra que
la cara que esta en contacto directo con la radiacion solar logra transmitir la
misma solo hasta aproximadamente la mitad del equipo con valores alrededor
de 268Wm2 (27.89% del total) en la corriente central del lado derecho de la
placa central, como indica la escala de colores, formandose de esta manera
2 zonas con distintos valores de irradiacion, estando la menor de ellas
alrededor de 165Wm? (17.17% del total). Esto provocara el denominado
Flashing Light effect (Degen, Uebele, Retze, Schmid-Staiger, & Trosch, 2001),
es decir, zonas en donde las cianobacterias creceran con mayor rapidez y
otras en donde no debido a las diferencias de irradiancia. De ahi que es
indispensable que el cultivo pueda tener oportunidad de atravesar la zona con
mayor irradiacion tantas veces como sea posible, lograndose este efecto con
el aumento de la velocidad del liquido.

3: Contours of Incident Radi:

e+l
2he+02

Figura 75 Contornos de Irradiancia solar incidente en las superficies
exteriores del fotobioreactor de placa plana en Wm- (10E). Fuente: El
Autor.

En la Figura 75 se muestra los contornos de irradiancia incidente en las
superficies exteriores del fotobioreactor de placa plana, a las 10H00. La parte

baja de la superficie de incidencia del fotobioreactor alcanza valores de
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irradiancia cercanos a 1030Wm2, y la parte central toma valores alrededor de
926Wm2, lo que corresponde a un 77.48% de la irradiancia total incidente
(1195.071Wm-2),

2: Contours of Incident Radi: ~

Figura 76 Distribucion de la irradiancia solar entre 400nm y 700nm al
interior del fotobioreactor en Wm- (10E). Fuente: El Autor.

La Figura 76 permite apreciar que el Flashing Light effect todavia sigue
presente, creando una zona con una irradiancia aproximada de 612Wm2 en
la zona cercana a la superficie de incidencia, y un valor alrededor de
337Wm2 en la zona de menor irradiancia. Comparada con la Figura 74, se
observa que la irradiancia ha aumentado en un 51.03% en la zona que se

encuentra a la izquierda de la placa central.
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3: Contours of Inddent Radi:

Figura 77 Contornos de Irradiancia solar incidente en las superficies
exteriores del fotobioreactor de placa plana en Wm2 (11E). Fuente: El
Autor.

En la Figura 77 se muestra los contornos de irradiancia incidente en las
superficies exteriores del fotobioreactor de placa plana a las 11H00. La parte
baja de la superficie de incidencia del fotobioreactor alcanza valores de
irradiancia cercanos a 1220Wm, y la parte central toma valores alrededor de
1100Wm en los costados, lo que corresponde a un 89.53% de la irradiancia
total y aproximadamente 1040Wm-2 en el centro correspondiente a un 84.65%
del total incidente (1228.518Wm-).
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2: Contours of Incident Radic v

Figura 78 Distribucién de la irradiancia solar entre 400nm y 700nm al
interior del fotobioreactor en Wm-? (11E). Fuente: El Autor.

La Figura 78 permite apreciar que el Flashing Light effect todavia sigue
presente, creando una zona con una irradiancia aproximada de 643Wm2 en
la zona cercana a la superficie de incidencia, y un valor alrededor de 388Wm-
2 en la zona de menor irradiancia. Comparada con la Figura 76, se observa
que la irradiancia ha aumentado 13.14% en la zona que se encuentra a la
izquierda de la placa central, es decir, relativamente poco.

3: Contours of Incident Radi:
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Figura 79 Contornos de Irradiancia solar incidente en las superficies
exteriores del fotobioreactor de placa plana en Wm2 (12E). Fuente: El
Autor.
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En la Figura 79 se muestra los contornos de irradiancia incidente en las
superficies exteriores del fotobioreactor de placa plana a las 12H00. La parte
baja de la superficie de incidencia del fotobioreactor alcanza valores de
irradiancia cercanos a 1200Wm, y la parte central toma valores alrededor de
1070Wm2, lo que corresponde a un 86.43% de la irradiancia total incidente
(1237.930Wm3). Los valores altos de irradiancia en la parte baja pueden
deberse al aumento de los valores de las componentes difusa sobre superficie
horizontal y la reflejada desde el suelo, con respecto a los casos anteriores,
como se muestra en la Tabla 16.

2: Contours of Inddent Radi: v |
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Figura 80 Distribucién de lairradiancia solar entre 400nm y 700nm al
interior del fotobioreactor en Wm- (12E). Fuente: El Autor.

Debido a que el 20 de marzo corresponde al equinoccio, el Sol alcanzara el
punto mas alto con relacion a un observador formando una perpendicular
perfecta con el ecuador terrestre. Por tanto, a las 12H00 el Sol incidira sobre
la parte superior del equipo logrando una uniformidad de irradiancia en ambos
lados de la placa central del fotobioreactor, como se observa en la Figura 80,
alcanzando un valor de aproximadamente 711Wm- equivalente al 62.28% de
la irradiancia incidente total.
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3: Contours of Incident Radi -~

Figura 81 Contornos de Irradiancia solar incidente en las superficies
exteriores del fotobioreactor de placa plana en Wm2 (13E). Fuente: El
Autor.

En la Figura 81 se muestra los contornos de irradiancia incidente en las
superficies exteriores del fotobioreactor de placa plana a las 13H00. Ahora, la
radiacion solar incide en la superficie opuesta, en referencia a los casos 08E-
11E. En la parte central de la superficie de incidencia el fotobioreactor alcanza
valores de irradiancia cercanos a 1230Wm-2, correspondiente a un 99.36% de
la irradiancia total incidente (1237.886 Wm™). Este es el valor mas alto de

incidencia en una superficie analizado durante toda la experimentacion.
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2: Contours of Incident Radic

Figura 82 Distribucion de la irradiancia solar entre 400nm y 700nm al
interior del fotobioreactor en Wm- (13E). Fuente: El Autor.

Como se muestra en la Figura 82, ahora la parte mas irradiada esta en la
parte posterior del equipo. Nuevamente se observa el Flashing Light effect,
presentdndose esta vez valores de irradiancia de aproximadamente
717Wm2, equivalente al 57.92% del total incidente al lado izquierdo de la
placa central y en la zona de menor irradiancia se alcanza los 459Wm-

correspondiente al 37.07% del total incidente.
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2: Contours of Inddent Radi: ~
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Figura 83 Contornos de Irradiancia solar incidente en las superficies
exteriores del fotobioreactor de placa plana en Wm- (14E). Fuente: El
Autor.

En la Figura 83 se muestra los contornos de irradiancia incidente en las
superficies exteriores del fotobioreactor de placa plana a las 14H00. En la
parte central de la superficie de incidencia el fotobioreactor alcanza valores de
irradiancia cercanos a 1070Wm2, correspondiente a un 87.21% de la
irradiancia total incidente (1226.843Wm-2).

3: Contours of Incident Radic
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Figura 84 Distribucion de la irradiancia solar entre 400nm y 700nm al
interior del fotobioreactor en Wm- (14E). Fuente: El Autor.
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Como se muestra en la Figura 84, el Flashing Light effect esta presente,
alcanzandose esta vez valores de irradiancia de aproximadamente 691Wm,
equivalente al 56.32% del total incidente al lado izquierdo de la placa central
y en la zona de menor irradiancia se alcanza los 346Wm correspondiente al
28.20% del total incidente.

2: Contours of Incdent Radiz ~

Figura 85 Contornos de Irradiancia solar incidente en las superficies
exteriores del fotobioreactor de placa plana en Wm-2 (16E). Fuente: El
Autor.

En la Figura 85 se muestra los contornos de irradiancia incidente en en las
superficies exteriores del fotobioreactor de placa plana a las 16H00. En la
parte central de la superficie de incidencia el fotobioreactor alcanza valores de
irradiancia cercanos a 701Wm2, correspondiente a un 62.95% de la
irradiancia total incidente (1113.458Wm-2).
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3: Contours of Incident Radi

Figura 86 Distribucién de lairradiancia solar entre 400nm y 700nm al
interior del fotobioreactor en Wm- (16E). Fuente: El Autor.

Como se muestra en la Figura 86, el Flashing Light effect esta presente,
alcanzandose esta vez valores de irradiancia de aproximadamente 456Wm-,
equivalente al 40.95% del total incidente al lado izquierdo de la placa central
y en la zona de menor irradiancia se alcanza los 276Wm-2 correspondiente al
24.78% del total incidente.

En general, se observa que entre las 11HOO y las 13HO0O, la irradiancia
recibida por las superficies del equipo es méas alta que en otras horas del dia,
lo que deberia corresponderse con un aumento de la temperatura, como se

mostrarda a continuacion.

3.4.4 Contornos de temperatura

En la Figura 87 se muestran los contornos de temperatura en la seccion
transversal del fotobioreactor de placa plana las 08H00. Con los valores de
irradiancia previamente citados, se alcanza un aumento de 5°C con respecto

a la temperatura de entrada de los fluidos. Es importante notar que la
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temperatura se ha uniformizado en el equipo por conveccion forzada, es decir,

el movimiento del liquido debido a la corriente de burbujas.

6: Contours of Static Temper

Figura 87 Contornos de temperatura en °C (08E). Fuente: El Autor.

Cercano a la superficie que recibe directamente la radiacion, se alcanzan
31°C de temperatura, probablemente por el aumento de la energia interna del

vidrio semitransparente ocasionada por la irradiacion incidente.

6: Contours of Static Temper v

Figura 88 Contornos de temperatura en °C (10E). Fuente: El Autor.
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A las 10HO0O, la temperatura es uniforme debido a la explicacion provista
anteriormente, alcanzando valores de 31.6°C en el seno del liquido, y de
33.5°C en zonas cercanas a las paredes. La diferencia de temperatura

producida es de 7.6°C con referencia a la temperatura de entrada del liquido.

6: Contours of Static Temper

Figura 89 Contornos de temperatura en °C (11E). Fuente: El Autor.

A las 11HO0O, la temperatura es uniforme nuevamente, salvo en la base y en
las zonas cercanas a las paredes del equipo. Se alcanzan valores de 34.8°C

en el seno del liquido, y de 36.8°C en zonas cercanas a las paredes.
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6: Contours of Static Temper

Figura 90 Contornos de temperatura en °C (12E). Fuente: El Autor.

A las 12H00, la temperatura ya no es uniforme en el seno del liquido como
se muestra en la Figura 90. Probablemente este comportamiento es debido a
que a esta hora el sol se encuentra perpendicular al equipo, y al no incidir
directamente en las paredes, permite que estas descarguen la energia interna
acumulada hacia el ambiente y al interior del liquido, formando los gradientes
de temperatura que se observan en la Figura 90. La temperatura al interior
oscila entre 34°C y 35°C, es decir, se produce un aumento de alrededor de

7°C con respecto a la temperatura de ingreso del liquido.
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6: Contours of Static Temper

Figura 91 Contornos de temperatura en °C (13E). Fuente: El Autor.

Para las 13HO00, la temperatura se encuentra alrededor de 34.6 y 35.1°C, lo
que aproximadamente da 7°C de diferencia con respecto a la temperatura de
entrada del liquido, alcanzando en las zonas cercanas a las paredes 37.8°C,
como se observa en la Figura 91. N6tese que ahora este calentamiento se
produce en la superficie contraria, con referencia a la analizada en los casos
anteriores. Los gradientes han desaparecido y la temperatura vuelve a ser

nuevamente uniforme en el seno del liquido.
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6: Contours of Static Temper

2.40e+01

Figura 92 Contornos de temperatura en °C (14E). Fuente: El Autor.
Para las 14HO0O, la temperatura se encuentra alrededor de 31.5 y 32°C,
alcanzando en las zonas cercanas a las paredes 34.7°C, como se observa en

la Figura 92. Ahora, por la disminucién de la irradiancia incidente, la

temperatura empez6 a descendid en 3°C respecto al caso anterior.

6: Contours of Static Temper

Figura 93 Contornos de temperatura en °C (14E). Fuente: El Autor.

Para las 16HO0O, la temperatura se encuentra alrededor de 30.7 y 31.2°C,

alcanzando en las zonas cercanas a las paredes 33.6°C, como se observa en
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la Figura 93. La disminucion de temperatura con respecto al caso anterior es

nada mas que 1°C, producido por la disminucién de la irradiancia incidente.

3.4.5 Determinacion de la cinética de crecimiento de la Arthrospira

Platensis

Como se revisd en el capitulo anterior, la cinética de crecimiento de la
cianobacteria Arthrospira Platensis esta vinculada directamente al campo de
irradiancia presente en el fotobioreactor de placa plana. Por tanto, para el dia
20 de marzo, se analizara en primer lugar la distribucion de la irradiancia total

a lo largo del dia, como se muestra en la Figura 94:
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Figura 94 Irradiancia normal directa y difusa para el 20 de marzo de
2016. Fuente: El Autor.
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Se puede observar que desde las 10:00 hasta las 14:00 casi no existe
diferencia en los valores de irradiancia normal directa y difusa. A las 11HO0
se alcanza el mayor valor de irradiancia total y difusa, aunque a las 12H0O0 se
produce mayor irradiancia directa normal. Sin embargo, de esta radiacion solo
nos interesa una banda entre 400nm y 700nm, conocida como region del
espectro de la radiacion Fotosintéticamente Activa, que es en donde se

desarrollan las cianobacterias.

Ahora, compararemos los valores obtenidos de manera aproximada en la

seccion anterior en esta region del espectro:

294e+02 B 12e+02 7 07 e+02
2 B8e+02 5 87 e+02 B.43e+02
2. 43e+02 5.02e+02 5 79e+02
217 e+02 4 47 e+02 5 16e+02
1.91e+02 3.92e+02 4 52e+02
1 65e+02 3.37e+02 3.88e+02
1.39e+02 2.82e+02 3 2de+02
1.13e+02 22 e+02 2B1e+02
8.7 1e+01 1.7 2e+02 1.97e+02
G.12e+01 1.17e+02 1.33e+02
3.683e+01 5.23e+01 5.92e+01

08:00 10:00 11:00
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Figura 95 Distribucién de la irradiancia solar entre 400nm y 700nm al
interior del fotobioreactor en Wm-?de los experimentos realizados.
Fuente: El Autor.

De estos perfiles se obtuvieron los siguientes valores de irradiancia total

en la rama izquierda y derecha del fotobioreactor:
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Figura 96 Irradiancia total entre 400nm y 700nm en larama izquierda
(azul) y derecha (rojo) del fotobioreactor. Fuente: El Autor.

Como se muestra en la Figura 96, en la mafiana los valores de irradiancia
total son mayores en la rama derecha, y en la tarde los de la rama izquierda.
Solo a las 12H00 los valores se igualan debido a la posicién del Sol respecto
al plano ecuatorial. Para los célculos cinéticos, sin embargo, es necesario
expresar los valores anteriores en forma de flux de fotones. Este célculo se
desarrolla empleando la ecuacién 2.18, para lo cual debe escogerse una
longitud de onda. Los datos de irradiancia total recogidos corresponden a una
banda entre 400nm y 700nm, por lo cual se asumira que toda la irradiancia
incide con una longitud de onda promedio de 550nm. Otra cuestion que se
debe notar es que la velocidad de la luz no debe colocarse como si estuviera
en el vacio, sino mas bien debe corregirse tomando en cuenta el indice de

refraccion del agua de 1.33 Los datos se muestran en la Tabla 25:
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Tabla 25

Irradiancia y Flux de fotones a 550nm, en la regién del espectro de la
radiacion Fotosintéticamente Activa, en las ramas derecha e izquierda
del fotobioreactor

Rama derecha Rama izquierda
Hora Irraqziancia :‘:cl)frjc))(n(cjei Irraqziancia ll‘:ol?c))(ndei

Wm P Wm 2 o1

umol m=s umol m=s

8:00 165.000 976.935 268.000 1586.779
10:00 337.000 1995.315 612.000 3623.540
11:00 388.000 2297.277 643.000 3807.085
12:00 711.000 4209.700 711.000 4209.700
13:00 717.000 4245.225 459.000 2717.655
14:00 691.000 4091.284 346.000 2048.602
16:00 456.000 2699.892 276.000 1634.145

En primer lugar, se comprobara en que region de la curva 2.18 se encuentra
el crecimiento de la Arthrospira Platensis bajo estas condiciones de
irradiancia. Por tanto, se empleara la ecuacién 2.31 para graficar la curva de
crecimiento de la cianobacteria en funcién del flux de fotones. Los resultados

se muestran en la Tabla 26:

Tabla 26
Tasa especifica de crecimiento uy Concentracién de biomasa Cgy
Rama derecha Ramaizquierda
Ho
ra Flux de c Flux de C
fotones ﬁ_l KBXm'3 fotones ﬁ_l KBX -2
umol m2? st 9x umol m2s? 9x

976.935 0.073 0.200 1586.779 0.073 0.200
1995.315 0.073 0.231 3623.540 0.073 0.231
2297.277 0.073 0.249 3807.085 0.073 0.249
4209.700 0.073 0.268 4209.700 0.073 0.268
4245.225 0.073 0.288 2717.655 0.073 0.288
4091.284 0.073 0.310 2048.602 0.073 0.310
2699.892 0.073 0.359 1634.145 0.073 0.359

o0~ IWIN|O
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La concentracién Cex fue calculada empleando la ecuacion de Monod (Pilon,
Berberoglu, & Kandilian, 2011):

dcC
= uCps (32)

En donde, al igual que en casos anteriores, Csx €s la concentracion de
biomasa expresada en Kgxm2y u representa la tasa especifica de crecimiento
de la cianobacteria, en h"! tomando como umax=0.073h%, tal y como revisé en
apartados anteriores. Estos resultados fueron graficados, tal y como lo indica
la Figura 97. Como se observa en esta, los niveles de irradiancia incidentes
provocan que la tasa de crecimiento de la cianobacteria en estudio se
encuentre en la region de saturacion luminica, con lo cual, el crecimiento de

la cianobacteria se vuelve independiente del nivel de irradiancia incidente.

Puede observarse que a las 08H00, partiendo de una concentracion inicial
de Arthrosphira Platensis de 0.2kg m (Pruvost, Cornet, Goetz, & Legrand,
2011), a las 16HO00 la concentracién se ha incrementado un 44.28% llegando
a aproximadamente 0.35kg m=. Si se desea mejorar la tasa de produccion, se
debe exponer a las cianobacterias a un nivel de irradiancia que las ubique en

la zona de crecimiento limitada por la luz, y no en la saturacion.
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Figura 97 Tasa de crecimiento y concentracion de la cianobacteria
Arthrospira Platensis. Fuente: El Autor.

De lo anterior también se puede deducir que la tasa de incremento de la
concentracién con respecto al tiempo es directamente proporcional a la

concentracién presente de biomasa en el fotobioreactor:

Rpy = nCpy (3-3)

Debido a que con los valores de irradiancia obtenidos la tasa de crecimiento
especifica de la cianobacteria es constante. En la seccion 2.7, se
desarrollaron las ecuaciones para determinar la cinética de crecimiento de la
Arthrospira Platensis tomando en cuenta directamente los factores que tienen
que ver con el transporte radiativo. Combinando las ecuaciones 2.40-2.42 y
la 2.131 se llega a:
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ths,O.S
ths,O.S + th(x)

Rp(x) = @y ¢_’BEabsCBx( Fpherra + thd,RFA)(X) (3.4)

Para la solucién de la ecuacion 3.3, se tomara un valor medio de la eficiencia
termodinamica maxima para la conversion fotonica @wwm de 0.79, un valor
promedio de la constante de saturaciéon media de la fotosintesis Fpnso5 de
90umol m2s? |, un rendimiento cuantico masico ¢z de 1.85x10° kgx umol?!y
un coeficiente de absorcion masico Eans de 150 m? kgxt. También debe

notarse que:

Fon(X) = (Foncrra + Fonarra) (%) (3.5)

Resolviendo la ecuacién 3.4 se obtienen los siguientes resultados:

Tabla 27
Velocidades de reaccion local en larama derecho e izquierda en el
fotobioreactor de placa plana

Rama derecha Rama izquierda

Tiempo Flux de Flux de
S fotones Rg(X) fotones Rg(X)

umol m2s? mgxm3st  pmol m?st mgx m3 st
0 976.934 0.005701355 1586.778 0.006008737
7200 1995.315 0.007078459 3623.539 0.007308065
10800 2297.276 0.007685145 3807.084 0.007876604
14400 4209.700 0.008503934 4209.700 0.008503934
18000 4245.225 0.009150576 2717.654 0.008978344
21600 4091.284 0.00983093  2048.602 0.009496057
25200 2699.892 0.011172679 1634.145 0.01080189

Debe considerarse que los resultados obtenidos no son dependientes de

manera directa del tiempo, tal y como se observa en la ecuacién 3.4. Por esto,
se registra un valor de velocidad de reaccion al tiempo Os, debido

principalmente a la concentracion de la biomasa presente en esos instantes,
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y a la conversion infinitesimal ocurrida cercana a este valor de tiempo. En la
Tabla 27 se puede analizar que respecto del tiempo 0, la velocidad de reaccién
a los 25200s (16h) aument6 un 48.97% en la rama derecha, mientras que en
la rama izquierda aument6 un 44.44%. Cabe mencionar que este aumento de
velocidad se produce con un valor relativamente bajo de flux de fotones,
respcto a los citados en la Tabla 27. La velocidad de reaccion graficada en

contra del tiempo se muestra en la Figura 98:
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Figura 98 Velocidad de crecimiento de la cianobacteria Arthrosphira
Platensis bajo las condiciones de irradiancia de los experimentos
numeéricos. Fuente: El Autor.

Como puede verse en la Figura 98, la velocidad de reaccion local expresada
en mgxm=3s?' aumenta desde las 08HOO hasta las 16HO00, alcanzando un

maximo a esta hora de 0.0111 en la rama derecha y 0.0108 en la rama
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izquierda. Noétese que este es un efecto acumulado, debido a que la velocidad

de reaccion en las ecuaciones 3.3 y 3.4 es proporcional a la concentracion de

biomasa, misma que aumenta en el periodo de andlisis de manera continua

segun la Figura 97. Si este no fuera el caso, se deberia formar una especie

de campana cuyos maximos se alcanzan entre las 11HO00 y las 13H00, como

se muestra en la Figura 99, calculada a concentracion de biomasa constante

tomada como el valor promedio de las concentraciones Csx de la Tabla 26,

equivalente a 0.27kgxm situaciéon que no se presenta en un reactor de tipo

batch.
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Figura 99 Velocidad de crecimiento de la cianobacteria Arthrosphira
Platensis bajo las condiciones de irradiancia de los experimentos
numericos, y concentracion constante. Fuente: El Autor.
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Aunque se presenta crecimiento de las cianobacterias, en las condiciones
de irradiancia de Pedernales el 20 de marzo de 2016, el crecimiento se
encuentra en una zona de saturacion lo que no posibilita que la velocidad de
reaccion aumente mas alla de los valores presentados anteriormente. En
estos casos, en donde el fotobioreactor de placa plana esté expuesto a
condiciones de irradiancia solar, se debe tomar en cuenta mecanismos que
ayuden a bloquear la irradiancia incidente si esta pasa del limite maximo de
la zona de crecimiento limitado por la luz, que para algunas variedades de
Arthrosphira Platensis como la del lago Chitu en Etiopia alcanza un valor de

200umol m=2 s,

3.5 Analisis de validez y convergencia

3.5.1 Anaélisis de validez del modelo

Para validar un modelo matematico se pueden emplear dos caminos: a)
Comparar los datos generados por el sistema real con los procedentes del
modelo matemaético y, b) Contrastar el modelo mateméatico obtenido con uno
validado previamente en un sistema similar, cuyo rango de aplicacién se
conoce (Rasmuson, Andersson, Olsson, & Andersson, 2014) (Tarifa, 2001).
Esta segunda opcién se prefiere en casos en donde realizar la
experimentacién no es posible por costos, seguridad, etc. remplazandose el
sistema real por una version simplificada con la cual se experimentara,

proceso conocido como simulacion (Tarifa, 2001).

En esta investigacion se opta por el segundo camino, especialmente por los
costos que implica la adquisicion de los sensores de medicion de radiacion en
medios liquidos, sensores de temperatura, sensores fotométricos (para
determinar la concentracién del medio de cultivo), sensores de oxigeno

disuelto y pH, entro otros.
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Modelar el fenbmeno de radiacion en geometrias cartesianas, en medios
acuosos que presentan turbiedad por la presencia de microorganismos y que
se encuentran en movimiento en conjunto con fluidos en diferentes fases
implica dificultades que han sido superadas con el empleo de métodos
numéricos que requieren tiempos de procesamiento computacional elevados,
o simplificaciones de la ecuacion de transporte radiativo. Uno de los métodos
propuestos para la solucion de la mencionada ecuacién es la denomina
aproximacioén de dos fluxes (Mengug¢ & Viskanta, 1983). Esta aproximacion ha
sido ya empleada en el modelamiento de fotobioreactores de placa plana bajo
luz artificial (J.-F. Cornet, Dussap, & Gros, 1998; J.-F. Cornet, Dussap, Gros,
Binois, & Lasseur, 1995; J. Cornet, Dussap, & Dubertret, 1992; Pottier et al.,
2005) y bajo radiacion solar (Pottier et al., 2005; J Pruvost et al., 2011; Jeremy
Pruvost, Cornet, Goetz, & Legrand, 2012), en los cuales se han cotejado los

datos experimentales con los del modelo matematico.

Esencialmente, la aproximacion de dos fluxes considera que la dispersion
de la radiacion dentro del medio de cultivo esta confinada en las direcciones
ascendentes y descendentes (en la misma linea de accién) (Pottier et al.,
2005). Este modelo es apto para incluir las componentes directa y difusa
isotrépica de la radiacion solar (J Pruvost et al., 2011). Para el desarrollo de
las ecuaciones que rigen la aproximaciéon de dos fluxes, se considera que la
distribucion de luz solar en el interior del fotobioreactor de placa plana es de
caracter unidimensional, es decir, el campo de radiacién varia a lo largo de la
coordenada z. La estrategia que emplea el modelo es considerar el campo de
radiacion generado por cada una de estas componentes por separado,
tomando en cuenta que la radiacion incidente no es normal, con lo cual se
considera el angulo de incidencia 8 sobre la superficie del equipo (ver figura
100):
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Figura 100 Angulo de incidencia de la radiacion solar sobre la
superficie del fotobioreactor. Fuente: El Autor.

La irradiancia total en la regidbn del espectro de la radiacion
fotosintéticamente activa dentro del medio de cultivo puede ser calculada a
partir de (J Pruvost et al., 2011):

qrra(Z) = Qrrac(2) + qrraa(2) (3.6)

En donde el subindice c se refiere al componente directo y d al componente

difuso. La componente directa se obtiene mediante (J Pruvost et al., 2011):

qrrac(2)
2 (1+ a)exp[—E;(z—L)] — (1 — a)exp[E;.(z — L)] (3.7)
ND cos6 (1 + a)?exp|EqL] — (1 — a)?exp[—E;L]

=q

En la ecuacion 3.7 gnp representa la irradiancia normal directa proveniente
de los calculos del campo solar (obtenido con la calculadora solar de FLUENT
en este trabajo), L es el espesor del fotobioreactor (0,150m) y z es la

coordenada para el analisis:
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Figura 101 Espesor del fotobioreactor y coordenadas de analisis.
Fuente: El Autor.

Notese en la Figura 101 que z1 es la coordenada en la mitad de la rama
izquierda (0.0375m) y z2 es la coordenada en la mitad de la rama derecha
(0.1125m) del fotobioreactor empleado en esta investigacion, coordenadas a
emplearse en los calculos con las ecuaciones 3.7 y 3.8. La componente difusa

isotropica se obtiene a través de (J Pruvost et al., 2011):

(1+ a)exp[—Eq(z — L)] — (1 — a)exp[Eq(z — L)]
(1 + a)?exp[EqL] — (1 — a)?exp[—EqL]

qrrac (2z) = 4qpr (3.8)

En donde gor representa la irradiancia difusa isotropica proveniente de los
calculos del campo solar (obtenido con la calculadora solar de FLUENT en
ente trabajo). Las contantes del modelo estan en funcién de las propiedades

radiativas del medio de cultivo (J Pruvost et al., 2011):

E
= |—9 (3.9)
E, + 2bE,

En donde Ea y Es son los conocidos coeficientes promedio masicos de
absorcion y scattering, que para la Arthrospira Platensis alcanzan valores de

150m?kgx? y 200m?kgx? respectivamente(J. Cornet et al., 1992). El
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coeficiente b se conoce con el nombre de coeficiente radiativo de
retrodispersion, y para el cultivo en estudio alcanza un valor de 0.03 (J Pruvost
et al., 2011). Formulado tal y como se indica en la ecuacién 3.9, a representa
el médulo lineal de dispersion de la ecuacidén de aproximacion de dos fluxes y
varia de 0 (medio perfectamente dispersante) a 1 (medio perfectamente
absorbente). Este modulo cuantifica la respectiva importancia de los
fendmenos de absorcién y scattering en el medio de cultivo (Pottier et al.,
2005).

Otro término presente en las ecuaciones 3.7 y 3.8 es el denominado
coeficiente de extincion para la radiacion directa de la aproximacion de dos
fluxes, dado por(Pottier et al., 2005):

aCBx
= 3.10
Ere = — 25 (Eq + 2bE,) (3.10)

En donde Cgx es la concentracion de biomasa dado en kgxm=3. Asi mismo,
se puede encontrar en las ecuaciones 3.7 y 3.8 al coeficiente de extincion para
la radiacion difusa de la aproximacion de dos fluxes, dado por(Pottier et al.,
2005):

E,y = 2aCg.(E, + 2bEy) (3.11)

Las ecuaciones 3.6-3.11 constituyen el modelo de aproximacion de dos
fluxes. Para calcular la distribucion de radiacion solar al interior del
fotobioreactor de placa plana mediante este modelo, en primer lugar se
procederd a calcular el angulo de incidencia 6 empleando la siguiente

ecuacion (Duffie & Beckman, 2013):
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cosf = —send cosP cosy + cosd send cosy cosw + cosd seny senw (3.12)

Duffie y Beckman recomiendan emplear esta ecuacién cuando el angulo
entre el plano de incidencia de la radiacion y la superficie horizontal g es 90°
(ver figura 102). El angulo ¢ corresponde a la latitud, que para la localidad de
Pedernales alcanza un valor de 0.0701°. El angulo y se conoce como angulo
azimutal superficial, que corresponde al espacio de plano comprendido entre
el eje sur y la normal a la superficie de incidencia, como se muestra en la
Figura 102. Obsérvese que en este caso la normal apunta hacia el este. Este
angulo es negativo hacia el este y positivo hacia el oeste. Por tanto, para este

caso toma un valor de -90°.

€0y

Z

O || E

S

Figura 102 Angulos que describen la posicion del equipo en las
coordenadas geograficas. Fuente: El Autor.

El &ngulo & es conocido como declinacion y se obtiene mediante (Duffie &
Beckman, 2013):
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284 + n)

6 = 23.45sen (360 365

(3.13)

En donde n corresponde al n-ésimo dia del afio. El 20 de marzo de 2016

corresponde al dia 79. El angulo horario w se calcula a través de:

w = 15(t — 12) (3.14)

Los resultados obtenidos se muestran en la Tabla 28:

) Tabla 28

Angulo de incidencia
1h'|empo w cosé 0
8 -60° 0.866 30.014°
10 -30° 0.499 60.006°
11 -15° 0.258 75.007°
12 0° 0 90°
13 15° -0.258 104.992°
14 30° -0.499 119.993°
16 60° -0.866 149.985°

Como se puede ver, el angulo de incidencia para la tarde supera los 90°,
con lo cual el Sol estara detras de la superficie sobre la cual se proyecto su
normal. Con estos resultados se calculé la irradiancia al interior del
fotobioreactor empleando las ecuaciones 3.7 y 3.7, y los valores de
concentracion de biomasa obtenidos anteriormente. Los resultados se

muestran en la Tabla 29:
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Tabla 29

Irradiancia dentro del fotobioreactor tanto en la rama izquierda como en

la rama derecha
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Tabla 30

Diferencia entre el campo de irradiancia obtenido con el modelo de

de dos fluxes y el método de las ordenadas discretas al

interior del fotobioreactor
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Debe notarse en la Tabla 29 que no se han calculado los valores para las

12HO00, debido a que en este momento el angulo de incidencia es 90°, lo que
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produce una indeterminacion en las ecuaciones 3.7 y 3.10 al tomar el coseno
un valor de 0. Los datos obtenidos con el modelo de aproximacion de dos
fluxes se contrastaran con los obtenidos con el método de las ordenadas
discretas que emplea el médulo FLUENT para resolver el campo de

irradiancia:

La comparacion de los resultados entre el método de ordenadas discretas
y el de dos fluxes se muestra en la Tabla 30. En la rama izquierda el error
relativo porcentual méximo es del 4% y en la derecha el 5%, obtenidos ambos
a las 08HOO. El error relativo minimo para la rama izquierda es de alrededor
del 2% mientras que en la rama derecha es del 1.64%. Esto demuestra que
el modelo matematico obtenido en este trabajo y resuelto con el método de
las ordenadas discretas predice con una desviacion maxima del 5% con
respecto al modelo de aproximacion de dos fluxes. En las Figuras 103 y 104
se muestra el comportamiento antes descrito en ambas ramas del

fotobioreactor.

Es importante notar que los valores predichos por el modelo de esta
investigacion son menores a los predichos por el modelo de aproximacién de
dos fluxes. Esto puede ser debido a que este Ultimo no considera que el
material del cual esta constituida la superficie puede absorber y reflejar parte
de la energia radiante incidente. También es importante destacar que las
mayores desviaciones con respecto al modelo de dos fluxes se dan entre las
11HO0 y 13HO00 segun lo muestran las Figuras 103 y 104, lo que probaria que
mientras mas alto es el valor de la irradiancia incidente (ver tabla 16) mas error

se presenta al no considerar el material de la superficie.



257

700

—@—Two fluxes
650

—@— Ordenadas discretas

600
550

o
£ 500
=~ 450

o

400
350

300

250
8 9 10 11 12 13 14 15 16

Tiempo /h

Figura 103 Comparacion de los valores de irradiancia obtenidos con el
modelo de aproximacion de dos fluxes y el modelo matemaético
propuesto en esta investigacion paralaramaizquierda del
fotobioreactor. Fuente: El Autor.

El modelo de aproximacién de dos fluxes ha sido probado en diferentes
aplicaciones y con diferentes microorganismos como puede observarse en las
referencias. Para observar cuanto puede desviarse de los datos
experimentales, se presentan las Figuras 105-107. En estas se muestra la
grafica de la irradiancia relativa (grra/gr)) en donde qgri representa la
irradiancia incidente versus la distancia normalizada z/L. La radiacion fue
provista empleando lamparas artificiales localizadas a 80mm del
fotobioreactor de placa plana (solo de un lado). Para medir la intensidad de la
irradiancia incidente, se empled un sensor de coseno plano, un sensor
esférico y el método de reaccidn del actinometro. Los valores obtenidos fueron
310420 umol m?s?, 440430 umol m?s?t y 440430 pmol m?s?
respectivamente, por lo cual se tomd este Ultimo para los célculos (Pottier et
al., 2005).
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Figura 104 Comparacion de los valores de irradiancia obtenidos con el
modelo de aproximacion de dos fluxes y el modelo matematico
propuesto en esta investigacion paralaramaizquierda del
fotobioreactor. Fuente: El Autor.

El microorganismo empleado fue la Chlamydomonas Reinhardtii en
concentraciones de 0.09gL, 0.25gL 1y 0.49gL!. Para medir la distribucién de
luz al interior del fotobioreactor de placa plana en el medio de cultivo se
empled un sensor esférico cuantico de 3mm de diametro. En las Figuras 105-
107 se muestra que los puntos experimentales se encuentran bastante
proximos a los valores predichos por el modelo (linea sélida negra) (Pottier et
al., 2005).
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Figura 105 La linea s6lida negra muestra la radiacion en el rango
fotosintéticamente activo predicho por el modelo y los puntos los datos
experimentales, con Cgx de 0.09 gLt obtenidos con un sensor cuantico

esférico de 3mm de diametro. Fuente: Pottier et. al 2005.
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Figura 106 La linea s6lida negra muestra la radiacion en el rango
fotosintéticamente activo predicho por el modelo y los puntos los datos
experimentales, con Cgx de 0.25 gLt obtenidos con un sensor cuantico

esférico de 3mm de didmetro. Fuente: Pottier et. al 2005.
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Figura 107 La linea solida negra muestra la radiacion en el rango
fotosintéticamente activo predicho por el modelo y los puntos los datos
experimentales, con Cgx de 0.49 gL obtenidos con un sensor cuantico

esférico de 3mm de didmetro. Fuente: Pottier et. al 2005.

Ademas del experimento descrito, otras investigaciones apoyadas en la
descrita han empleado el modelo de aproximacion de dos fluxes, con el
microorganismo Arthrospira Platensis con radiacién solar (J Pruvost et al.,
2011; Jeremy Pruvost et al., 2012) . Se puede entonces concluir que el modelo
matematico propuesto en esta investigacion predice la tendencia del
comportamiento de la distribucion de luz al interior del fotobioreactor con una
precision adecuada, comparado con el modelo de aproximaciéon de dos fluxes.
Debido a que los valores de irradiancia estan préximos, es de esperarse

también que los datos cinéticos no varien sustancialmente.

3.5.2 Analisis de convergencia del modelo

La primera prueba para validar los modelos matematicos fue Ila

convergencia en las diferentes corridas experimentales. Aunque no existe una
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métrica universal para juzgar la convergencia, se recomienda que los
residuales decrezcan a 102 para todas las ecuaciones de conservacion
excepto para la energia, turbulencia y radiacién, cuyo valor debe situarse
alrededor de 10 (Ansys, 2014). Aunque no definitivo, este criterio es una
buena guia para establecer si existe 0 no convergencia de los modelos
matematicos. A continuacion, se presenta las graficas de los residuales para
los experimentos ejecutados:

1e-12 :
0 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000 2250
lterations

Figura 108 Residuales para el experimento 08E. Fuente: El Autor.

0 250 500 750 1000 1250 1800 1780 2000 2290
Iterations

Figura 109 Residuales para el experimento 10E. Fuente: El Autor.
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250 50 780 1000 1250 1500 1750 2000 2250
lterations

Figura 110 Residuales para el experimento 11E. Fuente: El Autor.

lterations

Figura 111 Residuales para el experimento 12E. Fuente: El Autor.

0 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000 2250
lterations

Figura 112 Residuales para el experimento 13E. Fuente: El Autor.
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1: Scaled Residuals v

250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000 2250
lterations

Figura 113 Residuales para el experimento 14E. Fuente: El Autor.

1e-12
0

250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000 2250
lterations

Figura 114 Residuales para el experimento 14E. Fuente: El Autor.

Observando las Figuras 108-114, los residuales de las ecuaciones de
conservacion oscilan alcanzan valores entre los residuales de 102 a 103, y
los de las ecuaciones de energia, radiacion y turbulencia alcanzan valores
cercanos a 10, cumpliendo con el criterio de convergencia estipulado por
ANSYS. Sin embargo. Las gréaficas de residuales no presentan mayores
variaciones a partir de las 500 iteraciones aproximadamente y convergen a
las 2250 iteraciones. Adicional a esto, estas graficas no se diferencian entre
ellas, probando la robustez de la solucion a pesar de modificar las condiciones

de radiacion.

Para confirmar el criterio de robustez, las ecuaciones fueron resueltas en

estado transitorio. Mediante un proceso de aleatorizacion, el experimento se
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escogio realizar a las 12H00. Los resultados que se muestran a continuacién
se realizaron bajo las mismas condiciones iniciales y de frontera, simulando
5min con un nimero de pasos de tiempo de 600, tamafio del paso de 0.5s y
un numero de iteraciones por paso de tiempo de 10:

2: Contours of Volume fractic ~

Figura 115 Contornos de fraccion volumétrica de liquido (12T). Fuente:
El Autor.

3: Contours of Velocity Magn

Figura 116 Contornos de velocidad del liquido en ms* (12T). Fuente: El
Autor.
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4; Contours of Incident Radic +

6.37e+02

Figura 117 Contornos de irradiancia en Wm-2 (12T). Fuente: El Autor.

5: Contours of Incident Radic

e+

Figura 118 Contornos de irradiancia en Wm (12T). Fuente: El Autor.
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|6: Contours of Static Temper +

Figura 119 Contornos de irradiancia en Wm2 (12T). Fuente: El Autor.

Las Figuras 115-119 muestran claramente las semejanzas entre este
experimento y su homaologo en estado estacionario. Los contornos de fraccion
volumétrica y de velocidad casi toman la forma exacta de la simulacion
estacionaria. En cuanto a los de radiacion y temperatura, a los 5min todavia
no alcanzan los valores del estado estacionario, pero muestran semejanzas
en las etapas iniciales de simulacion. Si se dejara transcurrir mas tiempo de
simulacién, es probable que terminen con los mismos contornos que el
experimento 12E. Esto nos da una idea del tiempo estimado para que el
sistema del fotobioreactor de placa plana pueda alcanzar el estado

estacionario.
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1: Scaled Residuals v

-08
1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 5500 6000
lterations

Figura 120 Residuales para el experimento 12T. Fuente: El Autor.

La Figura 120 muestra la convergencia de los residuales. Estan alrededor
de los valores recomendados por ANSYS, y ademas se nota que las
variaciones entre las 10 iteraciones correspondientes a cada paso de tiempo
en la convergencia al final son practicamente despreciables por lo cual
aparecen regiones solidas al final de las lineas, sefial de que se ha alcanzado

la convergencia.
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CAPITULO IV
CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

Conclusiones

El presente trabajo de investigacion ha permitido conocer la interaccion

entre los distintos fendmenos de transporte que se presentan en las

superficies y al interior del fotobioreactor de placa plana, pudiendo determinar

la tendencia del comportamiento del sistema. Las siguientes son las

conclusiones que se han podido extraer del modelado y simulacion realizados:

Los experimentos numéricos fueron realizados para el dia 20 de marzo
de 2016 (equinoccio), entre las 08HO0 y 16HO00, para los cuales se
programaron condiciones iniciales y de frontera. En las simulaciones
en estado estacionario, las ecuaciones de conservacion, turbulencia y
de transporte radiativo convergen a las 2250 iteraciones. En el caso del
estado transitorio, se logr6 simular 5min de la dinamica del
fotobioreactor de placa plana, con 600 pasos de tiempo, 10 iteraciones
por paso de tiempo y un tamafo de paso de 0.5s.

Se modelo la dinamica de fluidos al interior del fotobioreactor de placa
plana, considerando al medio liquido como continuo y a las burbujas de
gas como medio disperso, es decir, un fluido bifasico disperso.

La fraccion volumétrica de gas en el liquido es mayor cerca del sparger,
y va disminuyendo conforme el gas abandona el dominio experimental.
Se alcanzaron porcentajes entre el 92.5% y 95% de fraccidon
volumétrica de liquido en la parte superior del fotobioreactor, lo que da
cuenta de que entre el 5y el 7.5% en volumen de gas se encuentra
presente en esta zona.

El gas disperso en liquido, permite que este pueda circular alrededor

de la placa central, con velocidades considerables que estan en el
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rango de Ims™* a 1.2ms™, es decir un 80% Yy un 83.33% superiores a la
velocidad de entrada del gas. También, debido a las corrientes
turbulentas, se forman remolinos, especialmente en la parte superior
del equipo alcanzando velocidades aproximadas de 2.34ms™. En la
parte inferior del fotobioreactor se presenta un fenémeno tipo Venturi,
en donde se produce un aumento de la velocidad, llegando a valores
de 2.20ms %, por la disminucién de presion debido a que la placa central
estd mas cerca de la base del equipo formando una especie de callejon
estrecho.

El modelo de turbulencia k-w SST ha demostrado no presentar
problemas de convergencia bajo las condiciones de los experimentos
numeéricos, llegando a describir inclusive la formacion de un camino de
burbujas que se pegan a la placa central, que presenta una velocidad
de 3.18ms™?, siendo 93.71% mas alta que la velocidad de ingreso del
gas.

Se obtuvo el campo de irradiancia incidente en el fotobioreactor de
placa plana considerando las componentes difusa y dispersa de la
radiacion solar, determinadas a traveés de la calculadora solar de
FLUENT, para la ciudad de Pedernales ubicada en una Latitud de
0.0701° y una Longitud de -80.0536°. Se observo que entre las 12H00
y 13HOO se presentan los picos maximos de irradiancia total
(1237.930Wm? y 1237.886Wm2 respectivamente). Esta irradiancia
incide en las superficies exteriores del fotobioreactor de placa plana.
De especial interés en esta investigacion fue una region del espectro
de la radiacion solar conocida como Radiacion Fotosintéticamente
Activa en una banda de longitud de onda entre los 400nm y 700nm,
correspondientes a una porcion del espectro electromagnético en
donde las cianobacterias pueden desarrollarse. Se obtuvo la
distribucion de irradiancia solar entre 400nm y 700nm en una seccién

transversal del fotobioreactor de placa plana, resolviendo la ecuacion
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de transporte radiativo mediante el método de ordenadas discretas.
Aqui se observo la formacién de dos zonas: una de mayor y otra de
menor irradiancia, fenémeno conocido como el Fashing Light Effect en
donde las cianobacterias presentaron diferentes velocidades de
crecimiento. Los mayores valores de irradiancia entre 400nm y 700nm
se dieron a las 12HO00, igualandose los valores en ambas zonas,
alcanzando los 711wm™.

Al calcular la evolucion de la concentracion con el tiempo, mediante la
ecuacion de Monod, se determind que el crecimiento de la
cianobacteria Arthrosphira Platensis esta en una fase de saturacion
luminica, lo que implicd que la tasa especifica de crecimiento fuese
independiente del flux de fotones, es decir constante en un valor de
0.073h1, provocando esto que la velocidad de crecimiento fuera
directamente proporcional a la concentraciéon de la cianobacteria en el
medio de cultivo. Esto provocé también que las concentraciones
obtenidas en la rama izquierda y derecha del fotobioreactor fueran
iguales, partiendo de 0.2kgxm3, incrementandose este valor hasta las
16HOO en un 44.28%.

Al ingresar los valores de concentracion anteriores en la ecuacion
cinética de crecimiento de la cianobacteria en estudio, se obtuvieron
las graficas que describen como evoluciona la velocidad de reaccion
con el tiempo. Se mostré que, desde las 08HOO hasta las 16HOO, el
crecimiento es continuo pero menor con respecto a los que sucederia
si el crecimiento se ubicara en una fase de crecimiento limitado por la
luz. En la rama derecha, la menor velocidad de crecimiento obtenida
fue de 0.00570 mgxm-3s?, incrementandose hasta 0.01117 mgxm3s,
es decir, un aumento del 48.97% hasta las 16H00. En cuanto a la rama
izquierda, la menor velocidad de crecimiento obtenida fue de 0.00600
mgxm-3s?, incrementandose hasta 0.01080 mgxm=3s?, es decir, un
aumento del 44.44% hasta las 16HO0O.
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Se valido el modelo matematico obtenido con el modelo de
aproximaciéon de dos fluxes. Para ello, se compararon los valores de
irradiancia obtenidos en el interior del fotobioreactor por cada uno de
los modelos. El error relativo porcentual maximo alcanzado fue de 5%.
Al mismo tiempo se analiz6 que el modelo de aproximacién de dos
fluxes predice eficientemente los datos experimentales, siendo ademas
ampliamente utilizado en investigaciones relacionadas con
fotobioreactores, por lo cual se concluyé que el modelo matematico
desarrollado puede emplearse para predecir la tendencia de la
distribucion luminica al interior del fotobioreactor de placa plana.

Se prob6 que los residuales estan cerca de 102 para las ecuaciones
de conservacion de masa y cantidad de movimiento lineal, y cercanos
a 10° para las ecuaciones de conservacion de energia, radiacion y
turbulencia cumpliendo la solucién con el criterio de convergencia de
ANSYS.

Se probo la robustez de la solucion mediante una simulacién en estado
transitorio, en un periodo de 5min, obteniéndose soluciones parecidas
a las obtenidas en estado estacionario.

Los resultados del modelado matematico son validos solamente para
las condiciones de radiacion solar de la localidad de Pedernales y para

el microorganismo Arthrospira Platensis.

Recomendaciones

Se presentan a continuacioén las siguientes recomendaciones:

Realizar simulaciones en mas dias a lo largo del afio, para ver la
influencia de los cambios de radiacién solar en el crecimiento de las

cianobacterias.



272

Refinar ain mas la malla, para ver si existe diferencia en las soluciones
obtenidas.

Cotejar con un fotobioreactor experimental de dimensiones similares,
en donde se pueda analizar el crecimiento de las cianobacterias bajo

condiciones similares a las de los experimentos numeéricos.
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