@GESPE

IJNWEFIEIDAEI DE LAS FUERZAS ARMADAS
INNOVACION PARA LA EXCELENCIA

DEPARTAMENTO DE CIENCIAS EXACTAS

MAESTRIA EN ENSENANZA DE LA
MATEMATICA

TRABAJO DE TITULACION, PREVIO A LA OBTENCION
DEL TIiTULO DE MAGISTER EN ENSENANZA DE LA
MATEMATICA

TEMA: SIMULACION NUMERICA DE LA
CONTAMINACION AMBIENTAL DE ORIGEN PRIMARIO
EMITIDO POR FUENTES MOVILES DE LA CIUDAD DE
QUITO

AUTOR: Pilataxi Morales, Luis Jhon

DIRECTOR: MSc. Albuja Proano, Guillermo Alexis
SANGOLQUI

2019



G ESPE

LINIVEFlSI DAD DE LAS FUERZAS ARMADAS
m INNOVACION PARA LA EXCELENCIA

DEPARTAMENTO DE CIENCIAS EXACTAS
MAESTRIA EN ENSENANZA DE LA MATEMATICA.

CERTIFICACION

Certifico que el trabajo de titulacién "Simulacién Numeérica de la Contaminacién
Ambiental de origen primario emitido por fuentes mdviles de la ciudad de
Quito" realizado por el senor Pilataxi Morales Luis Jhon, ha sido revisado en
su totalidad y analizado por el software anti-plagio, el mismo cumple con los requisitos
tedricos, cientificos, técnicos, metodoldgicos y legales establecidos por el Departamento de
Ciencias Exactas de la Universidad de Fuerzas Armadas -ESPE, por lo tanto, se autoriza

su presentacion para fines legales pertinentes.

Sangolqui, diciembre del 2018

20

——t)

MSc. Guillerno Albuja P.
DIRECTOR DE TESIS



i

G ESPE

IJNIVEFlSI DAD DE LAS FUERZAS ABRMADAS
it INNOVACION PARA LA EXCELENCIA

DEPARTAMENTO DE CIENCIAS EXACTAS
MAESTRIA EN ENSENANZA DE LA MATEMATICA.

AUTORIA DE RESPONSABILIDAD

Yo, LUIS JHON PILATAXI MORALES, con cédula de identidad 1710217892,
declaro que este trabajo de titulacién "Simulacién Numeérica de la Contaminacién
Ambiental de origen primario emitido por fuentes mdviles de la ciudad de
Quito" ha sido desarrollado considerando los métodos de investigacién existentes, asi

como también se ha respetado los derechos intelectuales de terceros considerandose en las

citas bibliograficas.

Consecuentemente declaro que este trabajo es de mi autorfa, en virtud de ello me declaro

responsable del contenido, veracidad y alcance de la investigaciéon mencionada.

Sangolqui, Diciembrel del 2018

Luis Pilataxi M.
CC: 1710217892



iii

@ESPE

LINIVEFlSI DAD DE LAS FUERZAS ARMADAS
INNOVACION PARA LA EXCELENCIA

DEPARTAMENTO DE CIENCIAS EXACTAS

MAESTRIA EN ENSENANZA DE LA MATEMATICA.

AUTORIZACION

Yo, Pilataxi Morales Luis Jhon, autorizo a la Universidad de las Fuerzas Armadas-
ESPE publicar en la biblioteca Virtual de la institucién el presente trabajo de titulacién
"Simulacién Numérica de la Contaminacién Ambiental de origen primario
emitido por fuentes méviles de la ciudad de Quito" cuyo contenido, ideas y criterios

son de mi autoria y responsabilidad.

Sangolqui, diciembre del 2018

Luis Pilataxi M.
CC: 1710217892



v

DEDICATORIA

La presente tesis le dedico con todo mi amor y carino a mi esposa Marfa, por su
sacrificio y esfuerzo al apoyarme a conseguir un escalén més en mi vida y estar convencida
de mi capacidad, aunque hemos pasado momentos dificiles siempre me brindo apoyo y
comprension.

A mi hijo Jhon Ivdn por ser parte primordial de mi vida, ya que él es mi inspiracién
y ejemplo para perseverar y poder superarme cada dfa mas.

A mi hija Madelyn por su paciencia y comprensién de no poder compartir con ella,
quién con su carita de dngel me dijo palabras de motivacion.

A mi hermana Jimena quién con sus palabras de aliento hizo que tome fuerzas para
no decaer y asf lograr cumplir con mi objetivo.

Gracias a Todos



AGRADECIMIENTO

Agradezco a Dios por haberme bendecido en mi vida para poder culminar con éxito
una etapa més de mi vida.

A mi asesor de tesis. MSc. Guillermo Albuja Proano, a él quiero expresar mi profunda
gratitud por su orientacién, motivaciéon y dedicacién. Ademas por haberme dado la
oportunidad de compartir sus conocimientos cientificos y demostrarme paciencia en todo
el desarrollo de mi trabajo.

También quiero expresar mi agradecimiento al Dr. Herndn Benalcdzar Gémez Ph.D
profesor oponente, por el apoyo y dedicacién de su tiempo para compartir sus conocimien-
tos, experiencias y sugerencias que han sido de gran valia para concluir con éxito la tesis.

Adem3ds agradezco a mi hijo Jhon Ivdan por haber sido mi pilar fundamental con
todo el apoyo cientifico -tecnolégico, quién con su paciencia y tolerancia a pesar de mis
dificultades emocionales presentadas, estuvo siempre presto para ayudarme y orientarme
en el desarrollo de mi tesis.

Y al finalizar agradezco a toda mi familia , por haberme brindado de una u otra

manera el apoyo incondicional para seguir adelante y crecer en mi carrera profesional.



INDICE DE CONTENIDOS

AGRADECIMIENTO

RESUMEN

ABSTRACT]

INTRODUCCION|

OBJETIVOS|

(1.6

Descripcién de los contaminantes atmostericos mas importantes| . . . . . .

[1.6.1 Monoxido de carbono (CO)|
[1.6.2 Diéxido de azufre (SO2)| .
[1.6.3 Oxido de nitrégeno (NOx)|

vi

ii

iii

v

vi

vi

vii

ix

ix



vil

[1.6.4 Compuestos organicos volatiles (COVs)|. . . . . . . ... ... ... 10
[1.6.5 Material particulado| . . . . . . ... ... 0oL 10
(.6.6 Contaminacién debido a fuentes méviles . . . . ... .. ... ... 10

(1.7 Dispersion de contaminantes| . . . . . . . . . . ... ... ... ... ... 10
L8 Calidad del[ Airel. . . . . . . . . . o 11
[1.8.1 Indice de la calidad del aire (ICA) | . . . ... ............ 11
[1.8.2 Norma ecuatoriana de calidad de aire (NECA)[. . . . .. ... ... 11
[1.8.3 Indice quitefio de la calidad de aire IQCA).| . . . . ... ... ... 12

[I.9 Calidad del aire de Quito]. . . . . . . . . . .. .. .. 14
[1.9.1 Red automédtico (RAUTO)[. . . . . .. ... ... ... .. .. ... 14
[1.9.2 Red de monitoreo pasivo (REMPA)[ . . . ... ... ... .. .... 15
[1.9.3  Red de depésito (REDEP)[ . . . . .. ... ... ... 16
[1.9.4 Red activa de material particulado (RAPAR) . . . ... ... ... 16
[1.9.5  Red meteorolégica (REMET)| . . . .. ... ... ... .. ..... 16

2 MODELOS DE CONTAMINACION ATMOSFERICA| 19
2.1 Resultados Fundamentales del Analisis Vectoriall . . . . . . . .. ... ... 19
[2.1.1  Definiciones matematicas importantes{. . . . . . . . . . .. ... .. 19
.12 Volumendecontroll . . . . ... .. ... ..o 20
[2.1.3  Teorema de la divergencia de Gauss| . . . . . . ... ... ... ... 21
2.1.4 Teorema fundamental del cdlculo de variaciones . . . . . . ... .. 22
areen-Gaussl . . ... L Lo 22

[2.1.6  Teorema de transporte de Reynolds| . . . . . . ... ... ... ... 23
R.I7 FEcuacion de continuidadl . . . . . . . ... L oo L 24

[2.2  Transporte por difusién| . . . . . ..o oo 25
[2.2.1 Primera ley de Fick.,| . . . ... ... .. ... ... . 000, 26
[2.2.2  Segunda ley de Fickl . . . ... ... .00 0 oo 27

[2.3  Transporte por adveccion.| . . . . . . . ... Lo 27
[2.4  Ecuacion de transporte] . . . . .. ..o 28
2.5 Fcuacién de adveccion — difusionl . . . . ..o o000 oL L 28
2.6 Flementoreactivd . . . . . . . . ... 29




viii

[3.1 Espacios normados| . . . . . . . . .. ... 31
[3.2 Espacios de Hilbert| . . . . . . . . . ... ... . o 32
[3.3 Aplicaciones lineales continuas| . . . . . . .. ... ... ... ... ... 33
[3.4 Formas bilineales continuas . . . . . .. ... ... . o 0oL 35
[3.4.1 Lema de Lax-Milgranl. . . . . . ... .. ... ... ... ...... 35
3.5 Espacios LP(Q)| . . . . . . 36
[3.5.1 Reflexividad. Separabilidad. Dual de LP| . . . . .. ... ... ... 37
[3.5.2  Nociones de convergencia en LP(Q) . . . ... ... ... .. .... 37
[3.6 Espacio de distribuciones|. . . . . . ... oo 0oL 38
.61 Funcionestestl. . . . . .. ... . 38
[3.6.2 Elespacio D'(Q) . . . ... .. 39
[3.6.3 Convergencial . . . . . . . . . . . ... 40
[3.6.4 Derivacién en el sentido de las distribuciones/ . . . . . . . . ... .. 40
[3.7 Espacios de Sobolevl. . . . . ..o oo 41

4 _ANALISIS DEL MODELO Y DISCRETIZACION| 42

[4.1  Formulacion del problemaj . . . . . . .. ... ... . 000, 42
[4.1.1 Condicién iniciall . . . .. . ... oo 43
4.1.2 Condiciones de fronteral. . . . . .. ... ... ... ... ...... 43

[4.2  Formulacién débil del problemal . . . . . . ... ... ... ... ... ... 44

[4.3  Existencia y unicidad de la solucionl . . . . . . ..o 0000000 L 46
431 Temade Gronwall . ... .. ... ... .. .. ... ... 46
432 TeoremadedJ. . lijons . . . .. ... ... 0oL 46

4.4  Existencia de lasolucionde (P)| . . . . .. ... .. o o L. 47




1X

[4.6  Discretizacién espacial.| . . . . . . ..o oo 51
4.6.1 Meétodo de elementos finitos . . . . .. ..o 51
4.6.2 Breve historia del método de elementos finitos . . . . . . . . .. .. 51
[4.6.3  Descripcion matemadtica del método| . . . . . . . . ... ... 52
4.6.4 Discretizacion del dominiol . . . . . . . .. .. 0oL 53
4.6.5  Meétodo de Galerkinl. . . . . . . .. .. . oL oL 56

5_SIMULACION NUMERICA| 68

b.1 Introducciénl. . . . . . . ..o 68
B.IT Pdetoolde Matlabl . . ... ... ... .. ... .. ......... 68
(.12 FreemFem+H . . . . . .. .. 69

5.2 Aveadeestudid . . ... ... 69
(5.2.1 Definicién de la zona de estudio. . . . . . ... ..o 69
[0.2.2 Fstaciones de monitoreol . . . . . . .. .. ..o 70
[5.2.3  Seleccién de los puntos de conteo del flujo vehicular| . . . . . . . .. 71
b.2.4 Contorno del dominio de estudiol . . . . ... ... ... ... ... 73

63 Célculo de emisiones . . . . . . . . . . 74

[5.4  Datos de entrada para el modelo matematico de difusion-reaccion . . . . . 75
b.4.1 Funcién condicién iniciall . . . . . . ..o 0oL oL 75
H.4.2 Funcion fuentes de emisiénl . . . . . . . ..o Lo 76
.43 Coeficientes de difusién.) . . . . .. .. ... o000 78

[5.5 Construccién del contorno y mallado del dominiode € . . . . .. ... .. 79
h.o.1  Fn Matlabl . . .. .o 79
(5.2 En Fremfee+H . . . . . . ..o 80

[5.6  Simulacion de la dispersion de contaminantes en el airef . . . . . . ... .. 82
[5.6.1 Dioxido de Nitrogeno . . . . . . . . . .. ... 83

6 CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES|

REFERENCIAS 92



INDICE DE TABLAS

Tabla |1 ComposiCiOn GITe SECO| . . . « « v v i e e e e e e e e e )
Tabla 2 Contaminantes del asrel . . . . . . . . .. . ... .. ... ... 8
Tabla (3 Limates de concentracion de contaminantes| . . . . . . . . . . . ... 12
Tabla 4 Categorias IQUAl . . . . . . . . . . 13
Tabla s Induviduos sensibles| . . . . . . . . . . ... L Lo 13
Tabla [6 Direccion de estaciones de monitoreo|. . . . . . . ... ... L. 17
Tabla |7 Contaminantes medidos a través de las fuentes de monitoreo| . . . . 18
Tabla |8 Coordenadas cartesianas de las estaciones de monitored . . . . . . . 71
Tabla[9  Coordenadas cartesianas de los puntos de flujo vehicular{ . . . . . . 72
Tabla (10  Coordenadas cartesianas de los puntos del contorno| . . . . . . . .. 74
Tabla [11___Funcion condicion wmcial NO 1. . . . . . ... ... ... ... ... 76
Tabla 12 Funcion condicion inacial COl . . . . . . . o o ..o oL 76
Tabla [13  Funcion fuente de emusion para NOo . . . . . . . . . . . . .. ... 7

Tabla (14  Funcion fuente de emision ae CO| . . . . . .. ... .. ... ... 78




xi

INDICE DE FIGURAS

Figura |1 Ubicacién de los analizadores automaticos|. . . . . . . . . ... .. 4
Figura |2 Ubicacién de los analizadores automaticos|. . . . . . . . ... ... 15
Figura |3 Ubicacién de los analizadores automaticos|. . . . . .. .. .. ... 16
Figura |4  Transporte difusivol . . . . . . . ... .. ... ... ... ... 26
Figura |5  Transporte advectivol . . . . . . ... ... ... ... ...... 28
Figura |6  Condicion de frontera de Dirichlet| . . . . . . ... ... ... ... 30
Figura |7  Mallado triangular| . . . ... ... ... ... ... .00, 54
Figura |8  Elementos conectadoseni| . . . .. ... . ... ... ... ... 55
Figura |9  Mallado y numeracién | . . . . . ... .. ... .. ... 55
Figura (10 Mallado triangular y numeracion | . . . . . . ... ... ... ... 58
Figura |11 Numeracion de los vértices) . . . . . . .. . . ... ... 59
Figura (12 Funcion de la base Vh|. . . . . . .. ... ... .. L. 59
Figura [13 Vértices| . . . . . . . . 61
Figura |14 Numeracion del mallado| . . . . . .. ... ... ... ... .... 63
Figura [15 Ejemplo] . . . ... ... ... ... . o 63
Figura |16 Intertace de Pdelooll . . . . . .. ... ... .. ... ... .. 68
Figura |17 Ubicaciéon del Punto de referencia | . . . . . . ... ... ... ... 70
Figura |18 Ubicacién de las estaciones de monitoreo, . . . . . . . . ... ... 71
Figura |19 Ubicacién de los puntos seleccionados del flujo vehicular . . . . . . 73
Figura |20 Ubicacién de los puntos del contorno del dominioj. . . . . . . . .. 74
Figura |21  Descripcion del dominio empleando Matlabl . . . . . . . ... ... 79
Figura |22 Representaciéon grafica del contorno empleando Matlabl . . . . . . 80
Figura |23 Mallado empleando Matlab| . . . . .. ... ... ... ... .... 80
Figura |24 Descripcion del dominio empleandokremfee++ . . . . . . . . . .. 81
Figura |25 Representacion grafica del contorno empleando Fremfee++ . . . . 81
Figura |26 Mallado empleando Fremfee++ . . . . ... ... ... ... ... 82
Figura |27 Ecuacién de difusién-reaccion|. . . . . . ... Lo 83
Figura |28 Ingreso de condiciones iniciales| . . . . . . . . ... ... ... ... 83
Figura |29 Ingreso de funciéon de condiciones iniciales|. . . . . . . . ... ... 84




xii

Figura |30 NO2 para 1 mes Matlab (izq.) - FremFee+ (der.) | . . . . . . . .. 84
Figura |31 NO2 para 3 meses Matlab (izq.) - FremFee4 (der.) | . . . . . . .. 85
Figura |32 NO2 para 6 meses Matlab (izq.) - FremFee+ (der.) | . . . . . . .. 85
Figura (33 NO2 para 12 meses Matlab (izq.) - FremFee+ (der.) | . . . . . .. 86
Figura |34 NO2 para 15 meses Matlab (izq.) - FremFee4 (der.) | . . . . . .. 86
Figura |35 CO para 1 mes Matlab (izq.) - FremFee+ (der.) |. . . . . . . . .. 87
Figura (36 CO para 3 meses Matlab (izq.) - FremFee+ (der.) |. . . . . . . .. 87
Figura |37 CO para 6 meses Matlab (izq.) - FremFee+ (der.) |. . . . . . . .. 88
Figura |38 CO para 12 meses Matlab (izq.) - FremFee+ (der.) | . . . . . . .. 88
Figura |39 CO para 15 meses Matlab (izq.) - FremFee+ (der.) | . . . . . . .. 89




xiii

RESUMEN

La contaminacion del aire se produce por las emisiones vehiculares esto es un problema
de gran importancia en las principales ciudades del mundo, debido a que provoca danos
en la salud y afecta al medio ambiente. La ecuacién en derivadas parciales del tipo
reaccion-difusion es la que modela la dispersion de las sustancias en la atmdésfera. Debido
a la complejidad del problema no es posible en general obtener una solucién analitica
de la ecuacién, por lo que los métodos numéricos son ideales. En el presente trabajo se
presenta la simulacién numérica de la contaminacién atmosférica causada por elementos
moviles (autos) en la ciudad de Quito. La simulacién se lo realizé utilizando el método de
elementos finitos, para ello se emplea dos herramientas el toolbox PDETOOL de Matlab
y FREMFEE++, con el objetivo de comparar los resultados. Para ello fue necesario la
construccién de la frontera del dominio de estudio sobre la zona urbana de la ciudad,
luego en base a los datos obtenidos, acerca la concentracion de los contaminantes en la
atmosfera y el flujo vehicular, se construye las funciones de condicién inicial y fuentes
de emisién que son utilizados el modelo matematico de difusién-reaccién. Por medio
de esta investigacion se ha determinado que en parte norte de la ciudad existe mayor
concentraciéon de contaminantes tanto del CO como el NO, debido a que se tiene mayor
flujo vehicular.

PALABRAS CLAVES:

CONTAMINACION ATMOSFERICA

EMISIONES VEHICULARES

ECUACION DE DIFUSION-REACCION

SIMULACION NUMERICA

METODOS DE ELEMENTOS FINITOS
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ABSTRACT

The Air pollution is produced by vehicle emissions so it is a huge problem in the principle
cities of the world. It provokes health damages and affects the environment. The equation
in partial derivatives of type reaction-diffusion is that models the dispersion of substances
in the atmosphere. Due to complexity of the problem, it is not possible to obtain an
analytical solution of the equation therefore, the numerical methods are ideal. This work
presents the numerical simulation of the atmospheric pollution that is caused by mobile
elements (cars) in the Quito City. The simulation was done using the finite element
method so it is used two tools the toolbox PDETOOL of Matlab and FREMFEE ++,
in order to compare results. So, it was necessary to build the border of study about the
urban area of the city after according to, the data that were gotten about gathering of the
pollutants in the atmosphere and the vehicle flow. For this reason, it was necessary to build
the functions of initial condition and sources of emission that are used in the mathematical
model of diffusion-reaction. In conclusion, this investigation has determined that in part
of the north of the city exists major concentration of pollutant like the CO and NO2 due
to greater vehicular flow.

KEY WORDS:

AIR POLUTION

VEHICLE EMISSIONS

DIFFUSION-REACTION EQUATION

NUMERICAL SIMULATION

FINITE ELEMENT METHOD



INTRODUCCION

La contaminacién del aire es un problema ambiental que ha existido desde la época del
hombre primitivo, cuando este encendia fogatas en sus cuevas contaminando su entorno
con humo nocivo. Con el pasar del tiempo este problema se fue agravando, es asf que en el
ano 61 A. C. el filésofo romano Séneca describié el "aire cargado de Roma" para referirse
al ambiente de la ciudad. Mads tarde, en el siglo XI se prohibié la quema de carbén en
Londres, debido a la excesiva presencia de humo en el ambiente (Ambientalista, 2017). A
partir del siglo XVIII con la revolucién industrial el problema de contaminacién se agrava
debido al uso de combustibles fésiles y anos después de agudiza por el uso del automévil.
En la actualidad la calidad del aire se ve afectado por el incremento de las actividades
industriales, el trafico vehicular, y las malas préacticas ambientales.

La contaminacién atmosférica es uno de los problemas que se ha generado en el mundo
y la ciudad de Quito no es la excepcién, esto se debe a la presencia de una o varias
sustancias extranas en el aire, en cantidades suficientes, durante perfodos de tiempo como
para afectar a la salud de las personas y el medio ambiente. Segiin Organizaciéon Mundial
de la Salud (OMS) m4s de 6 millones de personas mueren cada ano por enfermedades
relacionadas con la contaminacién atmosférica, lo que es equivalente a 1 de cada 9 muertes
(OMS,2016).

El incremento del parque automotriz en la ciudad de Quito, estd afectando en la calidad
del aire, debido al aumento de las emisiones de contaminantes atmosféricos. Actualmente,
es necesario reducir las emisiones de origen antropogénico, para mejorar la calidad del aire
que se respira.

Muchos problemas fisicos de la naturaleza como la contaminacién atmosférica, estan
descritos por ecuaciones en derivadas parciales (EDP). La ecuacién de difusién-reaccién es
de especial interés en el presente trabajo para el estudio de la dispersién de contaminantes
a través del aire hacia la atmdsfera.

Para la mayoria de las EDP con las que nos enfrentamos, encontrar una solucion
analitica exacta es demaciado complejo o no nos es posible encontrarla, no estan en la meta
de este trabajo. Es por ello que nos vemos obligados a resolverlo de forma aproximada

mediante métodos numéricos, una herramienta muy utilizada es el método de elementos

finitos ( MEF).



La simulacion numerica se lo realiza utilizando PDEtool que es una herramiente
de Matlab, con el objetivo de validar y comparar los resultados se utiliza el Software
Freefem++. En el presente trabajo se realizé la simulacién numérica de dos contami-
nantes de origen primario emitidos por fuentes méviles como el monéxido de carbono
(CO) y el diéxido de nitrégeno (NO3).

El presente trabajo esta dividido de la siguiente manera. En el capitulo 1, se brinda
definiciones de atmdsfera, contaminacion atmoésferica, contaminantes del aire, tipos de
contaminantes, fuentes de contaminacién haciendo énfasis en las fuentes méviles, se realiza
una descripcién de los principales contaminantes de origen primario. Finalmente, se
describe sobre la red de monitoreo con la que cuenta el Distrito Metrépolitano de Quito.

El capitulo 2, se estudian ciertos resultados de la mecédnica de fluidos, basicamente los
teoremas de Gauss, de Green Gauss, de transporte de Reynolds y finalmente de tratardn
la leyes fundamentales que rigen los medios continuos.

En el capitulo 3, se tratan los resultados fundamentales de los espacios funcionales tales
como los espacios de Banach, de Hilbert, el espacio de las aplicaciones lineales continuas,
los espacios LP(f), el espacio de las distribuciones, los espacios de Sobolev y el teorema
de Lax-Milgran, aunque sin demostraciones.

El capitulo 4, capitulo 4, se exponen los resultados de existencia y unicidad para la
solucién de la ecuacién de transporte de reaccién-difusion, luego se estudia la discretizacién
mediante el método de elementos finitos y el método de Galerkin.

En capitulo 5, se presenta la simulaciéon de los contaminantes CO y NOy desarrol-
ladas en Matlab con su herramienta Pdetool, para contrarrestar los resultados se utiliza
Freefem+-+. Para ello se cuenta con los datos del flujo vehicular y las concentraciones
de los contaminantes de las estaciones de monitoreo. Finalmente en el capitulo 6, se
presentan las conclusiones y recomendaciones.

OBJETIVOS.

El objetivo principal de la presente investigacién es:

Determinar y analizar los grados de contaminacion del mondzido de carbono (CO)
y del didzxido de nitrégeno (NO3y) contaminantes de origen primario de fuentes mdviles
mediante simulacion numérica a través de un modelo matemdtico de difusion- reaccion

usando la herramienta PdeTool de Matlab y el software FreeFem++.



Para la consecucion de la meta trazada es necesario plantear los siguientes objetivos

especificos.
. Formular el modelo matemdtico bidimensional de contaminacion del aire.
° Recolectar informacion de los pardmetros que intervienen en el modelo matemdtico

de difusion-reaccion.
° Sitmular numéricamente las concentraciones de CO y NOs.
. Analizar y comparar los resultados obtenidos a través de las herramientas em-

pleadas.



CAPITULO 1
CONTAMINACION ATMOSFERICA

En el presente capitulo se presenta definiciones relacionados con el problema de estudio
como de atmoésfera, contaminaciéon atmdosferica, contaminantes del aire, tipos de contam-
inantes, fuentes de contaminacién haciendo énfasis en las fuentes maéviles, se realiza una
descripcion de los principales contaminantes de origen primario. Finalemente, se describe
sobre la red de monitoreo con la que cuenta el Distrito Metrépolitano de Quito.

1.1 La atmésfera

La atmoésfera es una capa compuesta por una mezcla de gases, particulas y aerosoles
que envuelve a la tierra cuyas proporciones relativas se mantienen constantes hasta una
altura aproximada de 25 Kilémetros. En los primeros 5 kilémetros de altura se encuentran
las capas bajas de la atmdsfera, en ella se concentra la mitad de su masa total y en la cual
se producen los fenémenos metereoldgicos y las reacciones quimicas, cualquier alteraciéon
sobre ella, ocasiona problemas en los seres vivos.

La composicién quimica y la temperatura de la atmdsfera varfan en funcién de la
altura, es por ello que la atmdsfera se divide en cuatro capas: tropdsfera, estratésfera,

mesosfera, termoésfera y exésfera, como se puede apreciar en la figura 1.
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Figura 1. Ubicacion de los analizadores automaticos

Fuente: (Guanche, 2013)

Para el estudio de la contaminacién atmosférica, es de interés tinicamente la capa infe-
rior, en la cual se producen las trasformaciones quimicas de los contaminantes y fenémenos
de transporte que estudiaremos posteriormente. El aire que respiran los seres vivos se
encuentra en la tropdsfera, y constituye una mezcla gaseosa que permanece alrededor de
la superficie terrestre debido a la accién de la fuerza de gravedad (Ambientalista, 2017).

En la tabla 1 se muestra la composicién del aire puro.



Tabla 1.
Composicion aire seco

Componente Simbolo Quimico Concentracién aproximada
Nitrégeno Ny 78.03 %
Oxigeno O, 20.99 %
Diéxido de Carbono  CO, 0.03 %
Argén Ar 0.94 %
Neén Ne 0.00123 %
Helio He 0.0004 %
Criptoén Kr 0.00005 %
Xenoén Xe 0.000006 %
Hidrogéno H, 0.01 %
Metano CH, 0.0002 %
Oxido Nitroso N>O 0.00005 %
Vapor de Agua H>O Variable
Ozono O3 Variable
Particulas Variable

Fuente: (Guanche, 2013)

La atmdsfera terrestre contiene varios gases tales como: Ozono (Oj3), Diéxido de azufre
(SO,), Didxido de nitrégeno (NO,), el Monéxido de carbono (CO) y una amplia gama
de COV (compuestos organicos volatiles) que cuando sus concentraciones son mayores a
los normales, son venenosos para los seres humanos, animales y daninos para la plantas
(Guanche, 2013). Existiendo ademds algunos gases carcinégenos, como el benceno y el
butadieno. Ademads de estos gases, la atmésfera contiene material particulado conformado
por una variedad de particulas entre sélidas y liquidas, cuyo tamano varfa desde unos
cuantos nanémetros hasta 0,5 milimetros.

1.2 Contaminacién ambiental

Actualmente, la contaminacién ambiental representa un problema muy grave para la
salud humana y el medio ambiente, y se produce cuando se tiene la presencia de cualquier
agente fisico, quimico o biolégico, o bien, cuando hay la combinacién de varios de estos

agentes en formas y concentraciones que sean o no nocivos para la salud, seguridad o



bienestar de la poblacién, animales y plantas; ademads la contaminacién ambiental puede
producir danos materiales, alterar el clima, etc. (Ambientalista, 2017). Existen al menos
tres tipos de contaminacién ambiental: contaminacién del agua, contaminacion del suelo
y contaminacién del aire o atmosférica.

1.3 Contaminacién atmosférica

Se puede decir que la contaminacién atmosférica ocurre cuando se tiene la presencia
de sustancias sélidas, liquidas o gaseosas en el aire en concentraciones mayores a su nivel
normal, de tal manera que puede causar danos a los seres humanos, a los animales, a las
plantas o a los bienes materiales (EPA,2017). Algunos de estos contaminantes son emitidos
a la atmdsfera como resultado de procesos naturales como las erupciones volcénicas, los
incendios forestales, etc. Mientras que otros tienen un origen antropogénicas, es decir,
producidas por la actividad humana (Bustos, 2010).

En la actualidad a la contaminacién atmosférica se lo ha considerado como un problema
de salud piblica que afecta tanto a los pafses desarrollados como en aquellos en vias de
desarrollo. Los gases més comunes de la contaminacién de aire emitidos por los vehiculos
en circulacién son: el mondéxido de carbono, el diéxido de carbono, el diéxido de azufre,
compuestos organicos volatiles, material particulado y los 6xido de nitrégeno producidas
por la industria (OMS,2016).

1.4 Contaminantes del aire

Se consideran contaminantes del aire a las sustancias y formas de energia que poten-
cialmente pueden producir riesgos, danos o molestias graves a las personas o al medio
ambiente en determinadas circunstancias. Se dividen en dos grupos, dependiendo si han

sido emitido desde una fuente conocida o se han formado en la atmésfera, tenemos:

Contaminantes primarios.

Son sustancias que tienen cardcter de contaminante y son vertidas directamente a la
atmosfera desde las fuentes de emisién conocidas, provocando alteraciones en la calidad
del aire. Los principales son: 6xido de azufre, 6xidos de nitrégeno, monéxido de carbono,
hidrocarburos no combustionados, material particulado menor a 10 micras, y menor a 2.5

micras.



Contaminantes secundarios.

Son sustancias que no se vierten directamente a la atmésfera desde las fuentes de emision,
sino que se forman en ella como consecuencia de las reacciones quimicas de los conta-
minantes primarios con los gases atmosféricos habituales de la atmésfera, los més im-
portantes son el acido sulfiirico H>S0y, cuya formacién comienza por la oxidaciéon del

SOQZ
SOy + %Og = SO, y la ulterior hidratacién SOz + Hy,O = H3S50;,.

1.5 Fuentes de contaminacién del aire

El lugar donde se origina la emisén se denomina, fuente. Las fuentes de contaminacion
del aire se clasifican en naturales y antropogénicas. Los fenémenos como erupciones vol-
cénicas, tormentas de arena, incendios forestales, descomposicién de la materia orgédnica,
etc. Se consideran contaminantes atmosféricos de origen natural, y se encuentran dis-
tribuidas irregularmente por todo el planeta.

Las emisiones que son consecuencia de las actividades humansas debido al uso de
combustible fésil (carbén, petroleo y gas) , se denominan contaminantes atmosféricos de
origen antropogénica. Siendo puntules, de drea y méviles. Las emisiones provenientes
provenientes del transporte debido a la combustién de los vehiculos generan un gran
cantidad de contaminantes atmosféricos, siendo el automévil el que genera mayor conta-
minacion, esto depende de la clase de combustible utilizado, del tipo de motor, el uso de
catalizadores y la densidad del tréfico.

1.5.1 Fuentes méviles de contaminacién

Son aquellas que emiten contaminantes mientras se encuentran en movimiento, como
ejemplos tenemos el transporte urbano como: automéviles, buses, camiones que circulan
por las calles y carreteras. Los motores de combustién interna usados en vehiculos, tanto
de gasolina como de diesel, emiten gases como monéxido de carbono, hidrocarburos, éxido
de nitrégeno, diéxido de azufre y particulas en suspensién. En la tabla 2 se presenta un
resumen de los principales contaminantes atmosféricos. Describiendo sus caracteristicas

y los efectos que producen sobre la salud de las personas.



Tabla 2.

Contaminantes del aire

Contaminante

Fuente

Caracteristicas

Efectos

Monoéxido de Car-

bono (CO)

Combustion incom-

pleta de gasolina

Gas incoloro, in-

odoro. insfpido

Remplaza al oxigeno en la
uniéon Oy — hemoglobina pro-

duciendo muerte celular

Diéxido de Car-

Combustién de pro-

ductos orgénicos

Gas, incoloro, in-

Efecto invernadero, cambio

bono (CO2) odoro. insipido climético
Diéxido de Azufre Combustién de carbén Gas, incoloro, olor CODtI‘ibllye a la lluvia acida
etroleo, volcanes fuerte e irritante, no
inflamable
Triéxido de Reaciones del Secundario Contribuye a la lluvia acida
Azufre (503) SOQ con 02
Oxido Nitroso Descomposicién de ma-  Gas inerte, Destruccién de la capa de
teria orgdnica nitroge- L .
(N20) & & anestésico 0z0no
nada
Diéxido de Ni- Accién biolégica y pro-  Incoloro, inodoro, tox- Contaminacion fotoqul’mica
. cesos de combustion ico en elevadas concen-
trico (NO)
traciones
Diéxido de Ni- Combustién a elevadas Irritante, precur- Luvia &cida, contaminacién
, temperaturas de L.
trégeno (NO2) P sor de O3 fotoquimica
petroleo, y gasolina
Ozono (O3) Reacciones quimi- Secundario Smog fotoquimico, irritacién
cas de sus precur- en los ojos, y membranas mu-
sores cosas
Benceno Liquido, incoloro, Incendios forestales, Sommnolencia, mareo, taticar-
. uema de asolina . ~ . .
muy infamable, ¢ 8 ’ dia, danos en el sistema inmu-
cigarrillo
aroma dulce nitario
Cadmio Metal, se combina Produccién de met- Puede provocar cancer
facilmente con el ales, baterias, pldsti-
oxigéno cos, humo de cigarrillo
Polvos,  humos, Natural antro- Transporta otros Afecta a las vias respiratorias
nieblas pogénico contaminantes

Fuente: (Guanche, 2013)



1.6 Descripcion de los contaminantes atmdésfericos mas importantes
1.6.1 Monéxido de carbono (CO)

El CO es un contaminante primario emitido por fuentes antropogénicas, se caracteriza
por ser un gas incoloro, inodoro e insipido; es el resultado de procesos de combustion
incompleta de la gasolina en los motores de los vehiculos (OMS,2016), pero también hay
contribuciones significativas de industrias y centrales de produccién de energfa.

La concentracién ambiental en una atmésfera limpia es inferior a 200 ug/m3, pero en
una atmoésfera contaminada puede ser superior a 30000 ug/m3, el tiempo de permanencia
es de un mes.

1.6.2 Diéxido de azufre (SO2)

El SO2 es un contaminante primario formado por particulas de azufre y oxigeno, son
gases incoloros y no inflamables con un olor fuerte e irritable; es emitido a la atmésfera por
actividades humanas sobre todo por la combustién del carbén y petréleo en los procesos
industriales, tréfico de vehiculos y calderas de calefaccion (OMS,2016), su vida media en
la atmosfera es de 2 a 4 dias, casi la mitad se vuelve a depositarse en la superficie.

1.6.3 Oxido de nitrégeno (NOx)

El NOx es un contaminante tanto primario como secundario, formado por particulas
de nitrégeno y oxigeno, son gases incoloros. En la atmésfera existe una gran variedad
de este tipo de compuesto en cantidades apreciables, de ellos los que son estudiados en
la calidad del aire son: mondxido de nitrégeno (NO) y el diéxido de nitrégeno (NO2)
(OMS,2016).

El NO es un gas incoloro e inodoro, téxico a altas concentraciones, es producido por
accién bioldgica y en los procesos de combustién. El tiempo de residencia es de 5 dfas,
ademads es un gas de efecto invernadero.

El NO2 es uno de los contaminantes atmdsfericos mas peligrosos debido a su cardcter

irritante y porque se descompone por medio de la luz solar segiin la reaccién:
NO2+ hv — NO + O.

Las fuentes de emisién de NOx son de origen antropoginica, se originan en combus-
tiones a elevadas temperaturas tanto en fuentes fijas como méviles. La concentracién
ambiental en una atmésfera limpia es de 2 ug/m?, mientras que en atmésferas contami-

nadas tiene concentraciones superiores a 400 ug/m?.
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1.6.4 Compuestos orgdnicos voldtiles (COVs)

Los COVs son contaminantes compuestos formados por una particula de carbono y
una de las siguientes moléculas como hidrégeno, halégenos, oxigeno y smog fotoquimico,
son compuestos producidos de forma natural, contribuyen a la formacién de ozono y smog
fotoquimico (OMS,2016).

1.6.5 Material particulado

El material particulado estd compuesto por particulas sélidas y liquidas mimisculas
que se origina de la quema incompleta de combustible. Los motores a diésel producen
mds particulas que los motores a gasolina (OMS,2016).

Las particulas mdas grandes no permanecen en la atméfera por mucho tiempo ya que
se depositan cerca de las fuentes de emisién, mientra que las mas pequenas pueden de-
splazarse grandes distancias o pueden ingresar al organismo mediante la respiraciéon. En
una atmésfera limpia su concentracién es de 10 a 20 ug/m?, mientras que en una atmoésfera
contaminada puede superar los 500 ug/m3.

1.6.6 Contaminacién debido a fuentes méviles

En las grandes ciudades del mundo, entre ellas la ciudad de Quito una de las princi-
pales fuentes de contaminaciéon atmosférica la constituyen los vehiculos debido a que han
ido aumentando en los ultimos anos. Los principales contaminantes emanados por los

vehiculos debido al tipo de combustible que utilice y al tipo de motor que posea son:

e Mondxido de carbono (CO)
e Oxidos de nitrégeno (NO,)
e Hidrocarburos no quemados (HC)

1.7 Dispersiéon de contaminantes

Los contaminantes atmosféricos primarios una vez que se encuentran en la atmdsfera
participan en un conjunto de procesos de transporte, mezcla y transformaciones quimicas
dando lugar a una distribucion de su concentracion tanto en el espacio como en el tiempo.

La cantidad de contaminantes existentes en un momento dado estd determinado por:

[Contaminacién neta] = [emision] — [autodepuracion).
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Los procesos de autodepuracién son: difusién y transporte, transformaciones quimicas
y deposicién. Estos procesos pueden actuar conjuntamente o por separado, y se describen

en el siguiente capitulo.

1.8 Calidad del Aire
1.8.1 Indice de la calidad del aire (ICA)

La salud de los seres humanos se ve afectada, en parte, por la calidad de aire que
respiramos. En efecto, la contaminacion atmosférica urbana aumenta el riesgo de padecer
enfermedades respiratorias agudas, como la neumonfa, y crénicas como el cédncer del
pulmén, las enfermedades cardiovasculares, disminucién de la visibilidad, irritacién de la
garganta, ojos, entre otros. Se calcula que en el mundo suman 1,3 millones las personas
que mueren en un ano debido a estas causas (OMS,2016).

Debido a que la contaminacién del aire es un problema de salud piblica, OMS en el
ano 2005 determina las directrices sobre la calidad del aire (OMS,2005), ofreciendo ori-
entaciones generales relativas a umbrales y limites para contaminantes atmosféricas clave
que entranan riesgos sanitarios. Una de las directrices menciona que si se reduce la conta-
minacién de particulas (PMg) de 70 a 20 microgramos por metro cibico de aire (ug/m?)
es posible reducir en un 15% en nimero de muertes vinculadas con la contaminacién
ambiental.

1.8.2 Norma ecuatoriana de calidad de aire (NECA)

En base a las directrices de la OMS, cada pais establece las normas de calidad del
aire para proteger la salud de sus habitantes, considerando su realidad social, técnica y
econémica. Es por ello, en nuestro pais se dispone de la norma ecuatoriana de calidad
de aire (Neca,2011). El objetivo de esta norma es preservar la salud de las personas, la
calidad del aire, y el bienestar de los ecosistemas. Los contaminantes considerados son:
material particulado de didmetro menor a 10 micrones (PMjg) , y menor a 2.5 micrones
(PMs35) , diéxido de nitrégeno, diéxido de azufre, monéxido de carbono, ozono, benceno,
cadmio y material inorgdnico como contaminantes no convencionales con efectos téxicos
y/o cancerigenos.

La NECA establece tres niveles de concentracién (alerta, alarma y emergencia) de los
contaminantes, como se puede apreciar en la tabla 3, los valores de concentracién son
expresado en microgramos por metro ctibico de aire (ug/m?), a condiciones de 25°C' y

760 mmHg.
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Tabla 3.
Limites de concentracion de contaminantes

Contaminante Periodo en horas Alerta Alarma Emergencia

de medicién de

concentracién
cO Promedio en 8 15000 3000 40000
O3 Promedio en 8 200 400 600
NO, Promedio en 1 1000 2000 3000
SO, Promedio en 24 200 1000 1800
P Mg 24 250 400 550
PM,5 24 150 250 350

Fuente: (ICA, 2015)

1.8.3 Indice quitefo de la calidad de aire (IQCA).

En la ciudad de Quito en el ano de 1999, ya se habfa reportado concentraciones de
particulas en suspensién superiores a la norma de calidad del aire, en los sectores sur y
norte con un alto porcentaje mayor a la norma de monéxido de carbono (CO) (Ministerio
de ambiente, 2010), debido a la problemdtica de contaminacién de la ciudad, en febrero
de 2004, se creé la corporacion para el mejoramiento del aire de Quito (CORPAIRE), y se
creo el indice Quiteno de la calidad de aire, el cual se determina mediante las mediciones
realizadas por los diferentes analizadores automaticos distribuidos en la ciudad (Secretaria
Ambiente, 2017).

El IQCA es un valor numérico comprendido entre 0 y 500. Donde mientras mas alto es
el valor del IQCA, mayor es el nivel de contaminacién atmosférica y como consecuencia,
es mas peligroso para la salud de las personas. El indice divide en diferentes rangos
identificados con diferentes colores como puede apreciar en la tabla 4.

El TQCA asigna un valor de 100 a los lfmites méximos permitidos en la Norma Nacional
de calidad de aire para los distintos contaminantes, para valores intermedios se tiene

concentraciones menores a los limites méximos permitidos.



Tabla 4.
Categorias IQCA
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Rangos Categoria Condicién para salud Color
0-50 Deseable Optima, sin riesgo para la salud Blanco
50-100  Aceptable Buena Verde
100-200  Precaucion No saludable para individuos enfermos Gris
cronicos y convalecientes
200-300  Alerta No saludable para individuos sensibles Amarillo
300-400 Alarma No saludable para la mayorfa de la Naranja
poblacién y peligrosa para individuos
sensibles
400-500  Emergencia Peligrosa para toda la poblacién Rojo

Fuente:(Secretaria Ambiente, 2017)

En la tabla 5 se detalla las personas pertenecientes al término individuos sensibles, el

cual es empleado en la tabla 4, esta clasificaciéon se ha elaborado mediante informacién

de la Agencia de Proteccién Ambiental de los Estados Unidos.

Tabla 5.
Individuos sensibles

Contaminante

Individuos sensibles

Ozono

Personas que realizan actividades en exteriores, e indi-

viduios con enfermedades respiratorias

Material particulado

Personas con enfermedades de los pulmones o el corazon,

tales como asma, obstruccién pulmonar, congestiones

cardiacas.

Monéxido de carbono

Personas con enfermedades cardiovaculares , cerebro

vasculares, mujeres embarazadas, bebes en gestaciéon o

recien nacidos

Diéxido de azufre

Personas con enfermedades respiratorias crénicas , per-

sonas que realizan actividad fisica en exteriores

Diéxido de nitrégeno

Personas con efermedades respiratorias como el asma

Fuente: (Secretaria Ambiente, 2017)
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El Municipio de Quito, por medio de la secretarfa de Ambiente de acuerdo al informe
de la Red Metropolitana de Monitoreo Atmosférico (REMMQ), emite un informe anual,
da a conocer a las autoridades y a la ciudadania en general, informacién confiable sobre
la calidad del aire, para hacer realidad el derecho de la poblacién a vivir en un ambiente
sano y, de esta manera, contribuir al mejoramiento de su calidad de vida. La informacién
se obtiene de las estaciones ubicadas en el drea urbana de la ciudad de Quito y los valles
aledanos, las mismas que miden de manera continua la concentracién en el aire de cinco
contaminantes como son, el material particulado (PMsy5 y PMp), diéxido de nitrégeno
(NOy), diéxido de azufre(SO;), monéxido de carbono (CO) y oxidantes fotoquimicos
expresados como ozono (O3) (Cevallos, Diaz, y Sioris, 2017).

La zona urbana de la ciudad de Quito esta localizada en la parte occidental de la
cordillera de los Andes, rodeada de montanas que dificultan su ventilacién, esta zona
tiene una altura media de 2.810 metros sobre el nivel del mar (msnm); el resto de la ciu-
dad presenta altura variables que va desde los 400 hasta los 5.720 msnm. (Secretaria de
Ambiente, 2010). La Red Metropolitana de Monitoreo Atmosférico de Quito (REMMAQ)
desde el 2003 emplea nueve estaciones autométicas de fondo urbano para determinar el
Indice Quiteno de la Calidad del Aire, y en el 2005 se incrementaron estaciones comple-
mentarias manuales de fondo urbano, regional y de nivel de calle (Secretaria Ambiente,
2017).

1.9 Calidad del aire de Quito

El Municipio de Quito dispone de la Red Metropolitana de Monitoreo Atmosférico
(REMMQ) para el monitoreo del aire de la ciudad. La red de monitoreo compone de
seis subsistemas que se encargan de la medicién de la concentracién de contaminantes,
variables meteroldgicas y ruido ambiental.

1.9.1 Red automadtico (RAUTO)

Estd compuesto por ocho estaciones fijas con analizadores automdticos de gases y
de particulas, estaciones que se localizan en cada una de las administraciones zonales y
ademads cuentan con una estacion de respaldo ubicada en Jipijapa. En la figura 2 se puede

apreciar la ubicacién de las estaciones automaticas, las cuales operan las 24 horas del dfa.
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Figura 2. Ubicacion de los analizadores automéaticos

Fuente: (Secretaria Ambiente, 2017)

1.9.2 Red de monitoreo pasivo (REMPA)

Operan desde el 2005 y permite realizar el muestreo simultdneo en 43 puntos del
DMQ), en zonas identificadas por contaminacién de fuentes fijas o méviles, nivel de calles,
sector rural y blancos regionales, nueve de estos puntos coinciden con las estaciones de la

RAUTO con el fin de correlacionar los resultados obtenidos y disminuir la incertidumbre.
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Figura 3. Ubicacién de los analizadores automaticos

Fuente: (Secretaria Ambiente, 2017)

1.9.3 Red de depé6sito (REDEP)

La Redep opera desde mayo del 2005 y esta conformada por 37 puntos de monitoreo
que registra el sedimento de polvo atmosférico (particulas sedimentables).
1.9.4 Red activa de material particulado (RAPAR)

Opera desde el 2003, comprende cinco muestradores activos semiautométicos de alto
volumen para particulas menores a 10 um y menor a 2.5 um.
1.9.5 Red meteorolégica (REMET)

La red metereolégica estd conformada por 6 estaciones, con sensores de velocidad y
direccién del viento, humedad relativa, radiacién solar global, temperatura, presion at-
mosférica y precipitaciéon. La informacién generada por las diferentes redes de monitoreo
puede ser visualizada en la paguina web de la secretaria de ambiente (www.quitoambiente.gob.ec),
cabe destacar que esta informacién se actualiza cada 2 horas.

La direcién de las estaciones de monitoreo se encuentran en la tabla 6 y los contami-

nantes que miden cada una de las estaciones se presentan en la tabla 8.
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Tabla 6.
Direccion de estaciones de monitoreo
Cdédigo Nombre Altitud Direccién
(msnm)

CcOoT Cotocollao 2770 Museo Cotocollao

CAR Carapungo 2851 Edificio Andinatel Cara-
pungo

BEL Belisario 2835 Terraza del Edificio Ad-
ministracion Colegio San
Gabriel

JIP Jipijapa 2781 Patio de la direccién
Metropolatina Ambiental

CAM El Camal 2840 Terraza del Hos. Patronato
Municipal San José del Sur

CEM Centro 2820 Terraza del la Radio Munic-
ipal

GUA Guamanf 2887 Terraza de Andinatel (Gas-
par de Carvajal)

TUM Tumbaco 2331 Tumbaco

LCH Los Chillos 2453 Terraza de Andinatel (Av.

Ilalo, via a El Tingo)

Fuente: (Secretaria Ambiente, 2017)
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Tabla 7.

Contaminantes medidos a través de las fuentes de monitoreo
Estacién NomenclaturaCO NO2 03 SO2 PM25  PMI10
Carapungo Car X X X X X X
Cotocollao  Cot X X X X X
Belisario Bel X X X X X
Centro Cen X X X X X
El Camal  Cam X X X X X
Guamanf Gua X X X X
Los Chillos Chi X X X
Tumbaco Tum X X X

Fuente:(Secretaria Ambiente, 2017)
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CAPITULO 2
MODELOS DE CONTAMINACION ATMOSFERICA

En este capitulo se estudian ciertos resultados de la mecanica de fluidos, bésica-
mente los teoremas de Gauss, de Green Gauss, de transporte de Reynolds y finalmente
de tratardn la leyes fundamentales que rigen los medios continuos. Existe una ex-
tensa bibliografia sobre el tema, pero se ha preferido basarse en: (Albuja y Naula, 2001)
(Garcfa, 2012) (Romero, Moreno y Rodriguez, 2001)(Oyazin, 2007) (Benalcdzar, 1994)
(Molina,2013) (Evans, 1998) (Brezis, 1983).

2.1 Resultados Fundamentales del Anédlisis Vectorial
2.1.1 Definiciones matemdticas importantes

Se define como R? = {(z1,72)/7; € R,i = 1,2}, donde (z1,75) € R? se llama par
ordenado; R? = {(xy, 22, 23)/2; € R,i = 1,2,3}, donde (1,79, 73) € R? se llama terna
ordenada y de manera general,

R™ = {(x1, 22, ..., zpn)/x; € R, Vi =1,2,...,n}, donde (z1,...,x,) € R" se llama
n-uplas ordenadas de nimeros reales, en la cual definimos dos operaciones entre sus ele-
mentos: suma y producto por escalar, que se definen de la siguiente manera, para todo
(@1, ooy Tn) 5 (Y1y - Un) € R™, @ € R | se tiene,

Suma: (21, ..., Zn) + (Y1, ooy Yn) = (T1 F Y1, ooy T + Yn)-

Producto por un escalar: a(zy, ..., z,) = (axy, ..., ax,).

Con estas operaciones R" tiene una estructura algebraica llamada espacio vectorial.

Sean los vectores = = (x1,...,%,) , ¥ = (Y1,...,yn) elementos de R". El producto

- — ‘
escalar que lo notaremos " - 3 estd dado por

— — _ o n
Ty =T, oo Tl = 2 Til;.
=1

La norma o longitud del vector = que lo denotaremos por || 7| estd dado por

n

17| =/ X3

i=1
— —> 2 ¢
Sean los vectores ', y de R"”, el coseno del dngulo que forman los dos vectores estd

dado por

cos(8) = =i 17N #0, 7] #0,  donde 0 <6<,

y
|y

I
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3
2

setienequesiogﬁggosi%” §9§27rentonces?~720,ysi%§9§
entonces = -y < 0.

Dos vectores =, y de R™ son ortogonales si su producto escalar es nulo es decir, si
7 -y =0y sedenota z L y.

Sea €) un subconjunto deR" abierto y f : {2 — R una funcién tal que sus derivadas
parciales de primer orden existen, entonces, para ello el gradiente de f en @ = (21, ..., z,)

es el vector de R" definido por

V(21 zn) = VA(T) = (%(?),. of (?)).

N, 8;Un

!

Sea € un subconjunto de R™ abierto (n >2), F' un campo vectorial diferenciable en

r €, existen fi, fa,...f, campos vectoriales diferenciables en =" tal que F' = ) fi'e;.
i=1

ﬁ
La divergencia de F se define como

N =1 - dfi df; 0 fn
div (F) = Z_;axi = 3 + o+ o

Sea () un dominio acotado de R™ y g : 2 — R un campo escalar que posee segundas

derivadas en todo punto de 2. Si F' = Vg, entonces

s n
div (F) = v (v9) = 3.q5 (3) = o (32) + -+ o (3
i=1
que se denomina laplaciano de g y se le nota Vg, donde V es el operador de Laplace,
es decir

n
Vg=>" &g _ 9% g
g £ 92 ox? ox2 *

n

otra notacién para el laplaciano de g es V*g. Observe que Vg = Vg =V - (Vyg).
2.1.2 Volumen de control

Se considera un volumen de control a una regién fija del plano o del espacio a través de
la cual circula un fluido. Un volumen de control es un conjunto no vacio de R? limitado
por una superficie cerrada llamada superficie de control. El volumen de control y la
superficie de control pueden ser fijos o méviles. El fluido puede entrar o salir del volumen
de control, el volumen de control puede sufrir deformaciones con el tiempo. Generalmente

este volumen de control es dependiente del tiempo £. Para ello suponemos que el volumen
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de control se desplaza con la mismas velocidad del flujo y que la velocidad en todo punto
de la superficie del volumen de control es igual a la velocidad del fluido.

Posteriormente se obtendra las ecuaciones diferenciales de flujo de un fluido aplicando
las leyes fundamentales utilizando volimenes de control que se asumira son conjuntos
medibles en el sentido de Lebesgue, este trabajo estara lfmitado a conjunto acotados y
medibles en R?.

2.1.3 Teorema de la divergencia de Gauss

Sea € un dominio acotado de R? con I su frontera, Q = QUT y F:O-R wun

campo vectorial tal que div(]?) integrable en Q) y Fw integrable sobre I'. Entonces se

tiene

/ div(F)dz = / F s, (2.1)
Q r
T = (F) = 20 4 0f o : ,
donde F' = (f1, f2), div(F') = S + 52 y 1 es el vector normal exterior a I'. Nétese que
la integral del lado izquierdo (ecuacién 2.1) es una integral doble y la integral del lado
derecho es una integral de linea con respecto a la longitud de arco a lo largo de la curva
.
Sea z9 € I' y 7 (x0) el vector normal exterior a I' en zq. Sea 6 € [0, 7] el dngulo que
e — = — . - £
forman F (zg) y 7 (20), entonces F (x) - 7 (z0) > 0si § € [0, %], cuyo caso F () estd
dirigido hacia el exterior de €2 y significa que existe salida de flujo a través de la frontera
T ?(wo) -1 (z9) < 0sif € [Z,7], en este caso l—7>(x0) estd dirigido hacia el interior de

Q) y significa que ingresa flujo a través de la frontera T'.

. . = = . . -
La integral de linea [ F' - 7 ds representa la circulacion de F' a lo largo de I'. conse-
cuentemente [, div(?)dm representa la circulacién de F alo largo de I'.

H
Si F' = Vg, y se remplaza en la ecuacién 2.1, se tiene

/Q div(F)dz = /Q div(Vg)dz = /Q Agdz, (2.2)

luego,

/Agdm = /Vg - ds. (2.3)
Q r
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El término Vg - 7 se llama derivada normal de g con respecto a la normal en I y se

denota con g_fu es decir,

dg —
Vg7, 2.4
5, = V9T (2.4)

2.1.4 Teorema fundamental del cdlculo de variaciones

Sea 2 C R?, abierto y acotado, f : Q — R una funcion integrable en  si

[ @iz =o

para todo subconjunto medible V' C (2, entonces.

f=0, ctp de Q2.

El término ctp de €2, quiere decir casi en todo de €2, que a su vez significa f = 0
excepto en un conjunto de medida de Lebesgue nula.

2.1.5 Teorema de Green-Gauss

Sea €2 un dominio acotado en R? con I su frontera, O = QUT y ¢ : Q@ — R, un campo
- —
escalar, F' = Q — R? un campo vectorial con F' = (f, g), supongamos que %‘f fs %‘59 son

integrables en (), entonces se tiene

/gpdiv(?)dw—i—/Vgo-l?d:c:/g)?-ﬁds. (2.5)
Q Q r

H
Si F' = Vu, por el teorema de Green- Gauss, se tiene

fﬂgoAu dx+fQVg0-Vu dx:ngoVu-st,

o también

/@Au da:+/ Ve - Vu dr = /gp@ ds. (2.6)
Q Q r on
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2.1.6 Teorema de transporte de Reynolds
Sea € C R? un dominio acotado en R? con I' su frontera de clase C! a trozos, sean 17,

To € R tales que 0 <T) < Ty, y

5 X [Tl,Tg] — R,
(z,1) = f(x,1),
of

una funcién tal que para todo punto t € [11, T3], f(-, ), 5 son integrables en Q . Para

t € [Th, Ty], sea (t) C Q un volumen de control y I'(t) su frontera. Entonces

d B ﬁ .
%/ﬂ(t)f(x,t)da:— /Q(t) 5 (x,t)dx%—/r(t)f(x,t)v n ds, (2.7)

donde ¥ es la velocidad local de 2(t) y 7 es el vector normal exterior a I'(¢). Se
supone que la integral de linea existe.

El teorema de transporte de Reynolds tiene la siguiente interpretacion fisica: la rapidez
de cambio de flujo en el volumen de control es igual a la rapidez de flujo que entra al
volumen de control més el flujo en la frontera. Si f(z,t) - 7 > 0 existe salida de flujo
en la frontera, si f(z,t)? -7 = 0 no existe entrada ni salida de flujo y si f(z,¢)7 -7 < 0
ingresa flujo a través de la frontera (Albuja y Naula, 2001), es decir, el balance de f del

sistema €)(t) es:

( 3 (
Tasa de variacién Integral sobre Q(t)
Flujo de f a
de la integral de f de la variacién de
= + 4 través de la
sobre el volumen f con respecto al
frontera I'(t)
de control Q(t) ) | tiempo

Por el teorema de la divergencia de Gauss, se tiene

flz, )V -7 ds
(1)

/ div (£7) da. (2.8)
Q)

Remplazando en la ecuacién 2.5, resulta

_ /Q . {Z_{ + div ( f?)} da. (2.9)
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2.1.7 Ecuacién de continuidad
Sea Q(t) un volumen de control que se mueve con una velocidad v, t € T3, T], por lo

que la densidad de la concentracién de la sustancia contaminante contenido en () es

oz, t) = dq;‘gt), de donde dm(t) = c¢(x,t)dV e integrando sobre €2(t), se tiene:

m(t) = / dm(t) = / c(x,t)de, Vo e Qt) C . (2.10)
Q(t) Q(t)
Derivando la masa respecto al tiempo se tiene

dm(t) d
—_— = — t)d 2.11
e (211)

y por el teorema de transporte de Reynolds, resulta

dfz_gt) - /Q ) {% + div (c?)} de. (2.12)

Este es un sistema conservativo, por lo que la masa no se crea, ni se destruye; es decir

dm(t)
dt

que la masa permanece constante durante todo el proceso, esto es = 0 para todo

t > 0, es decir,

/ {d—c + div (07)] dx = 0. (2.13)

La integral precedente es valida para cualquier volumen de control, se demuestra que

% +div(cv) =0 ctpde Q x |11, Ty[. (2.14)

La ecuacién precedente se denomina “ecuacion de continuidad” para sistemas conser-

vativos. En lo sucesivo se escribird

2—; +div(cv) =0  sobre Qr, (2.15)

donde QT =0 x ]Tl,TQ[.
El flujo del contaminante se define como la cantidad de masa que atraviesa una su-
perficie de drea A en un tiempo t. Sea (¢) un volumen de control por el que circula un

contaminante de abajo hacia arriba con una velocidad ¥'(t). El drea de la superficie de
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la base es A y la altura del volumen de control es L, entonces, la magnitud de flujo se

expresa Como:

_m kg g
J = At (en m2s © cm2s) )

Multiplicando por L tanto al numerador como al denominador, se obtiene

y tomando en cuenta que el volumen de Q(t) es V = AL, la velocidad v(t) = £ y la

densidad ¢ = {7, se tendrd que J = {7 - v(t) = c v(t).

El flujo se define como el campo vectorial

—

T (2,y) = c(z,y) V().
cuya magnitud en el instante ¢ es
J =cu(t).

Nétese que el flujo 7 y su magnitud J son valores medios en el volumen de control
Q(t).
Ahora la ecuacién de continuidad se expresa como
de =
E+chv(J> =0 sobre Q x|}, T]. (2.16)

2.2 Transporte por difusién

Cuando en un sistema hay un gradiente de concentraciones. Podemos decir que la
difusion es la dispersién de las sustancias presentes en un espacio debido al movimiento
aleatorio de sus moléculas, desde zonas de mayor concentracién a zonas de menor con-
centracion, la distribucién espacial de las moléculas no debe ser homogénea, es decir debe
existir una diferencia o gradiente de concentracién entre dos puntos del medio. Por medio
de este proceso las sustancias tienden a difundirse en el espacio hasta lograr el equilibrio
de la concentracién presente en el mismo (Both, 1978).

El proceso de transporte de contaminantes por difusién, solo depende de la temper-
atura, la viscosidad y el tamano de las moléculas de las sustancias, el proceso de difusién
se presenta aun cuando no exista una diferencia de concentracién de los contaminantes

en el espacio y se representa matemédticamente por medio de la primera ley de Fick.
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2.2.1 Primera ley de Fick.

La rapidez de difusién o flujo difusivo por unidad de drea de seccién transversal en
una direccién determinada es directamente proporcional al cambio de la concentracién de
las moléculas de las sustancias en esa direccion. La ecuacion para esta ley es:

oc

Ji=—-D— 2.17

donde J es la tasa de transporte de sustancia por difusién, siendo su unidad de de-
nominacion %0 %, dimensionalmente [M/L*T], D es el coeficiente de difusién, que
depende de las sustancias y la temperatura, representa la facilidad en que una sustancia
puede dispersarse en un fluido, siendo su unidad de denominacién m?/s, dimensionalmente
[L?/T), % gradiente de concentracién de la sustancia difusiva, el signo menos presente en
la ecuacién indica que el flujo va de las zonas de mayor a las de menor concentraciéon y
x distancia sobre la cual se consideran cambios en la concentracién, su unidad es m y su
dimensién es [L].

La primera ley de Fick puede también expresarse en 3 dimensiones usando notacién

vectorial en la forma
J = —DVe,

donde V es el operador de gradiente, V.J conforma el terminé difusivo de transporte
de contaminantes, D coeficiente de difusién, es similar en todas las direcciones y ¢ con-

centracion del contaminante.

o
et Ex

Figura 4. Transporte difusivo

Se puede decir que el gradiente de concentracién es el “motor de la difusién”: a mayor

gradiente (mayor diferencia de concentracién de las dos sustancias) mayor difusién, si
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la concentracién varfa también en las otras direcciones, hay un flujo en cada direccion.

Existe un proceso de difusién siempre que se establezca una gradiente de concentracion.

2.2.2 Segunda ley de Fick

La difusién de contaminantes en el aire en un estado no estacionario, es decir la
difusién de los contaminantes no constante por lo que el flujo de difusion y el gradiente de
concentracion varfan en el tiempo, generando acumulacion o agotamiento de las sustancias
difusas, este proceso se describe mediante la segunda ley de Fick.

Remplazando la primera ley de Fick en la ecuaciéon de continuidad, se tiene:

%¢ +div(—DVe)=0 >

2¢ — Ddiv (Ve) =0,

y como div(Ve) = Ac (laplaciano de ¢ ). Luego,

dc _
En DAC == O,
+Condiciones iniciales,

+Condiciones de contorno.

Expresando en términos de una sola dimensién:

%4 p(-Die) =0

Debido a que el coeficiente de difusividad (D) es constante, se obtiene

de ot _
5 D(%QC—O.

Finalmente la segunda ley de Fick queda definida como:

2
g—g = D%c . (2.18)
2.3 Transporte por adveccién.

La adveccién es el proceso de transporte de las sustancias debido al movimiento de los
fluidos causado por la variacién de las propiedades como son la presién y la temperatura

ya sea en el aire o agua. El movimiento advectivo queda definido matematicamente por

la direccién y magnitud de su velocidad, dado que a pesar de la ocurrencia de dispersion,
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Figura 5. Transporte advectivo

el centro de masa del elemento quimico que es transportado por adveccién, se mueve a la
velocidad promedio del flujo, siempre y cuando no se produzca adsorcién y retardo.

La tasa a la cual un elemento quimico es transportado por unidad de drea (perpen-
dicular a la direccién del movimiento) se expresa en términos de la densidad de flujo de

acuerdo a la siguiente expresién.
Jo=c-v,

donde J densidad del flujo, siendo sus unidades de denominacién Kg/m?. s, o,
mol /m?.s , dimensionalmente [M/L*T], ¢ concentracién del quimico, siendo sus unidades
kg/m3, dimensionalmente[M /L3] y v es la velocidad del viento, siendo sus unidades m/s,
dimensionalmente [L/T].

2.4 Ecuacién de transporte
Remplazando la ecuacién de transporte advectivo J, = cv, en la ecuacién de la con-

tinuidad se obtiene.
8 .
5 +div(cv) = 0.
Considerando a la velocidad constante, finalmente se obtiene:

% +vVe=0. (2.19)

2.5 Ecuacién de adveccién — difusién
El flujo del transporte de masa es igual a la suma del flujo de transporte difusivo (J;)

y el flujo de transporte advectivo (J,), por lo tanto:

7 = _—DVe+cv
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Remplazando en la ecuacién de continuidad se obtiene:

% +div(—=DVc+cv) =0,
¢ — div (DVc) + div(cv) =0 .

—_ .
Cuando v es constante se obtiene

%—DAH?-VC:O. (2.20)

2.6 Elemento reactivo

El elemento reactivo corresponde a la capacidad del contaminante principal de reac-
cionar con los elementos presentes en la atmdsfera, lo que da a lugar a contaminantes
secundarios. Las reacciones son principalmente de tipo quimico y fotoquimico, describir-
las es muy complejo, el presente estudio se limita al andlisis a los fenémenos de transporte.
2.7 Ecuacién de conveccién —difusién-reaccién

En general si consideramos el dominio 2 € R™ con n = 2 o 3 y su frontera 052, los
problemas de conveccién-difusién-reaccién pueden ser modelados mediante la ecuacién.

oc

5 div(DVe) + v - Ve +qge=0en Qx]0,T |. (2.21)

2.8 Condiciones iniciales

Como todo problema evolutivo, se debe definir el estado inicial de la variable, en este
caso la concentracion del contaminante, lo que supone la condicién inicial. Los célculos de
la concentracién del contaminante a lo largo del tiempo tomardn como punto de partida

dicha condicién inicial, que se puede formular:

c(z,y,0) = h(z,y), (v,y) € Q.

2.9 Condiciones de frontera.

En los problemas parabdlicos hay tres tipos principales de condiciones de frontera para
describir lo que sucede en la frontera del dominio fisico en el que se produce el transporte
de particulas: condiciones de Dirichlet, condiciones de Neumann y las condiciones mixtas
o Robin.

Aque deben ser definidos los comportamientos de la concentracién sobre la frontera,

a lo largo de toda la duracién del estudio T.
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2.9.1 Condicién de Dirichlet

En la condicién de frontera de Dirichlet o de primer tipo, se especifican los valores de
la solucién en la frontera del dominio 2.

En el problema, ¢(z,y,t) = g(z,y,t) en 92 x [0, T] se denomina condicién de Dirichlet,
donde g(x,y,t) va a representar la concentracién del contaminante en 77 al instante ¢,

dependiendo de las caracteristicas del problema.

Superficie
contorno O

Figura 6. Condicién de frontera de Dirichlet

2.9.2 Condicién de Neumann

En la condicién de frontera de Neumann o de segundo tipo, se especifican los valores
de la derivada de una solucién tomada sobre el contorno del dominio 2.

En primer lugar, la derivada normal en la frontera I', se denota por % y se define
como % = Ve- 7, seindo 70 el vector unitario normal exterior a I'. Note que Ve- 7 < 0
flujo entrante, Ve - 7 > 0 flujo saliente de €2 .

2.9.3 Condicién de Rubin
Corresponden a la combinacién de las condiciones de Dirichlet y condiciones de Neu-

mann en la frontera T'.
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CAPITULO 3
ESPACIOS FUNCIONALES IMPORTANTES

En este capitulo se va a tratar los resultados fundamentales de los espacios funcionales
importantes tales como las funciones test, el espacio de las distribuciones y las formas
bilineales continuas, los espacios de Hilbert, los espacios Sobolev y el lema de Lax-Milgran.
Temas que servirdn para estudiar los resultados de existencia y unicidad para problemas
de contorno para ecuaciones en derivadas parciales elipticas de segundo de orden. Los
resultados que se dan a continuacién se encuentran en (Albuja y Naula, 2001) (Garcia,
2012) (Gémez, 2006) (Marinovich, 2012) (Benalcédzar, 1994) (Evans, 1998) (Brezis, 1983).

y son habituales en aplicaciones a ecuaciones en derivadas parciales.

3.1 Espacios normados
Definicién.- Sea V' un espacio vectorial sobre R. Una norma en V', que se denota por

| - ||, es una funcién de V' en R qué cumple las siguientes propiedades:

o |z[[20; VzeV.

|z ||=0<=z=0.

| Az ||=| Al z|l, VYAeR, azeW

lz4+yl<llzll+yll, VYe,yeV (desigualdad triangular).

El par (V,| - ||) se denomina espacio normado, en lo sucesivo se dird que V es un
espacio normado, con norma || - || definida en V.

Definicién.- Sean I C N, con [ # ¢ y un espacio normado V. Toda funcién de I en
V' se denomina sucesién en V.

A u(n) con n € I que lo denotaremos u,, y lo denominaremos termino general de la
sucesién. A la sucesién lo denotaremos con (uy,) .

Definicién.- Sea (u,) una sucesién en un espacio normado V. Se dice que (u,) es
convergente en V' si existe u € V tal que lim u, = u, es decir que, u verifica la condicién

n—oo

siguiente:

Ve > 0,3 n, € N tal que Vn > ny = ||u, —u ||< e. (3.1)
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Definicién.- Una sucesion (u,,) en un espacio normado V, se dice sucesiéon de Cauchy

si verifica la siguiente condicién:

Ve > 0,3 ny € N tal que Ym,n > 1y = |[um — u, ||< e (3.2)

Toda sucesién convergente (u,) en un espacio normado V' es una sucesién de Cauchy,
el reciproco, en general, no es cierto.

Definicién.- Un espacio normado V' se dice que es completo si toda sucesién de
Cauchy en V' es convergente. Un espacio de Banach es un espacio normado completo, en
el que toda sucesion de Cauchy es convergente.

3.2 Espacios de Hilbert

Definicién.- Sea V' un espacio vectorial sobre R, un producto escalar en V', que lo

denotaremos con (-, -), es una funcién de V' x V' en R que se denota con (-,-) : VxV — R

tal que cumple con las siguientes propiedades:

o (z,y)=(y,z), Va,yeV.

(ax + By, z) = a(z,2) + B(y,z), VYa,B€ER, VryeV.
o (ax,y)=a(zr,y), VYaeR, Vx,yeV.

o (x,x) >0, VxelV

(r,2) =0 <= 2 =0.

Se dice que un espacio vectorial V' provisto de un producto escalar (-, -) de V' se llama
espacio euclideo.

Todo espacio euclideo V' puede ser normado si se le provee de la norma siguiente :

lzll = V(z,2),  VxeV

Esta norma de ||z|| de V en R definida por ||z|| = /(z,z), se dice inducida por el
producto escalar (-, -). Resulta asi que V' es un espacio normado, V' se dice inducido por
el producto escalar.

En un espacio euclideo V' se verifica la siguiente desigualdad

[z, ) < =l lyll,  Vz,y eV,
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A esta desigualdad se la conoce como desigualdad de Cauchy- Schwarz.

Definicién.- Un espacio de Hilbert V es un espacio euclideo que como espacio nor-
mado es completo.

Definicién.- Sea V' un espacio euclideo. Sean z,y € V. Se dice que x es ortogonal a
y si (z,y) = 0, que se escribe x L y.

Definicién.- Sea V un espacio normado, x € V' y K C V. La distancia de x a K | se de-
fine como d(z, K) = inf ||z —v||.

Definicién.- Un e;)seplfaucio de Hilbert V' es un espacio normado inducido por el producto
escalar que es espacio de Banach para la norma (z, x)l/ 2 Esto es, toda sucesiéon de Cauchy
en V' con respecto a la norma inducida por el producto escalar (-, -) , es convergente en V/
(Benalcazar, 1994)

3.3 Aplicaciones lineales continuas

Definicién.- Sean V,W espacios vectoriales reales, normados con |||, |||l sus

normas respectivamente.

1.- Una aplicacién T de V' en W se dice lineal si verifica la siguiente condicién:
T(ax+ py) =aT(z)+ pT(y) VYa,BER, Vz,yeV.

2.- Sea T : V — W una aplicacién lineal. El conjunto ker(T) = {z € V : T(z) = 0}
se llama nicleo de T, el conjunto R(T) = {T'(z) : x € V'} se llama recorrido de T.

3.-Sea T : V — W una aplicacién lineal. La aplicacién T se dice continua si
Ve >0, 36 > 0 tal que ||z —y||, <6 = ||T(z) = T(y)|ly <e.

El conjunto ker(T") es un subespacio de V, R(T') es un subespacio de W. Ademads, si
V' y W son de dimensién finita, las dimensiones de ker(7) y de R(T) estan relacionadas

del modo siguiente:
dimker(7T") + dim R(7T") = dim V.

Una aplicacién lineal T de V' en W es inyectiva si ker(T) = {0} y es sobreyectiva si
R(T') = W. La aplicacién lineal T" se dice invertible si T es biyectiva, esto es, T es inyectiva
y sobreyectiva.

Se demuestra que las siguientes proposiciones son equivalentes:
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a. T es continua.

b. T es continua en el origen.

c. T es acotada en la bola unitaria centrada B(0, 1).

d. Existe una constante C' > 0 tal que |T'(z)||y < C'|z|l,,, VzeV.

Por otra parte se puede probar que una aplicacién lineal 7" de V' en W es continua,
si y solo si, para toda sucesién (z,) C V convergente a x € V, la sucesién (7'(z,)) es
convergente a T'(z) € W.

Se denota con L(V, W) al espacio de todas las aplicaciones lineales continuas de V' en
W. En tal espacio introducimos la norma

1Tl cvwy = sup [ T(@)lly, VT € LIV, W),

llfly, <1

con lo cual L(V,W) es un espacio normado. Si V' = W, notamos L£(V') en lugar de
L(V,W). Por otro lado se prueba que si W es un espacio Banach entonces L£(V, W) es
un espacio de Banach. En particular si W = R, el espacio L(V,R) se denota con V* y
se denomina espacio dual topoldgico de V. Los elementos de V* se llaman formas lineales

continuas. La norma V* estd definida por

Tl = sup |T(z)]= sup L& yrevy
1%

T
Izl <1 €V,  z#£0 lzlly

Teorema (representacién de Riesz).- Sea V' un espacio real de Hilbert y V* su

dual. Para cada L € V* existe un tnico u € V tal que

L(v) = (u,v), YveV.
IL]

v = llully

Ademss, existe v € L(V*, V) tal que

(L) =u

I (D)l = IIZ]

V-
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3.4 Formas bilineales continuas
Definicién.- Sean V, W espacios vectoriales reales. Una aplicacién a (+,-) de V x W

en R se denomina forma bilineal en V' x W si cumple con las siguientes condiciones:
o a(ax+ Py, 2)=aalr,z)+ Paly,z), VYo,0€R, VryeV, VzeW.
e a(r,ay+ fBz) =aa(x,y)+ Ba(r,2), VYa,BER, VeV, VyzeW.

Definicién.- Se dice que la forma bilineal a (-, ) es simétrica si a(-,-) es una forma

bilineal en V' si cumple con:
a(z,y)=aly,z), V(z,y) eV

Definicién.- Sean VW dos espacios vectoriales reales y a (-, -) una forma bilineal en

V x W . Se dice que a (+,-) es continua si existe una constante M > 0 tal que
ale,y) < Mlelvlylw,  Via,y) €V x W

Definicién.- Sea V' un espacio de Hilbert real y a (-,-) una forma bilineal en V. Se

dice que a (-, -) es coerciva si existe una constante o > 0 tal que
a(z,r) > a|z||}, VzeV.

Sea V' un espacio de Hilbert real y a (-, -) una forma bilineal en V| utilizando el teorema

de representacién de Riesz, se prueba que existe T' € L(V) tal que
a(z,y) = (z,T(y))v, Vr,yeV.

Teorema (Stampacchia).- Sea V' un espacio de Hilbert y a (u,v) una forma bilineal,
continua y coerciva en V, K C V, K # ¢ un convexo cerrado y f € V. Entonces existe un
tnico u € K tal que

a(u,v—u) > (f,v—u)y, YveK.

Ademss si a es simétrica, ent nGesEupse caracteriza por la propiedad

sa (u,u) = (f —u) = Min{3a(v,v) = (f,v)}.

vek

3.4.1 Lema de Lax-Milgran
Sea V' un espacio de Hilbert y a(-,-) una forma bilineal, continua y coerciva en V.

Entonces para todo f € V* existe un tnico u € V' tal que
au,v) = (fv), Voev.
Ademas si a es simétrica, entonces u se caracteriza por la propiedad.

ue Ky %(u,u)— (f,u) :]q\J/_ézg/n{%a(v,v)— (f,v)}
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3.5 Espacios LP()
Definicién.- Sea € un conjunto abierto, acotado en R? y 1 < p < oo. El espacio
LP(2) se define como el conjunto de clases de funciones cuyo valor absoluto es p integrable

sobre (2, es decir:
f medible, vy,

ferLr(Q) <
IfIP < 0.
/

La norma definida en este espacio es

1/p

1wy = | [ 1117
Q
Cuando p = oo se define como
L>(Q) = {: QO — R| f medible y supess |f(z)] < oo} ,
z€e
con norma

HfHLp(Q) =supess |f(2)].
xeQ)

Teorema.- Sea ) un abierto de R?, 1 < p < co.

1. Desigualdad de Holder

Sea f € LP(Q), g € LYQ) con p, ¢ € [1,00] tales que Il)—i—% =1(sip=1,¢q=
o0),entonces f - g € L'(Q),y,

1= 9l ay < W F 1 ooy 191l Loy -

Particularmente, si p = 2, ¢ = 2. La desigualdad de Holder no es sino la desigualdad

de Cauchy - Schwarz

1f g”Ll(Q) < ||f||L2(Q) ||g||L2(Q)‘

2. Desigualdad triangular (Minkowski)
Sean f,g € LP(2) entonces

If+ 9||L2(Q) < ||f||LP(Q) + ||9||Lq(Q) :
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3. La aplicacion ||-[| 1,y de LP(2) en RT es una norma sobre LP(2).
LP(Q2) provisto de dicha norma es un espacio de Banach.
Particularmente para p = 2, L?(2) es un espacio de Hilbert, donde su producto escalar

estd definido por
(. 1o /f de,  Vf.g € LHQ),

¥y Ssu norma asociada por
2

1/
11y = /mmwx |
Q

3.5.1 Reflexividad. Separabilidad. Dual de L?

Los resultados que se enuncian a continuacién son los principales en cuanto a reflex-
ividad, separabilidad y dualidad de los espacios LP(£)

Sea  un abierto de R? y p,q € [0, o0] tal que % + é =1

i) Para 1 < p < oo, LP(Q2) es reflexivo, separable y el dual de LP(f2) se identifica a
L(2) esto es (LP(Q))" = LY(Q).

ii) Para p = 1, L'(2) es separable, por lo tanto LP(2) es separable para 1 < p < oo.
El dual de L'(Q) se identifica a L>(2) es decir (L}(Q))" = L=(Q).

El espacio L'(€) no es reflexivo.

iii) Para p = oo, se tiene que L°°(£2) no es reflexivo, caso contrario L'(f2) lo serfa. El
dual de L>(€2) contiene a L'(Q) (ya que (L'(Q))" = L>®(Q)) y es estrictamente mayor
que L1(Q), esto es L(Q) C (L*>°(N2))".

El espacio L*>(2) no es separable
3.5.2 Nociones de convergencia en LP(()

i) Convergencia fuerte (en norma)

Sea 1 < p < co. Una sucesién (f,) de LP(2) converge fuertemente hacia f € LP(2) si

(T —

ii) Convergencia débil
Sea 1 < p < oo. Un sucesién (f,) de LP(2) converge débilmente hacia f € LP(Q) si

/n Vdo — [ fo)p(x) dz, Vo € LP(9),

n—-aoo

Q

donde ¢ € [1, 0] tal que 13 + % =1.



38

3.6 Espacio de distribuciones
3.6.1 Funciones test
Definicién. Sea €2 un conjunto abierto de R? y sea ¢ : Q — R una funcién continua.

Se llama soporte de ¢ que se denota por sop(p) , al conjunto definido por:
sop(p) := clausura{x € Q| p(z) # 0},

es decir, como el conjunto de los puntos donde ¢ no se anula, unido a la frontera del
mismo.

El conjunto D() es el conjunto de funciones ¢ :  — R que cumplen las dos condi-
ciones siguientes:

p e C®(Q).

sop(p) es compacto (cerrado y acotado) y estd estrictamente contenido en (2.

De las condiciones anteriores, la primera exige que la funcién ¢ y todas sus derivadas
parciales de cualquier orden sean funciones continuas. Mientras que la segunda, que la
funcién sea no nula sélo en un conjunto acotado, que no puede aproximarse a la frontera
de Q2.

Luego notamos Cy(€2) el espacio de funciones continuas en {2 de soporte compacto
contenido en 2. Se designa con C™(f2) el espacio de funciones reales ¢ : Q@ — R,
que poseen derivadas continuas en ) hasta el orden m, particularmente si m = 0 se tiene
C°(£2) que es el espacio de funciones reales continuas en Q. C°(Q) es un espacio de Banach

con la siguiente norma:
1fllco@ = maz |f ()]
Se define
G5 (€2) = C=(92) N Co(Q2).

El conjunto C§°(2) se lo nota generalmente con D(f2). Ademds un elemente de D(f2)

se van a considerar como el espacio de funciones test o funciones de prueba.
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3.6.2 El espacio D' ()

Sea €2 un conjunto abierto, acotado de R™. Una distribucién sobre €2 es todo funcional
T lineal continuo sobre D(£2).

Si T' es una distribucién sobre (2, se tiene

i) T es funcional sobre D(f), esto es, para cada funcién ¢ € D(£2), se le asocia un

escalar que designaremos por
(T.p), Vpe D).
ii) T es lineal sobre D((2), esto es,

T(ovp) + Bpy) = aT(p)) + BT (p,),  VYa,B€R, Vo, 0, € D(Q).

iii) T' es continuo, es decir, que si (¢,,) es una sucesién en D()) convergente a ¢ €

D(£2), entonces

T(p,) — T(p).

Notacién

El valor del funcional T" sobre una funcién de prueba ¢ € D(Q2) lo notaremos (T, )
en lugar de T'(y).

Al conjunto de todas las distribuciones se le denota D’(2) y se le llama espacio de las
distribuciones sobre (2.

Definicién.- Sean T, T» € D'(Q2). Se dice que T; = T5 si y solo si para todo ¢ € D(Q2)

se cumple que

(Tr, ) = (Ta, ).

Definicién.-Sean T, T, € D'(2), se pueden definir la suma de distribuciones y el

producto por un escalar como sigue
(anTh + a2y, @) = a1 (Th,0) + g (To, ), Ve € D(Q), ar, a2 € R.

Resulta que el conjunto de distribuciones D’(€2),tiene estructura de espacio vectorial
sobre R y es evidente que a1T) + asT5 es lineal y continuo, ademds D’(2) es el dual
algebraico de D(2) que coincide con el dual topolégico.

Teorema.- Un funcional lineal T" sobre D(f2) es una distribucién si y solo si para cada

compacto K de (, existen constantes ¢ > 0y m € Z* tal que
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(7.9 <  Maz Mz |D(w)],
para cada ¢ € D(2) tal que sop(y) C K.
3.6.3 Convergencia
La convergencia de sucesiones en D(2) se define como sigue:
Sean (p,,) C D(Q2), ¢ € D(Q),entonces se dice que ¢, — ¢y en D(Q) si y solo si se
verifica:
i) existe K C 2 con K compacto tal que

sop(p,y CK, VYn=12,..

ii) mazx |, () —p(x)] — 0,  uniformemente sobre K,
TE n—oo
max 0%, (x) — 0%p(x)| — 0,  uniformemente sobre K,
e n—o0

siendo @ € N?, o = (g, 00) y || = a1 + .
3.6.4 Derivacién en el sentido de las distribuciones

Una de las razones del empleo de distribuciones en el mundo de la ecuaciones en
derivadas parciales (y por ello en la mecénica de medios continuos) es la posibilidad que

se tiene de derivar indefinidamente cualquier distribucion.

Definicién.- Sea T una distribucién sobre Q C R%. La derivada ST_, t=1,2, en el

k3

sentido de las distribuciones, se define por:

or B 8g0>

<%7§0> *_<T7% ) VSOGD<Q)7

oT B Oy
<a_y790> - <T78_y>7 VQOGD(Q)a

siendo la derivada de T lineal y continua sobre D({2), por lo tanto es una distribucién

Sea f € C'(Q), se denota con T} a la distribucién asociada a f y esta definida por

Ty ) = / fodr, Vg e D).
Q

. 2 2 2 L. .. .
Las segundas derivadas gx—g;, ?97:5, gTigde una distribucién T' se define mediante la
relacion.

0*T 0

<Ma@> = < ’83:8y>’ Vo € D(Q)
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—), Ve e D).

—), Ve e D).

3.7 Espacios de Sobolev

Definicién.- Dado un subconjunto 2 C R? abierto, llamamos espacio de Sobolev y
se denota por H'(Q),al conjunto de funciones u de L?*(f2), cuyas derivadas parciales de
primer orden, tambien pertenecen a L?({2), junto a las operaciones de funciones de adicién
y multiplicacién escalar.

Es decir
HY Q) = {uel2(Q) |2 e @),y Jel?(©) },

donde, %, g—;‘ son derivadas parciales de u con respecto a x y y en el sentido de las

distribuciones, es decir

(%.0)=—(u,52), Vpe D),
()= (). veci)

Para todo u,v € H(f2), el producto escalar estd dado por:

<u7v>1jﬂzs{(u.v+%%+g—zg—;)dx

Es evidente que H' (Q) C L?*(Q).

La norma asociada al producto escalar la notamos con

du
Oy

1/2
u2
o= (fru|2+§—x\+ dx)  Vue o,
Q

Se tiene que H' () provisto del producto escalar (-,-); , ¥ la norma asociada es un

espacio de Hilbert.
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CAPITULO 4
ANALISIS DEL MODELO Y DISCRETIZACION

La mayor parte de las ecuaciones de la mecénica de medios continuos y un buen ntimero
de problemas que se presentan en la naturaleza se expresan en términos de ecuaciones
en derivadas parciales con distintos tipos de condiciones adicionales, sean condiciones
iniciales, de contorno. Es por ello que en este capitulo se exponen los resultados de
existencia y unicidad para la soluciéon de la ecuacién de transporte de tipo parabdlico,
luego se estudia la discretizacion espacial mediante el método de elementos finitos, existe
una extensa bibliografia sobre el tema pero se ha preferido usar: (Benalcdzar, 1994)
(Evans, 1998) (Brezis, 1983)..

4.1 Formulacién del problema

En el modelo matematico se ha considerado el fenémeno de difusién , el transporte
advectivo, una tasa de decaimiento (reaccién quimica del contaminante) y unas fuentes de
contaminacién del medio en estudio. De esta manera, llamando C(z, y, t) la concentracién

del contaminante en el punto (z,y) para un instante ¢, el modelo puede ser descrito por:

c

o — difusion + transporte + reaccion = fuente.

La ecuacién diferencial que modela el fenémeno de transporte de contaminacién am-
biental, es una ecuacién diferencial parcial de tipo parabdlico lineal, cuya solucién la

aproximaremos mediante el método de elementos finitos, el problema (P) estd dado por:

90 _ div(DVC) + V - VC +qC = f sobre 2 x [0,T],
C(z,y,t) = g(z,y,t) en Ty x [0,T]

WZOenFQX[OvT]

C(z,y,0) = h(x,y). (z,y) € Q

\

Para el analisis del problema (P) de contaminacién atmosférica, se asumira que h(z,y) €
o (ﬁ), ademas:

DeC (@x[0,T]), D(,yt)>a>0, Y(zyt)eQx[0,T],acR,

fec(@x[o,1]), f(zr,y,t)>0, V(z,y,t)eQx[0,T],

geC®(Qx[0,71), qlx,y,t)>0, V(z,yt)eQx][0,T],

donde Q) € R? es un conjunto abierto, acotado, convexo en el cual se va a estudiar la

concentracion del contaminante, sea 0f2 la frontera de €2, I'; y I'; son subconjuntos tales
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que 02 = I'1UT'y y ademds 'y UT's # &, D es el coeficiente (funcién) de difusién-dispersion
molecular del contaminante en el aire, depende de muchos factores, 7 es la velocidad del
viento en un punto (r,y) del convexo ) en el cual estamos haciendo nuestro estudio de
la concentracién de contaminantes al instante t. Su construccién se lo hard en base a
los datos de las velocidades tomados en diferentes partes del dominio €2, g representa las
reacciones quimicas que sufre el contaminante en la atmésfera, asumiremos que este es un
dato conocido, f representa las fuentes de contaminante que existen en el dominio 2.

Para la construccion de f se lo hard en base a la toma de informacién de la cantidad
de contaminante que arrojan al aire las principales fuentes méviles como son los gases
emitidos por los automéviles, buses, entre otros. Generalmente, f se construye mediante
splines o polinomios que se obtienen mediante el método de minimos cuadrados, V oper-
ador gradiente, t la variable temporal, I'el tiempo final de andlisis y C' es la concentracién
del contaminante en el aire (funcién incégnita).
4.1.1 Condicién inicial

La condicién C(z,y,0) = h(x,y) se denomina condicién inicial del problema. En el
presente modelo h(z,y) representa la concentraciéon del contaminante que se tiene actual-
mente sobre €2 . Para la construccién de h se lo hace en base a los datos del monitoreo
de la concentraciéon del contaminante que se tiene actualmente.
4.1.2 Condiciones de frontera

La derivada normal de C' se define como sigue % = VO -7, donde 7 es el vector

normal exterior a I'. La condicion de frontera g—g = r se le denomina condicién de frotera
de Neumann. Esta condicién va a representar el flujo entrante o saliente del contaminante
hacia el interior o exterior respectivamente de ) al instante ¢ , en el caso de que r = 0 la
condicién se denominaria condiciéon de Neumann homogénea.

La condicién C(z,y,t) = g(x,y,t) sobre se denomina condicién de Dirichlet donde
g = (z,y,t) va a representar la concentracién del contaminante en I'y al instante t.
Dependiendo de las caracteristicas del problema, podemos considerar solo la condicién
C(z,y,t) = 0 sobre 'y UTy = 99 donde 2 la tomariamos suficientemente grande, esto
significa que si nosotros estamos realizando un estudio de contaminacién de una ciudad
X al considerar €2 suficiente grande, asumimos que la ciudad X se encuentra localizada

en el interior de 2 , que podriamos asumir que en la frontera de €2 existe contaminacion

despreciable en cada instante ¢ € [0,7]. Sin embargo, se debera tomar en cuenta que
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estas consideraciones solamente las podemos hacer cuando el estudio se realice sobre una
ciudad completa y cuyos sectores aledanos garanticen la casi nulidad de contaminacion.

Esto no se hara en estudios correspondientes a zonas parciales de ciudades.

4.2 Formulacién débil del problema

Primeramente se introducen los espacios V', W siguientes:

V={ve H(Q)/v=0 sobre T},
W ={ve H (Q)/% =0 sobre Ty},
H = [*(Q)

Para la obtencién de una formulacién débil de nuestro problema, primeramente mul-
tiplicaremos a los dos miembros de la ecuacién diferencial (1) del ~ problema (P) por una

funcién v € V' e integrando sobre €2, se tiene

/ 9l — / div(DVC)vdz + / (v vc) vdz + / ¢Cudz = / Foda.

Q Q

Usando el teorema de divergencia de Gauss en el segundo término y la derivada bajo
el signo de la integral en el primer término de la ecuacién y tomando en cuenta que 02 =

I'y UT,, se deduce
d / Cudz + / D(VC.Vo)da + / (V.vc) vd + / (Coda: —
Q Q Q
/fvdx—i—/D vds—i—/D vds.
I Iy

Sobre I'y se tiene la condicién de frontera 2€ a = 0, ademds de la definicién del espacio
V se tiene v = 0. Sobre I';. Por lo que los dos ltimos términos de la ecuacién de anulan,

con lo cual tenemos.

%/C’vdm + /D(VC’.VU)dx + / (1_/).VC’> vdx + /qC’vdx = /fvdx.
Q

Q Q Q Q

Procede de igual manera con la condicién inicial, expresada en la ecuacion [4.1], con lo

que se obtiene:

/C(az,y,O) ~vdr = /hvdx, YveV.

Q Q
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Se define la forma bilineal siguiente:

WxV —-R
(C,v) — a(t,C,v),

con

a(t,C,v) :/D(vc*.vq))d:H/(?-vc) -udx+/qcvd;c,
Q

Q Q

y la forma lineal:

V—-R
Ly:
! v— Ly(v) = /fvda:.
Q
Se un X un espacio de Banach, provisto de la norma ||-||; seguidamente definimos:

L*0,T; X) = {f :(0,7) — X/ f es medible y Hf(t)||§( }

f—f@® es Lebesgue integrable sobre(0,T).

La norma definida en este espacio es

T
120 = [ 15O
0

Ademas, tenemos
C°(0,7;X)={f:(0,T) — X/f es continua},

equipado de la norma ||-|| dado como ||u(t)||y = trer%&% lu(®)]]y, weC®(0,T;X).
Nuevamente se toma X = V.

De esta manera, la formulacién débil del problema (P) queda como sigue:

Hallar C' € L*(0,T; V)N C°0,T;V*) tal que % € L2(0,T;V*), solucién débil de (P)

si verifica:

L(Ct),v)v +a(t,Ct),v) = L(v), YveV,
(C(0),v)v = (q,v)v, YveV.
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4.3 Existencia y unicidad de la solucién
4.3.1 Lema de Gronwall

El lema de Gronwall, establece una cota superior para las funciones no negativas que
puedan acotarse por una funcién lineal de su integral. Es de gran utilidad para probar la
continuidad y unicidad de soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Sean ¢(t) y v(t) dos funciones continuas en C'([0, T]). Sea h € L*(0,T') tal que h(t) > 0,
ct.p. t €0, se tiene

v(t) < g(t) + /h(’l‘)’l)(T)d’T.

Entonces, en [0, 7] se tiene que

t t
v(t) < g(t) + /h(T)U(T)@H(t)_H(T)dT = ef1® 1 g(0) + /g’(T)e_H(T)dT , t€[0,T7,
0 0

t

con H(t) = / h(t)dr, donde la segunda de esta desigualdad se cumple para funciones

g(t) diferenciabfes.

Una consecuencia muy importante del lema es que si v(t) € C([0,7T]) con v(t) > 0y
se cumple que

t
v(t) < C/’U(T)dT para t € (0,7,
0

entonces, v(t) = 0. (Esto es inmediato haciendo y ¢(t) =0y h(t) = ¢).
4.3.2 Teorema de J. L. Lions

Sea H un espacio de Hilbert dotado del producto escalar (-, -) y de la norma ||-|| ;. Se
identifican H y su dual. Sea V otro espacio de Hilbert de norma ||-||;,. Supongamos que

V' C H con inyeccién continua y densa, de forma que
VcHCV~

Sea T > 0 fijo; para casi todo t € [0,T] se considera una forma bilineal a(t;u,v) :
V' x V' — R que verifica las propiedades

i) La funcién t — a(t; u,v) es medible, para todo u,v € V,
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i) |a(t;u,v)] < M|lully, ||v]|,, ctp. t€[0,T], Vu,velV,
iii) a(t;v,0) > a|lv|[; = Clvl|3, ctp. te[0,T], YoeV,
donde v > 0, M y C constantes.

Dadas f € L*(0,T;V*) y up € H, existe una tinica funcién v tal que

we L20,T;V) N C([0,T); H) y & € L2(0, T; V*)
L(u(t),v) + alt;u(t),v) = (f(t),v) ct.p. t€[0,T], YveV,
u(0) = uo.

donde

(u,v) = /uvd:z:, Yu,v € V.
Q
Este teorema nos proporciona un escenario general abstracto para la existencia y
unicidad de solucién débil de ecuaciones diferenciales parabdlicas.
4.4 Existencia de la solucién de (P)
Notemos que V es un subespacio de H', Hj () C V C L*(Q) y Hj C L?.
Sea H = L*().

A continuacion, se verifican las hipétesis del teorema de Lions. En efecto,

i) 4(C(t),v), = /%?( Judz,  Yv eV,

= /f(a:,t)v(x)dx, Yv eV,

a) [ es medible,
fertl = /(fo D dt) do < o,

Q
C(t) eV,

es decir, a(t;C(t), /DVC - Vodz + / (17 : VC’(t)) vdr + /qC(t)vdx es

Q Q
medible.

Se introducen las siguientes constantes:

ii) M= sup [|D(-t)|[;20q) = sup supD(z,?),
t€[0,T te[0,T]z€Q
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My = sup |[lq(,t)[l 2
t€[0,T7]

Mz = sup [jvi(-,?)] ;20
te(0,7)

My = sup ||U2('at)||L2(Q)a
te[0,7)

M5 = mc’m;{]\/[g, M4},

luego, se obtiene la estimacion siguiente:
H
a) /(V -VCO)vdzx| = /vla—vdx + /Uga—l)d(l}
Q Q Q
SM/|6CU|CZ:5+M4/‘ o|da
Q Q

<t [ (152]+ |58 o) o
Q

< 2M5 ||Vl 2y (V] 120

< 2Ms [|Clly o, -

Por otra parte, se tiene que
la(t; C,v)| = /DVC(t) - Vudz + / (\—/) . VC’(t)) vdx + /qC(t)vdx
Q Q Q
/ lgC(t)v| dx
Q

<2 [ (Vo) [Voldo+ [ [V Ve oo+ 2 [ (0(0)] 1o do

Q

g/|Dv0(t)-vv|dx+/](7-v0(t))v

por la desigualdad de C'auchy — Scwartz, resulta
|a(t; C(1), v)] < My [VC 2y V0l 2 +2M5 [IC]ly Nlvlly + Ma ([Cll 2 10]] 220y
< My ([Cllgey [0l i1y + 2M5 [1C1 ol + Mo [Cl o) 0]l
< MyIC@, VI, + MsNs [[C@IL VI, + M (SO, 1V,
< (My +2Ms + M) [C @I, [V, -
Se ha utilizado el hecho de que

ICWOI 2 < NCE g1
IVC@) 2 < [ICWO 2 s
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como V' C H'(Q) entoces 3¢ > 0 tal que [|v 1) < c|lvlly , Yo € HY(Q).

Es decir a(t; C(t),v) es acotada, por tanto cumple la condicién de continuidad.

i) a (1 C(t), C / D|VC dx + / (V- v0) cdr+ / C2dz,

Q Q

a (t;C(1), C(t >a/|VC| dx+Q/(V vc)de+9/02dx

Si / (‘7 . VC) Cdx > 0, entonces

Q

a(t; C(t),C(t)) > a/yvoy2d:c+/c2dx,

Q

> 77/ VO dx + /C2d$ donde,
Q Q
n=Min{a,1},

>n|Cly -

Ahora bien S / (‘_/ . VC) Cdx > 0 entonces (‘_/ . VC) C>0

Q
Como C' es una funcién no negativa, ya que representa la concentraciéon de contami-

nante, se tiene que

—
<V . VC) > 0, luego basta que

aC aoC
Uigy = — V2 29y "

4.5 Unicidad de la solucién de P
Supongamos que existen C1,Cy € (0,7;V) N C°0,T; L*(Q)), tales que

i (C1(),0) +a(t; Co(1),0) = Ly(v), Vv eV, (4.2)
(C1(0),v) = (h,v) Vv eV.

{ % (Ca(t),0) + alt; Co(t),0) = Li(v), Vo€V, (4.3)
(Co(0),0) = (h,v),  WweEV.

Sea w(t) = Cy(t) — Cy(t), entonces C(t) = w(t) + Ca(t).



Reemplazando C'(t) en la ecuacién [4.2] se obtiene

% (w(t) + Ca(t),v) + a(t;w(t) + Co(t),v) = Li(v), Yo eV,
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(4.4)

Por la linealidad del producto escalar de la forma bilineal y de la derivada, resulta

d d
E(w(t),v) + E(Cg(t), v) +a(t;w(t),v) + a(t; Ca(t),v) = Li(v), Yo eV,

y por [£.3] se tiene

d

g7 (w(t),v) + a(t;w(t),v) =0, YveV.

De igual forma para la condicién inicial se hace

(w(0) + C5(0),v) = (h,v), YveV,
(w(0),v) + (C2(0),v) = (h,v), YveV,
(w(0),v) =0, YvelV.

Por la coercividad de la forma bilineal, se tiene que
a(t;w(t), w(t)) > alw@®)|} = Aolli, ;@ >0,A>0.
Sea v =w(t), t € [0,7] y como

L (w(t),w(t)) + at; w(t), w(t)) = 0.

d

y dado que +4 Jw(®)|3 = S (w(t),w(t)),entonces, por 4.6/ se tiene que

0= g (w(®), w(t) + alt;w(t), w(t) > 35 lw®)y +a Ju@y = AwO]f -

Por lo tanto se tiene

& w®IF + (@ =) Jw@®)fy, <0,
(w(0),v) =0 YveV.

Sea lw(t)|[y, = @(t), entonces & [w(t)[y, = & (¢).

Luego al reordenar, reemplazar e integrar sobre [0, 7] se tiene

(4.5)
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/ S ()dt < —2a / o(r)dr,

0 0

o(t) <c /gD(T)dT.

y por el lema de Gronwall resulta que ¢(t) = 0, por lo tanto, |[w(t)||?, = 0, entonces,
w(t) =0, luego, Cy(t) — Cs(t), en consecuencia, Cy(t) = Cy(t) VYt € [0,T].

4.6 Discretizacién espacial.

Para la resolucién numérica de la ecuacién en derivadas parciales de tipo parabdlico
uno de los métodos que se utiliza es el método de elementos finitos (M.E.F.), método
que adquirido con el uso de los ordenadores una gran importancia en la resolucién de
problemas relacionados con la Ingenieria, fisica, etc., ya que nos permite resolver casos
que hasta hace poco tiempo eran imposible resolverlo utilizando los métodos mateméticos
existentes, para su comprensién existe una extensa bibliografia, pero se preferido usar
los métodos propuesto por el Dr. Hernan Benalcazar (Benalcazar, 1994) y la tesis de
Albuja-Naula (Albuja y Naula, 2001), entre otros.

4.6.1 Meétodo de elementos finitos

Muchos problemas de importancia que aparecen en ingenierfa y ciencias, en general,
resultan de una complejidad matemaética ya que involucran dominios con geometrias com-
plejas que pueden ser descritos en términos de ecuaciones diferenciales parciales. Aunque
las soluciones analiticas son las que mads informacién proporcionan acerca del compor-
tamiento de un problema dado, algunos de estos problemas no se pueden resolver, se
debe recurrir entonces, a los métodos numéricos. Los usados son el de elementos finitos,
de diferencias finitas, de volumen de control y de contorno, entre algunos que se han
venido desarrollando y usando exitosamente, en la soluciéon de problemas en distintas
dreas de la ciencia. Aun cuando todos estos métodos constituyen una poderosa her-
ramienta matemaética, no dejan de ser métodos aproximados, por lo que debemos tener
cuidado con su utilizacién para garantizar la calidad de las soluciones.

4.6.2 Breve historia del método de elementos finitos

El MEF por novedoso que parezca, el concepto se ha usado desde hace varios anos. Por

lo que la idea de representar un dominio mediante un conjunto de elementos discretos, no

aparece con el MEF. El concepto de “Elementos finitos” nace con los antiguos matematicos
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que lo usaban para hallar el valor de 7 en forma bastante aproximada. Dicha aproximacién
la realizaban limitando un circulo con poligonos regulares (inscritos o circunscritos), de tal
manera que los segmentos de recta (elementos finitos), aproximasen la circunferencia del
circulo. De este modo, ellos estaban en capacidad de obtener estimaciones muy exactas
del valor de 7 hasta con cuarenta digitos. Arquimedes (287-212 a.c.) empleaba el mismo
método para determinar dreas de figuras planas y volimenes de sélidos.

Muchos han sido los investigadores que han participado en el desarrollo del MEF.
Inicialmente en los anos 50’s lo desarrollaron ingenieros estructurales de aviones para
analizar sistemas estructurales en los aviones. En 1090, Ritz, desarrollo un método para
obtener soluciones aproximadas, de problemas asociados al campo de la mecédnica de
continuo. En 1943, Courant hizo una muy significativa extensién al Método de Ritz
introduciendo funciones seccionalmente continuas, definidas sobre dreas triangulares, lo
cual, conjuntamente con el principio de minima energia potencial, le permitié estudiar
problemas de torsion.

El método de Ritz, tal como fue usado por Courant, es idéntico al MEF. El cual fue
presentado en 1960 por Clough, a partir de ideas diferentes: En su trabajo introdujo
la aplicacién de elementos finitos simples (barras y placas triangulares con cargas en su
plano) al andlisis de estructuras aeronduticas, utilizando los conceptos de descretizacion
y funciones de forma.

A partir de 1960, el M.E.F. tuvo una gran acogida en la resolucién de las ecuaciones de
Euler y Nevier-Stokes. Desde entonces, muchos autores han contribuido al desarrollo del
MEF. A partir de los anos 80’s, con la ayuda de computadores personales, se encuentra
en una fase de gran expansion, ya que se aplica, con éxito, en problemas tridimensionales,
en problemas no lineales, en problemas no permanentes y en problemas de muchas dreas
distintas al andlisis estructural tales: como, flujo de fluidos, transferencia de calor, conta-
minacion atmosférica, andlisis de campo eléctrico y magnético, robética, ciencias médicas,
etc.

4.6.3 Descripcién matemadtica del método

El desarrollar un algoritmo de elementos finitos, para resolver un problema con valor
de frontera PVF que comprende ecuaciones diferenciales y condiciones de contorno, segin
(Onate y Zarate, 2013), se requiere las siguientes etapas:

El problema debe reformularse en forma variacional.
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e El dominio de variables independientes, para este caso un dominio espacial para
problemas dependientes del tiempo, debe dividirse mediante una particién en subdomin-
ios, llamados elementos finitos. Asociada a la particién anterior se construye un espacio
vectorial de dimensién finita, llamado espacio de elementos finitos. Siendo la solucién
numeérica aproximada obtenida por medio de una combinacién lineal en dicho espacio
vectorial.

e Se obtiene una proyecciéon del problema variacional original sobre el espacio de
elementos finitos obtenido de la particién. Esto da lugar a un sistema con un nimero
finito de ecuaciones, aunque en general con un nimero elevado de ecuaciones incégnitas.
El nimero de incégnitas serd igual a la dimensién del espacio vectorial de elementos finitos
obtenido y, en general cuanto mayor sea dicha dimensién tanto mejor serd la aproximacién
numérica obtenida.

e Finalmente, se debe realizar el cdlculo numérico de las soluciones a través de un
sistema de ecuaciones.

Con el procedimiento explicado en los pasos anteriores, nos permite construir un prob-
lema de céalculo diferencial en problema de algebra lineal. Dicho problema en general se
plantea sobre espacios sumamente grandes de manera general en un espacio vectorial de
dimensién infinita, la idea bésica del MEF, para resolver estos problemas consiste en en-
contrar aproximadamente una proyeccién sobre un subespacio de dimensién finita, y por
tanto con un ndimero finito de ecuaciones (aunque en general el nimero de ecuaciones
puede ser de miles o centenares de miles). La discretizacién en elementos finitos ayuda
a construir un algoritmo de proyeccion sencillo, logrando ademds que la solucién por el
MEF sea generalmente muy exacta en un conjunto finitos de puntos. Estos puntos coin-
ciden usualmente con los vértices de los elementos finitos. Para la resolucién del enorme
sistema de ecuaciones algebraicas pueden usarse los métodos convencionales del algebra
lineal en espacios de dimensién finita, pero, se obtienen mejores resultados con métodos
iterativos.

4.6.4 Discretizacién del dominio

Mallado triangular tipo elementos finitos

Sea ) C R?, abierto acotado de frontera continua I' en el sentido lipchisiana a trozos,
la construccién de la malla se realizara de la siguiente forma:

1. Se fija un conjunto de puntos distintos, en la frontera y en el interior del dominio
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Q.
2. Se construye tridngulos con la unién de los puntos y denotamos con 7 al conjunto

de todos los tridngulos y numeramos a los elementos de 7, de la siguiente manera

T =A{T;/T; trianguloi =1,...,n}

Figura 7. Mallado triangular

Tales tridangulos deben satisfacer las siguientes condiciones:
oTicr — T, #{o}.
T.NT; = {2},
o ;T €T = T; NT; = un vértice, 1 # j o,
T; NT; = una arista.
°Si Q= LTJZ}, entonces 52 es aproximacién de €,
ser
en general Q £ Q.
Cada T; se llama un elemento finito, numFE denota el nmimero de elementos en la
triangulacién. Es necesario establecer una topologia 7 del mallado que consiste en:
1. Lista de nodos que pertenecen a la frontera.
2. Lista de nodos internos.
3. Lista de elementos (tridngulos).
4. El conjunto N (i) = {T € 7/i € T, i nodo interno}.

Ejemplo:
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Figura 8. Elementos conectados en i

N(i) ={1,3,7,9,11,12}.

La tabla que contiene N (i) parai = 1,2,...,numkF, se denomina tabla de conectividad
de los elementos.

5. Lista de arista de cada tridngulo.

6. Lista de nodo de cada elemento.

7. Lista de tridngulos que tienen dos nodos en la frontera.

Se llama mallado uniforme cuando los tridngulos tienen aproximadamente la misma
drea, en caso contrario se dice que el mallado es no uniforme.

Puesto que las condiciones de frontera pueden ser homogéneas o no homogéneas, de
Neumann y/o Dirichlet se debe incluir a todos los tridngulos que tienen nodos en la
frontera para que no se pierda la informacién (ejemplo: tridngulos 1, 2, 23 y 24 de la

figura 9). Caso contrario los nodos 1 y 20 quedarian aislados.

= v “
16 e 17 18 - 19} 20
s ~
M 18 13 21 .~ 23 .
y
177 20 “ 22 24
~, g /
N -
11 12 13- 14 . 15,7
- s -
-~ 11 4
9 - » 12 s
10 Az " 14 18
- -
B I/ 8 9.7 10
o R P ) x\\
~ > i
1 _. - . % B
s 2 4 N ] .
e - e ™,
1 2 3 4

Figura 9. Mallado y numeracién

La numeracién de los nodos se realizara de izquierda a derecha, fila a fila. De igual

forma se numerarén los tridngulos.
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4.6.5 Método de Galerkin

Problemas discretos

El método de Galerkin se basa en obtener una aproximacién de la solucién verdadera
proyectando el espacio de soluciones sobre otro de dimensién finita, como lo veremos a
continuacion.

En ecuaciones elipticas lineales el procedimiento estdandar consiste en llevar la ecuacién

diferencial a una forma variacional que en general adopta la forma:

Hallar v € H tal que,
a(u,v) = L(v), Yo e V.

(4.7)

Donde L(.) y af(.,.) representan formas lineales y bilineales continuas respectivamente,
continuas sobre un espacio de Hilbert, que consideremos dotado de cierto producto interno
< .,.>,y de una norma ||-|| inducida por él.

La idea es aproximar la solucién [4.7] restringiendo nuestra biusqueda de la solucién
aproximada wu;, a un nuevo espacio Hj, de dimensién finita (H es de dimension infinita),

entonces el problema aproximado toma la forma.

Hallar uy, € Hy, tal que,
(4.8)
a(up,vy) = L(vp), Yo, € V.
El error entre la soluciéon exacta y la solucién aproximada puede acotarse gracias al
lema de Céa, que en esencia afirma que la solucién exacta y la solucién aproximada

satisfacen:
Je > 0, independiente de Hy tal que, ||u —upl|z < c ing luw—vnll g -
vpEHp

Para aproximar la solucién de [4.7] se va a tratar de resolver para obtener u; que
se espera “cercana’ a u. El cdlculo de wuy, solucién de 4.8 se reduce a la solucién de un
sistema lineal de N = N(h) ecuaciones con N (h) incégnitas.

Para ello sea wy, ..., wy una base de Hj,.

La linealidad implica que es equivalente a:

Hallar uy, € ((wy, ...,wy) = Hy tal que,

(4.9)
a(up,v;) = L(v;), i=1,...,N.
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o escribiendo uy, bajo la forma

N
up = Zujwj. (4.10)
j=1
Se tiene que [4.8| es equivalente a:

Hallar (uy,...,uy) € RN tal que,
(4.11)

N
g uja(w;, w;) = L(v;), i=1,...,N.
j=1
Lo cual no es otra cosa que un sistema lineal de ecuaciones en los que, bajo la condicién
de que la forma sea coerciva y simétrica, tendrd solucién tnica, pues su matriz resultard
simétrica y definida positiva, entonces el problema de [4.8| matricialmente se puede escribir

COImMo:

Hallar w € RY tal que Au = b,
donde A = (a(w;,w;)) y b= L(w;).

Esto indica que uy, se acercard a medida que N crece pero 4.8 serd cada vez mas dificil
de resolver numéricamente. Para ello se elegird H}, (es decir la base wy, ..., wy) de modo
que a(wj,w;) sea frecuentemente nulo: Asi la matriz serd “rala” (matriz con muchos
ceros) y luego fécil a almacenar y el sistema lineal Au = b es facil de resolver.

Ejemplo tipo

Sea a resolver
~Au+u=f enQCR?

(4.12)
ou __
o =0.
La formulacién variacional se escribe
Hallar w € 'V tal que,
(4.13)

a(u,v) = L(v), YvelV.

con

a(u,v)—/Vu-Vvdxdy—i—/u-vdxdy.
0 Q
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Notese que
vu ™ grad u = (%, (;—Z) : (4.14)
L(v) = /fvdwdy, Qe R? (4.15)
Q
y
V = HY(Q). (4.16)

Se supone 2 acotado. Se descompone Q en trigngulos T,(e = 1, ..., NTEL) tales que:
NTEL

° U T, = Q.

e=1
o 1. NT, = un lado comun o bien un vértice comun o bien &

Figura 10. Mallado triangular y numeracion

Notemos P; el espacio de polinomios de grado < 1en x ey

vep &L v(z,y) = biz + by + bs. (4.17)
Se elige
Vi={veC@)v|T.e, e=1,..,NTEL}. (4.18)

Notese s7(j = 1,..., NT'N) los vértices de los trigngulos (o nodos de la triangulacién)

yw; (j=1,..,NTN) la funcién de Vj,, w; (s{) =01; (i=1,..., NTN).
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Figura 11. Numeracién de los vértices

Las funciones wy, ..., wyry forman una base de V}, y toda funcién de v, de V}, puede

escribirse

Uh(‘ray) = Z ijj('r7y)' (419)

Con v; = v, (s?)

Figura 12. Funcién de la base Vh

Para construir la matriz A = (a (w;,w;)) y el vector b = (L (w;)) se va utilizar un

método de ensamblaje.
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Notemos que el soporte de w; estd formado de tridngulos que tienen sjg para el vértice
luego

a(wj, w;) = 0.

Si s? y s no son vecinos, luego la matriz A es sumamente rala!
Se tiene:

/le.ijdxdy + /wiwjdxdy,

Q Q
NTEL

e=1

Te
NTEL

Z a®(wj, w;).

e=1
Donde

a®(wj, w;) et

/(Vw1 -Vw; + ww;) dedy.

Te
De la misma manera,

J NTEL NTEL
0 L) = Y [ fwdedy =Y Le(w)
e=1 Te e=1

con

L (w;) < L(w;) = /fwidxdy.

Te

Se tiene que a®(wj, w;) = 0, si s7 y s{ no son vecinos!
El método de ensamblaje consiste en recorrer los elementos T.(e = 1,..., NTEL), en

calcular las “contribuciones “ de 7, a la matriz A y al vector b y en integrar dichas
contribuciones.

Calculo de a®(w;, w;):

Sea T, un tridngulo de vértices (enumeracion local) s§, s§ y s§ (numerados en el sentido
trigonométrico).
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Figura 13. Vértices

Sea (z,y) € T, se tiene
($7y) = /\1 (ZL’,y) ST + )‘2 (‘Tay) S; + )‘3 (IE,’(I/) Sga

donde A{, Ay y A3 son las coordenadas baricéntricas de T,.
3
Se tiene también que Z Ao = 1.

a=1
Mi4s precisamente,

Ao (T,9) = b1 + baoy + bas (a=1,2,3).

Y si se note B la matriz 3x3 de los byg (a, 5 =1,2,3) y la A la matriz

Tr1 To2 I3
def
A= Y1 Y2 Yz |
1 1 1

donde 5§ = (7;,y;)(j = 1,2,3) entonces B.A = I de donde

Y2 — Y3 T3 — T2 T2Y3 — T3Y2
_oA-1_ 1
B=A" = detd | Y3 — Y1 X1 — X3 T2Y3 — T3Y2

Y1 — Y2 T2 — X1 T2Y3z — T3Y2

Sobre T,, una funcién v € V}, se escribe

3

v(z,y) =Y v(ss) iz, y),

a=1

con pf,(z,y) = Aa(z,y) (@ =1,2,3)

Notemos

61



de
[Aclas < / (VS - pg + pips) da dy.

Te
e=1,.,NTEL, a=1,2,3, 3=1,2,3.

La matriz [A.],s es una matriz 3 x 3 llamada “submatriz de rigidez”.

Se tiene

[Aclag = /(balbm + ba2bs2) dwdy—l—/pngda:dy,
Te Te

1
= dreadeTe (balbﬁl + bagbﬂg + E) .

Usando la formula

rlkls!

/ (05" (15)" (p5)° dudy = 2 drea T35ty
Te

Se obtiene (con drea T, =  det A)

dot A W8 =¥ W = ya) + (@) = 7p) (T —75) 1

1

(a> [Ae]aﬁ - 5 (det A)2 12
1
2

(Ys = Y)Yy — Ya) + (7 — Ta)(Ta — T,)
(y1 — y2)(v2 — 23) — (y3 — Y2) (21 — 22)

1
+ 21 ((y1 — y2) (22 — x3) — (21 — 22)(y3 — ¥2))
Ysia=p
_ 1 (Ys—y~)*+(zy—zp)?
(0) [Acloa =3 (y1—yz)(afs—jvz)—(yz—yz)(wl—xz)]
+ 57 (U1 — o) (w5 — 22) — (21 — 22) (Y3 — 12)) -
Y

(¢) Le(ps) = 5 (11 — v2) (w3 — 2) — (21 — 22) (Y3 — ¥2))
* f (%(% + @+ x3), 5 (Y1 + v + ys))

* [%l)@d(l‘l + 22 + 1‘3) + %bag(yl + Y2 + yg)} s

que corresponde al célculo aproximado:
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e(ne e def
£) = [ srtdody™ ).
Te

3 3
~ area T,.f (% Z sg) s, (% Z sg)

a=1 a=1
Los céalculos precedentes fueron efectuados con una enumeraciéon “local” de los vértices

del tridngulo 7, estos vértices s7, s§ y s§ son los vértices

e e e
SGLO(1,e)’ SGLO(2,e)' SGLO(B.e),

en una “enumeracién global”.
GLO(a,e) “/Nimero en la nimeracion global del vértice a(a = 1,2, 3) del tridngulo

T

Figura 14. Nimeracién del mallado

GLO es un arreglo de 3 filas y NTEL columnas.

Por ejemplo

Figura 15. Ejemplo
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GLO(2,16) = 4,
GLO(1,16) = 5,
GLO(3,16) = 6,

Sii=GLO(«,e)y j=GLO(f,e) se tiene

a® (wi, wj) = [Acag,

de donde
NTFEL 3
aij = a(w;,w;) = Z Z5i,GL0(a,e)5i,GLO(B,e) [Aclas,
z’,a]'l: U NTN.
NTEL 3
bi= Y Y dicro@efbeta i=1,...,NTN.
a=1 af

Hay que considerar que para el célculo de [A.] y {b.} hemos debido disponer de las
coordenadas (Z,,y,) de los vértices s&(a = 1,2,3) de T..

Luego, se debe disponer de un arreglo COORD con 2 filas y NTN columnas tal que:

COORD [k, j] =coordenada de k de s

Se tiene entonces

2o = COORD[1,GLO[a, €],
Yo = COORD[2, GLOla €]},

ya que j = GLO(a,e).

Programa

De célculo de la matriz A y del vector b (Sistema de dimensién NTN):
1) Construccién de la malla

El resultado son los arreglos:

GLO[3,NTEL), COOR[]2,NTN], KIND[NTN] con,

0sisf¢Ty
Lsisi¢l

KIND[j] =

NTFEL = ntimeros total de tridngulos,

NTN = numero total de nodos (bordes incluidos).
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Programa
(x) A<0
b — 0
para e := 1 hasta NT E ], hacer
comienzo para « := 1,2, 3 hacer
comienzo i := GLO|x, e];
zla] ;= COORDI1,1l;
yla] := COORDI2,1i]
fin;
Célculo A, de segin (a) y (b);
para o := 1,2, 3 hacer
comienzo i := GLO|x, el;
célculo de {b.}, segin (c );
bli] == b[i] + {be}a ;
para 3 := 1,2, 3 hacer
comienzo j := GLO[a, €];
%) Ali ) = Ali 1 + [Addes
fin;
fin;
fin;
Considerando las condiciones de Dirichlet
Si u = g sobre I'y; para 3? € I'y basta con fijar b; = ¢ (s? ) y se reemplaza la columna

i de A por

0

Las otras coordenadas de son modificadas asi:



bj — bj — g(Sjg)AZJ paraj = 1, ,NTN, j #Z

De donde se obtiene el algoritmo.

Para $i:=1$\QTR{tt}{ }hasta $NTN$ hacer
si $KIND[i]:=1$ entonces
Inicio $b[i]:=g(COORD[1,i],COORD[2,i])$

para\QTR{tt}{ }$j:=1% hasta $NTN$ $con$ $j\neq i$ hacer
\QTR{tt}{ }comienzo $b[jl:=b[jl-b[jl\ast A[i,jl1$;

Alj,i) == Ali,j] =0

fin;

fin;

Almacenamiento de la matriz A.

La matriz A tiene numerosos elementos nulos. Se define luego

LBANDE “ ancho de banda = nimeros de diagonales no nulas

Se sabe que a; ; = 0 si los vértices s y s7 no son vecinos. De donde se obtiene:
LBANDE = max |7 —i]

g g9 ;
Si Yy S]- vectnos

Es decir:

LBANDE = 0;
para $e:=1$ hasta $NTEL$ hacer

LBANDE := max{|GLO(1,e) — GLO(2,¢)|,

|GLO(1,e) — GLO(3,¢)|,

|GLO(2,e) — GLO(3,¢)|}
Se puede almacenar la matriz A en un arreglo ZAGINTN, LBANDE + 1]
Se tiene con ZAG(i,j —i+ 1] = Ali,j] con j >

Basta entonces reemplazar la fila (*) del programa por

ZAG — 0

66



Y la fila (**) por
Si $j\geq i$ entonces

ZAG[i,j —i+1i] = ZAG[i,j — i + i] + [Ac)as
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CAPITULO 5
SIMULACION NUMERICA

5.1 Introduccién
Para la simulacién del problema de contaminacién atmosférica, se empleara dos her-
ramientas computacionales; Matlab con su herramienta Pdetool y Freemfem++, cada uno

de los cuales presenta diferente grado de dificultad.
5.1.1 Pdetool de Matlab

Matlab es acrénimo de Matrix Laboratory (Laboratorio de Matrices) es un software
muy potente que nos permite realizar muchas actividades que empleen cdlculos mateméti-
cos, es muy versatil ya que integra andlisis numérico, matrices, procesamiento de senales,
entre otros.

Una de las herramientas (Toolbooks) con la que cuenta es PdeTool, el cual permite re-
solver ecuaciones diferenciales parciales, esta herramienta presenta un entorno interactivo
en donde se puede ingresar todos los parametros de la ecuacién y se obtiene la solucién
numérica de la misma (pdetool,2017).

Al escribir pdetool en la ventana de comandos de Matlab, se puede ingresar a la interfaz

de esta herramienta, el cual se puede apreciar en la figura [16]

Figura 16. Interface de PdeTool

Dentro de la barra de ment, se puede ingresar a diferentes modos de trabajo de esta

toolbox, siendo los més destacados los siguientes:
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DrawMode: permite dibujar de manera sencilla la regién del problema, es un ambi-
ente amigable y partiendo de figuras elementales se puede obtener cualquier region.

BoundaryMode: nos permite dividir la regién previamente dibujada en diferentes
segmentos en los que se puede definir las condiciones iniciales las cuales pueden ser de dos
tipos: de Neumann o de Dirichlet.

PDEMode: permite seleccionar el tipo de ecuacién que se quiere resolver (eliptica,
hiperbdlica o parabdlica), en el presente trabajo se resolvera una ecuacién diferencial del
tipo parabdlica.

MeshMode: permite definir el mallado para la resolucién del problema.

Plot Solution: permite visualizar el resultado de forma gréfica.

5.1.2 FreemFem-+

Es un software libre que permite resolver ecuaciones en derivadas parciales utilizando
el método de elementos finitos. FreemFee-++ no tiene un editor de texto en su entorno
por lo que es necesario escribir el codigo en un editor de texto y guardarlo con la extension
.pde y después se abre y compila en freemfem++ (Eliseo,2010).

Para la generacién de malla es necesario describir parametricamente cada lado de
la superficie en sentido antihorario. A cada lado se puede asociar una equiteta mediante
el comando label, lo cual es 1itil al momento de anadir las condiciones de contorno.

Los principales comandos empleados son:

border: permite definir un segmento del contorno.

mesh: permite general la malla, para esto también puede emplearse el comando
buildmesh.

label: da etiquetas a los lados del contorno, varios lados pueden tener la misma
etiqueta si van a tener la misma condicién de contorno.

Es importante teer en consideraciéon que el contorno de la superficie se debe describir
en el sentido antihorario, es decir, de derecha a izquierda. Ademds, se puede realizar dos
mallados al mismo tiempo con el comando plot y la opcién ps=: permite generar el
fichero postscript.

5.2 Area de estudio
5.2.1 Definicién de la zona de estudio.
Para la simulacién numérica de los contaminantes CO y NOs , se escogi6 la zona urbana

de Quito, la ciudad cuenta con un drea total de 4228.5 kilémetros cuadrados (km?), de
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los cuales 425.9 km? corresponden al drea urbana, su altura promedio en esta zona es de
2810 metros sobre el nivel del mar (m.s.n.m.). Quito se localiza en la parte occidental
de la cordillera de los Andes, rodeado por montanas, una especie de barrera natural
que dificulta la libre circulacién del viento (Secretaria Ambiente, 2017). La ubicacién
de la ciudad afecta directamente en la eficiencia de la quema de combustible fésiles,
haciendole mayor en los motores de los vehiculos (procesos de combustién), ya que al
haber menor disponibilidad de oxigeno en relacién al nivel del mar, se genera mayor
cantidad de contaminantes primarios en el aire.

Para la definicién del dominio €2 utilizado en el estudio de la dispersion de los dos con-
taminantes, primeramente se procedié a seleccionar un punto de referencia que pertenece
al dominio siendo de coordenadas (—0.21616, —78.50418), que corresponde a un punto
geografico ubicado en la parte sur del parque el Alameda. En la figura 17 se muestra la
ubicacién de este punto de la ciudad, usando Google Earth,para el presente trabajo el

punto de referencia seleccionado va a ser de coordenadas cartesianas (0, 0).

Figura 17. Ubicacién del Punto de referencia

5.2.2 Estaciones de monitoreo

Como se mencioné en el capitulo 1, la ciudad de Quito cuenta con 9 estaciones de
monitoreo de las cuales 7 se encuentran dentro de la zona urbana y 2 en los valles de
Tumbaco y los Chillos respectivamente que no son considerados en el presente trabajo; en
la tabla 8 se presentan las coordenadas cartesianas de dichas estaciones respecto al punto
de referencia previamente definido, y en la figura 18, usando Google earth se presenta la

ubicacion de las estaciones de monitoreo en el mapa de la ciudad de Quito.



Tabla 8.

Coordenadas cartesianas de las estaciones de monitoreo
Estacién x (Km) y (Km)
Belisario 1.47067507 4.04068247
Carapungo 6.11947762 13.123353
Centro 0.71879753 0.41500616
Cotocollao 1.03362612 11.8148727
El Camal 1.92496734 3.33421666
Guamani 4.70264514 12.9208215

Gpogle Eartt

Figura 18. Ubicacién de las estaciones de monitoreo

5.2.3 Seleccién de los puntos de conteo del flujo vehicular
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Con la informacién proporcionada por la EMMOP, se procedié a seleccionar cuarenta

y dos (42) sectores, que los denominaremos puntos de conteo de flujo vehicular, los mismos

que una vez contabilizados la cantidad de medios de transporte que pasan presentan un

alto tréfico de vehiculos, estos lugares seeccionados corresponden a la parte norte, centro y

sur de Quito y se ubican dentro del dominio 2. En la tabla 9 se presentan las coordenadas

cartesianas de cada uno de los puntos del conteo del flujo vehicular con respecto al punto

de referencia previamente definido y en la figura 19, usando Google Earth se ubican los

puntos del conteo del flujo vehicular en el mapa de la ciudad de Quito.



Tabla 9.

Coordenadas cartesianas de los puntos de flujo vehicular
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Punto x (km) y(km) Punto x (km) y(km)

P1 -0.40181933 5.74596739 P22 -1.46955613 -10.4572465
P2 -0.33811476 6.45114551 P23 -3.7744982 -5.59603997
P3 1.64002499 5.71951204 P24  -0.39566 1-7.549639
P4 0.65712824 7.5113103 P25 1.3498507 1.60869609
P5 -1.28257553 3.52384732 P26  -2.16572802 11.1414596
P6 1.1477932 6.509583 P27 -3.7007036 8.41871813
P7 1.18578871 9.65747405 P28 0 13.73

P8 -0.85454716 6.08024252 P29  -2.19013838 13.8276279
P9 -0.3140954 8.99451744 P30  -2.60195839  8.0078844
P10 -2.08983335  9.05188912 P31  -0.31877913  -3.03329522
P11 -1.9653326 10.110759 P32 -1.95729916  -2.69404528
P12 2.02960357 4.5585973 P33 -2.27095009  -6.23958217
P13 1.14498528 4.95954723 P34  -2.76073581  -8.0180258
P14 0 1.37 P35 0 -1.27

P15  -0.6207044 11.843746 P36  -3.75699578  -8.05711379
P16 1.9091848 1.90919182 P37 -4.7912988 -9.82386664
P17 1.22743264 2.51662654 P38  -4.77863129 -6.5773538
P18  3.0078649 3.11474698 P39  -1.73848222 -5.049087
P19 -2.7714777 -4.4352291 P40 -1.1551367 -8.219225
P20  0.25082735 0.8747489 P41  -2.75404844 -9.40907644
P21 0.55366823 0.73474587 P42 0.16116322 -2.30437115
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Figura 19. Ubicacién de los puntos seleccionados del flujo vehicular

5.2.4 Contorno del dominio de estudio

Para la determinacion del contorno para el dominio €2 del drea estudio, se ubican veinte
(20) puntos alrededor de la ciudad, procediendo a unir con segmentos de recta para de
esta manera limitar el dominio €2 seleccionando la frontera de estudio para la dispersién de
los dos contaminantes en estudio; en Tabla 10 se presentan las coordenadas cartesianas
de los puntos del contorno respecto al punto de referencia seleccionado anteriormente,
usando Google Earth se muestra la ubicacién de los puntos del contorno del dominio de
Q) en el mapa de la ciudad de Quito.

En el interior del contorno del dominio €2 de estudio quedan ubicados las estaciones
de monitoreo y los puntos de conteo del flujo vehicular seleccionados anteriormente. Para
el presente estudio dominio €2 lo consideramos sumamente grande de modo que la ciudad
se ubica en su interior, de esta manera consideramos que en la frontera de {2 existe

contaminacion despreciable para cada instante de tiempo



Tabla 10.

Coordenadas cartesianas de los puntos del contorno

74

Punto x (km) y(km) Punto x (km) y(km)

C1 2.75921845 15.6486042 C11  -9.13390975 -10.8855773
C2 6.3645223 15.752874 C12  -11.3067308 -9.48764664
C3 7.61491098 12.1864692 C13  -10.3540182 -7.25009701
C4 6.71805667 7.46118721 C14  -7.50502066 -3.990572
Ch 4.52027184 3.40627986 Cl5  -4.1657311 10.73456409
C6 3.3979288 0.11865857 C16  -2.43603301 2.04405068
c7 2.17265488 -2.58920273 C17  -0.57089541 6.52507306
C8 -0.29249716 -5.58234229 C18  -2.08331594 9.80103029
C9 -3.10887595 -8.54183764 C19  -3.39834841 12.6825915
C10  -3.89040081 -11.9738416 C20  -0.2645785 15.6076225

r ~‘1
Google Eartt

Figura 20. Ubicacién de los puntos del contorno del dominio

5.3 Calculo de emisiones

Para el célculo de las emisiones vehiculares del CO y NO2 sobre el dominio €2, se

utiliza la ecuacién:

Em = Fe- Nveh,
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donde Em es la cantidad de sustancia emitida por mes,

Fe es el factor de emisiéon que corresponde a la masa de contaminante que emite el
vehiculo a la atmésfera por cada kilometro que recorre por ejemplo [g/km] y

Nveh es el nimero de vehiculos que transitan en un mes por dicho punto. De esta
manera se obtiene la cantidad de sustancia emitidas en un mes. Las unidades de £'m son
[g/km - mes] .

Para el célculo de la emisién de sustancias por unidad de volumen, se utiliza la

ecuacion.

Em, = —, (5.2)

donde [ es el ancho y

a es la altura del volumen, de esta manera se obtiene la cantidad de sustancia emitida
por unidad de volumen en un mes. Las unidades son [Kg/km? - mes].

En el presente trabajo para determinar el volumen de control, se considera para el
ancho un longitud de 0.1km y la altura de 1km.
5.4 Datos de entrada para el modelo matematico de difusién-reaccion

Los datos de entrada que se necesita para el modelo matematico de difusién-reaccién
son: funcién de condicién inicial, funcién fuentes de emisién, coeficiente de difusién y las
condiciones de frontera. Las mismas que seran utilizados en los programas de Matlab de
Pdetool y Frefemm++ para las simulaciones.
5.4.1 Funcién condicién inicial

La funcién a obtener es de la forma: C = a + bz + cy + day + ex® + fy?,donde
C corresponde a la concentracién del contaminante en la atmésfera, a,d,c,d,e, f son
coeficientes de las variables a determinar. Se construyen para los contaminantes CO y
NOy; en base a los datos de la concentracién de los contaminantes en la aire obtenidos
de REMMQ), y las coordenadas cartesianas de las estaciones de monitoreo determinadas
anteriormente, para ello utilizamos el programa Microsoft office Excel 2007 y mediante
una regresion lineal se procede a obtener la funcion de condicién inicial para los dos
contaminantes, para ello debemos considerar que el coeficiente de determinaciéon R? sea
lo més cercano a 1,los resultados se presentan en las tablas 11 y 12.

Para NO2



Tabla 11.
Funcion condicion inicial NOq
NO, x y Xy 22
18286.8 1.47067507 4.04068247 5.94253099 2.16288517
20960 6.11947762 13.123353 80.3080649 37.4480063
21895.6 -0.71879753 -0.41500616 0.2983054 0.51666989
18553.8 1.03362612 11.8148727 12.2121611 1.06838296
24093.7 -1.92496734 -3.33421666 6.41825818 3.70549926
14300.8 -4.70264514 -12.9208215 60.7620385 22.1148713
Coeficiente de determinacién de R? = 0.99980383.
Ecuaciéon C' = 784.8 — 115 x + 32.7 y — 41.7 zy + 96.6 2%,  (x,y) € Q.
Para CO
Tabla 12.
Funcion condicion inicial CO
CO X y Xy x?
424678 1.47067507 4.04068247 5.94253099 2,16288517
444410 6.11947762 13.123353 80.3080649 37,4480063
542609 -0.71879753 -0.41500616 0.2983054 0,51666989
588923 1.03362612 11.8148727 12.2121611 1,06838296
496887 -1.92496734 -3.33421666 6.41825818 3,70549926
413500 -4.70264514 -12.9208215 60.7620385 22,1148713

Coeficiente de determinacién de R? = 0.8760,
Ecuacién C = 452097.7 — 68410 = + 24060.7 y — 7947.7 xy + 19525 22,

5.4.2 Funcion fuentes de emision
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(x,y) € Q.

La funcién fuentes de emisién es de la forma: f = a+bx+cy+dry+ex®+gy? , donde f

corresponde a la emisién de contaminantes por parte de las fuentes méviles en los puntos

de conteo vehicular, a, b, ¢, d, e, g son los coeficientes de las variables. Se lo construye para

los contaminantes CO y NO,, para ello de los 42 puntos que corresponden al conteo del

flujo vehicular determinados anteriormente se procede a formar 9 grupos, procediendo
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a determinar el promedio del niimero de vehiculos que atraviesan por el nuevo punto y
las coordenadas cartesianas del mismo con relacién al punto de referencia seleccionado
anteriormente. Con los nuevos puntos y utilizando el programa Microsoft office Excel
2007 mediante una regresién lineal se procede a obtener la funcién fuentes de emision
para los contaminantes en estudio, para ello consideramos al coeficiente de determinacién
R? lo més cercano a 1; los resultados se presentan en las tablas 13 y 14.

Para NO,

Tabla 13.

Funcion fuente de emision para NOq
Niumero Cantidad de Emisién de x y Xy x2
de autos sustancia sustancia
1594550 42686.1063 426861.035 -3.10652699 -9.0729344 28.1853156 9.65050996
1662073 44493.6942 444936.942 -3.14064045  -5.8655157 18.421476 9.86362242
1433266 38368.5308 383685.308 -0.97727855  -2.7478815 2.68496352 0.95507337
1134385 30367.48645 303674.865 0.6784201 1.22217165 0.82914581 0.46025383
1904063 50971.76651 509717.665 1.37706259 4.19214037 5.77283969 1.89630139
2128768 56987.11936 569871.194 0.04208804 6.45964974 0.27187398 0.0017714
2090235 55955.59095 559555.91 0.50960718 8.7211006 4.44433552 0.25969948
1863137 49876.17749 498761.775 -1.91679984  10.9851029 -21.056243 3.67412164
875491 23436.89407 234368.941 -0.77539835  -7.884432 6.11357556 0.6012426

Coeficiente de determinacién de R? = 0.875962.
Ecuacién f = 60862 — 5869 x + 42317 y — 1459 zy + 798.8 2%,  (z,y) € Q.
Para CO,
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Tabla 14.

Funcion fuente de emision de CO
Niumero Cantidad de Emisién de x y Xy x?
de autos sustancia sustancia
1594550 7175.475 71754.75 -3.1065269 -9.0729344 28.1853156 9.65050996
1662073 7479.3285 74793.285 -3.14064045  -5.8655157 18.421476 9.86362242
1433266 6449.697 64496.97 -0.97727855  -2.7478815 2.68496352 0.95507337
1134385 5104.7325 51047.325 0.6784201 1.22217165 0.82914581 0.46025383
1904063 8568.2835 85682.835 1.37706259 4.19214037 5.77283969 1.89630139
2128768 9579.456 95794.56 0.04208804 6.45964974 0.27187398 0.0017714
2090235 9406.0575 94060.575 0.50960718 8.7211006 4.44433552 0.25969948
1863137 8384.1165 83841.165 -1.91679984  10.9851029 -21.056243 3.67412164
875491 3939.7095 39397.095 -0.77539835  -7.884432 6.11357556 0.6012426

Coeficiente de determinacién de R? = 0.87596.

Ecuacién f = 362061.7 — 34914 x + 25174 y + 8680.4 xy — 4752 22, (z,y) € Q.
5.4.3 Coeficientes de difusién.

La difusién molecular es un proceso fisico que ocurre cuando las diferentes especies que
componen una mezcla (de liquidos o gases, etc) se mueven bajo la influencia de gradientes
de concentracion, este fenémeno juega un papel importante en una gran variedad de
fenémenos atmosféricos. Por ejemplo, la difusiéon afecta a la velocidad de movimiento
de gases. en general, el coeficiente de difusién (o flujo) se determina como el producto
de un gradiente de concentracién (una propiedad especifica de cada especie quimica)
y un coeficiente de difusividad (que es funcién del tipo de mezcla). Para el presente
trabajo se utilizo los valores de difusividad de un conjunto de contaminantes recogidos
en (Massman, 1998), ver anexo. En el presente trabajo. utilizamos los siguientes valores
para los contaminantes.

CO= 0.00004683 km?/mes

NO,= 0.00003528 km?/mes
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5.5 Construccién del contorno y mallado del dominio de {2

Tanto en Matlab, como en Fremfee++ se construye primeramente el contorno del
dominio €2 para el estudio del problema de contaminacién atmdésferica de los dos conta-
minantes, dicha construccién es diferente en cada uno de los sotfwares, ya que Matlab
se puede definir el contorno de manera grafica empleando figuras geométricas sencillas y
operaciones como unién e intersecciéon o se puede definirla mediante cédigo a tréavez de
las coordenadas parametricas (como es el que se empleo en el presente trabajo). Mientras
que en FremFee++, solo se puede definir el contorno empleando coordenadas paramétricas

ingresadas mediante un editor de texto.
5.5.1 En Matlab.

Previo a la resolucion del problema se procedio a generar el contorno, para ello se crea
un archivo.m llamado contorno luis.m, en la que se describe las coordenadas del controno
del dominio de €2 utilizando los puntos de la tabla 9, lo cual se puede apreciar en la figura

121

plemaodel Ln 203 Col 13

Figura 21. Descripcién del dominio empleando Matlab

Para generar graficamente el contorno del dominio de €2, en la ventana de command
window se digita Pdetool y se recupera al archivo contorno luis.com, lo cual se presenta

en la figura
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Figura 22. Representacion grifica del contorno empleando Matlab

Finalmente se procedio a generar el mallado el cual se presenta en la figura 23] donde
se aprecia el dominio de €2 del problema con el mallado triangular, cabe destacar que
PDETool presenta una interfaz gréfica para que el nimero de tridngulos sea facilmente

modificable con un par de iconos, tal como si se estuviera haciendo zoom en una imagen.

-] PDE Toolbax - DOMINIOM - olEN
| Fils  Fdi Ogptions  Deaw  Bowndary PDE Maih  Sohw  Plat  Windew Halp

O @ o[®[ > anleme &) = | o R | o seinr | TN

I St ormela 1

Figura 23. Mallado empleando Matlab

5.5.2 En Fremfee+-+
Previo a la resolucion del problema se procedio a generar el contorno, para ello en un

editor de texto se crea un archivo llamado demo para lo cual se empleo los puntos de la
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tabla 9, en los que para cada par de puntos se establecio la ecuacién , por ejemplo para

los dos primeros puntos se tiene la siguiente ecuacion:

border a(t = 0,1){x = 2.759218449 — 3.023796949  t; y = 15.6486042 — 0.040981704 *
&

En la figura [2] se presenta la descripcién del contorno, mientras que en la figura

se muestra el contorno generado.

E|

Archivo Edicion Formato Ver Ayuda

border a(t=8,1){x=2.759218449-3.023796949%t; y=15.6486042-0.040931704*t;};
border b(t=8,1){x=-8.2645785-3.133769912%t; y=15.6076225-2.925838964*t;};
border c(t=08,1){x=-3.398348412+1.315032469%t; y=12.68259154-2.881561249%t;};
border d(t=@,1){x=-2.083315943+1,512420529*t; y=9.801030287-3,275957228*t;};
border e(t=8,1){x=-98.570895414-1,865137594*t; y=6.525073059-4,481822379*t;};
border f1(t=8,1){x=-2.436033009-1.729698091*t; y=2.04405068-2,778614775*t;};
border gl(t=-@,1){x=-4.165731099-3,339289564*t; y=-0.734564095-3,2568879*t;};
border h(t=0,1){x=-7.505020663-2.848997559%t; y=-3.998571995-3.259525016%t;};
border i(t=08,1){x=-10.35401822-0.95271257*t; y=-7.250097011-2.237549631%t;};
border j(t=8,1){x=-11.30673079+2.172821042%t; y=-9.487646642-1.397938636%t;};
border k(t=8,1){x=-9.13390975+5.243508942*t; y=-10.88557728-1.888264276%t;};
border 1(t=@,1){x=-3.890400809+0.781524861*t; y=-11.97384155+3.432003909*%t;};
border m(t=@,1){x=-3.108875948+2.816378784*t; y=-8.541837644+2,959495357*t;};
border o(t=8,1){x=-08.292497164+2,465152044*t; y=-5.582342287+2.993139558*t;};
border p(t=8,1){x=2.17265488+1,225273922%t; y=-2.589202729+2.787861295*t;};
border q1(t=0,1){x=3.397928802+1.122343041*t; y=0.118658566+3.287621291*t;};
border r(t=8,1){x=4.520271843+2.197784828%t; y=3.406279857+4.054987352*%t;};
border s(t=8,1){x=6.718056671+0.896854308*t; y=7.461187209+4.725281959*%t;};
border t1(t=08,1){x=7.61491098-1.250388676%t; y=12.18646917+3.566482185*%t;};
border ul(t-@,1){x=6.364522303-3,605303854*t; y=-15.75287135-0.104267148*%t;};

Figura 2/ . Descripcién del dominio empleandoFremfee++

Figura 25. Representacion grifica del contorno empleando Fremfee++
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Generacion del mallado: empleando el comando mesh, en este comando se debe

especificar cuantos tridngulos por cada lado se emplearan en la resolucién mediante el-

ementos finitos; para la resolucién del presente problema se emplearon 8 tridngulos por
cada borde definido, al igual que se hizo en matlab, en la figura se puede apreciar el
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Figura 26. Mallado empleando Fremfee++

observando las figuras 21, 22, 24 y 25 se puede concluir dominio 2 generado tanto en
Pdetool de matlab y Frefemm++ para el contorno y mallado son iguales, lo que significa
que los procedimientos utilizados son confiables.
5.6 Simulacién de la dispersion de contaminantes en el aire
La simulacion se utiliza para visualizar como cambia en el tiempo y el espacio la con-

centracién de la mezcla de una sustancia llamado contaminante con el objeto de analizar

la calidad del aire.

En el presente trabajo se realiza la simulacién de dos contaminantes (Dioxido de
Nitrégeno y Monéxido de Carbono) para varios periodos de tiempo (1 mes, 3 meses, 6

mese, 12 meses, y 15 meses).
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5.6.1 Diéxido de Nitrégeno
Usando el icono PDE; el interfaz de Matlab nos permite escoger el tipo de ecuacién.
Para el presente trabajo se escoge una ecuacion de tipo parabdlico, una vez elegido el tipo

de ecuacion diferencial se procede a ingresar los datos de entrada necesarios, ver figura

[27]

n PDE Specification - olEH

Equation: d*u'-dvic gradiu)j=a"ust
Type of POE Coefficient Vale

Eliptic € 0.0000468
&) Parabole - 0.0001

Hyperboic f 362081 724914+ 251T74%

Eigenmoces d 1

0K Cancel

Figura 27. Ecuacién de difusién-reaccion

Seguidamente usando el icono SOLVE, nos permite ingresar los datos del tiempo para

la simulacién, ver figura [28]

Bl Solve Parameters - B

Time:

0:1
u(to):
452097.7-68410.5*x+24060.7*y-7947.T*x *y+19¢

Relative tolerance:

0.01

Absolute tolerance:

0.001

OK Cancel

Figura 28. Ingreso de condiciones iniciales

Como se manifesto antes, dado que FremFee++ no cuenta con interfaz grafica, el
ingreso de la ecuacion a resolver y los datos necesarios, se los realiza mediante codigo, tal

como se puede apreciar en la figura
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MJ} demoNO: Bloc de notas e [m] b4

Archivo Edicién Formato Ver Ayuda

fespace Vh(Th,P1);

Vh u,v,uu,f,g;

real dt = 0.1, D = 0.000468, q=0.001;

problem dHeat(u,v) =

int2d (Th){ u*v + dt*D*(dx{u)*dx(v) + dy(u)*dy(v)) +dt*q*u*v)
+ int2d(Th) (- uu*v - dt*f*v )

+on (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,268, u=g);
real t=@; // start from t=0

// condicion inicial(ecuacion de las estaciones) u(x,y,@)=0
uu=784.8-115%x+32. 7¥y-41. 7*x*y+96. 6% x*x;

for (int m=0;m<=1/dt;m++)

t=t+dt;

f = 60862-5869*x+42317*y-1459*x*y+798.8*x*x; //fuente (moviles)
g = 0;//condicion de borde g=0

dHeat;

//plot (u, Th, wait=1);

plot(u,ps="dHeat.eps",fill=1, value=true);

//medit("dHeat", Th, u);

uu = uj

//cout <<"t="<<t<<"L"2-Error="<<sqrt( int2d(Th) ((u-t*x*4)"2) ) <<endl;

} L4
< >

Figura 29. Ingreso de funcién de condiciones iniciales

A continuacién se presenta la simulacién para diversos periodos de tiempo selecciona-

dos

Un mes

I3 FrecFeme-+ / Program ended; enter ESCto ext

Time=1 Color: u Vector field: -grad(u)

W 16645e1005

Figura 30. NO2 para 1 mes Matlab (izq.) - FremFee+ (der.)
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Tres meses

0 FresFeme= / Program ended: enter ESC to eit) = o X

Time=3 Color: u Vector field: -grad(u) %10 v
T T 3 :

B Loszzsenos
70037
- 503745

-

L2330 124006

e
1 105564006

257051 006

Figura 31. NO2 para 3 meses Matlab (izq.) - FremFee+ (der.)

Seis meses

I3 FreeFems + / Program ended; enter ESC to exit) — i X

Vsl
1 e

Time=6 Color: u Vector field: -grad(u) x108
T T B

33617606

Figura 32. NO2 para 6 meses Matlab (izq.) - FremFee+ (der.)
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Doce meses

W7 FreeFem-+ / Program ended; enter ESC to exit) - o x

‘ Time=12 Cglnr: u VectoFfield:-grad(q) 10° W0

10

05007

5L

=10

Figura 33. NO2 para 12 meses Matlab (izq.) - FremFee+ (der.)

Quince meses

Time=15 Color: u Vector field: -grad(u) %107 [ FreeFems. / Program endedt enter ESC to ait) = B 2%
T T T T

15 PEIE oor

o045
juacss

B 1196200006

-05

Figura 34. NO2 para 15 meses Matlab (izq.) - FremFee+ (der.)

Los resultados con los dos softwares empleados en la simulacién del modelo de dispersién
del NO, en el dominio de §2, son iguales y en los mismos se puede distinguir tres zonas
principales diferenciados por los colores violeta, azul, y verde. El area de color violeta
representa una mayor concentracién del contaminante debido al mayor flujo vehicular, En
contraste,la zona sur del dominio delimitada de color verde representa una baja dispersiéon
de contaminante, mientras que la zona del centro del dominio representa una mediana
concentraciéon de contraminante debido a un menor flujo vehicular que la zona norte, pero

mayor que la zona sur.
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5.6.2 Monéxido de Carbono
Para el caso del monéxido de carbono se procedio tal como se mostro en las figuras
y [29] para ingresar la ecuacién y las condiciones iniciales tanto en Matlab y en

Fremfee++. Obteniendose los resultados que ha continuacién se presentan.

Un mes

Time=1 Color: u Vector field: -grad(u)

s
seeszeanes
e

Figura 35. CO para 1 mes Matlab (izq.) - FremFee+ (der.)

Tres meses

@3 FreeFeme~ / Program ended; enter ESC to exit) = o X

W

Time=3 Color: u Vector field: -grad(u) yé1 0

| ey

3
| et

Figura 36. CO para 3 meses Matlab (izq.) - FremFee+ (der.)



Seis meses

5 3 FreeFem-++ / Program ended; enter ESC to exit) i o X

Time=6 Color: u Vector field: -grad(u)

007
W oe1er 007
B 1026007

Figura 37. CO para 6 meses Matlab (izq.) - FremFee+ (der.)

Doce meses

Time=12 Color: u Vector field: -grad(u)

De6s2er006

16020007

Figura 38. CO para 12 meses Matlab (izq.) - FremFee+ (der.)
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Quince meses

Time=15 Color: u Vector field: -grad(u) 10

o

i To1ssci007
M1 9347304007
M 078 Le+007

B st
B
| omhg
s 360107

Figura 39. CO para 15 meses Matlab (izq.) - FremFee+ (der.)

En los dos software utilizados para la simulacién de la dispersién de CO en el dominio de
), son iguales , en la parte de color violeta existe mayor concentraciéon del contaminante,
debido a que es un lugar de mayor flujo vehicular. La parte de color azul, correspondiente
al centro del dominio, la concentracién del contaminante disminuye debido a que el flujo
es menor. La zona de color verde corresponde a la parte sur del dominio indica que la
concentraciéon del contaminante es baja, lo que se refleja en las figuras 34 - 39.

Cabe destacar que la dispersiéon de los dos contaminantes estudiados es similar, debido
principalmente a que estan relacionados con el flujo vehicular, es decir, en zonas de mayor

flujo vehicular se tiene mayor concentraciéon de los dos contaminantes.
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CAPITULO 6
CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

6.1 Conclusiones

Se ha realizado satisfactoriamente a simulacién numérica de la emisién de dos con-
taminantes producidas por fuentes méviles de la ciudad de Quito, mediante el modelo
matemadtico de difusién-reaccién por el método de elementos finitos para ello se ha uti-
lizado Matlab con su herramienta Pdetool y se ha verificado los resultados con Freefem
++.

Los resultados obtenidos de este estudio, permiten visualizar de una forma gréfica el
comportamiento del transportan los contaminantes estudiados en la ciudad de Quito. Se
observar que la del mayor dispersiéon se localiza en la parte norte de la ciudad, corre-
spondiente a un de mayor flujo vehicular como es el intercambiador de Carcelén, sitio de
entrada y salida de vehiculos de la ciudad. Mientras que en el centro la dispersién de los
dos contaminantes va disminuyendo y en la parte sur de la ciudad existe menor dispersiéon
debido a que el flujo vehicular es menor que en el norte.

El modelo matemético de difusién-reaccién funciona perfectamente en simulacion del
problema de contaminacién atmosférica de la ciudad de Quito utilizando el método e
elementos finitos.

La informacién recolectada en la EMOP y las estaciones de monitoreo fue suficiente
para poder construir la funcién de condicién inicial y de la fuentes de emisién respectiva-
mente, las mismas que son utilizados como datos de entrada en la ecuacién de difudién-
reaccion para realizar la simulacién en los dos paquetes computacionales.

Al comparar las figuras de la simulacién a diferentes tiempos de los contaminantes CO
y NO2 realizados en Matlab y Freefem+-+ se observa que las gréficas son iguales lo que
permite validar los resultados obtenidos.

La contaminacién atmosférica causada por fuentes moéviles merece mas atencién por
parte de las autoridades debido a que afecta a la salud de las personas y el medio ambiente.

Las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales surgen en muchos fenémenos fisicos,

quimicos y bioldgicos que se producen en la naturaleza.

6.2 Recomendacién.
Para darle un mayor grado de precisién a los modelo matemé&tico se hace necesario

evaluar las condiciones ambientales al interior de la ciudad como por ejemplo la velocidad
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y direccién del viento, sumideros y la topografia del dominio de estudio por lo que es
necesario utilizar la ecuacién de conveccién-difusién-reaccién para predecir realmente la
dispersién de los contaminantes en la atmdsfera.

El presente trabajo se enfocé solamente a contaminantes como CO y NOs, por lo
que hace necesario se incluyan simulaciones similares con otros contaminantes como SO,
CO,, HC.

Debido a la importancia del problema de contaminacién atmosferica, se recomienda

realizar un estudio mds profundo en espacios funcionales mas generales.
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