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RESUMEN 

 

Son innumerables las dificultades que se presentan al momento de introducir la noción de 

límite de una función real. En esta tesis analizo los distintos tipos de registros de 

representación semiótica para la enseñanza del concepto y formalización de límite de una 

función, aplicando la investigación basada en el diseño (IBD) como metodología de 

investigación científica, con la finalidad de lograr un aprendizaje significativo en los 

estudiantes universitarios de Ciencias e Ingeniería, que sirva para sentar las bases del cálculo 

diferencial e integral, para que los estudiantes tengan las habilidades y  destrezas en la 

resolución de problemas. En la investigación de diseño  introduje los registros desde la Fase 1 

(De Planeación) y se elaboró una Trayectoria Hipotética de Aprendizaje. Desarrollando la 

metodología de la IBD en la Fase 2 de Experimentación, se incluyó los siguientes registros de 

representación semiótica: Verbal, Analítico, Simbólico, Figural, Algebraico y Gráfico, según  

(Duval 1993). Se diseñó las clases respectivas incluyendo el desarrollo de cada registro, 

representación y tratamiento de cada objeto matemático respecto al límite de una función.; en 

el desarrollo de la metodología de mi investigación usé la plataforma virtual de aprendizaje 

Moodle, y en la Fase 3 (Análisis Retrospectivo de los Datos), que está  estrechamente 

relacionada con la repetitividad e implica que otros investigadores serán capaces de usar los 

productos de éste experimento de diseño para apoyar el aprendizaje en otros entornos, se 

profundizó en la comprensión de la enseñanza y aprendizaje, identificando rutas conceptuales 

seguidas por el grupo y por cada estudiante. 

PALABRAS CLAVE: 

 LÍMITE DE UNA FUNCIÓN REAL. 

 REGISTROS DE REPRESENTACIÓN SEMIÓTICA. 

 PLATAFORMA VIRTUAL DE APRENDIZAJE. 
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ABSTRACT 

 

There are innumerable difficulties that arise when introducing the notion of the limit of a real 

function. In this thesis I analyze the different types of records of semiotic representation for 

the teaching of the concept and formalization of the limit of a function, applying the research 

based on the design (IBD) as a scientific research methodology, with the purpose of achieving 

a significant learning in University students of Science and Engineering, which serve to lay 

the foundations of differential and integral calculus, so that students have the skills and skills 

in solving problems. In the design research I introduced the records from Phase 1 (Planning) 

and a Hypothetical Learning Trajectory was developed. Developing the methodology of the 

IBD in Phase 2 of Experimentation, the following registers of semiotic representation were 

included: Verbal, Analytical, Symbolic, Figural, Algebraic and Graphic, according to (Duval 

1993). The respective classes were designed including the development of each record, 

representation and treatment of each mathematical object with respect to the limit of a 

function; in the development of my research methodology I used the Moodle virtual learning 

platform, and in Phase 3 (Retrospective Analysis of Data), which is closely related to 

repetitiveness and implies that other researchers will be able to use the products of this Design 

experiment to support learning in other environments, deepened the understanding of teaching 

and learning, identifying conceptual paths followed by the group and by each student. 

KEYWORDS: 

• LIMIT OF A REAL FUNCTION. 

• RECORDS OF SEMIOTIC REPRESENTATION. 

• VIRTUAL LEARNING PLATFORM.
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CAPÍTULO I 

 EL PROBLEMA  

1.1 Desarrollo del Problema 

La enseñanza tradicional de la conceptualización y noción límite de una función real  

en la matemática de la educación superior, se ha basado en: el concepto, la definición, el 

teorema y la demostración; esto impide que los alumnos no puedan interpretar éstos 

conceptos a diferentes modelos matemáticos. Se debe tomar en cuenta que la matemática 

tiene relación con los fenómenos naturales y así expuesta no se puede lograr un aprendizaje 

significativo. A éste nivel superior se necesita que los estudiantes resuelvan problemas, 

además proponer nuevos modelos para dicha solución, se lo podrá realizar si está bien 

cimentado el concepto del objeto matemático. Con el uso de herramientas virtuales como el 

software matemático se ha logrado un mejor entendimiento de la idea principal del concepto, 

pero no se sabe distinguir entre las diferentes situaciones o enfoques que se tiene cuando se 

utiliza diferentes representaciones semióticas en el momento del aprendizaje, todo signo es un 

significante que representa un significado real o abstracto, por lo general en la matemática no 

existen los objetos reales así que se usan las representaciones mentales (abstractas), por tanto 

se debe realizar la construcción del concepto que es una idea difícil de definir en los 

conceptos matemáticos, ya que influyen muchos factores de causas y efectos. Las preguntas: 

¿qué es? y ¿cómo se da la conceptualización?, es fundamentalmente un misterio, se puede 

considerar lo que dice Moreno Armella (1999) “Un principio que nos parece esencial 

respetar, toda acción cognitiva  es una acción mediada por instrumentos  materiales o 

simbólicos”, por tanto se puede decir que el conocimiento es la intervención y uso de los 

signos que tienen diferente perspectiva y significado. 
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Según Duval (1998), un sistema semiótico puede ser un registro de representación, si 

permite tres actividades cognitivas relacionadas con la semiósis: 

1) La presencia de una representación identificable. 

2) El tratamiento de una representación que es la transformación de la 

representación dentro del mismo registro donde ha sido formulada. 

3) La conversión de una representación que es la transformación de la 

representación en otra representación de otro registro en la que se conserva la totalidad 

o parte del significado de la representación inicial. Es decir con dos tipos de registros 

disímiles, con diferentes representaciones. 

Según el estado del arte realizado, se muestra que en los países de Francia, México, 

Colombia, Argentina, Perú, se ha desarrollado ésta metodología de registros semióticos en 

diferentes temas de matemática como: en la enseñanza de funciones, enseñanza de la 

probabilidad, lógica, álgebra, enseñanza de la física a nivel universitario y temas de cálculo 

diferencial, como también el concepto de límites y las aplicaciones que se da, usando 

plataformas virtuales como la desarrollada en la Universidad de Granada, pero no se han 

encontrado trabajos relacionados con los registros de representación semiótica y la 

metodología de la IBD. 

En el Ecuador, no se ha desarrollado investigación alguna referente a éste tema de 

registros de representación semiótica, con la IBD; por tanto, aspiro ser el pionero en proponer 

la aplicación de dicha metodología y dar la validez a los registros de representación semiótica 

en la enseñanza de la noción de concepto y formalización del límite de una función real. 

1.2 Planteamiento del Problema 

Dentro del proceso enseñanza aprendizaje, en la educación superior, específicamente 

en la UNIVERSIDAD CENTRAL DEL ECUADOR, Facultad de Filosofía, Letras y Ciencias 
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de la Educación, Escuela de Ciencias Exactas, Carrera de Informática, es importante que el 

estudiante reconozca la articulación entre diferentes registros de representación semiótica que 

hace aprehensible el concepto matemático para la resolución de ejercicios y problemas del 

cálculo de límites de una función real. Ello deriva que se defina la pregunta que guiará la 

presente investigación: 

¿Aumentará el nivel de comprensión de conceptos y la resolución de problemas aplicando los 

registros de representaciones semióticas en el tema de límite de funciones reales en los 

estudiantes de informática? 

Para analizar la propuesta del cálculo del límite de una función real con 

representaciones semióticas se aplicó la IBD como metodología de investigación científica, 

que permitió encaminar la investigación con resultados cuantitativos y cualitativos efectivos. 

1.3 Preguntas de Investigación 

Con miras a alcanzar lo propuesto, planteé otras interrogantes que me fueron 

induciendo a los resultados de la investigación: 

 ¿De qué manera los estudiantes desarrollan su comprensión sobre el límite de una función 

real? 

¿Cuáles son los registros de representación semiótica que influyen en la metodología de la 

enseñanza del cálculo del límite de una función real? 

¿Bajo qué criterios se puede aplicar las metodologías de la IBD, de tal manera que posibilite 

la inclusión de registros de representación semiótica en la conceptualización y formalización 

del límite de una función real? 

¿El uso de registros y representaciones semióticas en el proceso de enseñanza aprendizaje del 

concepto de límite de funciones reales mejorará el aprendizaje de conceptos para resolver 

ejercicios y problemas?  
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1.4 Formulación del Problema a resolver 

Las interrogantes planteadas, me indujeron a diseñar una nueva propuesta 

metodológica mediante el uso de registros semióticos en la enseñanza de límites de una 

función real con una IBD como metodología de investigación que promueva en el estudiante 

la curiosidad y aumente su rendimiento académico. 

Las actividades cognitivas se identifican con el objeto matemático (formación), 

realización  del proceso de tratamiento, la conversión de registros semióticos para accesar, 

adquirir o comunicar conocimientos matemáticos, se utilizaron los registros propuestos por 

Duval (1993): Registros Verbal, Analítico, Simbólico, Figural, Algebraico, Gráfico. 

De lo expuesto, formulo el presente problema de investigación en los siguientes 

términos: 

¿Cuál es el impacto de utilizar la Investigación Basada en Diseño (IBD) en la enseñanza de la 

conceptualización y formalización de la noción del límite de los estudiantes de la Universidad 

Central del Ecuador, Facultad de Filosofía, Letras y Ciencias de la Educación, Carrera de 

Informática utilizando registros semióticos, mediante un entorno virtual de aprendizaje? 

Se quiere conseguir que el nivel de comprensión de objetos matemáticos en los temas 

de cálculo donde se aplicó la noética semiótica sea mayor que el nivel en los cursos donde se 

aplicó la enseñanza tradicional basada en prácticas algorítmicas y algebraicas. Siguiendo el 

procedimiento dado por Salinas y Alanis (2009), se evidenciará en las notas de las pruebas de 

cada tema y la nota final de un examen sumativo semestral. 

El desarrollo de la presente investigación se apoyó en las fases de la IBD: diseño, 

experimentación en contextos de clase y la evaluación de resultados, conforme a los criterios 

que se delinean para contribuir a mejorar la calidad de las prácticas instructivas en diferentes 

niveles, contextos y áreas disciplinarias. 
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En el desarrollo de esta investigación se utilizó la metodología de la IBD. 

1.5 Justificación e Importancia 

En el presente trabajo investigativo se evidencia las ventajas de la IBD como método 

para mejorar la enseñanza aprendizaje, mediante los registros de representación semiótica, el 

mismo que será analizado bajo las fases que desarrolla una investigación basada en el diseño 

y además del aprendizaje a partir de la aplicación y manejo de las TICS en el proceso 

evolutivo de esta metodología para la enseñanza del concepto de límite de funciones haciendo 

uso del software Geogebra y la plataforma virtual de aprendizaje Moodle.  

Esta problemática se ha visto reflejada por antecedentes de carácter educativo y social 

que se han dado con el concepto de límite y su complejidad. Constituye en gran parte un 

desafío o reto en la educación actual en cuanto a la matemática del límite de la función real 

por la cantidad de obstáculos que se presentan en el proceso de enseñanza aprendizaje.  

El enfoque primordial está fundamentado desarrollar en los estudiantes los cambios de 

registros de representación semiótica en la comprensión del límite, entendiéndola como la 

habilidad de representar, transformar, generar, comunicar, documentar y reflexionar sobre la 

información semiótica generada a través del uso de la tecnología. 

1.5 Objetivos 

1.5.1 Objetivo General 

Analizar el uso de cambios de registros de representación semiótica en la enseñanza del 

concepto de límite de una función real, fundamentado en la metodología de la Investigación 

basada en el Diseño. 

1.5.2 Objetivos Específicos 

- Aplicar la metodología de la IBD utilizando registros de representación semiótica para 

la enseñanza del concepto y formalización del límite de una función real. 



6 

 

- Diseñar el experimento de enseñanza “Registros de representación semiótica en el 

aprendizaje del límite de una función real aplicando la metodología de la Investigación 

Basada en Diseño”, para analizar cualitativamente y cuantitativamente el efecto de la 

misma.  

- Analizar y comparar la aplicación de registros semióticos con IBD en la incidencia del 

aumento del nivel de comprensión de conceptos y resolución de ejercicios de límites, 

empleando la plataforma virtual de aprendizaje Moodle y software para el efecto. 

1.6 Variables e Hipótesis Causal 

Se establecieron las siguientes variables: 

Variable Independiente 

𝑥: Registros de representación semiótica aplicando la IBD. 

Variable Dependiente 

𝑦: Mejora del rendimiento académico. 

Hipótesis Causal 

Se formula la siguiente hipótesis casual bivariada: 

𝑥 → 𝑦 

El empleo de los registros de representación semiótica aplicando la metodología de la 

IBD,  mejora el rendimiento académico en la enseñanza de la conceptualización y 

formalización de la noción del límite de una función real. 
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CAPITULO II 

INTRODUCCIÓN 

2.1 Límite. Propósito del estudio 

Comprender el concepto de límite es crucial en el Cálculo para establecer las bases y 

el posterior desarrollo de los conceptos de: continuidad, derivada e integral. La introducción 

de este concepto, debido a su complejidad, causa serias dificultades, a pesar de que se ha 

reconocido la importancia de definir su comprensión.   

El propósito de este estudio es: explorar cómo los estudiantes entienden el concepto de 

límite utilizando la IBD y construir la base para futuros estudios con el objetivo que las 

instrucciones sean más efectivas que permitan mejorar el aprendizaje del límite de una 

función real. 

2.2 Definiciones de términos 

Análisis retrospectivo: Se analizan los datos recolectados en función de los objetivos y 

metas teóricas del estudio. 

Experimento de Enseñanza: Consiste en una secuencia de episodios de enseñanza en los 

que los participantes son normalmente un investigador-docente, uno o más alumnos y uno 

o más investigadores-observadores. 

Investigación Basada en el Diseño: Un estudio de diseño es una investigación extendida 

de las interacciones educativas provocadas por el uso de un conjunto cuidadosamente 

secuenciado y típicamente novedoso de currículo diseñando tareas que estudian cómo se 

aprende un campo conceptual, o conjunto de conocimientos e intereses, a través de las 

interacciones entre los estudiantes y con la guía de un instructor o una forma de tutor 

(Confrey, 2006).  
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Noética es la Investigación de la adquisición, por parte del alumno, del concepto 

matemático. 

Objeto matemático es todo lo que es indicado, señalado, nombrado cuando se construye, 

se comunica o se aprende matemáticas. 

Registros semióticos, contiene una amplia gama de funciones cognitivas de  

comunicación, procesamiento, imaginación, otros. 

Representación semiótica es el conjunto de signos que expresan las representaciones 

mentales para hacerlas visibles a otros objetos.  

Trayectorias Hipotéticas de Aprendizaje (THA), “consiste en los objetivos para el 

aprendizaje de los estudiantes, las tareas matemáticas que se usarán para promover el 

aprendizaje de los estudiantes, y las hipótesis acerca del proceso de aprendizaje de los 

estudiantes” (Simón, 1995).   
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CAPÍTULO III 

REVISIÓN DE CONCEPTOS 

3.1 Definición formal de límite de una función 

Sea 𝑓 una función definida en cada número de algún intervalo abierto que contenga a 

𝑎, excepto posiblemente en el número 𝑎 mismo. El límite de 𝑓(𝑥) conforme 𝑥 se aproxima a 

𝐿, lo que se escribe como: 

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝐿 

Si la siguiente proposición es verdadera: 

Dada cualquier 𝜀 > 0, no importa cuan pequeña sea, existe una 𝛿 > 0 tal que si 0 <

|𝑥 − 𝑎| < 𝛿 entonces |𝑓(𝑥) − 𝐿| < 𝜀. 

3.2 Estudios sobre la enseñanza y aprendizaje de Límite 

Gran parte de la literatura sobre los límites presenta un estado de acuerdo entre los 

investigadores que comparten la opinión de que los estudiantes tienen dificultades para 

aprender el límite de la función. Varios investigadores, como Bezuidenhout (2001), Cornu 

(1991), Cottrill (1996), Fernández (2004), Juter (2005a, 2005b, 2006), Monaghan (1991), 

Morash (1990), Moru (2006), Swinyard y Lockwood (2007), Szydlik (2000), Tall (1993a), 

Tall y Vinner 1991, 2001) han investigado varios aspectos de la enseñanza y el aprendizaje 

del concepto de límite de función. No obstante, Cornu (1991), Ferrini-Mundy y Graham 

(1994), Juter (2005a); Morash (1990) reconocen que los estudiantes no tienen problemas con 

el manejo de problemas de límites de rutina, pero tienen problemas con problemas no 

rutinarios. La mayoría de los estudios sobre el límite de la función que están disponibles 

proporcionan descripciones de las dificultades de los estudiantes en la comprensión del 

concepto; Por su parte, Cottrill (1996), Fernández (2004), Morash (1990) y Swinyard y 
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Lockwood (2007) también presentan algunas perspectivas de enseñar el concepto de límite de 

función con el objetivo de mejorar la comprensión de los estudiantes. 

En cuanto a los registros semióticos, existen investigaciones como la de Oviedo, 

Kanashiro, Bnzaquen & Gorrochategui (2012), artículo que presenta el rol que juegan los 

distintos registros semióticos de representación en la enseñanza y el aprendizaje de la 

matemática destacándose, de igual forma, la importancia del dominio de los mismos y la que 

adquiere el uso de más de un registro de representación semiótica. Se pone en evidencia, 

también, la jerarquía que la creación y el desarrollo de sistemas semióticos nuevos se 

constituyen en símbolo de progreso de conocimientos. 

En el artículo redactado por Gómez & Pantoja (2013), se discrimina los sistemas de 

representación y estándares de calidad utilizados al construir el concepto de límite en los 

textos escolares que es un asunto de interés en la enseñanza y aprendizaje de las matemáticas.  

Radillo & González (2014), presentan los resultados preliminares de una investigación 

cuyo objetivo es analizar desde una perspectiva semiótica, las dificultades que enfrentan los 

estudiantes ante el concepto de límite y diseñar un alternativa didáctica con apoyo en recursos 

de visualización que les faculte por ejemplo, vincular la representación algebraica del límite 

de una función con su representaciones gráfica y numérica (tabular). La prueba piloto arrojó 

resultados favorables en el manejo de las distintas representaciones de funciones y límites, 

aunque aún es necesario llevar a cabo la experimentación completa con sus respectivos 

análisis cuantitativo y cualitativo. 

En tanto que Londoño, Narro & Yatzil (2013), reportan resultados de la fase 

diagnóstica obtenidos de la ejecución del proyecto de investigación sobre la didáctica del 

límite y la continuidad de funciones. 
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El objetivo del trabajo de investigación efectuado por Peña & Cosi (2014), fue 

determinar si los registros de representación semiótica y el aprendizaje de límites de 

funciones se relacionan entre sí en una muestra de 130 alumnos del primer semestre de la 

Facultad de Ciencias Matemáticas de la UNMSM, de ambos sexos, cuyas edades fluctúan 

entre 16 y 19 años de edad. 

3.3 El Límite en los documentos curriculares 

En la Universidad Central del Ecuador, Facultad de Filosofía, Letras y Ciencias de la 

Educación, Escuela de Ciencias Exactas, Carrera de Informática, en la asignatura de 

Matemática III, se enseña Límites correspondiente a la Unidad 2. Ver Anexo 1.  

3.4 Tipos de Registros de Representación Semiótica aplicados en la enseñanza del 

Límite de una Función 

3.4.1 Registro verbal (Natural) 

3.4.1.1 Representación como definición formal de sucesión 

El límite de una sucesión es el número respecto al cual todos los términos de la 

sucesión, después de cierto punto varían solamente por un pequeño 𝜀 y esto para todo 

𝜀. 

 

3.4.1.2 Representación como definición formal de función 

En una función se puede decir que: en el eje 𝑦, del plano cartesiano, hay puntos que 

están cerca de un punto dado, cuando en el eje 𝑥 se acerca a otro punto en dicho eje, 

aproximándose con una distancia arbitraria 𝑑. 
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3.4.2 Registro tabular 

3.4.2.1 Representación numérica de una sucesión 

Sea la sucesión observamos el comportamiento de la serie geométrica en la siguiente 

tabla. 

 

Tabla 1 
Aproximaciones para la suma Sn 

 𝑛 𝑆𝑛 𝑆𝑛 |1 − 𝑆𝑛| 

1 1

2
 

0.5 0.5 

2 3

4
 

0.75 0.25 

3 7

8
 

0.875 0.125 

4 15

16
 

0.9375 0.062563 

. . . . 

10 1023

1024
 

0.9990234375 0.0009765625 

. . . . 

30 1073741823

1073741824
 

0.99999999907 0.000000000930 

… … … … 

Fuente: “Concepciones del concepto de límite” de Medina (2001), p. 44. 

3.4.2.2 Representación Aritmética de un límite 

 

Calcular el: 

lim
𝑥→2

𝑥2 − 4

𝑥 − 2
 

Solución: La tabla 2 muestra los valores de 𝑥 cercanos al 2. 

Tabla 2 
Representación numérico-tabular 

𝑥 1 1,8 1,9 1,99 1,999 2 2.01 2.1 2.2 

𝑥2 − 4

𝑥 − 2
 

3 3,85 3,9 3,99 3,999 ? 4.01 4,1 4,2 

 

Luego, se concluye que: 

lim
𝑥→2

𝑥2 − 4

𝑥 − 2
= 4 
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3.4.3 Registro gráfico 

3.4.3.1 Representación gráfica del límite de una sucesión 

Límite de la sucesión:  1 −
1

2𝑛
 

 

Figura 1 Representación del límite de la sucesión por medio de puntos de una recta 

 

Fuente: “Concepciones del concepto de límite” de Medina (2001) p.46. 

 

3.4.3.2  Representación gráfica cartesiana de una sucesión 

Límite de la sucesión: 1 −
1

2𝑛
 

 

Figura 2 Representación cartesiana de la sucesión 

Fuente: “Concepciones del concepto de límite” de Medina (2001) p.46. 

 

 

3.4.3.3 Representación gráfica de la concepción dinámica del límite 

lim
𝑥→1

𝑥 − 1

𝑥2 − 1
= 0.5 
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Figura 3 Representación gráfica de la concepción dinámica de límite 

  

3.4.3.4 Representación gráfica de la concepción óptima del límite 

 

 

Figura 4 Aproximación óptima 

Fuente: Tesis Doctoral de Mauro Mira López p. 120. 

 

3.4.3.5 Representación gráfica de la concepción métrica del límite 
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Figura 5 Representación gráfica de la concepción métrica de límite 

Fuente: Tesis Doctoral de Mauro Mira López p. 15. 

3.4.4 Registro simbólico (Algebraico) 

3.4.4.1 Representación simbólica de una sucesión 

Dada cualquier distancia 𝜖 > 0 por más que sea muy pequeña, siempre se puede hallar 

un 𝑛0 = 𝑛0(𝜀) ∈  ℕ de manera que la distancia entre 𝑥𝑛 y 1 sea menor que 𝜀 a partir 

de 𝑛0 + 1, es decir:  

∀𝜀 > 0, ∃𝑛0 = 𝑛0(𝜀) ∈ ℕ: (𝑛 > 𝑛0) ⟹ (𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑥𝑛 , 1) = |𝑥𝑛 − 1| < 𝜀) 

 

3.4.4.2 Simbólica de la definición formal de límite 

Sea 𝑓 una función definida en algún intervalo abierto que contiene el número 𝑎, 

excepto posiblemente en 𝑎 misma. Entonces decimos que el límite de 𝑓 (𝑥) cuando 𝑥 

tiende a 𝑎 es 𝐿, se escribe: 

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝐿 

Si para todo número 𝜀 > 0 ℎ𝑎𝑦 𝑢𝑛 𝑛ú𝑚𝑒𝑟𝑜 𝛿 > 0 𝑡𝑎𝑙 𝑞𝑢𝑒 

Si 0 < |𝑥 − 𝑎| < 𝛿     𝑒𝑛𝑡𝑜𝑛𝑐𝑒𝑠  |𝑓(𝑥) − 𝐿| < 𝜀 

 

3.4.4.3 Representación simbólica específica 

Calcular el: 

lim
𝑥→−1

𝑥21 + 𝑥15 + 5

𝑥24 + 𝑥12 + 𝑥4
 

Solución: Se sustituye directamente como sigue:  
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lim
𝑥→−1

𝑥21 + 𝑥15 + 5

𝑥24 + 𝑥12 + 𝑥4
=  

(−1)21 + (−1)15 + 5

(−1)24 + (−1)12 + (−1)4
 

=
−1 − 1 + 5

1 + 1 + 1
=

3

3
= 1 

Luego: 

lim
𝑥→−1

𝑥21 + 𝑥15 + 5

𝑥24 + 𝑥12 + 𝑥4
= 1 

 

3.4.4.4 Simbólico de predominio procedimental 

Límites que involucran factorizaciones: 

Calcular el: 

lim
𝑥→3

𝑥3 − 27

3𝑥 − 𝑥2
 

Solución: Como al evaluar el numerador y el denominador se obtiene cero en ambos 

(indeterminación), se procede a factorizar como sigue:  

lim
𝑥→3

𝑥3 − 27

3𝑥 − 𝑥2
=  lim

𝑥→3

(𝑥 − 3)(𝑥2 + 3𝑥 + 9)

𝑥(3 − 𝑥)
 

=  lim
𝑥→3

(𝑥 − 3)(𝑥2 + 3𝑥 + 9)

−𝑥(𝑥 − 3)
 

= lim
𝑥→3

𝑥2 + 3𝑥 + 9

−𝑥
 

=
32 + 3(3) + 9

−3
=

27

−3
= −9 

Luego: 

lim
𝑥→3

𝑥3 − 27

3𝑥 − 𝑥2
= −9 
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3.4.4.5 Simbólico de predominio conceptual 

 

 

Figura 6 Definición formal de una función 

Fuente: Hipertexto 11 Editorial Santillana (2011), p.87. 
 

3.4.5 Registro analítico 

3.4.5.1 Representación algebraica indeterminada 

Cuando se presenta la forma indeterminada 
0

0
 , se utilizan las: 

racionalizaciones, factorizaciones, uso de conjugadas y simplificaciones.   

Límites que involucran racionalizaciones: 

Calcular el: 

lim
𝑥→1

𝑥 − 1

√𝑥2 + 3 − 2
 

Solución: Como al evaluar el numerador y el denominador se obtiene cero en ambos 

(indeterminación), se procede a racionalizar el denominador de la siguiente forma: 

lim
𝑥→1

(
𝑥 − 1

√𝑥2 + 3 − 2
∙

√𝑥2 + 3 + 2

√𝑥2 + 3 + 2
) =  lim

𝑥→1

(𝑥 − 1)(√𝑥2 + 3 + 2)

𝑥2 + 3 − 4
 

= lim
𝑥→1

(𝑥 − 1)(√𝑥2 + 3 + 2)

𝑥2 − 1
 

= lim
𝑥→1

(𝑥 − 1)(√𝑥2 + 3 + 2)

(𝑥 + 1) (𝑥 − 1)
 



18 

 

= lim
𝑥→1

√𝑥2 + 3 + 2

𝑥 + 1
 

=
√12 + 3 + 2

1 + 1
=

√4 + 2

2
= 2 

Luego: 

lim
𝑥→1

𝑥 − 1

√𝑥2 + 3 − 2
= 2 

 

Límites que involucran factorizaciones: 

Calcular el: 

lim
𝑥→3

𝑥3 − 27

3𝑥 − 𝑥2
 

Solución: Como al evaluar el numerador y el denominador se obtiene cero en ambos 

(indeterminación), se procede a factorizar como sigue:  

lim
𝑥→3

𝑥3 − 27

3𝑥 − 𝑥2
=  lim

𝑥→3

(𝑥 − 3)(𝑥2 + 3𝑥 + 9)

𝑥(3 − 𝑥)
 

=  lim
𝑥→3

(𝑥 − 3)(𝑥2 + 3𝑥 + 9)

−𝑥(𝑥 − 3)
 

= lim
𝑥→3

𝑥2 + 3𝑥 + 9

−𝑥
 

=
32 + 3(3) + 9

−3
=

27

−3
= −9 

Luego: 

lim
𝑥→3

𝑥3 − 27

3𝑥 − 𝑥2
= −9 

 

Límites que involucran conjugadas: 

Calcular el: 

lim
𝑥→2

1 − √𝑥 − 1

𝑥 − 2
 

Solución: Como al evaluar el numerador y el denominador se obtiene cero en ambos 

(indeterminación), se procede a utilizar la conjugada de la siguiente forma: 
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lim
𝑥→2

(
1 − √𝑥 − 1

𝑥 − 2
∙

1 + √𝑥 − 1

1 + √𝑥 − 1
) =  lim

𝑥→2

1 − (𝑥 − 1)

(𝑥 − 2) (1 + √𝑥 − 1)
 

= lim
𝑥→2

1 − 𝑥 + 1

(𝑥 − 2) (1 + √𝑥 − 1)
 

= lim
𝑥→2

2 − 𝑥

(𝑥 − 2) (1 + √𝑥 − 1)
 

= lim
𝑥→2

−(𝑥 − 2)

(𝑥 − 2) (1 + √𝑥 − 1)
 

lim
𝑥→2

−1

1 + √𝑥 − 1
 

=
−1

1 + √2 − 1
=

−1

2
= −

1

2
 

Luego: 

lim
𝑥→2

1 − √𝑥 − 1

𝑥 − 2
= −

1

2
 

 

3.4.5.2 Representación algebraica simple 

En este caso el objetivo es simplificar la expresión algebraica y no para 

eliminar una indeterminación, se lo utiliza para calcular el límite de una función 

mediante la aplicación de la definición formal. 

Utilizar la definición de límite para comprobar que: 

lim
𝑥→1

1

2 + √𝑥
=

1

3
 

Solución: Por definición del límite tenemos que: 

|
1

2 + √𝑥
−

1

3
| = |

3 − (2 + √𝑥)

3(2 + √𝑥)
−

1

3
| 

|
1 − √𝑥

3(2 + √𝑥)
| = |

(1 − √𝑥 )(1 + √𝑥 )

3(2 + √𝑥)(1 + √𝑥 )
| 

|
1 − 𝑥

3(2 + √𝑥)(1 + √𝑥 )
| =  

|1 − 𝑥|

6 + 9√𝑥 +  3𝑥
<

|1 − 𝑥|

6
 

Resulta que dado un 𝜀 > 0, 𝑑𝑎𝑑𝑜 𝑢𝑛 𝛿 = 6𝜀 se cumple la condición de límite ya que: 

|1 − 𝑥| < 𝛿 = 6𝜀 
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CAPÍTULO IV 

METODOLOGÍA DE LA INVESTIGACIÓN BASADA EN EL DISEÑO 

4.1 Propósitos de la IBD 

Para el análisis cualitativo y cuantitativo se aplicó la metodología de Ingeniería Basada 

en el Diseño. Un grupo de investigadores sobre los estudios de diseño, sintetizó los propósitos 

de este enfoque de la siguiente manera:  

“La investigación basada en el diseño nos ayuda a entender las relaciones entre 

la teoría educativa, el artefacto diseñado y la práctica. El diseño es central en los 

esfuerzos para mejorar el aprendizaje, crear conocimiento útil y avanzar en la 

construcción de teorías sobre el aprendizaje y la enseñanza en ambientes 

complejos” (Design-Based Research Collective, 2003, p. 5).  

4.2 Características de los métodos de investigación basados en el diseño 

1. Los fines centrales del diseño de entornos de aprendizaje y el desarrollo de teorías o 

"proto-teorías" del aprendizaje están entrelazados.  

2. El desarrollo y la investigación tienen lugar mediante ciclos continuos de diseño, 

implementación y análisis.  

3. La investigación basada en diseño debe llevar a teorías que puedan ser compartidas 

con los profesores y diseñadores educativos para comunicarles implicaciones 

relevantes.  

4. La investigación debe explicar cómo funcionan los diseños en entornos reales. No solo 

debe documentar el éxito o fracaso sino también informar sobre las interacciones que 

refinen nuestra comprensión de las cuestiones de aprendizaje implicadas.  

5. El desarrollo de tales implementaciones se basa en métodos que se pueden documentar 

y que permitan conectar los procesos de intervención con los resultados de interés.  
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6. La IBD se centra en el diseño y exploración de una innovación educativa, a nivel 

didáctico y organizativo, considerando la aplicación de software, como núcleo de esta 

innovación, y por tanto logra un mejor aprendizaje significativo. 

7. Ayuda a explicar cómo, cuándo y por qué las innovaciones educativas funcionan en la 

práctica. 

8. Se la aplica en un contexto natural con el propósito explícito de producir 

modificaciones que conlleven a mejorar el aprendizaje. 

9. Es de carácter cíclico e iterativo. 

10. Es un estudio de campo, mediante un diseño instructivo, para lograr una meta 

pedagógica explícitamente definida (Rinaudo y Donolo, 2010). 

11. El propósito es comprender y potenciar los aprendizajes. 

12. La IBD nos ayuda a entender las relaciones entre la teoría educativa (concepto y 

formalización del límite de una función real), el artefacto diseñado (software) y la 

práctica (resolución de ejercicios y problemas de límites y continuidad). 

4.3 Paradigma metodológico 

La IBD, como paradigma metodológico, especifica cómo conducir estudios de diseño, 

es decir, investigaciones de cierta duración sobre interacciones educativas provocadas por un 

conjunto diseñado de tareas curriculares usualmente innovadoras y/o de tecnología educativa. 

Generalmente lo que se diseña es un "entorno de aprendizaje" completo con tareas, 

materiales, herramientas, sistemas notacionales, y otros elementos, incluyendo medios para 

secuenciar y apoyar el aprendizaje (Reimann, 2011, p. 38). 

4.4 Preparación del diseño  

4.4.1 Bases del diseño  

4.4.1.1 Metas teóricas del estudio  
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El objetivo general de esta investigación es analizar los distintos registros de 

representación semiótica en la enseñanza del concepto y formalización del límite de una 

función real, mediante la implementación de un diseño que tiene como meta producir 

modificaciones que conlleven a mejorar y cimentar las bases del cálculo. 

4.4.1.2 Metas pedagógicas  

El diseño es de carácter instructivo cuya meta didáctica-pedagógica es que los 

estudiantes integren los registros semióticos con el cálculo de límites de funciones reales que 

forman parte del currículo de la materia, a través de la realización de tareas originales, 

articulándolas con otras asignaturas y en un contexto real. 

Se espera que de esta propuesta los estudiantes a más de la comprensión de los 

contenidos específicos de Límites, adquieran una comprensión y uso significativo de los 

registros de representación semiótica, además de ser capaces de utilizar recursos que brindan 

las TIC para el proceso de enseñanza aprendizaje. 

4.4.2 Condiciones iniciales del contexto  

 4.4.2.1 Destinatarios  

La propuesta está destinada a un grupo de estudiantes de la asignatura de Cálculo I de 

la Facultad de Filosofía, Letras y Ciencias de la Educación, Escuela de Ciencias Exactas, 

Carrera de Informática, de la Universidad Central. El grupo meta está conformado por 40 

educandos de los cuales 30 son hombres (75%) y 10 son mujeres (25%).  

La investigación se realizó entre noviembre y abril del periodo académico 2017-2018. 

Los y las estudiantes previamente tienen conocimientos de relaciones, funciones: lineal, 

cuadrática, polinómica y trascendentales (exponenciales, logarítmicas y trigonométricas). 
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4.4.2.2 Equipo de cátedra  

Está conformado por el Dr. Juan Cadena (director de esta tesis), y el tesista autor de la 

misma, cabe recalcar que los integrante de este equipo tienen pleno conocimiento de los 

objetivos teóricos y pedagógicos de la IBD. 

4.4.2.3 Recursos didácticos disponibles 

Para las clases presenciales se contó con un aula equipada con pizarrón, tizas líquidas  

de varios colores y retroproyector. Para las clases virtuales se utilizó la plataforma Moodle 

(sitio web), también se trabajó con los programas Geogebra y Graph. 

4.4.3 Diseño instructivo 

El desarrollo de la asignatura se planificó para 7 sesiones de clase, que corresponden a 7 

contenidos que en orden de ejecución son: 

1.- Conceptos básicos y definición formal de límite. 

2.- Límite de una función en un punto. 

3.- Límites laterales. 

4.- Límites infinitos (intuitiva y mediante técnicas). 

5.- Límites cuando 𝑥 tiende a infinito. 

6.- Técnicas de cálculo de límites. Límites determinados e indeterminados.  

7.- Límites y continuidad. 

4.4.3.1 Presentación de objetivos de asignatura  

Sesión 1: Conceptos básicos y definición formal de límite. 

Objetivos:  Definir formalmente el concepto de límite de una función en 

un punto dado. 

 Realizar demostraciones formales de límites. 

Conceptos básicos: Idea intuitiva del límite de una función. Definición formal de límite. 

Sistemas de 

representación: 

Gráfico y simbólico. 
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Sesión 2: Límite de una función en un punto. 

Objetivos: Analizar y calcular el límite de una función en un punto mediante 

una tabla de valores o gráfica.  

Conceptos básicos: Límite de una función en un punto. Cálculo del límite de una 

función en un punto, mediante una tabla de valores o gráfica. 

Sistemas de 

representación: 

Numérico, algebraico y gráfico. 

 

Sesión 3: Límites laterales. 

 

Objetivos: Calcular límites laterales de funciones reales. 

Conceptos básicos: Límite lateral por la izquierda y por la derecha. 

Sistemas de 

representación: 

Gráfico, simbólico y numérico. 

 

Sesión 4: Límites infinitos 

Objetivos: Comprender la idea de límite infinito en un punto y en infinito 
intuyéndolo mediante una tabla de valores o una gráfica.  

Intuir de manera aproximada la noción de asíntota vertical 

gráficamente  

Resolver ejercicios aplicando las técnicas 

Conceptos básicos: Límites infinitos en un punto y en infinito. Noción intuitiva de 

asíntota vertical. Reconocimiento de límites infinitos numérica y 

gráficamente. 

Sistemas de 

representación: 

Numérico, simbólico y gráfico 

 

Sesión 5: Límites cuando 𝑥 tiende a infinito. 

Objetivos: Comprender la idea de límite cundo x tiende a infinito. 

Conceptos básicos: Técnicas para calcular límites cuando x tiende a infinito. 

Sistemas de 

representación: 

Algebraico, simbólico y gráfico. 
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Sesión 6: Técnicas de cálculo de límites. Límites determinados e 

indeterminados. 

Objetivos: Resolver límites mediante la sustitución directa. 

Resolver límites que conllevan a indeterminaciones. 

Conceptos básicos: Límites que involucran factorizaciones. 

Límites que involucran racionalizaciones. 

Sistemas de 

representación: 

Gráfico, simbólico y algebraico. 

 

Sesión 7: Límites y continuidad. 

Objetivos: Analizar la continuidad o discontinuidad de una función.  

Conceptos básicos: Continuidad de una función. 

Sistemas de 

representación: 

Gráfico, numérico y simbólico. 

 

4.4.3.2 Desarrollo de contenidos  

Se desarrollan de forma secuencial mediante recursos presenciales y virtuales que se 

especifican a continuación: 

RECURSOS DESCRIPCIÓN 

Presenciales Clases teóricas Método deductivo-inductivo. 

Definiciones, propiedades, teoremas 

y modelos. 

Clases prácticas Soluciones de ejercicios y problemas.  

Aprendizaje Basado en Problemas 

(ABP). 

Clases personalizadas Solventar dudas de los estudiantes. 

 

Virtuales Trabajos Individuales Trabajos de los distintos 

temas subidos a la web cuya 

dirección es 

https://uvirtual.uce.edu.ec/. 

https://uvirtual.uce.edu.ec/
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Trabajos Grupales Resolver ejercicios en equipo que 

requieren uso de software y que se 

envían a la página web. 

   

Se diseñaron siete clases, que se exponen a continuación: 

CLASE NÚMERO 1 

IDEA INTUITIVA DE LÍMITE. LÍMITE DE UNA FUNCIÓN EN UN PUNTO. 

Considere la función definida por: 𝑓(𝑥) =
16−𝑥2

4+𝑥
 cuyo dominio es el conjunto de los números 

reales excepto −4, aunque 𝑓 no se puede evaluar en −4 porque sustituyendo −4 por 𝑥 da 

como resultado la cantidad indefinida 0/0, 𝑓 (𝑥) puede calcularse en cualquier número 𝑥 

que esté muy cerca de −4. Nos interesa observar el comportamiento de la función 𝑓 para 

valores de 𝑥 cercanos a −4 pero no iguales a −4. 

Representación tabular: 

Tabla 3  
Representación numérico-tabular de la función f(x) 

𝑥 
𝑓(𝑥) =

16 − 𝑥2

4 + 𝑥
 

-4,75 8,75 

-4,5 8,5 

-4,25 8,25 

-4,1 8,1 

-4,01 8,01 

-4,001 8,001 

-4,0001 8,0001 

-4,00001 8,00001 

-3,999 7,999 

-3,99 7,99 

-3,9 7,9 
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La representación gráfica es la siguiente:  

 

Figura 7 Representación gráfica de f(x), cuando x está cerca de -4, f(x) está cerca de 8 

Fuente: Calculus of Dennis Zill. Early Transcendentals p.68. 

 

Puede observarse en la tabla que, conforme 𝑥 se aproxima más a −4, 𝑓(𝑥) toma, cada vez, 

valores más próximos a 8. 

En este caso se dice que cuando 𝑥 tiende a −4, que se simboliza 𝑥 → −4, entonces 𝑓(𝑥) →

−4, o sea 𝑓(𝑥) tiende a −4. Utilizando la notación de límites escribimos lim
𝑥→−4

𝑓(𝑥) = 8, que 

se lee: el límite de 𝑓(𝑥), cuando 𝑥 tiende a −4 es igual a 8. 

La representación algebraica es: 

lim
𝑥→−4

16 − 𝑥2

4 + 𝑥
= lim

𝑥→−4

(4 + 𝑥)(4 − 𝑥)

4 + 𝑥
 

= lim
𝑥→−4

4 − 𝑥 = 4 − (−4) = 8 

Supongamos que 𝐿 denota un número finito. La noción de que 𝑓 (𝑥) se aproxima a 𝐿 cuando 

𝑥 se aproxima a un número 𝑎 se puede definir informalmente de la siguiente manera: 

Si 𝑓 (𝑥) se puede hacer arbitrariamente cerca del número 𝐿 tomando 𝑥 lo 

suficientemente cerca pero diferente del número 𝑎, tanto del lado izquierdo como del 

lado derecho de 𝑎, entonces el límite de 𝑓 (𝑥) cuando 𝑥 se aproxima a 𝑎 es 𝐿. 

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝐿 
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Para una mayor profundización se procede a realizar la gráfica en el programa Graph: 

 

 

Figura 8 Representación tabular, gráfica y algebraica de la función f(x) en Graph 

De la misma manera en Geogebra, donde se comprueba la versatilidad y dinamismo del 

programa, como también utilizar código LATEX : 

 

Figura 9 Representación simbólica, algebraica y gráfica en Geogebra 

A continuación trabajaremos con la función: 𝑓(𝑥) =
1

(𝑥−1)2 
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Figura 10 Representación tabular, gráfica, simbólica y algebraica de la función 

Dinamizamos en Geogebra para observar las aproximaciones tanto por derecha e izquierda: 

 

Figura 11 Aproximaciones por derecha e izquierda en Geogebra 

En el ejemplo, observamos que los límites cuando se acercan por la izquierda y derecha se 

aproximan al infinito, se escribe de la siguiente manera: 

lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥) = ∞ y cuando lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥) = ∞ 
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De forma general, si existen tanto el límite por la izquierda como el límite por la derecha y 

tienen un valor común 𝐿, el límite existe : 

lim
𝑥→𝑎−

𝑓(𝑥) = 𝐿 y lim
𝑥→𝑎+

𝑓(𝑥) = 𝐿 

 

Entonces se puede decir que 𝐿 es el límite de 𝑓(𝑥)cuando 𝑥 se aproxima a 𝑎 y se escribe: 

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝐿 

CLASE NÚMERO 2 

DEFINICIÓN FORMAL DE LÍMITE 

Sea la función: 𝑓(𝑥) = 2𝑥 − 5, graficaremos en Geogebra y en la hoja de cálculo 

ingresamos los siguientes valores de 𝑥 para encontrar las respectivas imágenes. 

 

Figura 12 Gráfica de la función y utilización de la hoja de cálculo en Geogebra 

Se observa que: 

2,9 < 𝑥 < 3,1 ⟹ 0,8 < 𝑓(𝑥) < 1,2 

2,99 < 𝑥 < 3,01 ⟹ 0,98 < 𝑓(𝑥) < 1,02 

2,999 < 𝑥 < 3,001 ⟹ 0,998 < 𝑓(𝑥) < 1,002 
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     …  … 

−0,1 < 𝑥 − 3 < 0,1 ⟹ −0,2 < 𝑓(𝑥) − 1 < 0,2 

−0,01 < 𝑥 − 3 < 0,01 ⟹ −0,02 < 𝑓(𝑥) − 1 < 0,02 

−0,001 < 𝑥 − 3 < 0,001 ⟹ −0,002 < 𝑓(𝑥) − 1 < 0,002 

     …  … 

−0,1 < 𝑥 − 3 < 0,1 es equivalente a la expresión |𝑥 − 3| < 0,1 y −0,2 < 𝑓(𝑥) − 1 < 0,2 

es equivalente a la expresión |𝑓(𝑥) − 1| < 0,2 por lo tanto: 

|𝑥 − 3| < 0,1 ⟹ |𝑓(𝑥) − 1| < 0,2 

|𝑥 − 3| < 0,01 ⟹ |𝑓(𝑥) − 1| < 0,02 

…  … 

|𝑥 − 3| < 𝛿 ⟹ |𝑓(𝑥) − 1| < 𝜀 

𝑓(𝑥) se aproxima a 1 cuando 𝑥 se aproxima a 3. 

De forma general, definición de límite de una función en un punto es: 

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝐿 

Significa que para todo 𝜀 > 0, existe 𝛿 > 0, tal que, para todo 𝑥,  si 0 < |𝑥 − 𝑎 < 𝛿|, 

entonces, |𝑓(𝑥) − 𝐿| < 𝜀 

Demostrar que: 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟑

𝟐𝒙 − 𝟓 = 𝟏 

Demostración 

Dado un 𝜀 > 0, encontremos un 𝛿 > 0, tal que si: 0 < |𝑥 − 𝑎 < 𝛿|, entonces, |𝑓(𝑥) − 𝐿| <

𝜀. 

Para nuestro ejemplo: 0 < |𝑥 − 3| < 𝛿 ⟹ |(2𝑥 − 5) − 1| < 𝜀 

|(2𝑥 − 5) − 1| < 𝜀 ⟹ |2𝑥 − 6| < 𝜀 

⟹ |2||𝑥 − 3| < 𝜀 
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⟹ 2|𝑥 − 3| < 𝜀 

⟹ |𝑥 − 3| <
𝜀

2
 

Tomando un 𝛿 =
𝜀

2
 tenemos el argumento siguiente: 

0 < |𝑥 − 3| < 𝛿 ⟹ 2|𝑥 − 3| < 2𝛿 (Se multiplicó por 2 a ambos lados de la desiguladad) 

⟹ 2|𝑥 − 3| < 2𝛿 

⟹ |2𝑥 − 6| < 2𝛿 

⟹ |2𝑥 − 5 − 1| < 2𝛿 

⟹ |(2𝑥 − 5) − 1| < 2𝛿 

⟹ |𝑓(𝑥) − 1| < 2𝛿 

⟹ |𝑓(𝑥) − 1| < 2 (
𝜀

2
) 

⟹ |𝑓(𝑥) − 1| < 𝜀 

Por lo tanto para que: lim
𝑥→3

2𝑥 − 5 = 1 exista se debe tomar un 𝛿 =
𝜀

2
 

Graficando en Geogebra se obtiene: 

 

Figura 13 Representación gráfica de la definición formal de límite de la función 
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CLASE NÚMERO 3 

Límites Laterales 

Definición de límite por la derecha 

Sea 𝑓 una función definida en cada número del intervalo abierto (𝑎, 𝑐). Entonces, el límite 

de 𝑓(𝑥), conforme 𝑥 tiende a a por la derecha, es 𝐿, lo que se denota por: 

lim
𝑥→𝑎+

𝑓(𝑥) = 𝐿 

Si para cualquier 𝜀 >  0, sin importar que tan pequeña sea, existe una 𝛿 > 0 tal que: 

si 0 < 𝑥 − 𝑎 < 𝛿 entonces |𝑓(𝑥) − 𝐿| < 𝜀. 

Definición de límite por la izquierda 

Sea 𝑓 una función definida en cada número del intervalo abierto (𝑑, 𝑎). Entonces, el límite 

de 𝑓(𝑥), conforme 𝑥 tiende a a por la izquierda, es 𝐿, lo que se denota por: 

lim
𝑥→𝑎−

𝑓(𝑥) = 𝐿 

Si para cualquier 𝜀 >  0, sin importar que tan pequeña sea, existe una 𝛿 > 0 tal que: 

si 0 < 𝑥 − 𝑎 < 𝛿 entonces |𝑓(𝑥) − 𝐿| < 𝜀. 

Teorema 

El lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) existe y es igual a 𝐿 si y sólo si lim
𝑥→𝑎−

𝑓(𝑥) y lim
𝑥→𝑎+

𝑓(𝑥) existen y son iguales a 

𝐿. 

1.- Considere la función definida por: 𝑓(𝑥) = {
√𝑥2 − 9 𝑠𝑖 𝑥 ≤ −3

√9 − 𝑥2 𝑠𝑖 − 3 < 𝑥 < 3

√𝑥2 − 9 𝑠𝑖 3 ≤ 𝑥

 

Calcular los siguientes límites: 

a) lim
𝑥→−3−

𝑓(𝑥) ; b) lim
𝑥→−3+

𝑓(𝑥) ; c) lim
𝑥→−3

𝑓(𝑥) ; d) lim
𝑥→3−

𝑓(𝑥) ; e) lim
𝑥→3+

𝑓(𝑥) ; 

f) lim
𝑥→3

𝑓(𝑥) 
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Figura 14 Límites laterales por izquierda y derecha de f(x) en Geogebra 

Solución: 

a)       lim
𝑥→−3−

𝑓(𝑥) = 0 ; b) lim
𝑥→−3+

𝑓(𝑥) = 0 ; c) lim
𝑥→−3

𝑓(𝑥) = 0 ; d) lim
𝑥→3−

𝑓(𝑥) = 0 ;  

e) lim
𝑥→3+

𝑓(𝑥) = 0 ; f) lim
𝑥→3

𝑓(𝑥) = 0 

2.- Considere la función definida por: 𝑔(𝑥) = {
𝑥 + 5 𝑠𝑖 𝑥 < −3

√9 − 𝑥2 𝑠𝑖 − 3 ≤ 𝑥 ≤ 3
3 − 𝑥 𝑠𝑖 𝑥 > 3

 

Calcular los siguientes límites: 

a) lim
𝑥→−3−

𝑔(𝑥) ; b) lim
𝑥→−3+

𝑔(𝑥) ; c) lim
𝑥→−3

𝑔(𝑥) ; d) lim
𝑥→3−

𝑔(𝑥) ; e) lim
𝑥→3+

𝑔(𝑥) ; 

      f) lim
𝑥→3

𝑔(𝑥) 
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Figura 15 Límites laterales por izquierda y derecha de g(x) en Geogebra 

Solución: 

a) lim
𝑥→−3−

𝑓(𝑥) = 2 ; b) lim
𝑥→−3+

𝑓(𝑥) = 0 ; c) lim
𝑥→−3

𝑓(𝑥) NO EXISTE ; d) lim
𝑥→3−

𝑓(𝑥) = 0 ; e) 

lim
𝑥→3+

𝑓(𝑥) = 0 ; f) lim
𝑥→3

𝑓(𝑥) = 0 
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CLASE NÚMERO 4 

Límites Infinitos 

1.- Sea la siguiente función definida por: 𝑔(𝑥) =
4

𝑥2 , calcular el lim
𝑥→0

4

𝑥2 

Nos apoyaremos en el registro gráfico utilizando Geogebra: 

 

Figura 16 Límites infinitos de g(x) en Geogebra 

 

Entonces: lim
𝑥→0

4

𝑥2 = +∞ 

 

2.- Sea la siguiente función definida por: ℎ(𝑥) = −
4

𝑥2 , calcular el lim −
𝑥→0

4

𝑥2 

Graficando:  
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Figura 17 Límites infinitos de h(x) en Geogebra 

Entonces: lim
𝑥→0

−
4

𝑥2 = −∞ 

Definición de límites infinitos 

Sea 𝑓 una función definida en cada número de algún intervalo 𝐼 que contiene a 𝑎, 

excepto posible en 𝑎 mismo. Conforme 𝑥 se aproxima a 𝑎, 𝑓(𝑥) crece sin límite, lo que 

se escribe como lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = +∞ si para cualquier número 𝑀 > 0 existe un 𝛿 > 0, tal 

que, si 0 < |𝑥 − 𝑎| < 𝛿, entonces, 𝑓(𝑥) > 𝑀 

Similarmente Sea 𝑓 una función definida en cada número de algún intervalo 𝐼 que 

contiene a 𝑎, excepto posiblemente en 𝑎 mismo. Conforme 𝑥 se aproxima a 𝑎, 𝑓(𝑥) 

decrece sin límite, lo que se escribe como lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = −∞ si para cualquier número 𝑁 <

0 existe un 𝛿 > 0, tal que, si 0 < |𝑥 − 𝑎| < 𝛿, entonces, 𝑓(𝑥) < 𝑁 
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Teorema 

Si 𝑛 es cualquier número entero positivo, entonces: 

i) lim
𝑥→0+

1

𝑥𝑛 = +∞ 

ii) lim
𝑥→0−

1

𝑥𝑛 = {
−∞ 𝑠𝑖 𝑛 𝑒𝑠 𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟

+∞ 𝑠𝑖 𝑛 𝑒𝑠 𝑝𝑎𝑟
 

 

Teorema 

Si 𝑎 es cualquier número real y si lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 0 y lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) = 𝑐, donde 𝑐 es una 

constante diferente de 0, entonces: 

i) Si 𝑐 > 0 y 𝑓(𝑥) → 0 a través de valores positivos de 𝑓(𝑥), entonces: 

lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥)

𝑓(𝑥)
= +∞ 

ii) Si 𝑐 > 0 y 𝑓(𝑥) → 0 a través de valores negativos de 𝑓(𝑥), entonces: 

lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥)

𝑓(𝑥)
= −∞ 

iii) Si 𝑐 < 0 y 𝑓(𝑥) → 0 a través de valores positivos de 𝑓(𝑥), entonces: 

lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥)

𝑓(𝑥)
= −∞ 

iv) Si 𝑐 < 0 y 𝑓(𝑥) → 0 a través de valores negativos de 𝑓(𝑥), entonces: 

lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥)

𝑓(𝑥)
= +∞ 

El teorema es válido si se sustituye “𝑥 → 𝑎” por “𝑥 → 𝑎−" o “𝑥 → 𝑎+”. 
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Teorema 

i) Si lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = +∞ y lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) = 𝑐, donde 𝑐 es cualquier constante, entonces: 

lim [
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)] = +∞ 

ii) Si lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = −∞ y lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) = 𝑐, donde 𝑐 es cualquier constante, entonces: 

lim [
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)] = −∞ 

Estos teoremas también se cumplen si se sustituye “𝑥 → 𝑎” por “𝑥 → 𝑎−" o “𝑥 → 𝑎+” 

 

Teorema 

Si lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = +∞ y lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) = 𝑐, donde 𝑐 es cualquier constante distinta de 

0,entonces: 

i) si 𝑐 > 0, lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥). 𝑔(𝑥) = +∞ 

ii) si 𝑐 < 0,  lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥). 𝑔(𝑥) = −∞ 

iii) El teorema es válido si se sustituye “𝑥 → 𝑎” por “𝑥 → 𝑎−" o “𝑥 → 𝑎+” 

 

Teorema 

Si lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = −∞ y lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) = 𝑐, donde 𝑐 es cualquier constante distinta de 

0,entonces: 

iv) si 𝑐 > 0, lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥). 𝑔(𝑥) = −∞ 

v) si 𝑐 < 0,  lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥). 𝑔(𝑥) = +∞ 

El teorema es válido si se sustituye “𝑥 → 𝑎” por “𝑥 → 𝑎−" o “𝑥 → 𝑎+” 
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CLASE NÚMERO 5 

Límites cuando 𝒙 tiende a infinito 

Las expresiones: 

1) “𝑥” tiende a +∞ se denota como 𝑥 → +∞; y significa que: 𝑥 = 0, 1,2, 3, 4, …       

2) “𝑥” tiende a −∞ se denota como 𝑥 → −∞; y significa que: 𝑥 =

0, −1, −2, − 3, − 4, … 

3) “𝑥” tiende a ∞ se denota como 𝑥 → ∞; y significa que:|𝑥| → +∞ 

En el cálculo de límites se tienen funciones racionales de la forma: 

lim
𝑥→+∞

𝑎𝑛𝑥𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥𝑛−1 + ⋯ + 𝑎0

𝑏𝑚𝑥𝑚 + 𝑏𝑚−1𝑥𝑚−1 + ⋯ + 𝑏0
 

 

Dónde: 𝑃(𝑥) = 𝑎𝑛𝑥𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥𝑛−1 + ⋯ + 𝑎0 y 

𝑄(𝑥) = 𝑏𝑚𝑥𝑚 + 𝑏𝑚−1𝑥𝑚−1 + ⋯ + 𝑏0 

Son polinomios de grados “𝑛” y “𝑚” respectivamente siendo 𝑛 y 𝑚 ℤ+. Por ello en la 

solución de los mismos se presentarán tres casos: 

CASO I 

Si 𝑛 < 𝑚 , en este caso se divide el numerador y el denominador por 𝑥𝑚 y tenemos: 

lim
𝑥→+∞

𝑎𝑛𝑥𝑛

𝑥𝑚 +
𝑎𝑛−1𝑥𝑛−1

𝑥𝑚 + ⋯ +
𝑎0

𝑥𝑚

𝑏𝑚𝑥𝑚

𝑥𝑚 +
𝑏𝑚−1𝑥𝑚−1

𝑥𝑚 + ⋯ +
𝑏0

𝑥𝑚

 

 

 

lim
𝑥→+∞

𝑎𝑛𝑥𝑛

𝑥𝑚 +
𝑎𝑛−1𝑥𝑛−1

𝑥𝑚 + ⋯ +
𝑎0

𝑥𝑚

𝑏𝑚𝑥𝑚

𝑥𝑚 +
𝑏𝑚−1𝑥𝑚−1

𝑥𝑚 + ⋯ +
𝑏0

𝑥𝑚
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Se tiene que: 

lim
𝑥→+∞

0 + 0 + ⋯ + 0

𝑏𝑚 + 0 + ⋯ + 0
=

0

𝑏𝑚
= 0 

CASO II 

Si: 𝑛 = 𝑚; en este caso 𝑥𝑛 = 𝑥𝑚 y se divide al numerador y denominador por cualquiera de 

ellos, por ejemplo para 𝑥𝑛; y se obtiene: 

lim
𝑥→+∞

… =
𝑎𝑛+0+⋯+0

𝑏𝑚+0+⋯+0
=

𝑎𝑛

𝑏𝑚
    

CASO III 

Siendo: 𝑛 > 𝑚; en este caso dividimos al numerador y denominador para 𝑥𝑛 teniendo en 

cuenta el proceso de resolución llegamos a: 

   

lim
𝑥→+∞

… =
𝑎𝑛 + 0 + ⋯ + 0

0 + 0 + ⋯ + 0
=

𝑎𝑛

0
= ∞ 

Ejercicios: 

𝑖) lim
𝑥→∞

(2𝑥−3)(3𝑥+5)(4𝑥−6)

3𝑥3+𝑥−1
= lim

𝑥→∞

(6𝑥2+10𝑥−9𝑥−15)(4𝑥−6)

3𝑥3+𝑥−1
 

 

= lim
𝑥→∞

(6𝑥2 + 𝑥 − 15)(4𝑥 − 6)

3𝑥3 + 𝑥 − 1
 

 

= lim
𝑥→∞

24𝑥3 − 36𝑥2 + 4𝑥2 − 6𝑥 − 60𝑥 + 90

3𝑥3 + 𝑥 − 1
 

 

= lim
𝑥→∞

24𝑥3 − 32𝑥2 − 66𝑥 + 90

3𝑥3 + 𝑥 − 1
 

 



42 

 

= lim
𝑥→∞

24𝑥3

𝑥3 −
32𝑥2

𝑥3 −
66𝑥
𝑥3 +

90
𝑥3

3𝑥3

𝑥3 +
𝑥

𝑥3 −
1

𝑥3

 

 

= lim
𝑥→∞

24 −
32
𝑥 −

66
𝑥2 +

90
𝑥3

3 +
1

𝑥2 −
1

𝑥3

 

 

=
24 −

32
∞ −

66
∞2 +

90
∞3

3 +
1

∞2 −
1

∞3

 

 

=
24 −

32
∞

−
66
∞

+
90
∞

3 +
1
∞ −

1
∞

 

 

=
24 − 0 − 0 + 0

3 + 0 − 0
 

 

=
24

3
= 8 

 

𝑖𝑖) lim
𝑥→∞

𝑥4 − 5𝑥3 − 𝑥

𝑥2 − 3𝑥 + 1
= lim

𝑥→∞

𝑥4

𝑥4 −
5𝑥3

𝑥4 −
𝑥

𝑥4

𝑥2

𝑥4 −
3𝑥
𝑥4 +

1
𝑥4

 

= lim
𝑥→∞

1 −
5
𝑥 −

1
𝑥3

1
𝑥2 −

3
𝑥3 +

1
𝑥4
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=
1 − 

5
∞ −

1
∞3

1
∞2 −

3
∞3 +

1
∞4

 

 

=
1−

5

∞
−

1

∞
1

∞
−

3

∞
+

1

∞

 

 

=
1 − 0 − 0

0 − 0 + 0
=

1

0
= ∞ 

 

𝒊𝒊𝒊) 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝟑𝒙𝟐 + 𝒙 − 𝟕

𝒙𝟑 − 𝟖𝒙 + 𝟓
= 𝐥𝐢𝐦

𝒙→+∞

𝟑𝒙𝟐

𝒙𝟑 +
𝒙

𝒙𝟑 −
𝟕
𝒙𝟑

𝒙𝟑

𝒙𝟑 −
𝟖𝒙
𝒙𝟑 +

𝟓
𝒙𝟑

 

 

= 𝐥𝐢𝐦
𝒙→∞

𝟑
𝒙

+
𝟏
𝒙𝟐 −

𝟕
𝒙𝟑

𝟏 −
𝟖
𝒙𝟐 +

𝟓
𝒙𝟑

 

 

=

𝟑
∞ +

𝟏
∞𝟐 −

𝟕
∞𝟑

𝟏 −
𝟖

∞𝟐 +
𝟓

∞𝟑

 

 

=

𝟑
∞ +

𝟏
∞ −

𝟕
∞

𝟏 −
𝟖
∞ +

𝟓
∞

=
𝟎 + 𝟎 − 𝟎

𝟏 − 𝟎 + 𝟎
= 𝟎 
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CLASE NÚMERO 6 

LÍMITES POR MÉTODOS ALGEBRAICOS 

Límites que involucran factorizaciones 

Calcular: lim
𝑥→2

𝑥3−2𝑥2−4𝑥+8

𝑥4−8𝑥2+16
=

23−2(2)2−4(2)+8

24−8(2)2+16
=

8−8−8+8

16−32+16
=

0

0
= 𝐼𝑛𝑑𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑎𝑐𝑖ó𝑛 

Factorizamos el numerador y denominador: 

lim
𝑥→2

𝑥3 − 2𝑥2 − 4𝑥 + 8

𝑥4 − 8𝑥2 + 16
= lim

𝑥→2

(𝑥 − 2)2(𝑥 + 2)

(𝑥 − 2)2(𝑥 + 2)2
 

= lim
𝑥→2

1

𝑥 + 2
 

=
1

2 + 2
=

1

4
 

Límites de funciones radicales 

Calcular: lim
𝑥→𝑏

√3𝑥−𝑏−√𝑥+𝑏

√𝑥−√𝑏
=

√3(𝑏)−𝑏−√𝑏+𝑏

√𝑏−√𝑏
=

√2𝑏−√2𝑏

0
=

0

0
= 𝐼𝑛𝑑𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑎𝑐𝑖ó𝑛 

Multiplicamos por la conjugada:  

lim
𝑥→𝑏

√3𝑥 − 𝑏 − √𝑥 + 𝑏

√𝑥 − √𝑏
= lim

𝑥→𝑏

√3𝑥 − 𝑏 − √𝑥 + 𝑏

√𝑥 − √𝑏
∙

√3𝑥 − 𝑏 + √𝑥 + 𝑏

√3𝑥 − 𝑏 + √𝑥 + 𝑏
 

= lim
𝑥→𝑏

3𝑥 − 𝑏 − (𝑥 + 𝑏)

(√𝑥 − √𝑏)(√3𝑥 − 𝑏 + √𝑥 + 𝑏)
 

= lim
𝑥→𝑏

3𝑥 − 𝑏 − 𝑥 − 𝑏

(√𝑥 − √𝑏)(√3𝑥 − 𝑏 + √𝑥 + 𝑏)
= lim

𝑥→𝑏

2𝑥 − 2𝑏

(√𝑥 − √𝑏)(√3𝑥 − 𝑏 + √𝑥 + 𝑏)
 

= lim
𝑥→𝑏

2(𝑥−𝑏)

(√𝑥−√𝑏)(√3𝑥−𝑏+√𝑥+𝑏)
= lim

𝑥→𝑏

𝟐(√𝒙+√𝒃) (√𝒙−√𝒃)

(√𝑥−√𝑏)(√3𝑥−𝑏+√𝑥+𝑏)
= lim

𝑥→𝑏

𝟐(√𝒙+√𝒃)

(√3𝑥−𝑏+√𝑥+𝑏)
 

=
2(√𝑏 + √𝑏)

√3𝑏 − 𝑏 + √𝑏 + 𝑏
=

2(2√𝑏)

√2𝑏 + √2𝑏
=

4√𝑏

2√2𝑏
 

=
2

√2
∙

√2

√2
=

2√2

2
= √2 
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CLASE NÚMERO 7 

LÍMITES Y CONTINUIDAD 

Determine los valores de las constantes 𝒂 y 𝒃 que hagan a la función continua en todo 

número y dibuje la gráfica de la función continua: 

𝒇(𝒙) = {
𝟑𝒙 + 𝟔𝒂           𝒔𝒊 𝒙 < −𝟑

𝟑𝒂𝒙 − 𝟕𝒃    𝒔𝒊 − 𝟑 ≤ 𝒙 ≤ 𝟑 
𝒙 − 𝟏𝟐𝒃        𝒔𝒊 𝟑 < 𝒙

        

Para que 𝑓 sea continua en -3: 

lim
𝑥→−3−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−3+

𝑓(𝑥)     

lim
𝑥→−3−

(3𝑥 + 6𝑎) = lim
𝑥→−3+

(3𝑎𝑥 − 7𝑏)   

3(−3) + 6𝑎 = 3𝑎(−3) − 7𝑏 

−9 + 6𝑎 = −9𝑎 − 7𝑏 

6𝑎 + 9𝑎 + 7𝑏 = 9 

15𝑎 + 7𝑏 = 9 𝐸𝑐𝑢𝑎𝑐𝑖ó𝑛 1 

Para que 𝑓 sea continua en 3: 

lim
𝑥→3−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→3+

𝑓(𝑥)   

lim
𝑥→3−

(3𝑎𝑥 − 7𝑏) = lim
𝑥→3+

(𝑥 − 12𝑏)   

3𝑎(3) − 7𝑏 = 3 − 12𝑏 

9𝑎 − 7𝑏 = 3 − 12𝑏 

9𝑎 − 7𝑏 + 12𝑏 = 3 

9𝑎 + 5𝑏 = 3 𝐸𝑐𝑢𝑎𝑐𝑖ó𝑛 2 

Entonces resolviendo el sistema de ecuaciones: 

15𝑎 + 7𝑏 = 9 (−5) 

9𝑎 + 5𝑏 = 3 (7) 
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−75𝑎 − 35𝑏 = −45 

63𝑎 + 35𝑏 = 21 

−12𝑎 = −24 

𝑎 = 2 

Reemplazando a en Ecuación 1: 

15(2) + 7𝑏 = 9 

De donde 𝑏 = −3. 

Entonces la solución es: 𝒇(𝒙) = {
𝟑𝒙 + 𝟏𝟐           𝒔𝒊 𝒙 < −𝟑

𝟔𝒙 + 𝟐𝟏    𝒔𝒊 − 𝟑 ≤ 𝒙 ≤ 𝟑 
𝒙 + 𝟑𝟔        𝒔𝒊 𝟑 < 𝒙

 

Graficando en Geogebra: 

 

Figura 18 Límites y continuidad de una función 
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4.4.3.3 Cierre del bloque.  

A continuación se presenta una síntesis de los conocimientos adquiridos:    

 

Figura 19 Conocimientos adquiridos de Límites 1 

Fuente: https://docplayer.es/76847863-Idea-intuitiva-de-limite-de-una.html 

BUSTOS, YENNY NARANJO, RUTH PISCO, GERMÁN TORRES E ISABEL ROMERO 

https://docplayer.es/76847863-Idea-intuitiva-de-limite-de-una.html
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Figura 20 Conocimientos adquiridos de Límites 2 

Fuente: https://docplayer.es/76847863-Idea-intuitiva-de-limite-de-una.html 

BUSTOS, YENNY NARANJO, RUTH PISCO, GERMÁN TORRES E ISABEL ROMERO 

 

4.4.3.4 Evaluación de contenidos del bloque.  

Evaluación Diagnóstica (Pre-test). 

Evaluación Sumativa (Post-test). 

4.5  Implementación del experimento de diseño 

La implementación del diseño se la efectuó durante el segundo semestre de 2017. 

Durante el desarrollo del mismo se fueron realizando pequeños ajustes al diseño original, 

producto de ello fueron las dos evaluaciones. Concomitante se registraron la mayor cantidad 

https://docplayer.es/76847863-Idea-intuitiva-de-limite-de-una.html
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de datos posibles vinculados al objetivo de la investigación. Para la recolección de datos los 

principales instrumentos y procedimientos fueron los cuestionarios. 

4.5.1 Cuestionarios 

Pre-test: Ver Anexo 2.    

Post-test: Ver Anexo 3. 

4.5.2 Encuestas 

La encuesta es un cuestionario con preguntas abiertas y cerradas sobre los recursos y 

metodología usados en el proceso. Ver Anexo 4.   

4.5.3  Diario Metacognitivo 

Se realiza un proceso de metacognición con los estudiantes, los cuales registran sus 

reflexiones del proceso de enseñanza aprendizaje. Ver Anexo 5.  

4.5.4 Registros de actividades del entorno virtual  

Se realizó en la plataforma Moodle de la Universidad Central, que por el hecho de 

tratarse de un entorno virtual se registran las actividades realizadas por los estudiantes, como 

también matricularse en el curso, las visitas, etc., etc. Ver Anexo 6. 
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4.5.5 Registros del desempeño de los alumnos                             

PRE-TEST: GRUPO DE METODOLOGÍA TRADICIONAL 

Tabla 4  
Registro de notas del pre-test G1 

Nómina de estudiantes Notas 

1. AE 14.44 

2. BM 8.89 

3. CV 12.22 

4. CJ 16.67 

5. CA 13.33 

6. CD 14.44 

7. CJ 13.33 

8. EL 17.78 

9. FS 12.22 

10. GD 11.11 

11. GB 6.67 

12. HJ 14.44 

13. OA 11.11 

14. PM 13.33 

15. SV 11.11 

16. SE 14.44 

17. SK 13.33 

PROMEDIO 12,87 

                          

PRE-TEST: GRUPO DE METODOLOGÍA CON IBD 

Tabla 5 
Registro de notas del pre-test G2 

Nómina de estudiantes Notas 

1. AV 14.44 

2. AE 8.89 

3. AS 12.22 

4. CC 12.22 

5. CM  11.11 

6. CA 13.33 

7. GJ 14.44 

8. IJ 17.78 

9. ME 12.22 

10. ML  12.22 

11. QJ 13.33 

12. SA 11.11 

13. TJ  16.67 

14. VC 12.22 

PROMEDIO 13.01 
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POS-TEST: GRUPO DE METODOLOGÍA TRADICIONAL  

Tabla 6  
Registro de notas del pos-test G1 

Nómina de estudiantes Notas 

1. AE 10 

2. AE 20 

3. BM 10 

4. CV 12.67 

5. CJ 11.33 

6. CA  19.33 

7. CD 13.33 

8. CHJ 14.67 

9. EL 18 

10. FS 14.67 

11. GD 12.67 

12. GB 16.67 

13. GP 10.00 

14. HJ 15.33 

15. MS 14.00 

16. OA 13.33 

17. PP 12.00 

18. PD 10.00 

19. PM 11.33 

20. SV 12.00 

21. SE 12.67 

22. SK 12.00 

23. VD 9.33 

PROMEDIO 13.28 

 

POS-TEST: GRUPO DE METODOLOGÍA CON IBD 

Tabla 7  
Registro de notas del pos-test G2 

Nómina de estudiantes Notas 

1. AV 15.33 

2. AE 15.33 

3. AS SE 

4. CF 20 

5. CC 18  

6. CM  11.33 

7. CHA 17.33 

8. CHL 12 

9. GJ 16.67 

10. IJ 20 

11. ME 15.33 

12. ML  16.67 

13. QJ SE 

14. RD SE 

15. SA 10 

16. TJ  17.33 

17. VC 16 

PROMEDIO 15.81 
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4.6 Análisis retrospectivo 

4.6.1 Sobre el uso de estrategias de aprendizaje 

Los estudiantes presentan un uso sistematizado de las técnicas para resolver ejercicios 

de límites, así como también un manejo adecuado del software implementado en esta 

investigación, el cual fue desarrollado para comprender el concepto de límite. 

Es importante recalcar que la metodología de la IBD permite un uso variado de las 

estrategias de aprendizaje utilizadas en clase, las cuales se detallan a continuación: 

Estrategias de Ensayo.- Ciclos iterativos de resolución de ejercicios de límites. 

Estrategias de Elaboración.- Diario metacognitivo del concepto de límite con registros de 

representación semiótica, se establecen los prerrequisitos para aprender conocimientos 

nuevos, se trata de elaborar nexos entre un conocimiento aprendido con uno nuevo. 

Estrategias de Organización.- Clases con IBD, registros de representación semiótica, aula 

virtual, implementación del software, para que el aprendizaje sea significativo y duradero 

mejorando la comprensión de límite de una función real. 

Estrategias de Comprensión.- El objetivo del estudiante es resolver ejercicios de límites 

aplicando todas las estrategias y técnicas aprendidas en clase, a través del arsenal de 

estrategias aprendidas, como por ejemplo: descomponer un ejercicios en diferentes pasos, 

articular conocimientos preexistentes con los nuevos, formular preguntas que conlleven a 

generar estrategias de resolución, implantar propiedades y teoremas de límites y a través del 

software innovar nuevas formas de enseñanza y aprendizaje. 

Estrategias de Apoyo.- Motivación permanente para el estudiantado, manejo del tiempo, 

aplicación de qué tipo de técnica o estrategia es mejor para resolver cierto tipo de ejercicio, 

mejorando la concentración y focalizando su atención en la comprensión del concepto de 

límite de una función real.           
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4.6.2 Respecto al impacto de la propuesta en estrategias de aprendizaje 

Se evidencia la mejora con la implementación de la metodología de la IBD en el grupo 

2 a través de la representación de registros semióticos en la enseñanza y aprendizaje del 

concepto de límite de una función real. Se destaca un incremento en las estrategias de resolver 

ejercicios de límites: laterales, finitos, cuando 𝑥 tiende a infinito y continuidad.  

Es necesario recalcar la motivación del estudiantado al utilizar software para potenciar 

el aprendizaje, sin descuidar el carácter formal de la asignatura. 

Al utilizar también los diferentes registros de representación semiótica para poder 

realizar los ejercicios, se ha presentado una gran variedad de posibilidades de resolver los 

mismos, ya sean éstos: gráfico, simbólico, algebraico, numérico, etc.; lo que se ha 

complementado con la rigurosidad teórica y con la profundización de la enseñanza de límites 

con el uso del software. 

4.6.3 Respecto a la autorregulación del aprendizaje 

Los estudiantes que aprobaron la asignatura fueron capaces de: 

 Realizar las tareas para potenciar el aprendizaje y realizar con éxito el pos-test. 

 Realizar su propio proceso meta cognitivo, para identificar sus fortalezas y debilidades 

(procesos algebraicos), superarlas y proponer alternativas de solución de un determinado 

tipo de ejercicio de límites. 

 Acciones estratégicas de aprendizaje, solidez en la parte algebraica, conocimiento 

profundo de los diferentes tipos de registros de representación y muy buen manejo del 

software.   

4.6.4 Respecto a organización de los tiempos y uso de los recursos 

Una buena planificación permite obtener un buen ritmo de aprendizaje, como también 

el uso del aula virtual para obtener los objetivos deseados, actividades que van de acorde con 
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los conocimientos impartidos en forma presencial, a través de las 7 clases elaboradas en esta 

investigación. 
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CAPÍTULO V 

ANÁLISIS E INTERPRETACIÓN DE RESULTADOS 

5.1 Participantes 

En la investigación participaron estudiantes de 4 “A” y 4 “B” de la Universidad 

Central del Ecuador, Facultad de Filosofía Letras y Ciencias de la Educación, Carrera de 

Informática; el 4 “A” con 23 estudiantes y el 4 “B” con 14 estudiantes. Se orientó a los dos 

grupos, durante el  semestre de noviembre de 2017 hasta abril del 2018. 

5.2 Tipo de investigación 

Es un modelo de investigación no experimental ex post-facto “después de los hechos”  

con dos grupos, el del método tradicional y el del método de la IBD. Para el efecto y con el 

fin de comprobar el aprendizaje del concepto de límite de una función real, valorado por el 

rendimiento académico, se diseñó el Pre-test, la evaluación formativa y el Post-test. El grupo 

seleccionado para aplicar la metodología de la IBD es el 4 “B”, que lo llamaremos grupo dos  

(G2) con un total de 14 estudiantes, mientras que el grupo uno (G1) es el 4 “A”, quienes 

recibieron el método tradicional con un total de 17 estudiantes (17 presentes y 6 ausentes) 

para el pre-test y de 23 para el pos-test. 

Fundamentalmente en los estudios comparativo-causales implican comparar grupos a 

través de sus estadísticos más básicos como son las medias aritméticas de los mismos, por lo 

que se aplicó la prueba estadística t. 

5.3 Análisis de resultados 

5.3.1 Comparación de preguntas acertadas en el pretest 

En el pretest se busca responder a la siguiente pregunta: 

¿Existen diferencias estadísticamente significativas entre las medias de los resultados en el pre-test en 

los grupos de metodología: tradicional e IBD? 
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Se plantean las siguientes hipótesis: 

𝐻0: No existen diferencias estadísticamente significativas en las medias de los resultados de la prueba 

del pre-test en ambos grupos. 

 𝐻𝑎: Sí existen diferencias estadísticamente significativas en las medias de los resultados de la prueba 

del pre-test en ambos grupos. 

El pre-test consta de 18 preguntas con única respuesta y se aplicó con el propósito de indagar 

los conocimientos previos de los estudiantes (Ver anexo) se elaboró en base al tema de funciones. La 

tabla 8 muestra la comparación de los dos grupos. 

Tabla 8  
Comparación de preguntas correctas por porcentajes en el pre-test de los grupos uno y dos 

Preguntas 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

G1 64.71 94.12 82.35 70.59 23.53 70.6 0 17.64 88.24 94.12 

G2 78.57 100 92.86 85.71 35.71 50 7.1 14.29 78.57 100 

 

Preguntas 11 12 13 14 15 16 17 18 

G1 29.41 35.29 88.2 17.64 94.12 94.12 94.12 94.12 

G2 14.29 35.71 64.3 28.57 92.86 100 100 92.86 

 

La figura 21 ilustra la frecuencia relativa de las respuestas correctas por porcentajes del pre-test de los 

dos grupos.  
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Figura 21 Comparación por preguntas por porcentajes del pre-test 

Cabe mencionar que la nota mínima que se utiliza para aprobar es 14 y la nota máxima es 20, 

un estudiante supera la prueba con 13 respuestas correctas.  

La tabla 9 muestra el número de estudiantes que aprobaron el pre-test tanto en el grupo de la 

metodología tradicional como en el grupo de la IBD.  

Los porcentajes se visualizan en las gráficas 22 y 23. 

Tabla 9 
Número de estudiantes aprobados y reprobados en el pre-test 

 Número de 

estudiantes 

aprobados 

Número de 

estudiantes 

reprobados 

Media Varianza muestral 

G1 5 12 12.81 𝑆1=6.96 

G2 4 10 13.01 𝑆2=5.21 
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Figura 22 Número de estudiantes aprobados y reprobados del pre-test del G1 

 

Figura 23 Número de estudiantes aprobados y reprobados del pre-test del G2 

El test para dos muestras independientes se basa en el estadístico: 

𝑡 =
𝑥̅ − 𝑦̅

√(𝑛 − 1)𝑆̂1
2

+ (𝑚 − 1)𝑆̂2
2

𝑛 + 𝑚 − 2
√1

𝑛
+

1
𝑚

 

Dónde: 

𝑥̅, 𝑦̅: representan las medias aritméticas de cada uno de los grupos. 

𝑆̂1
2
 y 𝑆̂2

2
: las cuasivarianzas. 

El nivel de error es de un 5% (𝐸 = 0.05) y  𝛼 = 0.95. 
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Número de estudiantes aprobados Número de estudiantes reprobados

29%

71%

G2

Número de estudiantes aprobados Número de estudiantes reprobados



59 

 
Se realiza la Prueba t a continuación: 

Tabla 10 
Prueba t en el pre-test 

Prueba t para dos muestras suponiendo varianzas iguales en el pre-test 

  

  Grupo 1  Grupo 2 

Media 12.80882353 13.01428571 

Varianza 6.959711029 5.212134066 

Observaciones 17 14 

Varianza agrupada 6.17631446   

Diferencia hipotética de las medias 0   

Grados de libertad 29   

Estadístico t -0.229073491   

P(T<=t) una cola 0.410209827   

Valor crítico de t (una cola) 1.699127027   

P(T<=t) dos colas 0.820419653   

Valor crítico de t (dos colas) 2.045229642   

 

Una vez aplicada la Prueba t para Diferencias Significativas se obtiene que 

0.820419653 >  0.05, por lo tanto aceptemos:  

𝐻0: No existen diferencias estadísticamente significativas en las medias de los resultados de la 

prueba del pre-test en ambos grupos. 

5.3.2 Comparación de respuestas correctas en el pos-test 

En el pos-test se busca responder a la siguiente pregunta: 

¿Existen diferencias estadísticamente significativas entre las medias de los resultados en el 

pos-test en los grupos de metodología: tradicional e IBD? 

Se verifica las siguientes hipótesis de investigación: 
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Hipótesis Nula 

𝑯𝟎: El promedio del rendimiento académico del grupo de estudiantes que utilizará los 

registros de representación semiótica en la aplicación de la investigación basada en el diseño 

(IBD) como metodología de investigación, para la enseñanza de la conceptualización y 

formalización de la noción del límite, mediante un entorno virtual de aprendizaje es menor o 

igual al promedio del rendimiento académico del grupo de estudiantes que no utilizará estos 

registros ni dicha metodología. 

Hipótesis Alternativa 

𝑯𝒂: El promedio del rendimiento académico del grupo de estudiantes que utilizará los 

registros de representación semiótica en la aplicación de la investigación basada en el diseño 

(IBD) como metodología de investigación, para la enseñanza de la conceptualización y 

formalización de la noción del límite, mediante un entorno virtual de aprendizaje es mayor al 

promedio del rendimiento académico del grupo de estudiantes que no utilizará estos registros 

ni dicha metodología. 

Una vez terminado el tratamiento, se procedió a aplicar el pos-test (Ver anexo); el cual 

se diseñó con 30 preguntas, las cuales se detallan a continuación: 

Tabla 11  
Ítems evaluados en el pos-test 

ITEMS Número de preguntas 

Conceptos básicos y definición formal de límite 6 

Límite de una función 8 

Límites laterales 6 

Límites infinitos 4 

Límites cuando 𝑥 tiende a infinito 2 

Límites por métodos algebraicos 2 

Límites y continuidad 2 

 

La tabla 12 muestra el número de estudiantes que acertaron cada pregunta por porcentajes en cada uno 

de los grupos. 
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Tabla 12  
Comparación de preguntas correctas por porcentajes en el pos-test de los grupos 1 y 2 

Preguntas 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

G1 100 43.45 73.91 47.83 95.65 95.7 100 8.7 82.6 17.39 

G2 100 92.86 28.57 64.29 92.86 85.7 100 50 57.1 42.86 

 

Preguntas 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

G1 9.57 17.39 100 70.83 82.61 43.45 78.26 21.74 21.74 47.83 

G2 85.71 35.71 100 85.71 71.43 57.14 71.43 57.14 71.43 57.14 

 

Preguntas 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 

G1 95.65 21.7 78.3 73.91 73.91 100 100 100 78.26 17.4 

G2 64.29 21.4 71.4 100 100 100 100 100 71.43 50 

 

 

Figura 24  Comparación por preguntas del pos-test por porcentajes 

La tabla 13 muestra el número de estudiantes que aprobaron el pos-test tanto en el grupo de 

metodología tradicional como en el de la metodología de la IBD. Los porcentajes se visualizan en las 

figuras 25 y 26. 

Tabla 13  
Número de estudiantes aprobados y reprobados en el pos-test 

 Número de 

estudiantes 

aprobados 

Número de 

estudiantes 

reprobados 

Media Varianza muestral 

G1 8 15 13.28 8.93 

G2 11 3 15.81 8.85 
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Figura 25  Comparación por preguntas del pos-test por porcentajes 

 

Figura 26  Número de estudiantes aprobados y reprobados del pos-test del G2 
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Se realiza la prueba t: 

Tabla 14  
Número de estudiantes aprobados y reprobados en el pre-test 

Prueba t para dos muestras suponiendo varianzas iguales en el pos-test  

  

  Grupo 1  Grupo 2  

Media 13.27521739 15.80857143 

Varianza 8.926980632 8.852167033 

Observaciones 23 14 

Varianza agrupada 8.899192724   

Diferencia hipotética de las medias 0   

Grados de libertad 35   

Estadístico t -2.505230294   

P(T<=t) una cola 0.008520855   

Valor crítico de t (una cola) 1.689572458   

P(T<=t) dos colas 0.01704171   

Valor crítico de t (dos colas) 2.030107928   

 

Una vez aplicada la Prueba t para Diferencias Significativas se obtiene que 0.01704171 <

 0.05, por lo tanto se rechaza 𝐻0 y se acepta  𝐻𝑎: 

𝑯𝒂: El promedio del rendimiento académico del grupo de estudiantes que utilizará los 

registros de representación semiótica en la aplicación de la investigación basada en el diseño 

(IBD) como metodología de investigación, para la enseñanza de la conceptualización y 

formalización de la noción del límite, mediante un entorno virtual de aprendizaje es mayor al 

promedio del rendimiento académico del grupo de estudiantes que no utilizará estos registros 

ni dicha metodología. 
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CAPÍTULO VI 

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES 

6.1 Resultados en términos de las preguntas de investigación 

De acuerdo a la Prueba t para dos muestras suponiendo varianzas iguales en el pos-test, el 

valor de la significancia corresponde a 0.017 <  0.05, con lo que se puede verificar con un 95% de 

confiabilidad que entre los grupos de control y experimental existen diferencias significativas. 

Por lo tanto se puede afirmar, que el incremento en el rendimiento académico logrado por el 

grupo experimental, al que se le aplicó la metodología de la IBD para la enseñanza de la 

conceptualización y formalización de la noción del límite, mediante un entorno virtual de 

aprendizaje versus el que logró el grupo de control al que se le aplicó el método tradicional, es 

decir las clases magistrales impartidas por el docente, es realmente significativo; de esta 

manera se verifica 𝐻𝑎.    

Por lo tanto se concluye que efectivamente el empleo de los registros de representación 

semiótica aplicando la metodología de la IBD,  mejora el rendimiento académico en la 

enseñanza de la conceptualización y formalización de la noción del límite de una función real. 

Se verifica la hipótesis causal bivariada: 

𝑥 → 𝑦 

6.2 Implicaciones de la investigación para la enseñanza y el aprendizaje 

 La IBD desarrolla la capacidad innovadora del docente o estudiante. 

 La IBD permite desarrollar teorías contextualizadas como es el límite de una función 

real para potenciar el proceso de enseñanza aprendizaje. 

  Los estudios de diseño permiten generar nuevas ideas y constructos. 

 La IBD permite elaborar modelos de enseñanza aprendizaje de un tema en particular.  
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6.3 Investigaciones futuras 

A partir del trabajo realizado las posibles líneas de investigación para un futuro serían: 

 Aplicación de la IBD como metodología de investigación al aprendizaje de la 

derivada de una función. 

 Aplicación de la IBD como metodología de investigación al aprendizaje de la 

integral de una función. 

6.4 Conclusiones 

 Después de la aplicación del pos-test se evidencia que el rendimiento académico del 

grupo experimental donde se aplicó la IBD con el uso de registros de representación 

semiótica se incrementó de manera significativa en el proceso de enseñanza, lo que 

demuestra que el tratamiento aplicado en este grupo mejora sus calificaciones y por 

ende su aprendizaje. 

 Las clases elaboradas con IBD en la enseñanza del concepto de límite de una función 

real de la presente tesis, se constituyen como guía para que el docente planifique sus 

clases, implementando la plataforma virtual de aprendizaje en Moodle como también 

el uso de software para potenciar el proceso de enseñanza-aprendizaje. También es un 

medio de consulta para cualquier estudiante que comience sus estudios de Cálculo. 

 Los estudiantes del paralelo donde se aplicó la IBD, demostraron mucho interés ya 

que primero serán los futuros docentes y segundo porque su especialidad es 

Informática y pudieron evidenciar que es factible trabajar de la mano el Cálculo con el 

software para el efecto.      
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6.5 Recomendaciones 

 La propuesta de la enseñanza del límite de una función real con investigación basada 

en el diseño, se la puede aplicar a todos los temas de Matemática e incluso a otras 

asignaturas de las Ciencias Exactas y Experimentales. 

 El dominio de la asignatura por medio del docente conlleva a que elabore una 

excelente Trayectoria Hipotética de Aprendizaje, para que aplique todos los pasos de 

la IBD para mejorar el proceso de enseñanza-aprendizaje y lograr un aprendizaje 

significativo. 

 Es fundamental que el docente al aplicar la evaluación diagnóstica, elabore y 

planifique la nivelación que requiere el estudiante, ya que la falencia de los dos grupos 

fue el bajo nivel de álgebra, lo que llevó a que se planifiquen clases de refuerzo para la 

nivelación y que puedan enfrentar con éxito el Cálculo. 

 El uso del software debe potenciar el aprendizaje, pero de ninguna manera sustituye a 

los principios de análisis matemático que realice el estudiante. Su uso facilita la 

enseñanza –aprendizaje y presenta de forma inmediata registros: gráfico y simbólico.     
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