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RESUMEN

La contaminacion del suelo debido a la infiltracion de liquidos contaminados en medios
porosos es un problema grave y si es que no se toman medidas adecuadas, el suelo
seguird contaminando la produccién de alimentos, afectando en cadena al ser humano,
a las plantas y a los animales. De aqui se origina la necesidad de desarrollar un modelo
matematico para prevenir o disminuir la contaminacion. El objetivo de este trabajo es
desarrollar un modelo matemético y construir un esguema numérico convergente y
estable, para la simulacion de procesos de infiltracion de agua en los suelos en zonas no
saturadas, mediante la obtencién de la Ecuacién de Richards y su aproximaciéon por el
método de Volumenes Finitos. Para este trabajo de utilizo la investigacién aplicada,
descriptiva y analitica; la experimental, en la programacién se manipularon las variables
para correr el programa en Matlab; se utiliza la modelizacion matematica y se empelaran
los métodos numéricos. Como resultados se obtuvieron: un algoritmo numérico estable y
eficiente para resolver la ecuacién de Richard’s y un programa computacional. Es posible
construir un algoritmo para la infiltracion de aguas en medios porosos. Los métodos de
Picard modificado y el L-esquema han demostrado ser robustos y estables, sobre todo el
L-esquema que garantiza la convergencia global del método. Recomendamos disefiar
algoritmos de programacion paralela de modo que varias instrucciones se ejecuten al
mismo tiempo con lo cual se conseguira minimizar el error en un tiempo razonable.
PALABRAS CLAVES:

e INFILTRACION EN SUELO NO SATURADO

e ECUACION DE RICHARDS

e VOLUMENES FINITOS

e PICARD MODIFICADO

e L-ESQUEMAS
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ABSTRACT

Soil contamination due to the infiltration of contaminated liquids into porous media is a
serious problem and if adequate measures are not taken, the contaminated soil will
produce food, chain-affecting humans, plants and animals. Hence the need to develop a
mathematical model to prevent or decrease the contamination. The objective of this work
is to develop a mathematical model and build a stable and convergent numerical scheme,
for the simulation of water infiltration processes in soils in unsaturated zones, by obtaining
the Richards equation and its approximation by the method of Finite Volumes. For this
work | use applied, descriptive and analytical research; the experimental one, in the
programming the variables were manipulated to run the program in Matlab; mathematical
modeling is used and numerical methods are used. The results obtained were: a stable
and efficient numerical algorithm to solve the Richard’s equation and computer program.
It is possible to build an algorithm for water infiltration in porous media. The modified
Picard methods and the L-scheme have proven to be robust and stable, especially the L-
scheme which guarantees the global convergence of the method. We recommend
designing parallel programming algorithms so that several instructions are executed at the
same time, thus minimizing the error in a reasonable time.
KEYWORDS:

e INFILTRATION IN UNSATURATED SOIL

e RICHARDS EQUATION

e FINITE VOLUMES

e MODIFIED PICARD

e L-SCHEMES



CAPITULO 1

Modelos Fisicos de Contaminacién del Suelo

Clasificacion de los Terrenos

De acuerdo al comportamiento con respecto a la presencia del agua. Se

clasifican en arcillosos, arenosos y luminosos:

Caracteristicas de los Suelos

Tabla 1

Clases de suelos y sus caracteristicas

16

Arcillosos Arenosos Luminosos
Color Amarillo o rojizo Gris, blanco, Gris, blanco
rojizo, amarillo o
negro
Retencion Mucha retencibn de Baja retencibn Retienen agua y
aguay agua y nutrientes de agua y nutrientes, pero  sin
nutrientes nutrientes inundarse
Forma Conservan la forma Cuando estan
que le damos con secos se

nuestras manos

rompen al coger
con las manos

Construccio

Se pueden construir

No se puede

No se pueden formar

n cintas y cintas de hasta5cmy formar una bola cintas entre los dedos; se

bolas se puede formar una con nuestras pueden construir bolas
bola manos pero  se rompen

facilmente

Drenaje Se encharcan Faciles para el Las particulas tienen las
facilmente, drenaje y tasas de infiltracion vy
provocando susceptibles ala drenaje intermedios entre
inundaciones 0 erosion el suelo arcilloso y la
volviéndose lodosos arenosa

Otras Es parecido a la Contienen bastante limo

plastiina cuando se
moja

Cuando se mojan son
pegajosos y cuando
se secan formando
grietas

Es muy compacto, pero
no tanto como los
arcillosos

Son producidos por la
sedimentacién de
materiales muy finos
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Aptos para la arrastrados por el agua o

agricultura depositados por el viento

Se llaman humedos y Se encuentran junto a los

pesados lechos de los rios y son
muy feértiles

Estas caracteristicas se muestran en la figura 1.1.

Figural

Caracteristicas de los suelos

Limo . Arcilla

Nota. Variacién en la infiltracion segun la textura del suelo
Tomado de Guanotoa Eliseo 2015

Pardmetros Fisicos Hidrogeoldgicos
Parametros Geoldgicos

Las caracteristicas geoldgicas son muy importantes en la hidrologia, ya que
de la velocidad del movimiento depende de la estructura y disposicion litolégica
de las formaciones del suelo, para que el agua pueda moverse en el suelo. Estas
propiedades son:

El Coeficiente de Almacenamiento. Es el volumen de agua liberado por una
columna de base unidad y cuya altura es todo el espesor del acuifero cuando el nivel
piezométrico desciende una unidad. El concepto de porosidad eficaz, definida por
volumen de agua drenada por gravedad por volumen total, encaja perfectamente en la

definicion de coeficiente de almacenamiento, si se considera 1 m? de acuifero libre y se
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se hace descender 1 m. su superficie freatica el volumen de agua que se extrae sera la

porosidad eficaz.

El coeficiente de almacenamiento al igual que la porosidad eficaz, es

adimensional. Los valores del coeficiente son los siguientes:

Tabla 2

Coeficientes de almacenamiento

Acuifero Valor Equivalencia
Acuiferos libres: 3.10" a 107 (0,3a0,01).
Acuiferos semiconfinados 102 a 10*. (0,001 a 0,0001)
Acuiferos confinados 10°a 10°. (0,00001 a 0,000001)

La Porosidad. Son los intersticios que tiene un material geolégico y su valor se
da en porcentaje, que indica el volumen de material ocupado por dichos intersticios. La
porosidad se puede aplicar a material granular o material fracturado, incluso existen

materiales granulares compactos que se encuentran fracturados y presentan lo que se

llama doble porosidad.
Tabla 3

Tipos de porosidad de los materiales

Tipo de porosidad Porcentaje

Porosidad baja Inferior al 5%,
Porosidad media Entre 5y 20%
Porosidad alta Mas del 20%.

La Permeabilidad. Es la facilidad que tiene un material geologico para dejar
pasar cualquier fluido, a través de sus intersticios. Cuando el fluido es agua, se llama
conductividad hidraulica, este concepto incorpora densidad y viscosidad del agua. Se

tienen dos clases de permeabilidad:
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Tabla 4

Clases de conductividad y sus caracteristicas

Conductividad hidraulica La conductividad de medios fracturados
de los términos granulares,

Conductividad pequefa Conductividad grande

La permeabilidad continua, Que se presenta cuando el agua se mueve a
que es la que se presenta través de fisuras o grietas de las rocas.
cuando los poros o intersticios

estan comunicados entre si Las formaciones o0 materiales geoldgicos

tienen un alto porcentaje de porosidad

Ademas es necesario que sus poros estén
comunicados o0 las fracturas estén
intercomunicadas

Las formaciones geoldgicas se clasifican en cuanto a su permeabilidad

en: permeables e impermeables.

Permeables. Formaciones geoldgicas permeables

e Muy permeables: lavas cavernosas, gravas y arenas gruesas.

e Permeables: arenas finas, conglomerados, areniscas, calizas no muy
fracturadas.

e Poco permeables: gravas con arcillas, margas, calizas margosas.

Impermeables. Entre ellos tenemos:

e Impermeables: pizarras cristalinas, areniscas antiguas, calizas
cristalinas, calizas compactas no cavernosas, cuarcita.

e Muy impermeables: granitos y rocas de masa, pizarras arcillosas,
gneis, arcillas.
En forma estricta no existen materiales totalmente impermeables

dependen de la escala geoldgica considerada.
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La Transmisividad. La transmisividad es el producto de la conductividad o de la

permeabilidad hidraulica por el espesor saturado, en medios homogéneos.

Este pardmetro, que se incluye en los modelos de simulacién hidraulica del
acuifero puede ser determinado mediante bombeos de ensayo. Para ello se necesitan
dos puntos de observacion, dos sondeos que estén abiertos en el mismo acuifero que se
estd bombeando; se miden las distancias y los descensos, y conocido el caudal de
bombeo se despeja la transmisividad, de acuerdo con la formula de Thais (1935) ([2],
pag. 49).

Potencial Hidraulico. Hubbert (1940) define potencial como el pardmetro fisico,
capaz de ser medido en cada punto en un sistema de flujo, cuyas caracteristicas son
tales que el flujo ocurre siempre desde las regiones con valores mas altos hasta los que
tienen valores mas bajos, sin importar la direccion en espacio ([2], pag. 50).

La Forma del Terreno. La forma e inclinacion del terreno influyen en el drenaje
del agua, la forma de la pendiente permite la filtracién del agua en mayor o menor
porcentaje.

Parametros Climatolégicos

La climatologia es muy terminante en del flujo del agua subterraneay el transporte
de los contaminantes desde la superficie del suelo hasta los acuiferos. Entre ellas
tenemos

Pluviosidad. Llamada también precipitacién, en cantidad y en duracién es muy
importante ya que la mayor parte del agua del subsuelo proviene de la infiltraciéon de las

aguas procedentes de las lluvias.

Las zonas lluviosas constituyen, zonas de alimentacion de agua subterranea, por

lo que en las zonas secas el agua subterrdnea no proviene de la infiltracién directa, y



21

mas bien procede de regiones lejanas, en donde la lluvia se infiltra y llega lentamente
hasta ellas.

Temperatura. La temperatura influye en el flujo del agua subterranea, ya que
incide directamente en la evaporacién de agua superficial libre o del suelo; por otra parte,
la temperatura es el factor climatico de mayor correlacion con la evapotranspiracion real.
Pardmetros Fisicos de Contaminacion
Coeficiente de Difusion del 16n Nitrato o de Difusividad

Es el cociente entre la transmisividad y el coeficiente de almacenamiento,
y se mide en L%T (area, tiempo). En el caso del i6n nitrato, el coeficiente de
difusién a dilucién infinita es  1.9018.10° m?/dia ([2], pag. 59).
Cobertura Vegetal

En la produccién agricola, con el fin de mejorar la agricultura se tiende a
contaminar el suelo con la utilizacion de fertilizantes y plaguicidas que, aplicadas
en exceso, pueden alcanzar las aguas superficiales y subterraneas. En la
cobertura vegetal se consideran los siguientes aspectos:

Naturaleza de los Cultivos.

Tablab

Tipos de cultivos y sus caracteristicas

Tipos de Caracteristicas Ejemplos
cultivos
Cultivos Es el gran numero de Eltrigo, la cebada, el maiz,
herbaceos siembras anuales de gran etc.
importancia
Cultivos Utilizan el terreno durante Arboles de peray manzana
lefiosos largos periodos de tiempo y

Se excluye la tierra

no necesitan ser dedicad <rbol |

replantados después de € C;ca ‘?‘,a ardoesl p~ara a
r ion fi

cada cosecha. Incluye proauccio € feha 0

tierras ocupadas por arboles




frutales y arboles de fruto
seco

madera, como el eucalipto,
ciprés, nogal, capuli, etc.
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Cultivo No necesitan riego artificial los cereales, el trigo, la
secano sino que les basta con el cebaday arboles frutales
agua de lluvia
Cultivo de Necesitan regarse El maiz, el arroz, Ila
regadio artificialmente. remolacha azucarera; las
hortalizas como la
zanahoria, lechuga, col,

pimiento y el tomate.

Abonado Recomendado. Los fertilizantes méas utilizados son los derivados
nitrogenados; la forma de nitrégeno predominante en el suelo es el N-orgéanico, el cual no
estd a disposicion de las plantas ya que éstas so6lo pueden absorber tal elemento en la
forma nitrica y en menor grado en la amoniacal: el NH; (amoniaco), el NH; (ion amonio)
o el NO;3 (ion nitrato) aportados con los fertilizantes minerales.

Las plantas absorben el nitrbgeno bajo dos formas, la nitrica que es la
predominate debido a la disponibilidad del suelo, y amoniacal. Las bajas temperaturas o
un pH bajo favorecen la absorcién amoniacal. En climas de mucha pluviosidad, en donde
las pérdidas de nitratos por lixiviacibn son muy importantes, la absorcién del nitrégeno
amoniacal predomina sobre la del nitrico.

Algunas bacterias convierten amoniaco en nitrito y otras transforman este en
nitrato. La bacteria (Rhizobium) se aloja en ndédulos de las raices de las leguminosas
(alfalfa, alubia, etc.) y por eso esta clase de plantas son tan interesantes para hacer un
abonado natural de los suelos.

Donde existe un exceso de materia organica en el mantillo, en condiciones
anaerobias, hay otras bacterias que producen desnitrificacion, convirtiendo los

compuestos de Nitrdgeno en N (nitrdgeno gaseoso), lo que hace que se pierda de nuevo

nitrégeno del ecosistema a la atmaésfera.
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A pesar de este ciclo, el Nitrdgeno suele ser uno de los elementos que escasean
y que es factor limitante de la productividad de muchos ecosistemas. Tradicionalmente
se han abonado los suelos con nitratos para mejorar los rendimientos agricolas.

Practicas de Abonado. La contaminacién difusa de las aguas es provocada por
la aplicacion excesiva o inadecuada de los fertilizantes nitrogenados en la agricultura. La
contaminacion difusa por nitrato, es el vertido indiscriminado de i6bn NO3 (ion nitrato) en
el suelo y consecuentemente en el agua, hasta alcanzar los 50 mg/l de concentracion
méxima admisible establecida.

La agricultura contribuye en mas del 60% de los aportes de nitratos a las aguas.
Las zonas que mas contaminan las aguas subterraneas son las de agricultura intensiva.
El exceso de abonado, puede elevar el contenido de nitrato por la parte comestible de las
hortalizas, lo que vuelve peligroso para el consumo humano.

En el momento de la siembra o plantacion, la cantidad de nitrégeno mineral
disponible en el suelo puede ser mucho mayor que las necesidades del cultivo, y se suma
a esto, los aportes excesivos de materia organica, en muchos casos de rapida
descomposicion.

Abonos Orgéanicos. Son productos naturales ricos en nitrgeno como el guano
o el nitrato de Chile. Desde que se consiguio la sintesis artificial de amoniaco, se fabrican
abonos nitrogenados que se emplean actualmente en la agricultura.

Abonos Inorganicos. Son todos los productos cuya funcién principal es
proporcionar elementos nutrientes a las plantas, obtenido mediante extraccion o mediante
procedimientos industriales de caracter fisico o quimico, cuyos nutrientes declarados se
presentan en forma mineral. Entre los abonos minerales mas comunes tenemos: los
abonos nitricos, de accidn rapida; abonos amoniacales y ureicos, de accién lenta; abonos
nitrico — amoniacales, combinan la accion de amoniacales y nitricos; y abonos de

liberacion lenta ([2], pag. 63).
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Lixiviacién de Abonos Nitrogenados. La lixiviacién, o extraccion sélido-liquido,
es un proceso en el que un disolvente liquido pasa a través de un sélido pulverizado para
gue se produzca la disolucion de uno o mas de los componentes solubles del sélido.

El nitr6geno lixiviado se desplaza en forma de nitrdgeno inorganico hacia las
profundidades del suelo, alcanzando los acuiferos. Las pérdidas por ese proceso ocurren
en forma de nitrato ya que el amonio se encuentra inmovilizado, fijado o adsorbido, o bien
se ha transformado en nitrato en los procesos de nitrificacion. Entre los factores que
influyen en la lixiviacion tenemos:

e Los factores que inciden en mayor medida en la lixiviacibn son el clima
(evapotranspiracion), practica agricola, cantidad de agua empleada en el riego y
caracteristicas del perfil de la zona no saturada.

¢ La frecuencia y duracion de las precipitaciones también influye ya que el agua
gue se infiltra se comporta como un vector de transporte del nitrato.

e Latemperatura, por su parte, regula la actividad de los microorganismos.

e El tipo de cultivo incide, pues aquellos con fuerte demanda de nitrégeno
disminuyen los riesgos de lixiviacion; también incide el periodo de crecimiento de
las plantas, el desarrollo radicular y los residuos que quedan después de las
cosechas. La cantidad de materia organica presente es primordial como fuente
de energia para la biomasa que interviene en el ciclo del nitrégeno
(mineralizacion, nitrificaciéon, inmovilizacion y desnitrificacion).

e Las particulas arcillosas influyen ya que provocan la absorcion y fijacion del
amonio. Los suelos arcillosos o con intercalaciones semipermeables contribuyen
a que el flujo de agua sea mas lento y permiten que existan condiciones

anaerobicas y, ademas, la velocidad del movimiento de agua es mas elevada.


https://es.wikipedia.org/wiki/Disolvente
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Infiltracion del Contaminante Nitrato. Los mecanismos de llegada del

contaminante nitrato son:

Bird B., Stewart W, Lightfood E. (como cit6 Galvez, 2014, p65) dicen que los
de propagacion a partir del suelo que incluyen los casos de arrastres de
contaminantes desde la superficie del terreno por las aguas de infiltracién
(vertidos con contenido nitrico sobre el terreno, uso de fertilizantes, etc.;

Los de infiltracion de las aguas superficiales contaminadas desde los rios,
acequias, etc., provocadas por la accion humana;

Los de propagacion desde la zona no saturada cuyos ejemplos mas tipicos
son los sistemas de tratamiento de aguas residuales domésticas y de
embalsamiento superficial de residuos liquidos de procedencia nitrica.

Bird B., StewarT W, Lightfood E. (como cité Galvez, 2014, p65) piensan que
los factores que influyen en la infiltracion de los compuestos nitrogenados son:
difusion y dispersién del idn nitrato, permeabilidad y anisotropia del acuifero,

y distribuciéon de las entradas de agua y nitratos.
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CAPITULO 2.
Modelos Mateméaticos de Infiltracion.
Resultados Fundamentales del Analisis Vectorial
Definiciones Matematicas Importantes
Definicién de Espacio Vectorial. Supongamos que tenemos:
a) Un (V, +) un grupo abeliano, que tiene la propiedad conmutativa, asociativa,
elemento neutro y simétrico con respecto a la suma, es decir se tiene un conjunto
V no vacio y la operacion suma.
b) También tenemos (k, +,.) un cuerpo cuyo conjunto tiene las operaciones de suma
y producto, con propiedades del producto que son conmutativa, asociativa,
elemento neutro uno, simétrica y distributiva con respecto a la suma,
Entonces diremos que V es un k espacio vectorial (ev), si existe una ley de
composicion externa de k sobre V.
Ya sabemos que una ley de composicién externa de k sobre V es una operacion

kxV-V

gue a cada pareja kxV le hace corresponder V o sea, (a VoaV

) tal que se satisface los

siguientes axiomas:

i. a@@+w)=av+aw Va €K, Vv,weV LCE eselproducto
i. (a+B)v=av+pv Vaf € K, VveV  LCE es el producto
i.  a.(B.v)=(af)v VaB € K, VveV LCE, dos productos
iv. lLv=v VveV

A los elementos de K le denotamos con letra griegas y se los llama escalares y

los de V se denominan vectores
Para obtener un espacio vectorial, se necesitan tres aspectos
i) Un grupo abeliano

i) Un cuerpo
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iii) Una Ley de composicién externa LCE del cuerpo sobre el grupo abeliano, de
forma que se satisfacen los 4 axiomas
De forma similar;
Se nota por R" al conjunto de las n-uplas ordenadas de nameros reales (x;,x5,...

x,) €s decir que

R™ ={(x1,%2,... xp): x; ER; Vi=1,...1n}
en el cual define dos operaciones entre sus elementos: suma y producto por escalar.
Para todo (xq,..-, x,), V1,--- Yn) ER, ¥y a € R se tiene:

suma: (x4, -, X0)FT V15 Yn) = (X1F Y1 e ven e X+ V)

Producto: a(xy,..., x,)= (axq,..., axy)

Producto Escalar. Dados los vectores ¥ = (xq,...,Xn), ¥ = (1, .. Yn) € R"*; su
producto escalar que lo notaremos por X.y , esta dado por:
XY = X1 xiyi
Norma o Longitud del Vector. La norma o longitud del vector X que lo

denotaremos por ||X|| : esta dada por:

Angulo Formado por dos Vectores. Dados dos vectores X, y de R", el coseno del

angulo que forman los dos vectores esta dado por:

- —

Xy R R
cos(0) =—=——, |IX|l#0, [llyll=#0, donde0<0<m
ERE Y
Se tiene que
e si 06 S% 0 si 377[ < 0 < 2m, entonces X.y = 0, es decir,

si 09<6<90° osi 270° <0 <360°  entoncesxX.y =0
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o ysiz <0<—, entonces X.y < 0

ysi90% <6 <270°  entonces¥.y <0

Vectores Ortogonales. Dos vectores ¥, y de R™ son ortogonales si su producto
escalar es nulo es decir,
X.y=0 ysenotaX L y
Gradiente de una Funcion. Sea Q un subconjunto de R" abiertoy f: Q@ - R una
funcion tal que sus derivadas parciales de primer orden existen, entonces el gradiente de

fenx = (x4, ..., x,) es el vector de R™ definido por,

VE(xy, ) %) = VEE)
) )
VE®) = (0_:{1 ), o o % (f))

Divergencia de un Campo Diferenciable. Sea Q un subconjunto de R™ abierto

n=2)y F un campo diferenciable en ¥ € Q, existen f4, f, ..., fn Campos escalares

diferenciables en ¥ tal que,
F 2 1flel .

La divergencia de F se define como,

div(F) = z ofi

div(?) = m + ...%

dxq ax,

La divergencia de F también se puede denotar como V.F cuando

v= Zax,

Laplaciano de un Campo Escalar. Sea un dominio acotado de R"y g:Q — Run

campo escalar que posee segundas derivadas parciales en todo punto de Q. Si F= Vg,

entonces

div(ﬁ) = div(Vg)
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_ 0 (6g>+ d <ag)
"~ 0xq \0x, " 0x, \0x,

Se denomina Laplaciano de g y se le denota con Ag, donde A es el operador de

Laplace, es decir,

oS00, 7
£i0x;  Oxf " 0x2

Otra notacion del Laplaciano de g es V2g. Observe que,
Ag=V?g =V.(Vg)

Grafica de la Funcién Vectorial @. Sea I un intervalo abierto de R. Una funcion

vectorial @ de I en R" la notaremos & = (ay, ... ... a,) donde ay, ... ... a, son funciones
realesyparat €I, d = (ay(t), ... ... a,(t))
El conjunto

I={(a;(®),....a,@®) | teDl

se lo denomina grafica de la funcién vectorial @

Si n=2 geométricamente representa una curva en el plano y si n=3 geométricamente
es una curva en el espacio. Esta curva la llamaremos camino definido por @
Si aq, ... a, son funciones derivables en cualquier punto t € I, la derivada
de @ ent se define como

a'(t) = (ay(t), .....ap(®))

La derivada @' (t) se interpreta geométricamente como el vector tangente a la
curvaT en el punto a(t),t €I
e Siag ... a, son funciones integrables en [a,b]c I, la integral de la funcién

vectorial @ se define como,
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Integral de Linea de F. Sea Q un dominio de R™, I = [a, b] un intervalo de R,

a: 1 - R™ una funcién vectorial derivable en ]Ja,b[ con T su recorrido tal que ' c Q.

Sea F: © » R"™ un campo vectorial definido en Q. La integral de F a lo largo de T se
define como,

b
jﬁ F.da =f F(@ (D). aj(tdt
r

a

Siempre que la integral del segundo miembro exista.
Volumen de Control y Superficie de Control
Un volumen de control y superficie de control se define asi:

Un volumen de control es un volumen imaginario (subconjunto medible de R3) limitado
por una superficie cerrada. La superficie que limita el volumen de control se llama
superficie de control. El volumen y la superficie de control pueden ser fijas 0 méviles. En
el volumen puede entrar materia o también puede salir materia. Generalmente este
volumen de control es dependiente del tiempo t: Se supone que el volumen de control se
desplaza con la misma velocidad que el fluido y que la velocidad en todo punto de la
superficie del volumen de control es igual a la velocidad del fluido. (Galvez, 2014, p.29).

Figura 2

Volumen y superficie de control
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Teorema de la Divergencia de Gauss
Si se tiene Q un dominio acotado de R3 con T su frontera, @ = QU Ty F: Q@ -
R3 un campo vectorial tal que div(F) integrable en @ y F. T integrable sobre I
Entonces se obtiene,
f div(F)dx = f F .1ids
Q r

Donde F = (f1,f2 f3), div(F) = Z—Q + Z—Z + g—ﬁ donde 7 es el vector normal

exterior a I'. Se observa que la integral del lado izquierdo es una integral triple y la
integral del lado derecho es una integral de superficie.

Sea xo €T y n(xp) el vector normal exterior a I' en x,
Sea 6 € [0, 7] el angulo que forman F(xp) y 7(xo).
Entonces,
o F(xp).7(x0) =0 si 0 € [0,7], en cuyo caso F(x,) esta dirigido hacia el exterior
de Q y significa que existe salida de flujo a través de la frontera T;
o Si F(xg).M(xp) <0 si ¢ 5, 7], es decir F(x,) esta dirigido hacia el interior
de Q y significa que ingresa flujo a través de T

La integral del primer miembro representa el flujo acumulado en el dominio

Q y la integral de linea

%F.r_’lds
r

representa la circulaciéon de F a lo largo de Q

SiF = Vg , entonces

f div(F) dx = f div(Vg) dx = f Agdx
Q Q Q
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Luego

ngdx=ng.ﬁds
Q r

El término Vg.7 se llama derivada normal de g con respecto a la normal en
9g
I'y se le nota con 5, estoes,

dg .
an vVg.n

Teorema del Transporte de Flujo de Reynolds

SeaT >0, Q € R3 cerrado, acotado con Q° # 0 y I su frontera. Para T € [0,T],
Qt c Q cerrado y acotado con Q°(t) = @ y I'(t) su frontera, n el vector normal
exterior a T'(t).

Sea f una funcion real definida en Qx[0, T] tal que paracada t € [0, T], f(, t),
%(.,t), div(f(.,t) v'(, 1)), integrales en Qx[0,T]donde v(, t) es un conjunto vectorial

continuo (diferenciable en Q°x]0, T[ ) en Qx[0,T] y representa la velocidad local de

Q(t), entonces,

d ad
a f f(x,y,z t)dxdydz = f a_jtc (x,y,z t)dxdydz + f f(x,y,z,) V'(x,y,2z t).n'ds
ot ot v

El teorema nos dice que: la tasa de variacién de la integral de f sobre el volumen
Q(t), es igual a la integral sobre Q(t) de la variacion de f con respecto al tiempo mas
el flujo de f a través de la frontera I'(t).

La interpretacion fisica del teorema es: la rapidez de cambio del flujo en el volumen
de control es igual a la rapidez de flujo que entra al volumen de control mas el flujo en
la frontera:

e Sifv,n > 0 existe salida de flujo de la frontera

e Sifv,n < 0 ingresa flujo a través de la frontera
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e Sifv’,n = 0no existe entrada ni salida de flujo
Ecuacion de Continuidad o de Conservacion de la Masa

Albuja (2013) afirma: “La densidad de un flujo (liquido o gas) homogéneo depende
de algunos factores tales como la temperatura y la presion a la que estd sometido.
Para los liquidos, la densidad varia muy poco dentro de amplios limites de presion y
temperatura” (p 22).

En este estudio, los liquidos que no estan sujetos a una fuente contaminante seran
considerados de densidad constante, pero si el liquido estd sujeto a una fuente
contaminante cambiara de densidad.

La densidad de los gases es muy sensible a los cambios de temperatura y presion

e La densidad se define como:

. . K g
Y sus unidades de medida son - o también -Z;
m cm

Sea Q(t) el volumen de control que se mueve con una velocidad de v, t € [T, T,]
La densidad del fluido contenido en el volumen de control Q(t) es,

dm(t)
dx '

o(x,t) =

Despejamos dm(t)
dm(t) = o(x, t)dx

Integrando sobre el volumen de control Q(t) se tiene,

m(t) = fn(t) dm(t) = fﬂ(t)g(x, t)dx

Derivando con respecto al tiempo, tenemos,
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dm(t) d
=— t)d
dt dt Q(t)g(x' ydx

Por el teorema de transporte de Reynolds, se tiene

o _ [ . 122 + div(en)| ax
Q(t

dt ot

Sistema Conservatorio. Un sistema es conservativo si la masa del sistema no
se crea, ni se destruye; es decir que la masa permanece constante durante todo
el proceso, esto es

dm(t) .
It =0 paratodo t > 0,es decir,

do .
J [— + dw(gv)] dx =0

Como la integral anterior es valida para cualquier volumen de control Q(t), se

demuestra que,

a
a—(f + div(pv) =0 cptde Qx|T1, T,

Ecuaciones de Balance de Materia

Brezis (como cito Galvez, 2014) dice que, si un fluido contiene varios componentes
con concentraciones diferentes en distintos puntos, existe un proceso de intercambio en
el sistema de la zona de mas alta concentracion a la mas baja ([9]

Galvez (2014) propone: "Sea Q(t) c Q, paran = 1,2 0 3, con I'(t) su fronteray 1 el
vector normal exterior a I'(t). En Q(t) esta definida una funcion ¢ que depende de ¢, se
supone que cy % son integrables en Q(t)") (p36).

Se define

K(t) =f c(x,t)ydx, t>0
Q(t)

La variacion de K(t) durante un tiempo dt se debe a las siguientes causas:
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e Existe un flujo de la magnitud extensiva a través de la frontera I'(t) ligado al
movimiento del soporte material y representado por un campo de vectores @I’ =

cv . Elflujo total a través de I'(t) esta dado por,

or(t) = f Gr.7i ds
Qo

=f cv.nds
Q)

= div. (cv )dx
Qb

Figura 3

Interpretacion fisica del flujo a través de I'(t)

f3igl

/Z
n

Fuente: (Galvez 2014)
Si @r > 0, existe salida de flujo a través de la frontera I'(t)
Si ®r < 0, el flujo entra a través de la frontera I'(t)
Con @T.7 = ||@T|| |Ii]lcos(8), donde

= Si0<H< g cos(#) = 0, entonces @I.7 = 0
= S g <0 <m, cos(8) <0, entonces gI.7 < 0

= Si@l =0, sesabe que I'(t) es una pared impenetrable o se trata de un

sistema cerrado.



36

e Pueden existir fuentes en la entidad fisica considerada, sea al interior de Q(t)
0 sea sobre la frontera I'(t).
Denotemos por,
qQ = qQ(x,y,zt) , al flujo volumico local de fuentes o sumideros de Q(t)
para (x,y,z,t) € Q(t)
ql’ = qI'(x,y,zt) , al flujo volumico superficial local en I'(t) para
X, y,2,t) €T ()
Se tiene que,
SigQ > 0, se trata de una fuente (entrada)
SigQ < 0, se trata de un pozo (salida)
En el caso qI" se introduce un vector de densidad de flujo de fuentes

sobre I'(t)

—

ql =ql'.7n
Entonces, si q" > 0 es una saliday siqI' < 0 es una entrada
= Denotemos con Q el flujo total de fuentes sobre I'(t) y Qo el débito
total de fuentes de volumen.

El balance K(t) sobre Q(t) durante dt se establece como,

oK (t)
K(t) =
dK(t) = — = dt
= Qqdt — Qrdt — @r(t)dt
Luego

a e

— c(x,t)dx+f cv.nds =f qQ(x,t)dx—f ql (s, t)ds.
9t Jon r 1910) r

SiQ(t) =0, t=0 y por el teorema de derivacion bajo el signo de

integracion se tiene,
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fa(x,t)dx+fdiv(cﬁ)dx= f qQ(x, t)dx — f div(ql)dx
Q Q Q Q

Figura 4

Interpretacion fisica de la velocidad total en Q2(t) y I'(t)

Fuente: (Gélvez 2014)

dc
— c(x,t)dx = f —(x,t) + div(cvQ) |dx
Luego
dc R - PN
f —(x,t) + div(cvQ) |dx + div(cv) = f qQ(x, t)dx — div(ql)dx
o \ 0t Q0 Q0 Ve
De donde,
dc . 5
f —(x,t) + div(cvl) |dx = (qQ(X, t) — div(qF)) dx
Q(t) ot [01¢3)
ConvT =¥ + 9Q

Como Q(t) es medible y arbitrario Q(t) € Q, t=>0
Por el teorema fundamental del célculo de variaciones (eliminando el signo de

integral a los dos miembros en la ecuacion anterior), se tiene

9
a—‘; (x,t) + div(cBT) = qQ(x, O) — div(GT)

37
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Donde

c, es la densidad volumica de la magnitud considerada,

qQ , es del débito volumico de fuentes o sumideros

qr , es la densidad de fuentes de superficie (de la frontera) ([1], [3])
Aplicaciones

Balance de Masa Total. Ponemos c(x, t) = p(x, t) densidad de fluido (material).

Entonces,
ap . - . hd
Fr (x,t) + div(pv) = qQ(x,t) — div(qI)

Por el principio de conservacién de la masa, “la masa ni se crea ni se destruye, se
transforma” resulta que qQ =0 y ¢gI' = 0. Luego (el segundo miembro de la ecuacion

anterior desaparece) se tiene,
dp P
—(x,t) +div(pv) =0
ot
Que se conoce como ecuacion de continuidad
Balance Sobre Una Constituyente (Dos Especies Ay B). Con dos especies A
y B que dan lugar a una mezcla. Ponemos ¢ = p, densidad de la especie A (M/L3),

(p es la densidad)

ql = ql, A , tasa de produccion local de A (M/L3), gI,A # 0

a - . -
f (& (pa + pp) + div((pa + pa)v) dx = f ((ql, A+ qI, B) — div(qs))dx
Qb (91¢9)]

d
f (% + div((pAﬁ)> dx = f (ql,A — div(qg,))dx
Q(b) Q(t)

0p4 ] > NP
5 T div((pav) = ql, A — div(qs)

Si p4 se reemplaza por la concentracion de la especie A, se obtiene
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dcy , S, .
¥ + div((cyv) = ql, A — div(qs)
Donde g; = —D(c4)Vc, es el coeficiente de dispersion de Fick

El termino div(c,v) se interpreta como el transporte advectivo

dac
a—: + div((c, ) — div(D(cy)Ve,) = ql, A

Se conoce como ecuacion de transporte de la especie A en la mezcla

Si notamos con g, 4if al flujo superficial local difusivo y §s 4,im al flujo superficial local
quimico

Si

C_I)s = C_I)s,dif + C_I)s,quim

Con C_I)s,dif = —D(ca)Vey

Y Gsquim = —dVc, se tiene,

dc
6_: + div((ca¥) — div(D(cy)Vcy) — div(d Vecy) = ql, A

Para d > 0 constante, div(dVc,) = d div(Vc,) = dAc, y €n consecuencia,

aCA

P + div((c,v) — div(D(cy)Vey) —d Acy = ql, A

Siql,A=qlgast+ f, Y ql,aas= dqqCsy (ley de adsorcion de Freundlichcon 0 < a <

1) se obtiene

dc
a—;‘ + div(D(cy)Vey) + div((ca®) + dggC¥ = f

-

sia=1, v constante,r =d,q Y D = D(c4), Se tiene,

dcy

3 + div(DVcy) + U.Vey +1rey = f
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Modelos de Contaminacion del Suelo

La Conveccion
Es el arrastre del contaminante debido al movimiento del fluido en el medio poroso.
Para la descripcion de dicho movimiento se introduce una velocidad ficticia denominada
velocidad de Darcy v = (x,t) y representa la velocidad del fluido en el medio si este se
considera como continuo. Se considera en ella, que el fluido pasa a través de toda la
seccién del medio poroso, sin eliminar la parte sélida del medio.
De este modo, la velocidad a la que el elemento transportado se mueve en los poros,

viene dada por: v(x,t) Velocidad del elemento transportado
B(x, t) v(x,t) velocidad de Darcy

v(x,t) = W W, coeficiente,porosidad cinematica
c

; donde W, es un coeficiente denominado porosidad cinemética, que depende del
elemento transportado y del medio, y que representa el porcentaje del fluido movil
contenido en el medio poroso.

Bird B, Stewart W, Lightfoot E. (como cito en Galvez, 2014, p 43) dice que la difusion
es un proceso de transporte ligado a la agitacion molecular de las particulas de
contaminante miscibles en el seno del fluido contenido en el medio poroso. El flujo de una
sustancia, por medio de este mecanismo de transporte a través de un elemento de area

dA esta dado por la ley de Fick.

Término Difusivo: Ley de Fick

Figura 5

Movimiento de las moléculas

W S el
s, o 42 &
-; o S, .

.
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En la difusion molecular, inicialmente hay moléculas de soluto en el lado izquierdo de
una barrera (linea color parpura) y no hay ninguna en la derecha. Cuando se elimina la
barrera, el soluto se difunde para ocupar completamente el contenedor.

e Enlaparte superior. Una Unica molécula se mueve en forma aleatoria.

e Centro: Con un mayor niumero de moléculas, se observa una clara tendencia de

parte del soluto a llenar méas uniformemente el contenedor.

e Inferior: Con un enorme numero de moléculas de soluto, la aleatoriedad se
convierte en indetectable: el soluto parece moverse suave y sistematicamente
desde las areas de alta concentracion a las areas de baja concentracion. Este
suave flujo es descrito por las leyes de Fick.

La Ley de Fick. Estudia la rapidez en alcanzar el equilibrio entre las dos

sustancias

A de la superficie x diferencia de concentraciones (grad)

Tdifusion =
f d distancia que deben recorrer las moleculas

La Ley de Fick sostiene que el flujo difusivo que atraviesa una superficie es
directamente proporcional al gradiente de concentracion.

Fick establecié que la cantidad de transporte de materia segun una direccion x, a
través de una seccion de area unitaria y por unidad de tiempo, es decir, el flujo en
direccion x, es proporcional al gradiente de la concentracién de la materia y va en el
sentido de la zona de mas concentracion a la de menos concentracion, de ahi el signo
menos que aparece en la ecuacion:

], = —DVc
donde
D es el coeficiente de difusion (L/T)
C es la concentracion del contaminante (M/L3)

V.J, es el término difusivo de la ecuacion de transporte del contaminante
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Figura 6

Transporte difusivo

lx ,x—-éx

Fuente: (Galvez 2014)
Término Convectivo

Ley de Darcy. Esta ley estudia el movimiento de fluidos en medios porosos. Si se
tiene el gasto de agua Q y la caida de presién Ah que pasa a través de una columna de
arena de area transversal A; se obtiene la relacion de que el gasto por unidad de area,

es proporcional al gradiente de presion

Q Ap
oc —_—
A L
La razén de proporcionalidad depende del tipo de medio poroso por donde fluye el agua.
Despejando Q en la ecuacion anterior se tiene:

Ap
Q=KA T Ley de Darcy

Figura 7
Ley de Darcy
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Donde k es la permeabilidad o conductividad hidraulica
Galvez (2014) afirma que “la conductividad hidraulica se asume constante para
suelos saturados, pero decrece rapidamente cuando decrece la humedad. Esto es debido
a que cuando el agua drena los poros se vacian y la seccién de flujo efectivo es mucho
menor” p 45.
Como consecuencia, el descenso del valor de K es mucho mas rapido en suelos con
capacidad drenante (arenas) que en suelos con poros de menor tamario (arcillas).
La permeabilidad K depende de la naturaleza del terreno, de la forma, de la
distribucién de tamafios y de la orientacion de sus patrticulas, pero también depende del
fluido.

Para medios porosos la constante de permeabilidad K es,

K= k% Porosidad, toruosidad, temperatura

Donde k es la permeabilidad intrinseca

Considerando una permeabilidad macroscéopica media, la variacion es progresiva y
suave, salvo a lo sumo donde hay una solucién de continuidad en cuanto a la naturaleza
del terreno se refiere.

La velocidad de Darcy definida como se ha visto, para terrenos saturados o no
saturados, conforman el término convectivo o de arrastre de contaminante V (¥, C).

Figura 8

Transporte convectivo

Fuente: (Galvez 2014)
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La ecuacion de transporte proviene de suponer la conservacion de la masa sobre

el contaminante:

ac_d, N tre=
Frin ivj)+rc=f

Donde

c es la concentracién del contaminante en el acuifero (funcién incognita) (L/T3),

r es la reaccion quimica del contaminante con el subsuelo,

t variable temporal,
j es el flujo de masa que puede tener lugar por difusién y conveccion.

El flujo de masa es:

J=Jatia:

donde j,; es el flujo debido a la difusion molecular y j, el flujo debido a la
conveccion.

La difusion molecular viene dada por la ley de Fick:

ja=—DVc

El flujo convectivo se puede expresar como el producto de la velocidad de Darcy
por la concentracion del contaminante:

ja =vC.

Por lo tanto, podemos escribir el flujo de masa como:

j=-DVc+ vc.

Sustituyendo j en la expresion de la conservacion de la masa del contaminante se

tiene la ecuacion resultante:

dc

ot div(DVc) +v.Vc+ rc=f

El flujo de contaminante que se difunde y es arrastrado por un fluido en un medio

poroso es gobernado por la ecuacion en derivadas parciales de tipo parabélico:
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dc

Frim div(DVc) + v.Vc+ rc=f, sobreQx]0,T[

Donde,
e QO es un conjunto abierto acotado de R?,
e D es el coeficiente (funcion) de difusion-dispersion (L/T?),
e 7 es lavelocidad del agua en el acuifero (L/T),
e r es lareaccion quimica del contaminante con el subsuelo,
e fes lainfiltracion del contaminante en el acuifero (M/L3),T),
e tvariable temporal,
e c es la concentraciéon del contaminante en el acuifero (funcién incognita)
(L/T?)
Ecuacion de Darcy, Modelo Matematico y Ecuaciones de Gobierno. Esta
ecuacion en términos de potencial méatrico con coordenada vertical que crece hacia arriba,

se expresa unidimensionalmente como:
dh
q=-Kx(5+1) (1)

Para este proceso se tiene la siguiente forma de la ecuacién de continuidad:

g dq @
dt  dz
La capacidad especifica del suelo se define como:
C(h) = o 3
=T 3)

Donde:
Q es el caudal
K (h) es la conductividad hidraulica
h es el potencial matrico

Z es la profundidad
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0 es la humedad volumétrica del suelo

Condiciones Iniciales de la Ley de Darcy. Se define el estado inicial de la
variable, en este caso la concentracién del contaminante, lo que supone la condicion
inicial. Los célculos de la concentraciéon del contaminante a lo largo del tiempo tomaran
como punto de partida dicha condicion inicial, que se puede formular:

cxyty) =coxy) V(xy) €Q

Condiciones de Frontera de la Ley de Darcy. En los problemas parabdlicos hay
algunas condiciones de frontera para describir lo que sucede en la frontera del dominio
fisico en el que se produce el transporte de masa.

La Condicién de Dirichlet. Se da cuando en un tramo de frontera I'; el nivel
medio de concentracion del contaminante es conocido. Por ejemplo, se puede asimilar a
una condicion de Dirichlet la zona de contacto del acuifero con un rio o lago cuyo nivel de
contaminacién no sea directamente dependiente de la contaminacion del acuifero. Se
formula como

cx,y,t) = P(x,y,t) V(x,y,t) ey x[0,T]

La Condicién de Neumann. Se da cuando en un tramo de frontera I',, el flujo del
contaminante que atraviesa la frontera es conocida. Un caso particularmente importante,
es la frontera estanca de Neumann, de flujo nulo. A menudo se puede asimilar a este tipo
de condicion un tramo de frontera divisoria de cuenca en la que el flujo hidraulico sea nulo
y, en consecuencia, el del contaminante muy reducido o nulo. La condicion en la frontera

tipo Neumann se formula como

aC(g;zy't) =W¥(x,y,t) V(x,y,t) €T, x[0,T]

Donde ro,ur,=1r, I"g nl‘g -0, Q lafronteraderl
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Ley de Darcy-Buckingham
Buckingham observé que la ley de Darcy podia ser extendida para describir el flujo

en un medio poroso no saturado.

oW + 2)
d0x

oh
Uy = —K(H).a = —K(6).
donde la conductividad hidraulica es una funcién del contenido de humedad, 6, y
de la succion, ¥
Los factores que describen la relacion entre la humedad y la conductividad
hidraulica son:
e Poros grandes se vacian primero.

e Lineas de flujo aumentan en longitud.

e Area de escurrimiento disminuye
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CAPITULO 3

Ecuacién de Richards, Existenciay Unicidad

El Modelo de Cranck-Nicholson.

El modelo implicito Cranck-Nicholson (MCN), se aproxima la derivada temporal en
un tiempo de medio paso mediante una diferencia centrada, mientras que la derivada
espacial se aproxima tomando una media aritmética de las diferencias centradas del

caudal en tiempos enteros continuos:

Jt1 _ pj 1~ 44
C(hi)*hi _hi:_l *2 2,

At 2 Az Az

+1 j+1
A

l——

Se reemplazan los caudales por las ecuaciones (9) y (10) y se reagrupa para llegar a la

At * K(h{ 1)
-2

siguiente expresion que se utiliza en el algoritmo:

. j j
At * K(hz+1/2) j / At (K (h“%) tK <hi‘%>>\ .

sh_ . +|1- K+
2 j+1/2 i+1 .1 i 1
2x A% Ok ) k 2+Az2+C <h]i+2> ) 2 « Az? « c(n’i+2>
i At j j j+1 j+1
2 . Az . C <h1+7> l+7 l—i l+7 l—i
L
A

At * <h1+1>
l+7 . h]+1 +

I
- j+l i+1 | 1
Z*Azz*C<hl_ 2) \ 2*A22*6<h )

At K <h{+}
i—2

1
2% AZ% C<h]i+2>
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Esta es la ecuacion general de un nodo para el modelo Cranck-Nicholson que sera
utilizada mas adelante para calcular la infiltracién en el suelo.

Condiciones Iniciales y de Frontera

Condiciones Iniciales

En el campo de las ecuaciones diferenciales, un problema de valor inicial, también
llamado como el problema de Cauchy, es una ecuacién diferencial ordinaria junto con un
valor especificado, llamado la condicion inicial, de la funcién desconocida en un punto

dado del dominio de la funcion.
Condiciones de Frontera.

Las condiciones de frontera de Cauchy en ecuaciones diferenciales ordinarias o
en ecuaciones diferenciales parciales imponen valores especificos a la solucién de una
ecuacion diferencial que se toma de la frontera del dominio y de la derivada normal a la
frontera. Esto es igual a imponer dos tipos de condiciones: la condicion de frontera de
Dirichlet y la condicion de frontera de Neumann.

Las condiciones de Cauchy son también llamadas condiciones de valor inicial o
valores iniciales o simplemente valores de Cauchy.

Un problema con valores en la frontera consiste de una ecuacion diferencial y los
valores inicial o en la frontera requeridos para resolver la ecuacion. La solucion a este
problema satisface la ecuacién diferencial en cualquier lado dentro de la frontera 'y en la
frontera misma.

Ecuacion de Richards

De manera general, es la suma de la Ley de Darcy, Ley de conservacion de la
masa y la ecuacion de continuidad para el volumen de control dado.

La ecuacioén de Richards describe el proceso de filtracion mediante el cual penetra

el agua en un medio poroso, para suelos no saturados. Esta ecuacion y las ecuaciones



50

constitutivas asociadas no son lineales. Se puede resolver usando distintas
aproximaciones en diferencias finitas y es posible analizar la velocidad de calculo y la
sensibilidad en los resultados para diferentes valores de paso de tiempo.

Para la resoluciéon de la ecuacion de Richards se su pueden utilizar tres métodos
de célculo; método explicito (ME), método implicito simple (MIS) y el método de Cranck-
Nicholson (MCN). En el problema planteado, se tomaran las condiciones de frontera de
Dirichlet.

Los tres modelos convergen a la misma solucion por el analisis de sensibilidad
para la variable t. EI modelo de Cranck-Nicholson tiene los menores errores relativos en
la zona del frente himedo, el que, a pesar de su mayor complejidad, requiere un tiempo
de computo reducido.

En este trabajo se proponen distintos métodos para la solucién de este problema,
y se busca relacionar entre error cometido del modelo y tiempo de computo necesario.
Se encuentra una mayor complejidad en la zona no saturada por las variaciones no
lineales de la conductividad y la capacidad con la humedad.

Debido a esto, se propone la aplicacién de métodos numéricos para la obtencion
de distintos modelos que resuelven el problema. Los modelos que se proponen son en
diferencias finitas ya que tienen una formulacion relativamente simple y pueden
implementarse facilmente (Pedrozo H., Rosenberg M, Schvezov c. p2)

La Ecuacion de Richards se obtiene a partir de la combinacién de las ecuaciones

(1), (2) y (3) descritas anteriormente:

(W) x = (K()+—+ (4)
Dénde:

C (h) es la capacidad hidraulica especifica del suelo

g es el caudal por unidad de area,
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h es el potencial matrico debido a la succion,
t es el tiempo,

Z es la profundidad,

K(h) es la conductividad hidraulica,

0 es la humedad volumétrica del suelo,

Ecuaciones de Mualem-van Genuchten

Para describir la variacion de la conductividad hidraulica K(h) y la capacidad
hidraulica especifica C(h) con respecto al potencial se utilizan las ecuaciones de Mualem-
van Genuchten:

[1— (ax|hl"" * (14 (ocx [R)™) ]2

K(h) = Ks * 0+ (@~ )2

o(h) = G =6)
@A+ (ax|Rhmym T

mxnxa® x (6, — 65) * ||

€)= =T ¥ (a» D"

Donde:

6, es la humedad volumétrica del suelo saturado,

6, Es la humedad volumétrica residual del suelo,

a,n,m, son parametros que dependen del suelo,

Es la conductividad hidraulica saturada.
Infiltracion — Ecuacién de Richards

La ecuacion de Richards para flujo en medios porosos no saturados es no lineal.

No es posible obtener soluciones cerradas de las ecuaciones de Richards que tengan en

cuenta distintas condiciones de contorno y geometria compleja (Espinoza, 1993).
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Figura 9
Volumen de control para el desarrollo de la ecuacién de continuidad en un

medio poroso no saturado

Elevacion

¥

S —
Campo
de flujo de Darcy

Fuente: Chow, Maidment, & Mays, 1994
La ecuacién que describe el flujo del agua de un medio anisotrépico saturado o no
saturado, que normalmente se refiere como la ecuacion de Richards (Main y Larson,
1973) se expresa como:

06y _ 9 [kxkny @) 98] 0 [ykru@) 09] 0 [kykru(¥) 09
U dy| oz U 0z

o9t ox U dx| Ody
Donde:
d , es la derivada parcial,

k. ky, k, , permeabilidades intrinsecas correspondientes a las direcciones

’ ’

respectivas

k. , permeabilidad relativa a la fase liquida

¢ , (Variante de fi) es una constante, altura piezométrica
6,, , es la cantidad volumétrica de la fase w,

Ou; es la viscosidad dindmica de la fase fluida iy,

Y (psi) es la succion (z-¢).
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Esta ecuacidon nos permite calcular los perfiles de humedad del suelo y, en
consecuencia, la infiltraciéon
Similarmente se expresa la ecuacion para la fase gaseosa en un medio poroso

incompresible.

06, 0 [kxkra(ll)) 6¢] 0 [kykm(llJ) dp| 0 [kykm(lli) ¢
- = R pUTNRE B LALESLE R AL
Jt  Ox Ua dx| Ody

Mo Ho  Oy] 0z| wg Oz
Si se considera que el movimiento del aire no produce un efecto apreciable en el
movimiento del agua, se puede utilizar solo la primera de las ecuaciones para describir el
flujo en un medio no saturado (Philip, 1969; Neuman, 1973; Rubin, 1969; Wallace, 1975;
Christe y Gaillard, 1989). (Reina S, Reina T., p3).
Diagrama de Flujo Método de Richards-Philip (1957-1969)

Figura 10

Diagrama de flujo del método de Richards. Philip

]
-

Fuente: Rivadeneira, 2013
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Existenciay de la Ecuacién de Richards.
Importancia del Teorema para una Ecuacion Diferencial.
Para una ecuacion diferencial, este teorema nos indica si existe 0 no solucién y si
esta solucion es Unica o no, dado un valor inicial (problema de Cauchy).
Ejemplos:
1. Unica solucion,

dy

a4 Y -paraun valor inicial y(1) = 3,

Trasladando y y dy al primer miembro, se tiene, ”;—y = —dx

Integrando tenemos, fdy—y = [ —dx

Iny=—x+C(;
Despejando y, y=Ce™
Reemplazamos y(1) = 3, 3=Ce™?!
3
—==C
C =3e
Reemplazando C = 3e en el valor de y,
y=Ce ™
y = (3e)e™™*

y = 3e**1 es una unica solucion

2. Dos soluciones.
dy _ L _
o= 2,/y , paraun valor inicial de y(0) = 0,
Trasladando y y dy al primer miembro, Z—z = 2(y)V/?

dy
- = de

)z
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1
(y) 2dy = 2dx

Integrando, f(y)"% dy = [2dx
Despejando y tenemos y = x2, Es una solucion
Pero también tiene otra solucién que esy = 0
Ninguna solucién
y?+x%y"' =0, paraunvalor inicial y(0) =1

Calculando y se tiene,

dy

2 27

ye+x I 0,
. —X
y_1+Cx

Reemplazando y(0) = 1, en el valor de y, tenemos,

-0
1=——
1+C(0)

1 =0,lo cual es un absurdo

No existe solucion que satisface la condicion inicial

Teorema de Existencia y Unicidad de Soluciones en una Ecuacién Diferencial
Un problema de valor inicial (PVI o Problema de Cauchy) tiene al menos una
solucion definida en algun intervalo que contiene al punto a, si f(x,y) es continua en

algun rectangulo plano XY que contiene el P'"° (q, b) (Teorema de la existencia)

d
é = f(x,y) derivada de la funcion

y(a) = b wvalor inicial

Por ejemplo,

flx,y) = ﬁ,pam el valor inicial (0,0),(1,-1), (2,—2), (a, —a),

no es continua, por tanto no tiene solucion,

En cambio, (x,y) = ﬁ, para el valor inicial (2,1), se ve que tiene al
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menos una solucion, sin necesidad de derivar y sin integrar

Figura 11

Teorema de existencia

Fuente. Video teorema de existencia y unicidad, EDO de primer orden
Si ademas, la derivada parcial % es continua en ese rectangulo, entonces la
solucién es Unica en algun intervalo (tal vez mas pequefo) que contiene el punto x = a
(Teorema de unicidad)
La derivada parcial % no es condicién necesaria, es decir que % no tiene por qué
cumplirse para que la solucion sea Unica, existe una condicion un poco mas débil y menos
estricta, que nos garantiza que la solucion es Unica (si f(x,y) es una funcién Lipschitz

en el rectangulo).

Ejemplo
% = —y,enelpunto p (1,3) 0 sea, y(1)=3
e f(x,y) = —y es una funcion polinomica, continua en todo R?

R={(x,y)|0<x <2, 2<y<4},loqueeslomismo,

R = (0,2)x(2,4), al ser continua en este rectangulo, existe solucién

] . .
é = —1, es una funcion constante, por tanto es continua en todo R?
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Por tanto, tiene solucion Unica

Figura 12

Ejemplo del teorema de existencia y unicidad

Fuente. Video teorema de existencia y unicidad, EDO de primer orden
Existencia de Solucion de la Ecuacion de Richards
La existencia y unicidad de la ecuacién de Richards fue obtenido del articulo
"Quasilinear elliptic-parabolic fifferential equations. [Luckhaus, 1983]"
Suposicion de los datos.
1. Sea Q c R", es abierto, acotado, y con frontera Lipschitz,
I' c 00 es medible con H*"1(I') > 0,y0 < T < oo,
2. b es un campo de vector mon6tono y a gradiente continuo, es decir, hay una
funcion convexa ®: R™ — Ren C!con b = Vd. Podemos suponer que b(0) =

0. Definida

1
Y(z) = ¥p(2): = supgsegm f (z — b(s0)) - ads.
0

= SUP eRp™ (z 0 —®(0) + (D(O)).
La convexidad de @ implica que

B(z):=¥(b(2)) = b(z) 5 — ®(z) + D(0)
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1 z
= f (b(z) —b(sz)) - zds = f (b(z) = b(s))-ds,
0 0

3. a(b(z); p) es continua en z y p y eliptica en el sentido que
(a(z,p1) = a(z,p2)) * (p1—p2) Zclpr =Pl
conl < r < oo,y f (b(z)) es continua en z.
4. La siguiente condicién se satisface:
la(b(2)),p| +1f (B(Z)] < c(1+ B/ +r+[p|™™).
En general, los coeficientes a, b, f también puede dependerde t y x.

Observacion. La convexidad de @ implica que

B(z) — B(zo) = (b(3) — b(30)) " 30

1
81b(z)|

para todo 3,3, € R™. Si cambiamos ¢ = b(z) en la

definicion anterior vemos que

1 1
B(z) = f (b(z) — b(sa))-ds = glb(z)l - supla,l<l|b(a')|)
0 =35

de modo que

|b(z)| < 6B(3) + Suplals%lb(a)l.

Datos Iniciales y de Frontera.
1. Asumimos que uP? es en LF(0,T; HY"(Q)) y en L®(]0,T[% Q), y definimos
V:i=v € H"(Q)/v = OenT.
2. Asumimos ¥(b°) € L1(Q), y que b° aplicacién en el rango de b. Por lo tanto, hay
una funcion medible u° con h° = b(u°).
Solucién Débil. Asumir 1,3. Llamamos u e u® + LP(0,T; V) una solucion debil del
problema inicial de valores de contorno, si se cumplen las propiedades:

1. b(u) € L®(0,T; LX(Q))y d.b(u) € L (0,T; V*) con valor inicial b°, que es,

T
f (9, b(w), ) + int] f (b(w) — b°)3,,¢ = 0
0 Q
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para cada funciéntest{ € LP(0,T; V) n HX(0,T; L®(Q)) con {(T) = 0.
2. a(b(u),Vu), f (b(w)) € L™ (]0,T[x )y u satisface la ecuacién diferencial, que

es,

fo (@b, ) + fo ' fna(b(umvw V= fo ' fﬂ F(bw)<

paracada € L"(0,T; V).
La herramienta principal para probar la existencia de la soluciéon débil es dar un

estimador de energia, que sigue, si podemos justificar la férmula

T
f d:b(w) - u = B(uw(T) — B(u?)).
0

Esto est& hecho en el siguiente lema.
Lema. Suponga 2,1,3 se satisface con d,u? € L(0,T; L*(Q)).
Siu€euP +L"(0,T;V) cumple 1.4.1, entonces
B(u) € L*(0,T; L*(Q));

y para casi todo t la siguiente formula tiene

fﬂB(u(t)) - fﬂ BO) =
-/ t [ @bwu-u)- t [ (o0 = bu)a,.

+ fﬂ (b(u(®) - b)) u” (t).

Prueba,

a) tenemos para casitodo ¢t > 0 puntualmente en Q
B(u(t) — Bu(t — h)) < (b(u(®)) — b(u(t — h))) - u(t)

b) yparat > h

B(u(t) - B(u(t — b)) = (b(u(®)) = b(u(t - h)))-u(t - h).
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Donde u(t):= u® para —h < t < 0, por lo tanto b(u(t—h)) = b°.
Multiplicando la primera desigualdad con A.(t) y la segunda desigualdad

con A.(t — h), donde
A = mi (1 ! )
s = min|1, ]
Ahora podemos integrar cada Q y obtener para la primera desigualdad

fﬂg(t) B(u(t) = B(u(t —h)) < f (b(u(t)) = b(u(t — B)))A:(Ou(t)
Q Q

= (b(u(®) — b(ut — b)), Re) (£) — uP (O)) + f (bu(®)) - bu(t
Q

— )HuP (),
eligiendo ¢ con euP < 1. Dejando ¢ —> 0 e integrando ¢t de 0 a 7

obtenemos.

L[ - [0 [ -or [ s
- ofuP

1 (° 1 ("
+E J;_h fn(b(u) —bW®)-uP —% fo fﬂ(b(u) —b®)-uP

De manera similar, la segunda desigualdad produce la integracion de t de

hart

JREESINEE
g j:_h
1

1 rt h
+E t_}Jﬂ(b(u) - b)) -ul - 5 fo fﬂ(b(u) — b)) uP

t
(" b(w),u — uP) — f f (b(w) — b(u®)) - 97"
h 7Q
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Como h — 0 los primeros tres términos en el lado derecho cubren los limites
deseados para casi todo 7. Lo mismo es verdad para el primer término de la
izquierda, por lo tanto, la primera desigualdad prueba que

B(u) € L*(0,T; L}(Q)

Por lo tanto, para demostrar el Lema tenemos que mostrar que
h
f f (B — B®) — (bw) — b(u®)) - u®
0 JQ
se convierte en no negativo en el limite h | 0. Primero observamos que
[ b -0
E

uniformemente en t como E € Q va a cero en medida. Esto nos permite sustituir
uP por una funcion €y, (Q). Podriamos usar el mismo argumento para el término
B(u) — B(u®) provisto de u® es acotada. Como en general no es asi,

aproximaremos B por.
g
BA@®) = suppoisn [ (bu®) = b(s))ds.
0

Entonces BR(u%) T B(u®) casi en todas partes, como R T o« pero desde B(u®) €
L'(Q) esta convergencia también esta en L'(Q). Luego, vamos a elegir funciones

vg € L*(Q) con

y entonces la funcion ug(t) € L*(Q) con
lurl <Ryu, —u” € (3°(Q)

(donde R deberia ser mayor que el supremo de |u”|) tal que la norma L!

de

uR(t)

SUP|g|<r fo (vr — b(s))ds — .[0 (vr = b(s))ds



62

1 .
es menor que — para cada t. Entonces concluimos que para R T ooy

uniformemente en ¢t

| ) - ey < | Eow) - B
Q Q

uR(t) UR(D)

= fn (—[0 R (b(u®) = b)) ds - fo e —b(s) dS) _%
2
> | (b Vw2
>f9( (u(®)) = vr) “ur(t) 2

3
2 | G®) b -

inferimos que

1 h
tm supniog, | [ B0 - G - b))
0
1 h
> lim grolim supnso | [ (660 = b@®) - (ug ~ u?)
0 JQ

h 1 h
= lim preolim Suphlof (6tb(u(t)),zf (ug — uP))dt = 0.
0 t

Observacion. Bajo los supuestos en b Lema 2,1,5 se mantiene para datos mas
generales de Dirichlet u?. Si, por ejemplo b satisface una condicion de crecimiento
b(z)| < C-(1 + [z]7)
con 0 <x> r,ysib® € L7/%(Q), entonces necesitamos solo
uP € L' (0,T; HY« (Q) n HY«(0,T; L™ (Q)))

donde 7, := (2)

El interés de la siguiente modificacion del Lema 2,1,5 reside en que se
puede aplicar también cuando los datos de Dirichlet saltan en el tiempo. La

solucién de la ecuacion de calor puede usarse como continuacion de los datos

de Dirichlet en el interior. La enunciacion es:
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Supongamos que b es Lipschitz continua, y supongamos que 2,1,3 satisface

con d.uP € L7 (0,T; V*) tal que

1 T—h
- f f WP (t + h)) —uP®)(b(uP(t + h)) —bP(V)dt
0 Q

tiende a cero por h 1 0, y tal que

1 h u®
. _ 0 _
lf}%hfo LLD (b(u®) — b(s))ds
existe y es finito. Siu € uP + L7(0,T; V) satisface 2,1,4 entonces
Bw) € L*(0,T; L* (),

y para casi todo t, la siguiente formula tiene:

u(t)
fﬂ [ e - besnds =

ul(t)

J: fﬂ(atb(u),u—uD)_J: fﬂ(atuD’b(u)—b(uD))

+ l}grol%foh fﬂ f;o(b(uo) — b(s))ds

Teorema de existencia. Supongamos que los datos satisfacen 2,1,1y 2,1,3, y
asumamos que cualquiera de las dos ad,u” € L1(0,T; L*(£)) o que se cumplen las
suposiciones en 2,1,6. Entonces existe una solucion débil.

Prueba. Realizaremos la prueba solo en el primer caso, ya que en el segundo
caso solo se aplicara 2,1,6 en lugar de 2,1,5.

El plan de la prueba es el siguiente: aproximamos la ecuacion diferencial por
discretizacion del tiempo, es decir, reemplazamos d;b(u) por el cociente de diferencia
hacia atras 6{" b(u). Asi llegamos al problema eliptico, que puede resolverse mediante
el procedimiento de Galerkin. Para esto elegimos funciones linealmente independientes
e; EVNL™®, de modo que el subespacio abarcado por estas funciones es denso en V.

Buscamos una funcion
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m
(6, ) = U (65 + ) Qi (Oes()
i=1
con ap,: € L*(]0,T]) tal que para casitodo t en ]0, T[ la igualdad

[ 0 um @8 + [ @ (©), Vurn (98 = [ £ Cuam @5 = 0
Q Q Q

contiene para todas las funciones de prueba ¢ € V,, := spam {e;; ..., e,;,} donde los
datos iniciales son dados por

Upm ()= up (t) —-h<t<O.
(También se podria cambiar b(up,,(t — h)) en lugar de b(uy,(t) en los términos
ay f ). Elegimos la aproximacién de los datos iniciales y de borde de manera

que u) es acotada, por ejemplo

1
up: = min (1, —h|u0|)u°;

y tal que u? es independiente del tiempo en cada intervalo J(k — 1)h, kh[ por

ejemplo
1
ul(t,x) = Ef uP (s,x)ds para (k—1)h <t <kh

. .. T -, -z
donde por simplicidad se supone que - €S un nimero entero. Esta eleccion de uj)

implica que podemos determinar uy,(t) inductivamente para t €]k —
1)h, kh[ como una solucién de un problema eliptico. De hecho, si up,,(t — h) es
conocido, el lado izquierdo de la ecuacidn anterior define una aplicacién continua
®py: R™ - R™ donde los pardmetros m son los coeficientes desconocidos de
Upm(t). Desde B(z) < zb(z) y

b(ul + 2)ub <@l + 2)b(ul + 2z) + C(5)
esta aplicacion cumple con la siguiente estimacién donde usamos la notacion v =

Ditia; e
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Dy (@) " a =
1
> CLIVUI’" +Efn(b(uﬁ(t) + v) — b(upm(t — h))v — CL(l + B@l @ + v)
+ [vu|)

> CfQIVvlr+ (%—C) fﬂ(u,’f(t) + v)b(uR () + v)

—C(h)(l +f |b(uhm(t—h))|r/(r—1))
Q

Si h es lo suficientemente pequefio e independiente de m, el segundo término no
es negativo, por lo tanto @, tiene un cero, es decir uy,, (t) existe. Probamos la
convergencia de la funcion uy,, como (h,m) — (0,0) en tres pasos. Primero
obtenemos una estimacion a priori al multiplicar la ecuacion con up, —ul .
Entonces controlamos la dependencia del tiempo al multiplicar con las diferencias
de tiempo df"uy,, , lo que resulta en la compacidad de las funciones b(uy,, ) en
L.

Finalmente demostramos la convergencia fuerte de uy, multiplicando la
ecuacion con uy,, — u, donde u es el limite débil obtenido en el primer paso. En el
primer paso, pruebe con { = up,, (t) —ul(t) e integre en t de 0 a 7. La parte

parabdlica estimamos de la siguiente manera:
T 1 T
j fa{hb(uhm)(uhm —up ) ZEJ fB(uhm)_jB(ug)
0 JQ T-h’Q Q

T 1 T
# ] b~ b(uR)obuf | bunn @) bt ¢

+ h)dt. (3.3)
Para la parte eliptica obtenemos las estimaciones usuales. Por lo tanto, utilizando

la suposicion de u® y el argumento de Gronwall, obtenemos la estimacion a priori
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sup B T v r<c
OSTST,L (uhm(t))‘l'J;fQ Upml =

Se deduce que uy,, » u débimente en L"(0,T; V) para una subsucesion
(h,m) - (0, ).
Ahora sea k € N y usamos como funcién de prueba
0(8) »= 0" (upm —up)(¥) parajh <t <(j + k)h
con (j—1h<1t<jh y 1< S%—k. Integrando sobre 7 y usando la

estimacién de energia anterior

T—kh
j (b(unm (@ + kh)) = b(upm()) (unm (@ + kh) = pm (D)) dt < Ckh.
0

Pero como uy,, es una funcién de paso en el tiempo, vemos que esto también
se satisface si reemplazamos kh por cualquier nimero positivo. Esto implica que
b(upy) convergen a b(u) en L1()]0, T[x Q para una subsucesioén, que se probara
en el Lema 2,19 siguiente. Este lema también muestra que B(u) €
L*(0,T; L*(Q)). La estimacion a priori implica ademas que hay funciones A,

acotadas en L (0,T; V*) tales que

J;)T</1hmr(> = fOT Lat_hb(uhm)< = —jOT—th(b(uhm) —bd)or¢

Para (€ L"(0,T; V;,)con {(t) = 0 part> T —h. Por lo tanto para una
subsucesién 1, — 1 débilmente en L™ (0,T; V*). Concluimos que b(u) satisface
2,4,1, que es 1 = d,.b(u), por lo tanto,1,5 puede ser aplicado a u. Para probar la
convergencia fuerte de Vuy,, tomamos

{ = Upm — (U, + Vpm)
como funcion de prueba en el intervalo 10, t, [, donde t, = kyh con (k, —1)h <

t < kyh dado t €]0,T[, y donde vy, € L"(0,T; V;,,) son aproximaciones de u —
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uP enL”(0,T; V) y tiempo independiente en cada intervalo ](k — 1)h, kh[.

Tenemos

fo (OB ) + ¢ fo t fﬂ Vel

t t
— D
< fo fﬂa(b(uhm),vwh + UR)VE fo fnf b))l B4)
Primero consideremos el término parabdlico
t t t
j (07D (g ) = f (O™, b (), g — 12) — f (7"b @), u —uP) + o(D),
0 0 0

donde el simbolo de Landau ¢(1) como de costumbre denota cualquier término
gue converjaacerocomo h - 0ym — oo, Usando (2,7,1) en la primera integral
en el lado derecho y el Lema 2,1,5 en el segundo que tenemos para casi todo t

la relacién

t 1 t
[ @by =g [ [ B+ o

ahora vamos a estimar el lado derecho de (2,7,2). La desigualdad de Cauchy y

la convergencia débil de ¢ a 0 nos permiten estimar

t
[ [ atbCunm), v + ) vz‘
0 J0Q

t t r*
< 6f f [V¢|" + C,gf f |a(b(uhm),V(uﬁ + 17}1”)) —a(b(u),Vu)
0’0 0’0
+ o(1)
Podemos estimar la segunda integral de la derecha, por ejemplo

1+ B) \*
u r
)

fot fﬂ a(b(), V) = a (bGtn), V(4 + vpm) ) min (1'1+B—<uhm>

*

117

+ fotfﬂ a (b(uhm).V(uﬁ + Uhm)) (1 —min (1'11-|-+B—l;5:,1))>r
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Usando la condicion de crecimiento en a y la convergencia puntual de b(up,)
vemos que la primera integral va a cero por el teorema de convergencia

dominada por Lebesgue. La segunda integral de la derecha es estimada por

1\
[ ot ol (- mins 52

f f max <0 (1+ B(uhm)) -(1+BW)™ 1 )T

Los primeros términos tienden a cero como antes, y la segunda integral es menos

que

t t
0,B(upm) — Ba)) < | | BCupy) — B 1).
+J;) fnmax( (Upm) (u))<f0 fﬂ (Upm) — B(w) +o(1)

donde B(up;,) — B(u) casi en todas partes. Dado que el término f puede
manejarse de forma similar a la parte eliptica a, vamos a juntar todo lo que es

para casitodo t

fﬂ (B(uhm(t)) - B(u(t))) +c J: LW(uhm) "

t
< Cfo LB(uhm - BW)) +o(1).

Luego, un argumento de Gronwall aplicado a la funcién acotada no-negativa

®(t) := limsup (B (Upm (1))

h—0,m—c
dado parat < T
Vupm — Vudebilmente en 1" (]0,t[x Q)
Por lo tanto
a(b(upm); Vupm) = a(b(u),Vu),

f ) = f (bw)
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casi en todas partes, por lo tanto, débilmente en Lr*(]O,t[x Q)lo que demuestra
gue u es una solucién débil.
Lema. Si dos aplicaciones v, y v, en HY"(Q) satisfacen las estimaciones

lwillgiry <M, 1B0llp<M i=12

fn(b(m — b)) Ws —vy) <6,
entonces
fn Ib(v,) — b(v)] < wy(8)

con funciones contindas w,, satisfaciendo wy(0) = 0.
Lema. Suponga que u, converge débilmente en L"(0,T; HY"(Q)) a u con el

estimador
1 T—h
Efo fﬂ(b(us(t + h)) — b(ue(£))(ue(t + k) —u (t))dt < C

y fB(ug(t)) <C parad<t<T
Q

Entonces b(u,) — b(u) en L*(]0; T[x Q) y B(u,) — B(u) casi en cualquier parte.
Generalizaciones. Todos los argumentos siguen siendo los mismos, si asumimos

gue los coeficientes a, b,y f dependen sobre x. También dependen del tiempo en la parte
eliptica, que es, para a 'y f , no hace diferencia, excepto que en 3,1,7 tenemos que usar
proximaciones ay Y f; que son por partes constantes en tiempo, y por ejemplo definimos
como uf en 3,1,7. Si queremos dependencia en el tiempo de b necesitamos suposiciones
apropiadas sobre términos adicionales en la prueba causada por la parte parabdlica. Dos
posibilidades ya se dieron en 3,1,5 y 3,1,6, para los datos estos pueden ser transformados

en

b (t,x,2):= b(z + uP(t,x)),
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o P(t,x,z) := 0,

esto es, sobre valores homogéneos en la frontera pero dependientes del tiempo

D. No es dificil especificar supuestos, incluidos estos dos ejemplos ver [Alt and

Luckhaus, 1983].

Unicidad de Solucién

Para la ecuacién singular podemos probar la unicidad de la solucién en la clase
de soluciones regulares, con lo que queremos decir soluciones u tal que 6.b(u) es una
funcién (ver 2,2,2). Pero no podemos probar la regularidad de todas las soluciones
débiles incluso bajo condiciones regulares en los datos. La razén es que §:b(u) no es un
término monaotono, por lo tanto, el procedimiento habitual de diferenciar la ecuacién no
conduce a estimaciones a priori. Para obtener estimaciones a priori probamos la ecuacién
débil con d;(u —uD) en vez. Por lo tanto obtenemos la existencia de al menos una
solucion regular para el sistema del tipo variacional (ver 2,2,3). En el caso espacial de
una parte eliptica lineal puede probarse la unicidad en la clase de soluciones débiles
(ver 2,2,4). La unicidad resulta en ver 2,2,2 estd formulado como un Teorema de
Comparacion. Por lo tanto, definimos lo siguiente.

Definiciones. Llamamos u € L"(0,T; H*"(Q)) a la subsolucion (supersolucion),
siu < ()uPen]0; T[x T,y si 1,4 se cumple con = reemplazando por < (=) para toda
funcidn test{con {(0) <0en241y{>0en24,.2.

Lema de Gronwall. Sean g(t) y v(t) dos funciones continuas en C([0; T]).

Seah € L'(0,T) tal que h(t) = 0,c.t.p.t € [0,T] se tiene

t

v(t) < g(t) +f h (Dv(r)dr.
0
Entonces

t
v(t) < g(b) + f h (D)v(r)eHO-HD g
0
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t
= ef® [g(O) +f g'(r)e‘”(f)dr],t € [0,T]
0

conH(t) = fot h (t)drt, donde la segunda de esta desigualdad se cumple para

funciones g(t) diferenciables. (Vease [Wloka,]. pags. 436-337).
Una consecuencia muy importante del lema anterior es que si v(t) €

C([0; T]) conv(t) = 0y se cumple que

t
v(t) < Cf v(t)dt parat€[0,T],
0

entonces, v(t) = 0. (Esto es inmediato haciendo g(t) = 0y h(t) = c¢) (Ver
Cachaguay and Patricio, 2014).
Se realizara la demostracién por el método de Galerkin.

Teorema de comparacién. Suponga que los datos tienen la propiedad de la

continuidad

la(b(z2),p) — a(b(z1),p)|

r—1 r—1

< Colzp—zl T (1+BG) T +B@) T +1pl
f(z2) —f(z1) <C(z; —21) paraz, > 3.
Si u_es una subsolucion y u, una supersolucion tal que B(u4) y
0¢(b(u-) — b(uy))
estan en L1(]0, T[x Q), entonces u_ < u,.

Prueba. Para pequefios § > 0 sea

Ys(z) := min (1, max (g ,0))

y el conjunto ¢ := s (u_ — u,) en elintervalo de tiempo ]0, t[ como funcion

de prueba en la desigualdad 2,2,4,2 para u_ Yy u.. Entonces
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t
[ [ 2o = by wsta = )
0 JQ
C t
+§j;) fﬂ)((0<u_—u+<6) V(u_ — u)l”
<£ftfx la(b(u_), V) — alb(u,),Vu)|™
=5 o Jo (0<u_-u4+<94) - + +/ +
+ f f o< —us<s) max(0, f (b)) — f (b))
00
t
= Cf f)((0<u_—u+<6) (1 + B(u-) + B(uy) + [Vugl")
0 Y0

t
+Cf fmax (b(u_) — b(uy),0).
0o Ja

El primer término del lado derecho tiende a cero cuando § — 0, y el termino

parabdlico en la izquierda converge a

t
f f Xocu—u,<s) Be(b(u_) — b(ws))
070

t
=f fatmax (b(u_) — b(uy),0) —fmax (b(u_) — b(uy),0)
0 /o Q

para la desigualdad en 1.4.1 para u_ y u,. Entonces por el lema de Gronwall’'s
b(u_) < b(uy), en particular b(u_) = b(u,) en el conjunto {u_ > u,}. Sivamos
con esta informacién en el primer estimador arriba vemos que se cancela cada
término excepto el término eliptico en la izquierda.

Asi obtenemos V(u_ —uy) = 0en {0 < u_—u, < &}, en otras palabras el
max(0,min(u_ — u,y,8))] = constante. Esto implica u_ < u,, donde esto es
verdad en ]0,T[xT. En el resto de esta seccion consideramos los sistemas.

Primero, demostremos la existencia de una solucion regular.
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Teorema. Asuma 2.2.1 con r = 2,y b es Lipschitz continua. Supongamos que
existe una funcién continua A de b(z) y p tal que V,A = a, y tal que V,Ay V, f son
medibles con

IV, A(b(2),p)I> + |V, f (b(2)I* + |A(b(2),0)| =C(1 + B(2) + Ip|").
Ademas para la condicién inicial y de frontera asuma que, ul €
HY7(0,T; H¥(Q)) y b° = b(u® para algin u° con u® — u”(0) € V. Entonces existe una
solucion débil u con d.b(u) € L?(]0,T[x Q).
Teorema. Suponga 2,2,1conr = 2y
a(t,x,b(z),p) = A(t,x)p + e(b(z)),
donde A(t, x) es una matriz simétrica y medible en t y x tal que para algina > 0
A—oal vy A—abA
son definidas positivas. Ademas, suponga que
le(b(z2)) — e @) + If (b))~ f bED)|" < C(b(z2) — b(z1))(Z2 — 22)

Entonces existe al menos una solucion débil.
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CAPITULO 4
Método de Volumenes Finitos, Modelos Matematicos y Metodologia de la
Simulacién
Modelos Mateméaticos
La modelizacibn matematica es la representacion de un problema de la vida real,
gue en varios casos no es matemético, en un problema matematico, para lo cual se usa
del lenguaje de la matematica, luego se resuelve el problema matematico y su solucion
la interpretamos en términos del problema original real. Con esto se gana en percepcion
en situaciones originales del mundo real.
En la modelizacion matemética se capta en forma de ecuaciones, algunas
caracteristicas de un sistema para un uso especifico tal como: para control de filtracion
de fluidos, optimizacion, posibles estudios de seguridad (Benalcazar H, 2016).

Tabla 6

Resultados de los modelos matematicos

Ecuaciones Funciones

Ecuaciones algebraicas Funciones reales como polinomios, funciones
racionales, funciones exponenciales, logaritmicas,
funciones trigonométricas y combinaciones de

estas.
Ecuaciones algebraico Funcionales en espacios de dimension finita,
diferenciales. discretos o continuos, con o sin restricciones.
Ecuaciones diferenciales Funciones légicas
ordinarias.
Ecuaciones diferenciales en Funcionales en espacios de dimension infinita con
derivadas parciales. 0 sin restricciones

Ecuaciones integro diferenciales.
Combinaciones de las anteriores
Ecuaciones diferenciales
estocasticas

Tipos y Naturaleza de Variables de un Modelo
Los modelos matematicos describen un intercambio de informacion entre las

variables dependientes e independientes que pueden ser de naturaleza: biol6gicas,
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econdmicas, sociales, quimicas o fisicas. Estas variables podrian ser: la altura, la carga
de fluido, el tiempo, cantidad de humedad, cabezal de presién, cantidad de nitrato, area
de un recipiente o terreno y volumen de liquido.

Resultados de Modelos Mateméaticos

Los resultados de modelos matematicos son: ecuaciones o funciones

Tipos de Ecuaciones y Funciones
Esquema numérico

Utilidad de la Simulacion Numérica
La simulaciébn numérica sirve para predecir acontecimientos o fenébmenos como:
¢ Fendmenos naturales, con procesos de infiltracion del agua,
e Comportamiento de la dindmica y cinética de fluidos.
¢ Sistemas de educacion,
e Costos de ciclo de vida,
¢ Desarrollo arquitectonico,
¢ Andlisis de riesgos, formacion y evaluacion,
¢ Trafico de vehiculos.
Metodologia Proceso de la Simulacion
Posicion del Problema
Se localiza con precision el problema a estudiar y se plantea el problema; se
definen los fendmenos bioldgicos, fisicos, quimicos o econdmicos; se deducen las
variables y pardmetros; se definen los responsables del proyecto, los objetivos, los
métodos para llegar a los objetivos, la importancia del problema y los beneficiarios.
Elaboracion del Modelo Matemaético
En la rama de la mecéanica, un modelo matematico se construye, generalmente,
mediante el uso de leyes fundamentales de comportamiento, de la termodinamicay de la

cinética quimica.
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Entre las leyes fundamentales, tenemos: conservacion de la masa, conservacion
de la energia, conservacién de la cantidad de movimiento, la segunda ley de Newton.

Entre las leyes de comportamiento se tienen, Ley de Dick de la difusion, Ley de
Darcy del flujo en un medio poroso, Ley de Newton de viscosidad de un liquido.

Cada problema tiene su propio modelo, no hay una formula mégica. Mientras mas
perfecto es el modelo, es mas complejo y mas dificil de solucionar. En este paso, se
deben realizar la simplificacién del modelo matemético, pero sin pérdida de informacion
Elaboracion del Modelo Numérico. Métodos numeéricos

Una vez obtenido las ecuaciones que gobiernan el fenbmeno, se procede a la
resolucion. Para lo cual primero hay que averiguar si tiene o no solucion, o si tiene varias
soluciones. Es util este paso ya que permite conocer las hipétesis bajo las cuales nuestro
problema tiene solucion y bajo qué condiciones no tiene solucion. En algunos casos, en
el estudio de la existencia de soluciones se construye un método numérico. Si las
soluciones analiticas son complejas se debe proceder a su aproximacion numérica. Si no
es posible obtener soluciones analiticas, como la ecuacién de Richard por ejemplo, se
deben obtener soluciones numéricas que se calculan mediante métodos y técnicas de
discretizacion, como el método de volimenes finitos, adecuados que permiten obtener
algoritmos de aproximacion y con estos elaborar los respectivos programas
computacionales, por ejemplo, un algoritmo para la linealizacibn mediante Picard o L-
esquemas. En general, estos métodos deben estar bien condicionados y estables
numéricamente. En los métodos que generan sucesiones, estas deben ser convergentes.

Caracteristicas de un Algoritmo. El algoritmo debe reunir las caracteristicas
siguientes: aplicabilidad general, simplicidad, confiabilidad y seguridad. Si para un mismo
problema son posibles varios métodos, se debe escoger el algoritmo considerando el
volumen de memoria que consume, el tiempo de ejecucién para el niamero de

operaciones, la exactitud de la solucién que a su vez se relaciona con la convergencia.
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Métodos numéricos. Los métodos numéricos son técnicas que tiene algoritmos
basados en operaciones aritméticas para la solucién de problemas matematicos. Son una
suma de las matematicas mas la computacion. Los métodos que mas se utilizan en la
resolucion numérica de ecuaciones diferenciales ordinarias, en derivadas parciales o de
ecuaciones integrales que surgen en mecénica de fluidos son: 1. Volimenes Finitos
(FVM), 2. Diferencias finitas (FDM). 3. Elementos finitos (FEM). 4. Ultimarla (MM). 5.
Descomposicion de dominios (DDM).). Estos métodos de discretizacién conducen a un
sistema de ecuaciones. Si el sistema es lineal, puede ser resuelto por métodos directos

o iterativos, pero si el sistema es no lineal, se utiliza los métodos iterativos.

Elaboracion del programa computacional

Un programa computacional tiene la estructura siguiente: 1. Lectura de los datos
de entrada. 2. Preparacion de los datos de entrada. 3. Ejecucion del algoritmo numeérico.
4. Preparacion de los datos de salida. 5. Presentacion de resultados. Los programas
computacionales tienen que ser siempre modulares.

Verificacion del Programa

“Cada programa computacional tiene que ser probado con datos de entrada muy
variados, a fin de asegurarse que el algoritmo esté correctamente elaborado y que los
resultados son correctos o muy aceptables” (Benalcazar Gomez, 2015, p. 159). Se debe
buscar ejemplos que se conozcan las soluciones exactas para compararse con las
soluciones numéricas.

Validacion de los Modelos Matematicos, Numéricos y Computacionales.

En el mercado ya existen programas elaborados que resuelven el problema, que
no son tan aconsejables para adaptar a nuestro estudio. Se debe elaborar un programa
gue asegure y corresponda al método numérico que ayude a calcular la solucion
aproximada de nuestro modelo matematico. Si no se dispone de programas

computacionales, debe generarse al menos un método numérico de aproximacion de la
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solucién del problema y a continuacién se debe elaborar el respectivo programa
computacional que incluye pruebas para garantizar la calidad de la solucién numérica.
Adicionalmente, se debe demostrar matematicamente que el método propuesto es
convergente. En lo posible comparar soluciones exactas con las soluciones numéricas.
Analisis de Resultados. Calibracién

En la mecénica de fluidos generalmente se obtienen como resultados: 1. Tablas
de datos. 2. Graficas de funciones. 3. Curvas de nivel. 4. Trayectorias de flujos. 5.
Visualizacion de dominios 2d y 3d. 6. Mapas y sistemas integrados (SIG). 7. Informes y
reportes gerenciales. Cuando se tiene solucion numérica su aproximacion, se procede a
interpretar los resultados y comparar con el problema propuesto. Este andlisis permite
mejorar el modelo matemético y calibrarlo segun las necesidades.
Implementacion de la Solucion

Se procede a la corrida del programa y se puede cotejar con otros programas. Los
softwares libres mas utilizados son: Octave, Java, Scilab; entre los softwares comerciales
tenemos Matlab, Comsol Multiphysics.
Método de Volumenes finitos

El método de volimenes finitos unidimensional espacial se basa en dividir el
dominio en varios en intervalos, los volumenes finitos, que lo llamamos celdas, y
buscamos en cada uno de ellos una aproximacién de la integral de la variable
conservativa w. En cada paso de tiempo actualizaremos estos valores utilizando
aproximaciones del flujo a través de las fronteras de los volimenes finitos.

El siguiente contenido fue tomado de [Cenddn, 2008],[Le Veque, 2000].
Este método tiene sus raices en la dinamica de fluidos. Primero se desarroll6 el llamado
método marcador y celda para analizar problemas de flujo de fluido incompresible con
superficies libres. Luego el método se convirtié en el método de eleccién para el andlisis

de problemas relacionados con el flujo de fluidos y otros fendmenos de transporte. Pese
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a que existen otros métodos famosos para la resolucién en el analisis numérico tal como:
el método de elementos finitos que se ha utilizado tradicionalmente para resolver
problemas en mecénica sdlida, mientras que el método de diferencias finitas y volimenes
finitos se han usado tradicionalmente para resolver problemas de flujo de fluidos y
transferencia de calor. [Mazumder, 2015].

Este método y el método de diferencias finitas tienen sus raices iniciales en la
dinamica de fluidos computacional (CFD) y los fenémenos de transporte.

El primer paso del método consiste en dividir el dominio computacional en un
conjunto de volimenes de control conocidos como celdas. Generalmente, estas celdas
pueden ser de formay tamafio arbitrarios, aunque, cominmente, las celdas son poligonos
convexos (en 2D) o poliedros (en 3D), es decir, estdn delimitados por bordes rectos (en
2D) o superficies planas (en 3D). Si la superficie delimitada es curva, se aproxima
mediante bordes rectos o caras planas. Estas superficies discretas de limite son
conocidas como caras de la celda o simplemente caras.

Los vértices de las celdas, por otro lado, se llaman nodos, y son de hecho, los
mismos nodos que se utilizan en el método de diferencia finita. Toda la informacion se
almacena en los centroides geométricos de las celdas, conocidos como centros celulares
o centro de celda.

Aplicaciéon del Método de Volumenes Finitos

El método de volumenes finitos con frecuencia es interpretado directamente como
una aproximacion de diferencias finitas de la ecuacién diferencial. Sin embargo, como
precisa R. Le Veque [Le Veque, 2002], los métodos de volimenes finitos provienen
inicialmente de la forma integral de la ley de conservacion.

Conceptos Bésicos
Seguidamente, la definicion dada por E. Godlewskiy P. A. Raviart en [Godlewski

and Raviart, 2013] nos entrega la forma general de los sistemas de leyes de conservacion.
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Definicién
Sea w un subconjunto de RP y sean, f;, 0<j <d, dfunciones regulares de w en RP:
firw - RP, 0<j<d

La forma general de un sistema de leyes de conservacion es

d a
28 () =0, x= (e x) ERY 630, (@41)

donde w = (wj, .....w,,) el vector de las variables conservativas, es la funcion vectorial:
w: R%x [0, 0) - 2
(X1 v v X, £) = (W, v v W)
El conjunto 12 se llama conjunto de los estados y las funciones f; = (fi, .... fpj)
funciones de flujo f;;: 2 -» R
Formalmente, el sistema (2,1) representa la conservacion de las cantidades
(W1, ... ....Wp). Si consideramos un dominio arbitrario D R? e integramos (2,1) sobre D

se tiene:

d
d

—fw(x,t)dx +z filw).njds = 0;
dt Jp = Jap

siendo dD la fronterade D yn = (14, ...,Mg) €l vector normal exterior unitario a aD. Por lo
tanto, la variacién de fD w(x, t)dx con el tiempo es igual al flujo que entra a través de una

frontera

d
~>| oy -njas
= Jop

El método de volumenes finitos en una dimensién espacial se basa en dividir el
dominio espacial en intervalos iguales, los volimenes finitos, también llamados celdas,
buscan en cada una de las celdas una aproximacion de la integral de la variable

conservativa w. En cada paso de tiempo actualizaremos estos valores utilizando
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aproximaciones del flujo a través de las fronteras de los volimenes finitos. [Cendén,
2008].
El dominio espacial [a, b] se discretiza tomando una malla arbitraria C,,, donde xi :

i =1,..,M es el conjunto de los nodos de C,,, siendo A xla norma de la malla C,,:

_ sup el
Ax = xieAxlxl Xi—1l.

C; es la celda o el volumen finito se define como:

Ci = <x~_1’x~+l>
=3 3

_ Xi—Xi—1 Xi+1 — X
- xl - 2 Ixi - 2 )

Xi+1 — Xi-1

por lo tanto su &rea longitud es 4; = >

Por simplicidad consideramos 4; = Ax, i =1,..,M.
Por tanto, el valor buscado w;* aproximara el valor medio de w sobre la celda C; en el
instante t,:

w1 [T
wt = — w (x,t™)dx
Al

2

1
= o Jw (6 t"dx. (4.2)

Si w es una funcién regular, entonces la integral en (2,2) coincide con el valor de
w en el nodo de la celda.

Se debe garantizar que el método numérico sea conservativo en el sentido de que
imite a la solucion exacta.

Laintegral de la ley de conservacion w, + f (w), = 0, encada celda C;, estd dada

por

e o, w (0 0dx = f WG _1,0) = f Wx,20). (4.3)
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Asi, se puede emplear esta expresion para desarrollar un algoritmo explicito en la
evolucion temporal: Es decir dadas w{*, las aproximaciones promedios en las celdas
en el tiempo t,,, queremos aproximar w***, los valores promedios en las celdas en el
siguiente tiempo t,, ., después de un paso de tiempo de longitud At =t 1 — t,.

Es asi que integrando (2,3) en eltiempo t =t, Yy t = t,,, obtenemos,

)

Asi reordenando términos y dividiendo por At se tiene,

tht1 tnt1

W (%, by )dx — f

w(x, ty)dx =
Ci

Fw (xi_%, t) de+ | fow (xi%, t) dt

i tn tn

vt = e ey~ oy )

(4.4)

En la expresién anterior nos explica como en la celda de w debe ser actualizado
exactamente desde (2,2) en un paso de tiempo.

No podemos evaluar exactamente las integrales en el tiempo del segundo miembro

de (2,4), ya que w(xl.i%,t) varia con el tiempo a lo largo de la celda, y no tiene solucion
exacta con la que trabajar, asi que debemos estudiar métodos numéricos de la forma
witt = wit — E(f-n} - f-rig) (4.5)
Ax i+ i—
Donde fl’}% es una aproximacion del valor medio del flujo en el plano xt a lo largo de la

rectax = x, 1, cont variando entre t, y tpi1.
2

At rtn
fif% ~ T f(w (i D) (4.6)

Al aproximar este valor promedio del flujo empleando los valores de w", entonces

tenemos una discretizacion total de la ley de conservacion.
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CAPITULO 5
Métodos de Linealizacion para la Ecuacion de Richards

Linealizacion de la Ecuacion de Richards Mediante el Método de Picard Modificado

La ecuacién de Richards necesita usar aproximaciones numéricas, debido que no
tiene solucién analitica; desarrollaremos la discretizacion de la ecuacion de Richards en
forma mixta (1) usando el método de volumenes finitos, como la direccion predominante
del flujo de agua en la zona vadosa es vertical, asi la ecuacion unidimensional de flujo de
fluidos en medios porosos es:

20 6 (0w
AU CED

a9t az\ 8\, T2

= V[KV(¥ + 2)]

Descripcion Matematica del Método de Volumenes Finitos
Un algoritmo de volimenes finitos para resolver un problema definido mediante
ecuaciones diferenciales y condiciones de contorno tiene los siguientes pasos:

1. Elproblema se reformula en forma variacional.

2. En el dominio de variables independientes (usualmente un dominio espacial para
problemas dependientes del tiempo) se divide mediante una particion en
subdominios, llamados celdas o volimenes finitos. En relacion a la particion
anterior se construye un espacio vectorial de dimensién finita, llamado espacio de
volumenes finitos.

3. Planteamos los dos tipos de esquemas a resolver, el esquema explicito y el
esquema implicito, luego de haber discretizado la ecuacion de Richard para la
forma mixta Unidimensional. El esquema explicito e implicito son aproximaciones
utilizadas en analisis numérico para obtener el tiempo - soluciones dependientes

de ecuaciones diferenciales ordinarias y parcial. El esquema explicito calcula el
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estado del sistema en un momento posterior al estado actual del sistema, mientras
gue el esquema implicito son la solucién de una ecuacién que ambos estados de
sistema actuales y posteriores. (Pineda: 2018, 39)

4. Lo anterior origina un sistema con un nimero finito de ecuaciones y con un nimero
grande de ecuaciones y de incégnitas. La cantidad de incégnitas sera igual a la
dimension del espacio vectorial de volumenes finitos obtenido y, generalmente,
mientras mayor sea dimension mejor sera la aproximacion numérica obtenida.

5. Finalmente, célculo numérico de la solucion del sistema de ecuaciones.

El proceso anterior permite construir un problema de célculo diferencial en un
problema de algebra lineal. Este problema se plantea sobre un espacio vectorial
de dimension infinita, pero que puede resolverse aproximadamente encontrando
una proyeccion sobre un subespacio de dimensién finita, y por tanto con un
namero finito de ecuaciones (aunque en general el nimero de ecuaciones sera
elevado tipicamente de miles o incluso centenares de miles). La discretizacion en
volimenes finitos permite construir un algoritmo sencillo, logrando demas que la
soluciéon por este método sea generalmente muy exacta en un conjunto finito de
puntos. Estos puntos coinciden usualmente con los vértices de los volumenes
finitos. Para la resolucién concreta del enorme sistema de ecuaciones algebraicas
en general pueden usarse los métodos convencionales del algebra lineal en
espacios de dimensidn finita, aunque se obtiene mejores resultados con métodos
iterativos. (Pineda: 2018, 39)
Discretizacion del Dominio
Sea r la dimension del de R. Dado un dominio Q c R" con una frontera continua

en el sentido de Lipschitz una particion de Q en "n volimenes finitos”, es una coleccion

de n subdominios {T} | k =1,2,..,n} que satisface:
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1. Q=UR_, Tk
2. T, un conjunto compacto con frontera de Lipschitz continta
3.int(T) N int(T;) =@ parak #j.

Por sencillez del analisis, todos los “volimenes finitos” tienen la misma forma, es
decir su dominio de referencia son rectas subdivididas por igual longitud. Ademas, sobre
cada elemento de la celda se consideraran algunos puntos especiales, llamados nodos y
que generalmente incluiran los vértices del volumen finito (celda) y adicional se requerira
la condicién de que elementos adyacentes comparten los nodos o aristas.

Esquema de Discretizacion Numérica

Para la discretizacion de la ecuacion de Richards se utiliz6 dos esquemas:
Esquema explicito y el esquema implicito. La diferencia entre los dos esquemas es que
cuando se utilizan esquemas de discretizacion implicita, la variable que se debe calcular
depende de si misma, mientras que los esquemas explicitos dependen de variables que
son independientes de la variable que se va a calcular (Pineda:2018)

En la Figura 5.1 se ve que para el esquema explicito utiliza solo los valores en los
pasos espaciales (x-1), (xX) y (x+1) en el paso temporal anterior, (t-1), para encontrar el
valor de la funcion en el paso espacial y temporal actual, (X, t). El calculo de los pasos
actuales esta basado unicamente en valores conocidos ya calculados en el paso anterior.
Mientras que, en el esquema implicito, los valores espaciales en el paso temporal actual
también se tienen en cuenta. Por lo tanto, la funcién en (x, t) depende de (x - 1, t), y (X +
1, t) ademas de los valores en el paso temporal anterior. La funcién que se va a calcular
en el esquema implicito depende, por lo tanto, de si misma y de otras variables

desconocidas (Pineda:2018).
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Para efectuar la discretizacién numérica de dicha ecuacién se matizaron con los
dos esquemas mencionados anteriormente, la causa de este matiz fue para poder llegar
a una no-linealidad en nuestra ecuacion, con la finalidad de resolver la no-linealidad con
el método de Picard modificado y L-esquemas.

Figura 13

Esquema Explicito e Implicito

i Esquema Explicito i Esquema Implicito
il
¢ SRS, ——O
t-10 -
€ pw ) st G & )
i [l 1 = | [l i -
xl \:I 1~;I+1 a,-ll 1c| x|+]

Fuente: Pineda 2018
Discretizacion Espacial y Temporal de la Ecuacion de Richards
Unidimensional. La ecuacion unidimensional del flujo cuando es vertical el modelo es el

siguiente:

(06(¥) @ ( aw)_Ka(‘P) _

K(¥) 5 0 sobre [—L, 0]x[0, T]

at 0z dz
Y(z,0) =¥,
| P(L,t) = a,
Y(0,t) = ag

esta ecuacion se aplica cuando el flujo es vertical

Discretizacion Temporal. La resolucién a nuestro problema de la ecuacién de
Richards, primeramente se debe discretizar la variable temporal, para ello, se debe

escoger un M; el cual representa el nUmero de divisiones temporales ver la figura, donde
también es una variable fija.

Asi definimos: h; = NL conlo cual se tienequet, = k -h;, k = 0,1,2,...,N;,
t
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por lo cual, nuestra discretizacion temporal estd dada de la siguiente manera
{to = O,tl,tz, ""tNt = T}

Esquema Implicito Basado en el Cabezal de Presién

‘P(Z, 0) = l'IJO
| W(L,t) =a,
Y(0,t) = ag

Discretizaciéon en el Tiempo

ht:

S

>

tk=K t

Las variables a utilizar para discretizar son:
0(¥(zt,)) =6, ¥(zt,)="¥ K=K (¥(zt,))

Iniciaremos el desarrollo como en el esquema explicito:

9k+1 _ 9k 9 Kk+1 atpk B aKk+1 B
0z

h; 9z 0z

Multiplicamos por h; ambos lados de la ecuacion anterior

9 oW, 9K,
041 — e o (Kiers ) = he 5t = 6,

Hallar W, tal que:

(gl+1 _ i( %>_ Oivs _ _
6 htaz K11 e h: 3 0 sobre[—L,0]x[0,T]

Wii1(L) = ay
¥,+1(0) = ag

Para dar solucion a la no-linealidad en nuestro problema, aplicaremos el método de

Picard modificado:
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d owrH oK}
Optt —he ( K= | e = O (5.1)
W1 (L) = a,
Yi+1(0) = ag

El contenido de humedad 8}%] se le aproximara con el método de Taylor:

e(lpk +1) - g(qjk+1) + 9(lpk+1)( 17(1-:-11 lIJl’?+1)

n+1
Donde 9(‘1’7{1+1) aqu“ C(‘P}ZH)
9}1(1++11 - 617<l+1 + CI1<1+1 - l{JI1<1+1 (5-2)

Reemplazando 5.18 en 5.17:

9] oW oK}
Ck+1( k+1 —hy — ka+1) he — 2, <Kk+1 ak+1> —hy ak+1 = Ok — 91?+1 (5.3)
Z Z

Organizamos los términos de la ecuacién anterior 5.19:

n n+1 a a 1?1-11 aKn
C1Wri1 —he 7 3, Ky —— 3 =0k — O+ heb—— 3 L+ Cr1¥ie1
VA

Z

Hallar W1t tal que:

Wil oK}
Clia PRt —heyo 2, (Kk+1 ak;l) =0k — Oy + he =+ Gl PR
W) =, 54
Y1 (0) = ag

Discretizacion Espacial (i). Desarrollaremos la discretizacion en la variable
. - . . -L
espacial, en donde, se fija la variable N y se define h; = -~

El mallado de los volimenes finitos es puntualizado en los siguientes conjuntos, donde
zi=2y+h,
N= {z;]i = 0,1,2,3,....N — 1}

Zg = —L, Z1,29,23, v ZN = 0



Figura 14

Discretizacion espacial

h:

R

i1z Elnl.f!
e 1 ¥ | ¥y | ¥ 'tf | A I R R A
Ll T T (i}

I ™ | L] I

] I
fo=-L i1 iz I3 Ei-l £| Zi+1 £N-2 Ihi-1 IN=

n+1
0 ¥icys

n n+1 n — aKk+1
P hta (Kk+1 . )—9k Ok+1 + he— =

+ Ch1¥%+1 (5)5)

Integrando sobre el volumen de control entre [zi_g a Zi+1] en (5,3)
2 2

z Z 41 n+1
] Ck+1 I?—tll _J 2ht i < I?+1 %)
z 0z 0z

11— i—

N[ =
N

i-3 i-3 i-3

Z 1 Z 1 Z. 1 9 K? Z, 1
— i+> i+ on i+= k+1 i+> orm n
= fz. ; Or — le z Orv1 + le z he a7 + le Lz k+1P k1 (5.6)
i—=
2

Se emplea el teorema fundamental del célculo y el teorema de la divergencia en

) 9 W\
C?ﬂ@i)%ﬁll(zi)hz - ht& < Ki'i1 T)Z

i—

Nl

z
i+

1
= 0k(zi)h, — 641 (ZD)h, + he(Kiy 1), i Civ1(zD) Wi (z)h, (5.7)
—2

Notacion de variables:

Z-+1 ni+s ni+s
m _ emi. n . 7z _ T2 _pi .- wn _ T2
k+1 — “k+10 VYir1Zi = k+11 (Kk+1)z_ 1 Kk+1 » Ok(zy) = ek | k+1(zi+%) = lIlk+1
-1 +
2
Reemplazamos en (5.5)
.1 .1
n+1,i+5 n+1,i—5
.1 2 .1 T2
cEwntip _p, nitz 0 ¥y _ etz 0 ¥yss
kr1Pien k+1 0z k+1 dz

.1 . 1
+7 nil—

=0th, — 0" h, + h.h, [ - K, ]+ck+1 w™ h,

En la anterior ecuacion se ha aplicado el método de diferencias finitas centrales
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Aplicando derivadas parciales dentro del corchete y otros procesos, se tiene

n l+ ni— :
n+1 i+1 n+1l n+1t n+1,i—-1
) K Yer1 = Yrn )

n+1l 2 2
Ck+1 k+1 h ht k+1 ( k+1 k+1

.1 .1
. ni+5 n,i—
= 0LhZ — 0"/ h% + h.h, [ L i K, ] + O Wt h2

Multiplicado en primer corchete tenemos:

1
n+1,iy2 ’“+ n+1,i+1 nity - n+li n+1i n+1,i-1
Ck+1l‘Uk+1 hz—h, K k+1 lIlk+1 +he K k+1 l’Uk+1 + he K k+1 l’Uk+1 — h K 'pk+1

1 .
n l+2 ni—5

= chhf - k+1h2 + heh, [ +1 Kk+12] k+1qjkn+l1h§

Organizando los términos obtenemos:

1
"l n+1,i-1 mi p nity "rl 2 n+1,i nl+ n+1,i+1
—h. K k+1 lpk+1 + Ck+1 — he(K k+1 k+1 ¥k —he K k+1 qlk+1

i ni+s n,i-
= 6;(h2 9k+1h2 + hth [ k+12 - K ] + Ck+1 k+1h2
Condiciones de Frontera. Se tienen las condiciones siguientes:

n+10 n+1,N __ .
aL; Y3 11" = a0;

Condiciones de frontera donde, ¥, ’
Coni =1, reemplazamos i con 1 en la ecuacion anterior,

n 1+
k+1

1

n1 ni+s5
n+1,1-1 3 n+1,1 Z gn+11+1
[Ck+1 — he(K k1 T Kk+1 )]q'kﬂ —h:K L

—h, K k+1 q'k+1

1+1 n1-

= 0LhZ - k+1h2+hh[ 12_Kk+ ] Ck+1 k+1h2

Resolvemos las operaciones en los exponentes

n+1,0 '2 2 n+1,1 n+1,2 _
—h K k+1 !Pk+1 [Ck+1 — he( Ky + Kk+1)] Vil —heK k+1 lI’k+1 =

3 1
nz

= 0h% - 9k+1h2+hth [ k+1 Kk+1]+ck+1 k+1h2
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1

_ 2 _ '2 2 n+1,1 _ n+1,2 _
h: K k+1 al + k+1 h; ht(Kk+1+ Kk+1)] Y1 h: K k+1 l‘Fk+1 -

3 1
=011ch2 9k+1h2+hh[ k+1 Kk+1] Ck+1 k+1h2

Para utilizar en el algoritmo computacional tomamos de la primera y segunda fila

de la ecuacion de arriba:

2 n,1+% n,l—% n,1+%
AL = |Cplh2 —h K, [P+ K, A(1,2) = -hK,

1
n,l—i

1 1
ni+
B(1) = 61hZ — )1 h2 + h.h, < 4 Kk+1 > +hK,,  *a;

Coni = N — 1, reemplazamos i con n — 1 en la ecuacion anterior, (‘I’ﬂi"v = a0)

1
nN-1- nN-1+5 nN-1-
n+1,N-1-1 m,N 1 2 n+1,N-1
—h; Kk+1 'Pk+1 [Ck+1 z — he(K, k+1 Kk+1 )] Pier1
nN— 1+1
2 gn+1.N-1+1
—h; Kk+1 i1
nN 1+1 nN-1- 1
_ pgN-13,2 _ ognN-1,2 Sl mN-1 n,N 1,2
= Bk hz 9k+1 hz +hthz k+1 Kk+1 ] Ck+1 k+1 h
Resolvemos las operaciones en los exponentes,
"'N—% n+1N-2 | 1,2 1 "rN—% n+1,N-1 nN n+1,N
—he Ky " Wi +|Cedh hi — he(K, k+1 Z+ Kivr D Wi —h K lPk+1

1 3
_ gN-1p2 _ gnN-1p2 nN—3 nN-3 mN-1ymN-1p2
=0 h; -0 h; + heh, [Kk+1 = Kiyr 7| T Ciir Wiir hz

k+1
nN 3 1 nN 3 N 1
NT 2 yn+1,N-2 mn 1 N n+1,N-1 N
—he Ky "W Tt [Ck+1 — h(Kppy 2+ Kposy )] Y  —heK, a0

3

1
nN-5 N-5
= 08 'hZ — 0N h2 + hoh, [ 2 Kyyy 2|+ O N2

k+1 k+1

., 1
nits ., .
Para evaluar Kk+1 2 en la ecuacion anterior



1

3 N

1 3
nN- 5 nN-= nN-= n
’ 2 yn+1,N-2 mn—142 4 2 ’ 2 n+1,N-1 2
nN 1 nN 3
_ gN-1p,2 nN-1,2 T T mN-1,ynN-1,2
=0y "h; — 6,1 hz+hh, [Kk+1 — Kiia ] +Crir Wiy hg
se puede utilizar cualquiera de las siguientes formas:
Tabla 7
Media aritmetica, geométrica y armonica
i itméti c 1 ni nit1
Media Aritmética nity  Kpl + Ke
k+1 2
i Atri L1
Media Geométrica K +5 K it
k+1 k+1 k+1
Media Armonica nits 1
K1 © = 1 N 1
n,i n,i+1
Kk+1 Kk+1

Algoritmo Computacional

* ¢ Tol, ¥y, M, N, L, T, ay, a;

* Sol = zeros(N— 1, M)

* Sk =W,ones(1l, N— 1)
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( Fork=1:M

Skin =Sk
n=0
( Repeat

A = zeros(N—1,N— 1)
B = zeros(N — 1,1)

1 1
ni+s n1-5
A1) = [c,’;flhg —h, <Kk+1 2+ K,,, 2>l

n1+1

AL,2) = —hK, >

n1+3

) n,1—
B(1) = 64hZ — Oy, hZ + heh, <Kk+1 2+ Ky

1 n1-t
>+htK 2a

k+1 YL
(Fori=2:N—2

1
AGi—1) = —hK." 2
n,i i+1 n,i—1
A(i, D) = |C hZ + h, KkJrl2 +K,,,°

.1
ni+s

AGi+1) = —hK,,

Tll+

1
B(i) = OLh2 — 0L h2 + h.h, ( 2+ Kk+1 > + CL Wi h2

\Fin For (i).

1
n,(N-1)—>
AN —1,N =2) = —hK,,, = 2
1
AN-1,N-1) = ICZlVl 2 + ht< PRI 2)]
1 1 1
B(N —1) = ) *h2 — o}, h2+hh< Ik, ) heK,.. Zaq
U=inv(A) *B
n=n+1
\ Until(|WH L — U’|| < e)o (n> Tol)
Skin=U
Sk = Skln
Sol(:, k) = Sk
\ Fin For (k)
Y = [aL,Sk, ao]
X=L:hz:0

plot (Y, X)
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Linealizacion de la Ecuacion de Richards Mediante el L-esquema

El método L esquemas fue propuesto para la ecuaciéon de Richards por Pop, I.S.,
Radu, F.A. Knabner, P. EI método del L-esquema es un método iterativo, robusto y
linealmente convergente, por lo que, el L esquema es para resolver la no linealidad de la
ecuacion de Richards. Por otro lugar, el método L-esquema es el Unico método que
explota la monotonia del contenido de humedad definido como 8(-).

Ademas, la tasa de convergencia no depende del tamafio de malla. Los sistemas
lineales que surgen después de usar el L-esquema estdn mucho mejor condicionados

gue el correspondiente sistema para Newton o métodos modificados de Picard. \
Sea w1, ¥ €y, yL > 0 ser dado. Busquemos ¥/ €V, , de modo que tenemos la
siguiente ecuacion,
o(w) ™ on )| + L|wh — W3 v |+ 1 [k (W) (v + e, ) T |
=1 v, + [0(PE 1 vp)]
Se mantiene para todos los valores de vy €V}, . Para garantizar la convergencia del
esquema, la constante L debe satisfacer L > Ly = [sup.p(|0'(lll)| )]. Explicaremos mas

detalladamente enseguida.
El esquema no implica el calculo de ninguna derivada. El elemento clave en el
., . - ., Jj Jj—1 .
esquema L es la adicién de un termino de estabilizacion L[lI’Z’ -y ,vh], que junto

con la monotonia del contenido de humedad 6(.), asegurara la convergencia del L-

esquema.

Contenido de Humedad y su Derivada
La curva caracteristica de humedad del suelo es la relacién entre la humedad

volumétrica 0 y la cabeza de presion. Esta curva describe el estado de energia relativo al
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volumen de agua almacenada en un material poroso bajo condiciones variables de

saturacion, ver en (Stephens, D. B. Vadose zone hydrology, 1995).

Conductividad Hidraulica (K) o permeabilidad

La conductividad hidraulica, también conocida como permeabilidad de un suelo
representa la mayor o menor facilidad con que un medio poroso permite el paso de un
fluido a través de él por unidad de areas transversal a la direccion del flujo. Puede
expresarse bajo condiciones saturadas y no saturadas. En la zona no saturada este valor
no es unico ya que depende del contenido de humedad del suelo y también de la presion

existente en el sitio de contacto del agua con el suelo.
Curva del contenido de humedad 6(¥)

Esta curva permite describir la capacidad que tiene el suelo de almacenar o liberar
agua, y que corresponde a la relacién entre el volumen volumétrico de agua presente en
el suelo y la succién presente en la matriz del suelo (Rawls,1993).

La siguiente expresion, muestra el modelo propuesto por Van Genuchten para 8(¥). (Van

Genuchten, 1980, pag:892—-898).

0 + esat - eres
o) =1"" 1A+@A+alPmm
esat

Donde,
0,,: = Contenido volumétrico saturado de agua
0...s = Contenido volumétrico residual de agua
m =1 - 1/n, donde n es un pardmetro empirico
o = Factor de escala.

¢ eres <6< esat

e Cuando ¥ > 0 el medio esta saturado.
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Capacidad Hidraulica C(¥)

La capacidad hidraulica describe el cambio en la saturacién de un medio poroso debido
a un cambio en el potencial de presion cuando se estd en la zona no saturada [18]. La
siguiente expresion, muestra el modelo propuesto por Van Genuchten para C(W).

1 1
an'luleft(r_l - 1(a|)n_1(esat - eres)((al)n + 1)5—2 para¥ <0
0 para¥ >0

cCW) =

{0 n Osat — Ores

Ya=1"7 " (1+ 1+ alp|m™
0

donde:

0,.: = Contenido volumétrico saturado de agua

0,..s = Contenido volumétrico residual de agua

m = 1 — 1/n, donde n es un paradmetro empirico

Y = Conductividad hidraulica

a = Factor de escala.

Observacion 1. Obtenemos que el L-esquema presentado anteriormente es
ligeramente diferente del considerado por el autor Slodicka, M.: "Un esquema de
linealizacion robusto y eficiente para problemas parabdlicos doblemente no lineales y
degenerados que surgen en el flujo en medios porosos ". Ademas, los L-esquemas estan
considerando con la transformacion de Kirchhoff, que no es el curso en el presente
documento.

Observacion 2. Debe verse que en el caso de una constante "K", los métodos de
Newton y el modificado Picard coinciden. Ademas, si L es reemplazado por la matriz
Jacobiana se vuelve a obtener el esquema de Picard modificado.

Cualquier de los métodos de linealizacion presentados anteriormente conduce a

un sistema de ecuaciones lineales para ‘:U,:’” (mas precisamente, lo desconocido sera el
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vector d;"j con los componentes de 'P:'j en una base de V},). Los derivados del contenido
de agua y conductividad hidraulica en el caso del esquema de Picard modificado y el
método de Newton se pueden calcular analiticamente o mediante un enfoque de
perturbacién como lo sugiere, ver en (Forsyth, P.A., Wu, Y.S., Pruess, K., 1995, pag: 25-
38) y las integrales que se producen se van aproximando mediante una férmula en
cuadratura.

Para detener las iteraciones, adoptamos un criterio general de convergencia dado por lo

siguiente

nj nj—-1
|an? = dp ™| < 2o —

nj
4

con la norma euclidiana ||.|| y algunas constantes €, > 0 y &, > 0 con una tolerancia de
10°para obtener unos resultados mas éptimos.
Resultados de Convergencia de L-esquema.
En esta seccion analizaremos rigurosamente la convergencia del esquema L, esta
informacioén fue obtenido de (Florian List, 2016).\\
Denotamos por,
e =y _yn
El error en la iteracion j. Un esquema es convergente si e® — 0, cuando j — oo.
Las siguientes proposiciones son afirmaciones sobre las funciones de coeficientes y la
solucién discreta estan definiendo en el marco que podemos probar la convergencia del
esquema L.
*+ A1 Lafuncién 6(.) es monotonia, estrictamente creciente y Lipschitz continua.
A2 Lafuncién K(-) es Lipschitz continua y 3 K,,, y K, dos constantes tal que
0<K,<K(@O)<Ky<o,  VOeR.
« A3 Lasolucion del problema (4) satisface ||[V¥}} ||, < M < oo, con ||. ||,denotando

L*(0) con norma
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Ahora podemos firmar el resultado tedrico central de este tema.

Teorema 5.1. Sean € 1, ..., N y supongamos que (Al) y (A3) son verdaderos. Si
la constante L y el paso de tiempo se eligen de modo que (P16) a continuacion se cumpla,
el esquema L (3.6) converge linealmente, con una tasa de convergencia dada por

verdaderos,

L

L+Knt
C.Q

La demostracion la encontramos en (Florian List, 2016).
Demostracién. Sirestamos (3.3) de (3.6) obtenemos para cualquier v, € V), para

cualquierj =0
O(e ") - 0P, vn)
+L{e™ —e™ 1y, + r(K(’P,I"j_l)VlI’,?’i — k(¥M),Vvy)
+ ‘r(K(‘zU:’j_l) — k(¥Me, ,Vvy)) = 0

Probando lo anterior con v, =e™ y teniendo en cuenta algunas manipulaciones

algebraicas uno consigue lo siguiente
; . ; . . L ;
O(wr ™) - o, e + (0 (WrT ) — e, e — eI + 5 llem [&
2 flend — e = 2 lemd=1])? — () ww, vy
2 2 h h h

+ ((k(w,;""‘l) — K(¥M),Ve™ Ve + r(k(w,j""‘l) — k(¥Me, ,Ve™)) = 0

0 equivalente a
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O(17) = 0w ey 4 5 e 45 len = en
+ () e vy + ()
= 2 flems1 I — (o (") — o, e — eIy

— (K, Ve, Ve™ + T k(¥ ™) — k(WPe, , Ve™)
Usando ahora la monotonidad (La monotonicidad de la implicacién es una propiedad de
muchos sistemas légicos que afirma que las hip6tesis de cualquier hecho derivado
pueden extenderse libremente con supuestos adicionales) de 6(-), usando ahora la
monotonicidad de 6(-), su continuidad de Lipschitz (Al), el limite (desde abajo) y la
continuidad de Lipschitz de K(-), es decir (A2), el limite de VW,y el Young y Cauchy-

Desigualdades de Schwarz que se obtienen de la ecuacion (3.13),

% ”(9(111:'1"1) - 0¥y, en.j—1)”2 N % lle™|)” + % o] — et

L a2 1 - , L ' o
SEHen,J 1|| +Z”en,1 1_0(1112)” +§||en.1_en,] 1”

(M + 1)%L; pni—1 a2 TKm
e (o) - 0|+ lverl
Tenemos algunas simplificaciones obvias, la desigualdad (3.14) que se convierte en otra
ecuacion.

2 1 =(M+1)>2L;
Llle™|? + tkm||Ve™||? + (— =~ — ————
lle™|* + zKm||Ve™|| (Le I K

) [|[6(# ™) - 6| < L1117

Finalmente, eligiendo L > 0y el paso del tiempo $\tau$ tal que

2 1 t(M+1)2%L2
Ly L 2Km

y utilizando la desigualdad de Poincaré (recuerda que la base e™ € H}(Q))
lle™|| < Cql||Ve™||

de la ecuacién (3.15) sigue la convergencia del esquema (3.6).
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z e’

lle™|l <

Cg

Esquema Implicito

(299 (ke 2) - 2B g sobre [-L,00x10,m
lP(Z, 0) = Lpo

Y(L,t) =a;

l ‘P(O, t) = Qaq

Discretizacion en el Tiempo

he= —
t N¢

tk == k - h’t
Las variables a utilizar para discretizar son:

0(¥(zt,)) = 04 Y(zt,) =¥, K, =K(¥(zt,))

Iniciamos el desarrollo como en el esquema explicito:

Op+1 — O —i(K al{’k+1> _ OKk41 _ 0
h, az\ ¥t gz dz

multiplicando por h;, simplificando y por transposicion términos se tiene:

= — e (K 50— e 5 = e 0

d
Or+1 — h¢ 37 (Kk+1 37

allukﬂ) 0Ky 41
- ht = ek
0z

Hallar W, tal que,

oY, 0K
k+1) — h; el 0, sobre [—L,0]x[0,T]

0
! 9k+1 - ht&(KkH 9z 9z
Vi1 (L) = a;,
\ Yi+1(0) = ag

Para dar solucioén a la no-linealidad en nuestro problema, aplicaremos el método de L-

esquema:
awl?:ll) _ h aKl1cl+1 — 0 (5 17)

n+1l _ i n
9k+1 ht 62( Kk+1 9z 9z
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El contenido de humedad 6} se le aproximara con el método de Taylor:
O(PRi1) = 0(¥iy) + 0 (PR D[R — ¥4

n+1
Donde 6'(¥g,41) = % =L

91?:11 = 911cl+1 + L[Wl?rll - lpl?+1] (5,18)

Reemplazando 5.18 en 5.17

a apntl K.
L[q"l?ill - ht - lylrcl+1] - ht;( ;cl+1 61:1) - ht% = 9k - 917cl+1 (5119)

Organizamos los términos de la ecuacion anterior 5.19:

) WLl 9 Kityq
L+ 1}117{1:11 - ht£<K;cl+1a—Z+ =0k — Op41 + It 9z + LW

Hallar w1 tal que:

9 q,n+1
a’;“) =0k — Oky1 + Iy
l1"’1?44--11(14) =qap
‘1’1?111(0) =

a K’1€l+1 n
9z + L+ llUk+1

)
(1wt = hes (K
(5,20)
Discretizacion Espacial (i). En este apartado desarrollaremos la discretizacion

. . - . . L
en la variable espacial, en donde, se fija la variable N y se define -~

El mallado de los volumenes finitos es puntualizado en los siguientes conjuntos, donde
Zi=2zyg+ 1" hy:

N={zli=01,2,..,N -1}

Figura 15

Discretizaciéon espacial L-Esquemas

h:
Ziy2 T2
X —} X A I L R

E
——
S

|
| 3 L
Zo=-L 21 22 23 Zia Zi Zis1 n-2 N1 =0
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(5,21)

d aypntl d K
L (_ht) - ht&( 1I:+1 %) =0k — frl

Integrando sobre el volumen de control entre z, 1 y z, 1en5.21
2 2

[t = [ T
z . 0z 0z

_1 i—1
=2 i-7

Zi+l Z +2 ZL+l d K]?+1 Zl+—
=f Zek—f 29k+1+f he +f : LY, (5,22)
z. zZ 1 zZ 1 z,

i-3 i-3 i-3 i—

N =

Usamos el teorema fundamental del calculo y el teorema de la divergencia 5.22, por tanto

n+1 9 n 0¥l ”’1 n n ZH%
L(z)¥ii1(z)h, — ht@ Kiv1— = 0x(zi)h; — 0;41(2i)h, + hy( Kk+1)z_ .t
z 2

0z i—

N =

L(z)¥(1(z)h, (5.23)

Notacion de variables

1 1
n+1 _ wn+1i. n"ii . _pi . wn _ w2
YiviZi = Y1 (Z ) K, .°:0k(z) =06y, k+1(zii%) =¥
.1 ., 1
. P lpn+1’l+7 N -_l P n+1,1—7
ll’n+1lh —hy 7Y Tk+1 _ M2 Tk
k+1 k+1 9z k+1 0z

i 1 .1
= 0Lh, — 0, h, + h;h, [ +2— K. ] LY h,

En la anterior ecuacion se ha aplicado el método de diferencias finitas centrales

n+11 2_ "H'_ n+1,i+1 _ n+11 n+11 n+11 1
k+1 hz ht[ +1 (lPk+1 k+1 ) k+1 k+1 - k+1 )| =
ni+l ni—1
2 2 _ T2 ni p2
Ol hZ + heh, [ MOEE ] B AN (5.24)

Organizamos los términos en 5.24, tal que

nl+

41 1
"l n+1,i-1 2 +2 n+1,i n+1,i+1
—h Ky 'Pk+1 +[Lh he( Ky =+ Kk+1 %) Pir1” —he Ky yy !Pk+1

n i+% Kn,l—

1
= 0LhZ — 0" h% + h.h, [ k+12] + LYY hZ
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Condiciones de Frontera

n+1,0 _ . @nt1lN _
Donde ¥,.;" =alL; ¥,y = a0

i=1
1 1 1 1
nl-5 nl+5 nil-5 ni+5
_ T2 gnt11-1 2 T2 T2 n+1,1 T2 gnt1,1+1
ht Kk+1 lIlk+1 + |:LhZ ht( Kk+1 + Kk+1 )] lI"k_‘_l ht Kk+1 lllk+1
1 1
1+5 nil-5
—plp2 _gnl p2 itz _ M2 nlp2
= 04hZ — 0 hZ + hh, [Kk+1 K., ] + Ly h2
i=N-1
_h Kn,N—l—% ,Pn+1,N—2 + Lhz . h Kn,N—1+% + Kn,N—1+% q,n+1,N—1 _ h KTL,1+%
t Bpi1 k+1 z t(Kiiq k1 | Wi t Kpr1 X0
n 1+1 nN-1 1
_pgN-1p2 _ gnN-1p2 el T2 nN-1p2
= 0¥ 1hZ — o;"" " h? +hch[Kk+1 Koy ]+stk+1 h?

Algoritmo Computacional

clear, globales;
a=—-6,b=1c=0;,d = 0,25
x =a: 001: b;

0,231355018; 2,238325157,

ex = 0,01;
xxx = —1/Alfa * ((n — 1)/(1 + n * m)).(1/n);
L = 0,25/2;

fork = 1: length(x)
ye(k) = dC(x(k));

end

holdon
e,Tol,%Y0,M,N,L,T,a0,al
hz = -L/M

ht = T/M

Sol = zeros(N — 1,M)

Sk = Wyones(1,N — 1)



( Fork=1:M

S kln = Sk
n=20
( Repeat

A = zeros(N—-1,N— 1)
B = zeros(N — 1,1)

A(1,1) = [ ht<

B(1) = 8thZ — 01"} h2 + h.h, <K

n1+1

nlz
h +1

k+1

(Fori=2:N -2
1
AGi—1) = —hK." 2

\Fin For (i).

A(N=1,N —2) = —h,K

k+1

AN -1,N-1) = ICZiVl 'h2

omN"1h2 4

B(N—1) =6y 'hz — 6},

n+1
k+1

\ Until (||¥

Y = [aL, Sk, ao]

X=L:hz:0

plot (Y, X)

2+ K

ni1+g
k+1

L. . ni+s
A(i Q) = lCZilhﬁ + h, (Kk+12 +

] . ; ni+
B(i) = 6LhZ — 0}, h? + h;h, (Kk+
n(N-1)—3

(1

U=
n=n+1

7 n,1—
+ Kk

5 n,i—
+ Kk+1

1
2 n,i ni 1.2
1 > + Ck+1lpk+1hz

1
n,(N— 1)+ n,(N—l)—E
o o)

nN 1+; nN-1—5 1
- K
+1

h’ h k+1

inv(A) x B

—U'|| <e)o(n>Tol)

Skin=U
Sk = Skln
Sol(:, k) = Sk
\ Fin For (k)
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CAPITULO 6
Programa Computacional y Resultados Numéricos

Programa Computacional en Matlab

Para implementar el modelo desarrollo, se cre6 un codigo computacional propio
utilizando el software Matlab 17. Las simulaciones fueron calculadas por medio de
procesador Intel® core j3-5005U CPU @ 2.00GHz y 8 GB de memoria RAM. El método
de Picard y L-esquemas para analizar, tiempos de ejecucion e iteraciones la cual
podemos hacer una comparacion y podemos obtener el 6ptimo de los métodos de la
Ecuacién de Richards.
Aspectos Computacionales del Método de Volumenes Finitos

Se deduce que para aplicar el Método de voliumenes Finitos es requisito
indispensable contar con programas de computadora que ayuden en los procesos de
célculo para obtener una aproximacion a la solucién del problema bajo estudio, en los
siguientes aspectos:
Pre proceso

En esta etapa, se considera lo siguiente:

e Mallado, consiste en dividir la region en unidimensional $\omega$ donde se
debe resolver la EDP en triangulos. Para tal efecto es necesario disponer de
un programa computacional de mallado.

o Datos de parametros geométricos Yy fisicos relacionados con el problema a
resolver.

e Ensamble de las ecuaciones de los elementos triangulares para obtener el

sistema de ecuaciones lineales.
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Proceso
Consiste en resolver el sistema de ecuaciones lineales y obtener los valores nodos

de la variable escalar que se aproxima, en la matriz del sistema es simétrica y en banda.

Post proceso

Computacional los operadores del gradiente de la solucién otras variables
relacionadas, presentar los datos en forma tabulada y graficar.
Evaluacion de los Resultados Numeéricos

La precision relativa de los resultados numéricos obtenidos de los diferentes
esquemas generalmente no se compara facilmente. Dependiendo de los objetivos
(comparaciones globales o locales de presion de agua o contenido de agua, valor minimo
0 maximo de la variable comparada, etc.), los criterios pueden ser diferentes.

Se pueden hacer comparaciones cuantitativas basadas en un analisis de errores
residuales. Evaluamos el rendimiento del modelo calculando las diferencias con una
solucion exacta de la ecuacion de Richards. Para este propoésito, utilizamos la solucion
semi analitica de Philip, asi como una solucién numérica calculada usando un pequefio
paso de tiempo y una cuadricula muy fina, como se muestra en los ejemplos a
continuacion. Las siguientes medidas de analisis \cite{ul2} se utilizaron en las

comparaciones

nn 2
Modeling Efficiency (ME): ME = 1 — 2=a(tz=)
Ry (hgh)

0,5

he—h\? |
Root square error (RSE):[—H; ﬁﬁl( khﬁ k) ]
k

hi—he
Relative Error (RE): [ﬁ 7531( khﬁ k)]
k

donde h; son los valores predichos del modelo, h; las presuntas soluciones exactas (es

decir, los valores analiticos de la solucion de Philip o la solucion de cuadricula densa), nn
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es el nimero de nodos y h es la media de los valores calculados. El valor deseado para
ME es uno, mientras que los de RSE y RE son cero. ME compara las fluctuaciones en la
solucion calculada con la solucion exacta. La medida RSE es una comparacion término
por término de la diferencia real entre el valor predicho y el valor calculado. Esta medida
proporciona una estimacion del error relativo promedio entre las soluciones calculadas y
exactas y no diferencia entre la subestimacion y la subestimacion. Finalmente, RE
proporciona la siguiente informacion: RE es positivo (0 Negativo), cuando los valores
calculados son en promedio mayores (0 Mas pequefios) que los valores exactos.
Validacion Del Algoritmo Numérico

Se presenta las soluciones aproximadas y exactas en los nodos de la malla para
lo cual se ha usado un problema cuya solucién se conoce. Para obtener la solucion
aproximada hemos elegido las siguientes funciones:

La cabeza hidraulica se ha definido como ¥ (z,t) = z(z + 2)(t — 2), asimismo la
conductividad hidraulica y el contenido de humedad se emplearon los mismos que se
utilizé en el programa. Las condiciones iniciales son iguales a cero, a = —2m, N = 60,
T =1h,M = 200,¥(z,t) = g(z),donde g(z) = —2z(z + 2), es decir, cuando el tiempo es
igual a cero. Tol = 100, error = 0.001 y la funcién aproximada es:

DV =2x%(z+1)*(t—2)

DY2 =2+ (t—2)

DtV =z (z+2)

f(z,t) =dC(¥) « Dt¥ — dK(¥) = (D¥Y + 1) — K(¥) * D¥2
,donde se representd la primera derivada con D y la segunda derivada con D2.

La solucién exacta es ¥(z,t) = z(z + 2)(t — 2)
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Cuadro 6.1: Malla temporal (variable M), constante Malla espacial (N=60); Tiempo

del mallado Temporal (T=3600) y Profundidad (a=-40), Dio=60, Dia= -1000

Tabla 8

Malla temporal (M)

Malla Temporal (M) RE RSE
1 30 -.707792862914420 8.854153296808530
2 60 -8.707745528308449 8.854105141586260
3 90 -8.707729668907687 8.854089007203690
4 100 -8.707726474386048 8.854085757262510
5 200 -8.707712141023440 8.854071175331415
6 300 -8.707707532833133 8.854066487506987
Tabla 9

Malla Espacial (N)

Malla Espacial (N) RE RSE
1 30 -8.421686946722838 8.707248797914058
2 60 -8.707726474386048 8.854085757262510
3 90 -8.805302584110976 8.903690165766893
4 100 -8.824970674501683 8.913667566330494
5 200 -8.914603026922833 8.959298774248044

Cuadro 6.2: Malla Espacial (variable N), constante Malla temporal (M=100); Tiempo del

mallado Temporal (T=3600) y Profundidad (a=-40), Dio=60, Dia= -1000.

Para la presentacion de la solucién grafica de nuestro problema, se ha efectuado

el programa computacional, Validacién, con los parametros mencionados anteriormente.
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La validacién de nuestro problema se realizd con el calculo del error relativo (RE)
y con la raiz cuadrada (SRE) en la seccién anterior se aclara su funcionamiento. Entonces
los cuadros 6.1 y 6.2 nos dice que el error es muy pequefio por lo que la funcion
aproximada es valida. Asi el algoritmo es eficiente para el programa computacional.

Figura 16

Solucién aproximada y solucion exacta
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Validacion Del Programa Computacional

Para la validacion de los programas fue probada en la comparacion contra la
solucion de Celia, fue probada con los esquemas numéricos para dos mallas finas.

La integracién del modelo de Van Genuchten con la solucion de Celia de la
ecuacion de Richards para flujos no saturados se usa para comparar las soluciones

numeéricas:
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Cuadro 6.3 Malla temporal (variable M), constante Malla Espacial (N=300); Tiempo del
mallado Temporal (T=3600) y Profundidad (a=-40), Dio=60, Dia=-1000.

Tabla 10

Malla temporal (M), comparacién de métodos

Malla (M) Método de Picard Método L-esquema
Temporal Iteracciones Tiempo Iteraciones Tiempo
30 33.33 0.0038 s 500 1.9924e+03 s
60 23.3167 0.0038 s 500 3.7000e+03 s
90 18.9222 0.0038 s 500 6.1032e+03 s
100 17.9100 0.0040 s 500 1.9924e+03 s
200 12.7400 0.0039 s 500 1.4073e+04 s
300 10.5200 0.0039 s 500 1.9409e+04 s
400 9.3150 0.0039 s 500 2.4515e+04 s
500 8.5380 0.0042 s 500 3.4705e+04 s

A continuacion, se muestran las gréaficas obtenidas para el método de Picard y
también para L-Esquemas.
En estas graficas se pueden apreciar la convergencia de los dos métodos, para

los diferentes mallados
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Figura 17

Método de Picard
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Figura 18

Método del L-esquemas
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CAPITULO 7
Conclusiones y Recomendaciones
Conclusiones

¢ La modelizacion permitid analizar la existencia y unicidad de soluciones de la
ecuacion de Richards tanto para el problema tipo eliptico coma para el problema
tipo parabdlico cuando las funciones involucradas cumplen con ciertas
caracteristicas descritas en el capitulo 3 de este proyecto de investigacion.

e Para resolver numéricamente la ecuacion de Richards unidimensional usando el
método de volimenes finitos, se debe usar primeramente en la variable temporal
una discretizacion en el tiempo, luego se linealiza la ecuacion resultante usando
los métodos de Picard y de L-esquemas para finalmente discretizar la variable
espacial y de esta manera se consigue el esquema numérico que posteriormente
se transforma en un programa computacional.

e Una de las principales causas del tiempo que el computador demora en resolver
la ecuacion de Richards y asi mismo es fuente de errores numéricos, es la
solucién del sistema de ecuaciones y el proceso de no convergencia de algunos
métodos.

e EIl método de Picard converge mas rapidamente, en menor tiempo que el de L
esquemas. El método de Picard al crecer la malla el namero de iteraciones baja,
mientras que en el de L esquemas, el nUmero de iteraciones es constante

e En forma gréfica, el método de L esquemas converge con un mallado mas bajo,
mientras que el de Picard recién converge con un mallado mas alto

e El trabajo presentado no puede interpretarse como si fuese el disefio completo.
Mas bien, el objetivo es demostrar la forma en que los modelos matematicos

pueden ser puestos en practica.
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Recomendaciones

Realizar un estudio mas profundo en proceso de errores de computacion, mas
generales con el fin de ver la posibilidad de debilitar alin mas el rendimiento CPU
que deben cumplir las funciones involucradas en el problema de manera que la
ecuacion de Richards tenga solucién Gnica con un minimo error en optimar el
resultado.

Investigar sobre la posibilidad de reformular la ley de Darcy y asi obtener nuevas
formas de procesar el algoritmo de la ecuacion de Richards.

Disefar algoritmos de programacion paralela de modo que muchas instrucciones
se ejecuten al mismo tiempo con lo cual se conseguird minimizar el error en un
tiempo razonable de méquina.

Constatar con cual seria el nimero de elementos 6ptimo para conseguir una
solucién razonable en el menor tiempo, los nimeros de iteraciones con respecto

a la ecuacion de Richards.
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