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Resumen 

Obtener las alturas referidas al nivel medio del mar utilizando métodos convencionales como 

nivelación geométrica conlleva largas horas en campo y una gran cantidad de recursos como 

son la contratación de personal técnico y adquisición o alquiler de varios instrumentos de 

nivelación, por lo tanto, el objetivo de este proyecto es desarrollar un modelo de alturas geoidales 

aplicando técnicas geoestadísticas como Mínimos Cuadrados Colocación y Cokriging en la zona 

de influencia del Complejo Hidroeléctrico Paute-Integral que será de utilidad para la obtención de 

alturas niveladas que son necesarias para cualquier obra de ingeniería. Para la generación de 

los modelos se emplearon 51 datos de posicionamiento GNSS y altura nivelada, los mismos que 

fueron validados con 9 puntos de los cuales 4 formaron parte del conjunto de datos inicial y fueron 

excluidos tras el análisis exploratorio y 5 datos fueron obtenidos mediante trabajo en campo. 

Finalmente, el modelo obtenido mediante el método de Mínimos Cuadrados Colocación fue el 

que dio mejores resultados, con un RMSE de 15.34 cm y un RSR de 0.3731, mientras que con 

Cokriging ordinario, sin dejar de ser un modelo adecuado para la zona de estudio, se obtuvo un 

RMSE de 18.38 cm y un RSR de 0.4469. 

PALABRAS CLAVE: 

• ONDULACIÓN GEOIDAL 

• MÍNIMOS CUADRADOS COLOCACIÓN 

• COKRIGING ORDINARIO 

• NIVEL MEDIO DEL MAR 

• ALTURA NIVELADA 
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Abstract 

Obtaining the heights referred to the mean sea level using conventional methods such as 

geometric leveling entails long hours in the field and a large amount of resources such as the 

hiring of technical personnel and the acquisition or rental of various leveling instruments, 

therefore, the objective of this project is to develop a model of geoid heights applying geostatistical 

techniques such as Least Squares Collocation and Cokriging in the area of influence of the Paute-

Integral Hydroelectric Complex that will be useful for obtaining level heights that are necessary 

for any engineering work. For the generation of the models, 51 GNSS positioning and leveled 

height data were used, the same ones that were validated with 9 points of which 4 were part of 

the initial data set and were excluded after the exploratory analysis and 5 data were obtained 

through fieldwork. Finally, the model obtained using the Least Squares Collocation method was 

the one that gave the best results, with an RMSE of 15.34 cm and an RSR of 0.3731, while with 

ordinary Cokriging, while still being an adequate model, an RMSE of 18.38 cm and an RSR of 

0.4469 were obtained. of 0.3731, while with ordinary Cokriging, while still being a suitable model 

for the study area, an RMSE of 18.38 cm and an RSR of 0.4469 were obtained. 

KEYWORDS: 

• GEOID HEIGHT 

• LEAST SQUARES COLLOCATION 

• ORDINARY COKRIGING 

• MEAN SEA LEVEL 

• LEVEL HEIGHT 
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Capítulo I. Problema 

Antecedentes 

La aplicación de la tecnología GNSS (Global Navigation Satellite System) en el campo de 

la ingeniería ha ido creciendo considerablemente, ya que mediante posicionamiento satelital es 

posible determinar las coordenadas geodésicas (latitud, longitud y altura elipsoidal) de cualquier 

punto ubicado sobre la superficie terrestre; sin embargo, la componente vertical que se obtiene 

mediante esta metodología no es útil para distintas aplicaciones de ingeniería por su carácter 

geométrico, por lo que existe la necesidad de determinar una altura de carácter físico, como es 

la altura ortométrica y para lograr esta conversión es fundamental que se considere la variable 

ondulación geoidal en el punto de interés, la cual se obtiene mediante la diferencia entre las 

alturas elipsoidales y ortométricas (Tierra, 2009). 

Para la determinación de las alturas ortométricas se requiere del conocimiento del valor 

medio de la gravedad; sin embargo, para fines prácticos y en este estudio se considerará al 

geoide como una superficie aproximada al nivel medio del mar. Se han desarrollado diferentes 

métodos para calcular la ondulación geoidal, uno de ellos y que es común en Ecuador, es el 

empleo de los modelos geopotenciales EGM96 o EGM08, pero la precisión que se alcanza con 

esta metodología no es la más óptima, de manera que se crea la necesidad de generar modelos 

locales para la estimación de la ondulación geoidal por medio de la geoestadística como una de 

las mejores alternativas para su obtención (Palacios, 2019). En los últimos años se han llevado 

cabo varios estudios en los que se evidencia la utilidad del empleo de técnicas geoestadísticas 

como Mínimos Cuadrados Colocación (MCC), Cokriging y otras metodologías de vanguardia 

para modelar la ondulación geoidal, entre los cuales se pueden citar los siguientes: 

Erol & Çelik (2004), en su artículo describen la aplicación de técnicas de interpolación 

como Ponderación Inversa de la Distancia (IDW) y Kriging geoestadístico para la obtención de 

un modelo de alturas geoidales en un área local de Turquía a partir de datos GPS/nivelación 
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adecuadamente distribuidos, el cual sería destinado para servir a aplicaciones geodésicas 

prácticas como la producción de mapas a gran escala, entre otras labores de ingeniería. El 

modelo geoidal nacional TG99A, presentaba precisiones débiles en algunos sitios, razón por la 

cual se planteó la necesidad de crear modelos geoidales locales, siendo el obtenido mediante 

Kriging el que arrojó mejores resultados. 

Kavzoglu & Saka (2005) plantearon el uso de las Redes Neuronales Artificiales (NNA) 

para el modelamiento de las ondulaciones geoidales en lugar del empleo de métodos 

geoestadísticos como Mínimos Cuadrados Colocación para Estambul, Turquía, ya que han 

demostrado ser más acertadas cuando existen datos ruidosos o faltantes; finalmente la 

ondulación geoidal obtenida presentó buenas precisiones comparables con MCC. 

Ligas & Szombara (2017) pretendieron determinar la variante de predicción con mejor 

rendimiento entre Kriging (univariado) y Cokriging (bivariado), para generar un modelo geoidal 

local, mediante la combinación de datos GPS/nivelación que cubrían el territorio de Carolina del 

Sur con datos del modelo geopotencial EGM 2008, presentando una mejora no tan significativa 

en Cokriging frente a Kriging. 

Estrella (2020) en su tesis de maestría tuvo como objetivo generar mediante técnicas 

geoestadísticas dos modelos locales de predicción espacial de la variable ondulación geoidal en 

software libre y comercial para el municipio de Madrid, para este estudio se llevó a cabo un 

análisis exploratorio de datos, análisis estructural de un variograma experimental y finalmente el 

uso del método de interpolación Kriging; para determinar la calidad de los modelos obtenidos 

fueron comparados entre sí mediante validación cruzada y con el modelo español EGM08-

REDNAP que es el modelo gravimétrico oficial para el territorio español, obteniéndose como 

resultado precisiones menores a 1.2 cm. 
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Veronez, Thum, & Correa (2006) plantearon un método para obtener ondulaciones 

geoidales a través de Redes Neuronales Artificiales, como solución a algunos problemas que 

surgen en la aplicación de métodos como Mínimos Cuadrados; el autor mencionó que los 

polinomios generados por esta técnica geoestadística son ineficientes al extrapolar los datos 

fuera del área de estudio. Para el entrenamiento de la red neuronal se utilizaron datos 

proporcionados por el Instituto Brasileño de Geografía y Estadística que presentaban un error de 

0.5 m demostrando además que esta metodología planteada es tolerante a errores y ruidos. 

Acero & Serruto (2018) desarrollaron una metodología para obtener un modelo de 

ondulación geoidal local en la ciudad universitaria UNA-PUNO, mediante Mínimos Cuadrados se 

determinaron los parámetros de la Ecuación de Regresión Múltiple, siendo la de quinto grado la 

más óptima para predecir la ondulación geoidal, posteriormente se realizó una comparación de 

los resultados obtenidos con el modelo global EGM 2008, demostrándose adicionalmente que la 

aplicación de un modelo local es más óptimo por las altas precisiones alcanzadas. 

Llano & Gonzáles (2018), en su proyecto de tesis generaron un modelo digital de 

elevaciones (MDE) de ondulaciones geoidales con datos GPS/nivelación de una zona de la 

ciudad de Puno, para el modelamiento se emplearon redes neuronales artificiales de tipo 

supervisado aplicando el algoritmo backpropagation. Una vez culminada la etapa de 

entrenamiento, la red neuronal demostró tener la capacidad de predecir las respectivas 

ondulaciones geoidales en los puntos de interés con altas precisiones. 

Echeverría & Tierra (2010), en su artículo explicaron la manera de generar un modelo de 

ondulaciones geoidales mediante Mínimos Cuadrados Colocación (MCC), a partir de datos 

GNSS/nivelación dispersos en el Ecuador continental y a través de la aplicación del método 

geométrico para el cálculo de la ondulación geoidal, le permiten al usuario obtener el valor de 

esta variable que es fundamental para la posterior conversión de alturas elipsoidales a niveladas, 

ya sea en un punto o en una grilla de puntos dentro del Ecuador continental. 
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Carrión, Cogliano, & Tierra (2011) establecieron una metodología para obtener la 

ondulación geoidal mediante un método de interpolación por medio del entrenamiento 

supervisado de una Red Neuronal Artificial Multicapa (RNAM) aplicada a datos GPS/nivelación 

distribuidos en algunas provincias de la región Sierra y Costa del Ecuador. 

Araujo, Leiva, & Buenaño (2017) en su artículo determinaron un modelo local para la 

predicción de la ondulación geoidal para la zona urbana de Quito mediante la aplicación del 

estadístico Kriging Ordinario, posteriormente el modelo obtenido se compara con los modelos 

globales EGM96, EGM08 y el modelo local “Neuronal para la predicción de la altura geoidal local 

en el Ecuador” publicado por el Instituto Geográfico Militar (IGM), finalmente el modelo mostró 

tener una buena precisión, inferior a 12 cm. 

Ballesteros (2021) en su proyecto de titulación generó modelos predictivos de la 

ondulación geoidal mediante Mínimos Cuadrados Colocación (MCC) y Redes Neuronales para 

la zona rural del cantón Guayaquil para su posterior comparación, los datos fueron recopilados 

del “Proyecto Guayaquil” realizado por el IGM. La autora partió de 332 puntos, de los cuales 298 

fueron utilizados para la generación de los modelos predictivos, mientras que los 34 restantes 

fueron empleados en la validación de los modelos obtenidos; finalmente se demostró que los dos 

modelos son adecuados para la predicción de la ondulación geoidal, ya que las precisiones 

obtenidas fueron 8.6 y 7.3 cm respectivamente. 

Planteamiento del problema 

El Complejo Hidroeléctrico Paute es un área donde se llevan a cabo importantes 

proyectos de ingeniería para los cuales es fundamental conocer puntos con coordenadas 

tridimensionales. En Ecuador para fines prácticos se utiliza la altura referida al nivel medio del 

mar cuyo datum vertical se encuentra en “La Libertad” en la provincia de Santa Elena. Para 

obtener estas alturas, se pueden utilizar modelos geoidales mundiales como el EGM96 o EGM08; 



24 

 

sin embargo, estos modelos pueden tener errores en la ondulación geoidal de hasta 3 m (IGM, 

2017). 

Generalmente para la obtención de alturas referidas al nivel medio del mar se emplean 

métodos convencionales como nivelación geométrica que es una de las tareas más costosas en 

tiempo y dinero, además de su poca eficiencia en el manejo de grandes cantidades de datos por 

la compleja logística que la caracteriza. En primer lugar, el tiempo de trabajo de campo depende 

de la distancia a un punto que forme parte de la Red de Control Básico Vertical del IGM, además 

se requiere un mínimo de cuatro personas considerando el operador del nivel, el encargado de 

anotar las observaciones y dos personas que se encarguen de las miras, también se deben tomar 

en cuenta factores climáticos que podrían afectar la visibilidad del operador. Asimismo, se deben 

considerar factores topográficos, particularmente en la zona de estudio existen lugares donde el 

acceso es limitado o riesgoso, de manera que este tipo de nivelación no podría realizarse.  

Justificación e importancia 

Actualmente, se realizan diversos proyectos de ingeniería y construcción para lo cual se 

necesitan conocer puntos georreferenciados. Uno de los métodos más comunes para obtener 

estos puntos es el posicionamiento GNSS que es relativamente rápido, pero posee algunas 

limitaciones como la obtención de alturas geométricas referidas al elipsoide que no son útiles 

para las aplicaciones de ingeniería, de manera que termina siendo útil solo para el 

posicionamiento bidimensional.  

Para obtener alturas con referencia al nivel medio del mar con alta precisión usualmente 

se emplean métodos como la nivelación geométrica (diferencial) o la nivelación trigonométrica 

que son más costosas, conllevan más tiempo y requieren una organización de personal técnico 

más compleja que el posicionamiento GNSS. Es así como para hallar las coordenadas 

horizontales y verticales de los puntos se requiere combinar procesos geodésicos y topográficos. 
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Para lograr la transformación entre las alturas del elipsoide y las alturas ortométricas, se 

debe conocer la ondulación geoidal (N) del elipsoide. El nivel medio del mar se considera una 

aproximación cercana al geoide (Rapp, 1991), por lo que este estudio se pretende determinar las 

alturas niveladas a través de la obtención de un modelo de ondulación geoidal empleando 

técnicas geoestadísticas de manera que se pueda hallar las coordenadas verticales con respecto 

al nivel medio del mar en la zona de estudio sin la necesidad de recurrir a técnicas como la 

nivelación trigonométrica o nivelación geométrica.  

Un modelo geoidal local es de gran importancia ya que permitirá determinar en el caso 

de este estudio las alturas niveladas del área de interés a partir de las alturas elipsoidales 

obtenidas mediante GNSS evitando de esta manera la ejecución de onerosas técnicas 

tradicionales de nivelación (geométrica y trigonométrica) en las que generalmente se presentan 

problemas de acceso a la zona de estudio y además requieren gran demanda de tiempo, equipos 

y personal calificado. 

Descripción del área de estudio 

El Complejo Hidroeléctrico Paute Integral se encuentra ubicado en la zona sur del 

Ecuador en las provincias del Azuay, Cañar y Morona Santiago, está formado, por las centrales 

Mazar (176 MW), Molino (1076 MW) y Sopladora (487 MW), el cual aprovecha el caudal de la 

zona media y baja de la cuenca del río Paute con la finalidad de contribuir a la matriz energética 

del Ecuador (CELEC EP, 2015). Tiene una extensión de 75 kilómetros que va desde la cola del 

embalse de Mazar hasta la descarga de la Central Sopladora, desde la cota 2200msnm, hasta 

600msnm. La topografía de la zona presenta laderas con pendientes pronunciadas, mientras que 

geológicamente está compuesta por rocas metamórficas con la presencia de depósitos 

coluviales.  

La zona de estudio (Figura 1) se localiza dentro del área de influencia del complejo 

Hidroeléctrico Paute Integral con un área de 150.32 kilómetros cuadrados donde se encuentran 
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distribuidos los puntos utilizados para modelar las alturas geoidales con el método de Mínimos 

Cuadrados Colocación y Cokriging Ordinario. La zona de estudio está dentro de los cantones 

Paute, Guachapala, El Pan y Sevilla de Oro pertenecientes a la provincia del Azuay y del cantón 

Azogues perteneciente a la provincia de Cañar. 

Figura 1 

Ubicación del área de estudio 
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Objetivos Generales y Específicos 

Objetivo General 

Desarrollar un modelo de alturas geoidales locales aplicando diferentes técnicas 

geoestadísticas en la zona de influencia del Complejo Hidroeléctrico Paute-Integral para la 

determinación de alturas niveladas. 

Objetivos Específicos 

 Modelar las alturas geoidales locales mediante el método geoestadístico de Cokriging 

para determinar el error en las alturas niveladas referidas al datum vertical La Libertad.  

 Modelar las alturas geoidales locales mediante el método de Mínimos Cuadrados 

Colocación para determinar el error en las alturas niveladas referidas al datum vertical La 

Libertad. 

Hipótesis 

Mediante métodos geoestadísticos como Mínimos Cuadrados Colocación y Cokriging es posible 

obtener modelos de ondulación geoidal de alta precisión. 

Metas 

 Script elaborado en el software Matlab para la determinación del modelo de alturas 

geoidales locales mediante el método geoestadístico Mínimos Cuadrados Colocación 

(MCC). 

 Mapa de alturas geoidales locales utilizando el modelo obtenido mediante el método 

geoestadístico Mínimos Cuadrados Colocación (MCC). 
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Capítulo II. Marco Teórico 

Sistema de alturas 

Un sistema de altura es un sistema de coordenadas unidimensional que se emplea con 

el fin de definir la distancia métrica de algún punto desde una superficie de referencia a lo largo 

de una trayectoria bien definida, denominada simplemente la altura de ese punto. Si bien parece 

simple, la altura de un punto se puede definir de muchas maneras sutilmente diferentes, cada 

una de las cuales proporciona una coordenada de altura diferente para el mismo punto 

(Featherstone & Kuhn, 2006). 

Altura ortométrica 

Es la altura medida a partir del geoide hasta la superficie de la Tierra. El geoide es la 

superficie equipotencial que sigue el campo gravitatorio terrestre. La altura ortométrica se mide 

a lo largo de la línea que va en dirección de la gravedad en cualquier punto (Pérez, 2011). 

Figura 2 

Sistemas de alturas 

 

Nota. Tomado de (Efemérides astronómicas, s.f.) 
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Altura elipsoidal 

Es la distancia entre la superficie del elipsoide y la superficie terrestre. Esta altura tiene 

diferencias notables con las alturas ortométricas debido a la variación de la distancia entre el 

geoide y elipsoide (Pérez, 2011). Es el sistema de altura geodésica más común que no está 

relacionado de manera directa con la gravedad (Leal & Pérez, 2017). 

Altura nivelada 

Es la altura obtenida a través del proceso de nivelación geométrica por medio de métodos 

ópticos de medición, obteniendo desniveles a partir de un punto con altura nivelada conocida. 

Figura 3 

Altura nivelada 

 

Nota. Tomado de (Drewes, Sánchez, Blitzkow, & Freitas, 2001) 

Las diferencias de nivel observadas cambian de acuerdo con el campo de gravedad del 

sitio donde se realiza la medición, es por ello que se debe considerar las reducciones del campo 

de gravedad en caso de que las extensiones de nivelación sean mayores a 10km, pues se 

empieza a tomar en cuenta la figura elipsoidal de la tierra y las variaciones en el campo de 

gravedad (Hofmann & Moritz, 2005). 

Altura geoidal u ondulación geoidal 

Es la distancia entre la superficie del geoide y la del elipsoide.  
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 𝐻 ≅ ℎ − 𝑁 ( 1) 

Donde: 

𝐻: Altura ortométrica, que para fines prácticos se la considera similar a la altura referida al nivel 

medio del mar. 

ℎ: Altura elipsoidal, obtenida mediante posicionamiento satelital. 

𝑁: Ondulación geoidal. 

Figura 4 

Ángulos de la Tierra 

 

Nota. Tomado de (Caire, 2002) 

Los valores numéricos de las ondulaciones dependen evidentemente del elipsoide 

particular utilizado. Para un elipsoide de referencia global, las alturas geoidales pueden alcanzar 

hasta 100 m. La ondulación del geoide N se conoce al emplear en un ajuste combinado las 

observaciones de la geodesia satelital (que encamina a alturas elipsoidales) y las de la geodesia 

terrestre (que conduce a alturas definidas en el campo de gravedad). De manera que, la 

ondulación geoidal proviene de modelos gravimétricos que demandan conocer de manera 

precisa al geoide y sus campos de gravedad; sin embargo, la información actual del geoide y sus 
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campos no son suficientes para modelar toda la superficie, es así que se opta por modelar 

localmente el geoide (Seeber, 2003). 

Nivelación geométrica 

La nivelación diferencial o geométrica es un procedimiento topográfico que consiste en 

establecer un plano de comparación con ayuda de un nivel y tomar las lecturas sobre dos miras 

aplomadas sobre los puntos que se desea nivelar para determinar la diferencia de nivel que 

existe entre ambos puntos (López & López-Colina, 2006). Una lectura aditiva, también llamada 

lectura hacia atrás, es la que se toma sobre una mira colocada sobre un punto de elevación 

conocida o supuesta, posteriormente al girar el nivel quedando en su campo visual la mira 

colocada sobre un punto cualquiera, se tiene una lectura sustractiva, llamada también lectura 

hacia el frente o hacia adelante (Wolf & Ghilani, 2016). 

Cuando los puntos cuyo desnivel se pretende hallar están próximos de manera que se 

estima con una sola estación, la nivelación se denomina simple; en cambio, si los puntos están 

alejados, es indispensable utilizar estaciones intermedias y la nivelación se denomina compuesta 

(Casanova, 2002). 

Nivelación geométrica compuesta desde el medio 

La nivelación geométrica desde el medio consiste en estacionar el nivel en medio de dos 

puntos para calcular su desnivel, de manera que la distancia sea equidistante. La nivelación 

geométrica compuesta desde el medio para calcular el desnivel entre dos puntos A y B implica 

la aplicación sucesiva de la nivelación geométrica simple desde el medio (Casanova, 2002) tal y 

como se muestra en la Figura 5, donde el punto A es una Base de Medición (BM) ya que tiene 

cota conocida; E1, E 2 y E 3 son puntos de estación ubicados en puntos equidistantes a las 

miras. 
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Figura 5 

Nivelación geométrica compuesta desde el medio 

 

Nota. Tomado de (Casanova, 2002) 

El desnivel entre A y B es igual a la suma de las lecturas atrás menos la suma de las 

lecturas adelante, debe ser igual a la suma de los desniveles parciales: 

∆𝐴𝐵= ∑𝑙𝐴𝑇 − ∑𝑙𝐴𝐷 ( 2 ) 

Donde: 

∆𝐴𝐵: es el desnivel entre A y B. 

∑ 𝑙𝐴𝑇: es la suma de lecturas hacia adelante. 

∑ 𝑙𝐴𝐷: es la suma de lecturas hacia atrás. 

Precisiones para altimetría en Ecuador 

Para primer orden: para la red básica de control vertical: 4𝑚𝑚√𝑘  Donde; k = Distancia 

en kilómetros, y 6𝑚𝑚√𝑘 cuando se repite una sección o recorrido (ida o regreso).  

Para segundo orden: para proyectos especiales 8.4𝑚𝑚√𝑘 y para planos de ciudades 9𝑚𝑚√𝑘  cuando se repite una sección o recorrido (ida o regreso) (IGM, 2006). 
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Posicionamiento GNSS 

En el posicionamiento de puntos mediante tecnología GNSS es importante seleccionar el 

método de observación adecuado, por lo que se debe tomar en cuenta el grado de precisión que 

se desea alcanzar y el equipo disponible (Pachas, 2010). 

Posicionamiento Diferencial 

En este tipo de posicionamiento están involucrados dos o más equipos GNSS, de los 

cuales uno actúa como referencia al estar ubicado en un punto de coordenadas conocidas, con 

el fin de compensar o eliminar los errores propios del sistema GNSS (retardo ionosférico, error 

del reloj del satélite y el receptor, etc.), calculando los incrementos de coordenadas desde el 

equipo de referencia al móvil (Peñafiel, 2001). 

Figura 6 

Posicionamiento Diferencial 

 

Nota. Tomado de (Peñafiel, 2001) 

Método Estático 

El modo estático implica colocar el equipo receptor en el punto a ser posicionado sin 

desplazarlo o moverlo durante la etapa de observación. Es la medición clásica de líneas base, el 
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cual consiste en estacionar dos o más receptores en los puntos de los que se requiere conocer 

sus coordenadas, siendo necesario que uno de ellos se ubique en un punto cuyas coordenadas 

sean conocidas. El tiempo de observación debe ser común en todos los receptores, el cual 

depende de la longitud de la línea base, del número de satélites (mínimo cuatro) y su geometría; 

con este posicionamiento se obtienen soluciones tan redundantes como se deseen, para lo cual 

solo se tiene que prolongar la observación. Este método se utiliza cuando se tienen largas 

distancias y se busca obtener la más alta precisión posible, siendo más eficiente y económico 

que los métodos topográficos tradicionales (López E. , 2010).  

Método Estático Rápido  

Es una variante del método estático clásico, en el que el tiempo de observación disminuye 

al emplear receptores doble frecuencia que se encuentran equipados con algoritmos que dan 

solución en poco tiempo de observación; sin embargo, se debe tomar en cuenta que las 

distancias máximas entre el equipo de referencia y el móvil no exceda los 20 Km, la máscara de 

elevación que generalmente se emplea es de 15° y el receptor móvil se estaciona en el punto 

que se pretende levantar. Es recomendable no utilizarlo cerca de edificios, debido al efecto 

multitrayectoria y en general en zonas que impidan la recepción de mínimo cuatro satélites 

(Peñafiel, 2001).  

Tabla 1 

Tiempo de posicionamiento GNSS en función de la distancia en km 

Tiempo de posicionamiento GNSS 
Distancia (km) Minutos 
10 25 
20 40 
30 55 
40 70 
50 85 
60 100 
70 115 
80 130 
90 145 
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Tiempo de posicionamiento GNSS 
Distancia (km) Minutos 
100 160 

 

Nota. Tomado de (IGM, 2016) 

Principio de mínimos cuadrados 

Este principio establece que la suma de los cuadrados de los errores residuales debe ser 

mínima. Entonces, la solución óptima de un problema de ajuste o compensación cumple dos 

condiciones: satisface exactamente las ecuaciones del modelo en su forma lineal y cumple con 

el principio de mínimos cuadrados (Sevilla, 1987). 

∑𝑣𝑖2 = 𝑚í𝑛𝑖𝑚𝑜𝑚
𝑖=1  

( 3 ) 

Donde: 

𝑚: es el número de observaciones. 

𝑣𝑖: es cada error residual. 

Descomposición general de una observable 

El observable es una magnitud que se puede determinar de manera directa o indirecta a 

través de la observación. Como se muestra en la ecuación ( 4 ), el observable está compuesto 

por una parte determinista y una parte aleatoria. 

𝐿 = 𝑙 + 𝑠 + 𝑟 ( 4 ) 

Donde: 

𝐿: es el valor ajustado del observable. 

𝑙: es el valor de observaciones reales. 

𝑠: es la señal que es la parte aleatoria propia del campo en el que se ejecuta el experimento. 
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 𝑟: es el ruido que el error aleatorio de medida. 

La parte aleatoria del observable (residual), está constituida por el ruido y la señal 

(ecuación ( 5 )). El ruido puede definirse como la parte de un error de medición que carece de 

sesgo o efectos sistemáticos, son cantidades aleatorias independientes de esperanza 

matemática igual a cero, depende del método y el equipo con el que se realizan las 

observaciones. En cambio, la señal corresponde a cantidades aleatorias dependientes de media 

cero que no se relacionan con el método y el equipo. Los componentes de la señal están 

asociados con factores externos, mientras que el ruido es interno al instrumento de medición. 

(Sevilla, 1987). 

𝑣 = 𝑟 + 𝑠 ( 5 ) 

Donde: 

𝑣: es el residual. 

𝑟: es el ruido. 

𝑠: es la señal. 

Modelo general de Mínimos Cuadrados Colocación 

La colocación de mínimos cuadrados es una herramienta matemática que fue 

desarrollada por T. Krarup y H. Moritz. Esta técnica utiliza información estadística de los propios 

datos para segregar la señal y el ruido y para estimar los parámetros. El propósito principal de la 

colocación es predecir cantidades de señales donde no se han realizado mediciones, el objetivo 

secundario es filtrar el ruido de las observaciones y el tercer objetivo es estimar parámetros 

desconocidos que definen el modelo matemático (Ruffhead, 1987). 

 El modelo general de Mínimos Cuadrados Colocación es un caso general de mínimos 

cuadrados y al ser un modelo matemático está constituido por un modelo funcional y un modelo 
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estocástico (Sevilla, 1987), además permite modelar las distancias residuales de una superficie 

de tendencia empleando las distancias entre un nuevo punto y los puntos utilizados en la 

formación de la superficie de tendencia (Kavzoglu & Saka, 2005). La característica de la 

colocación que la diferencia del método de estimación por mínimos cuadrados es la adición de 

señales al modelo funcional. 

La teoría de la colocación supone una media cero y utiliza la función de covarianza, que 

describe la similitud, como estadística principal. El procedimiento de colocación supone que el 

ruido no tiene correlación, de modo que la covarianza del ruido entre las mediciones es cero. 

(Olusegun, 2018). 

En la Figura 7, los puntos azules corresponden a las observaciones que están 

compuestas por señal y ruido. La línea verde es el modelo funcional que fue obtenido por 

regresión lineal y la línea roja es la función determinada por regresión después de haber realizado 

el filtrado (eliminación del ruido) de las observaciones. 

Figura 7 

Función obtenida a través del modelo general de Mínimos Cuadrados Colocación 
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Modelo funcional 

El modelo funcional relaciona los parámetros con los observables incluyendo constantes 

de ser necesario por medio de las relaciones matemáticas entre las variables involucradas.  

𝐴𝑋 + 𝐿 = 𝑉 ( 6 ) 

Donde: 

𝐿: son las observaciones. 

𝐴: son los coeficientes del modelo. 

𝑋: son los parámetros. 

𝑉: son los residuos. 

Reemplazando la ecuación ( 4 ) en la ecuación ( 6 ) se obtiene: 

𝐴𝑋 + 𝐿 = 𝑠 + 𝑟 ( 7 ) 

Entonces, la determinación de los parámetros 𝑥 es un problema de ajuste, la 

determinación de la señal z en puntos distintos a los de observación es una predicción y la 

eliminación del ruido es un problema de filtrado (Sevilla, 1987). 

Ajuste por mínimos cuadrados colocación 

El modelo matemático puede escribirse como: 

𝐿𝑎 = 𝐹(𝑋𝑎) ( 8 ) 

Donde: 

𝐿𝑎: son las observaciones ajustadas. 

𝐹: es un conjunto de funciones. 

Los valores observados no coinciden con 𝐿𝑎 , esta diferencia es el residual (Luna, 2017), por lo 

tanto: 
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 𝐿𝑎 = 𝐿𝑏 + 𝑉 ( 9 ) 

Donde: 

𝐿𝑏: son los valores observados. 

Para el ajuste con mínimos cuadrados:   

𝑋 = (𝐴𝑇𝐴)−1𝐴𝑇𝐿      ( 10) 

Donde: 

𝑋: coeficientes obtenidos del ajuste (regresión lineal). 

𝐴:  es la matriz de diseño o de coeficientes del modelo. 

𝐿: observaciones.  

Modelo estocástico 

El modelo establece las características estocásticas de las variables aleatorias 

involucradas en el modelo funcional (Sevilla, 1987). La matriz varianza-covarianza está dada por: 

�̂� = 𝑣𝑇 ( 11 ) 

La matriz de covarianza 𝐶𝑣𝑣 de las observaciones se descompone en matrices de 

covarianza de señal 𝐶𝑠𝑠, 𝐶𝑧𝑧 y de ruido 𝐶𝑟𝑟 y cruzadas 𝐶𝑠𝑧, 𝐶𝑠𝑟 y 𝐶𝑧𝑟 de la siguiente forma: 

𝐶𝑣𝑣 = [𝐶𝑠𝑠 𝐶𝑠𝑧 𝐶𝑠𝑟𝐶𝑧𝑠 𝐶𝑧𝑧 𝐶𝑧𝑟𝐶𝑟𝑠 𝐶𝑟𝑧 𝐶𝑟𝑟] ( 12 ) 

Debido a que la señal y el ruido son variables sin correlación, los términos con 

covarianzas cruzadas son igual a cero. 

𝐶𝑣𝑣 = [𝐶𝑠𝑠 𝐶𝑠𝑧 0𝐶𝑧𝑠 𝐶𝑧𝑧 00 0 𝐶𝑟𝑟] ( 13 ) 

Luego, si se considera las observaciones l, como 𝐶𝑠𝑟 = 0, resulta: 
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 𝐶𝑙𝑙 = 𝐶𝑠𝑠 + 𝐶𝑟𝑟 = �̂� 

Donde: �̂�: es la matriz de covarianza de las observaciones. 𝐶𝑠𝑠: es la matriz de covarianza de la señal en los puntos de observación. 𝐶𝑟𝑟: es la matriz de covarianza del ruido en los puntos de observación. 

( 14 ) 

Matriz de covarianza empírica. Para obtener una estimación empírica puntual de la 

función covarianza se considera un intervalo de distancia ∆𝑑 y se determinan grupos de 

amplitud creciente donde se clasifican los datos (Sevilla, 1987). Los valores puntuales para 

cada distancia se calculan mediante la fórmula: 𝑑𝑘 = (2𝑘 + 1)∆𝑑                                𝑘 = 0,1,… ( 15 ) 

Donde ∆𝑑: es el intervalo de distancia entre los puntos de observación. 

 

Se considera el siguiente intervalo para calcular los valores de covarianza: 

𝑑𝑘 − ∆𝑑 < 𝐷𝑖𝑠𝑡𝑖𝑗 < 𝑑𝑘 − ∆𝑑       𝑐𝑜𝑛 𝑖 < 𝑗 ( 16 ) 

El valor de la covarianza es el promedio de las covarianzas dentro del intervalo. 

𝐶(𝑑𝑘) = 1𝑛𝑘 ∑𝑖𝑗𝑉𝑖𝑉𝑗 ( 17 ) 

Para calcular la covarianza en el mismo punto (varianza), se utiliza:  

𝐶(0) = 1𝑛 ∑(𝑉𝑖)2𝑛
𝑖  

( 18 ) 

Una vez obtenidas los valores de covarianza, se representan gráficamente cada intervalo 

de distancia del área de muestreo con sus valores de covarianza y mediante regresión lineal se 

busca la función de covarianza que mejor se ajuste a los puntos. La función de covarianza 

obtenida servirá para obtener los elementos de las matrices covarianza 𝐶𝑠𝑠 y 𝐶𝑧𝑠. Dado que las 

señales en los puntos de predicción y las señales en los puntos de observación tienen 
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propiedades estadísticas idénticas, sus covarianzas están determinadas por la misma función de 

covarianza. La colocación de mínimos cuadrados depende fundamentalmente del tipo de función 

de covarianza utilizada (Olusegun, 2018). 

La precisión de las medidas es utilizada para obtener la matriz de covarianza del ruido: 

𝐶𝑟𝑟 = 𝜎02𝐼 ( 19 ) 

Donde: 

 𝜎02: es la varianza de la unidad de peso de las observaciones. 

𝐼: es la matriz identidad. 

Entonces, la matriz de covarianza de las observaciones se puede expresar como: 

 �̂� = 𝐶𝑠𝑠 + 𝐶𝑟𝑟 = 𝐶(𝑑) + 𝜎02 + 𝐼 ( 20 ) 

Y en su forma matricial 

�̂�(𝑑𝑖𝑗) = [ 𝐶(0) 𝐶(𝑑12)𝐶(𝑑21) 𝐶(0) … 𝐶(𝑑1𝑚)… 𝐶(𝑑2𝑚)⋮ ⋮𝐶(𝑑𝑚1) 𝐶(𝑑2𝑚)⋱ ⋮… 𝐶(0) ] + [  
 𝜎02 00 𝜎02… 0… 0⋮ ⋮0 0⋱ ⋮… 𝜎02 ]  

 
 

( 21 ) 

Según la ecuación ( 21 ) las covarianzas entre puntos distintos 𝑖 ≠j consideran solo la 

señal, mientras que las varianzas en el mismo punto miden señal y ruido. 

Predicción de la señal completa 

La solución de los parámetros se resuelve con la ecuación de mínimos cuadrados solo 

que se reemplaza la matriz de peso por la matriz de covarianza empírica. 

𝑋𝑀𝐶𝐶 = (𝐴𝑇�̂�𝐴)−1(𝐴𝑇�̂�−1𝐿𝑀𝐶𝐶) ( 22 ) 

Donde: 

𝑋𝑀𝐶𝐶: es la matriz de parámetros ajustados mediante colocación mínimo cuadrática. 
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 �̂�: es la matriz de covarianza empírica de las observaciones. 

𝐿𝑀𝐶𝐶: es el vector de observaciones de colocación mínimo cuadrática.  

Las señales de las observaciones se calculan con: 

𝑠 = 𝐶𝑠𝑠�̂�−1𝑣 ( 23 ) 

Las señales para cualquier otro punto que no se ha observado es: 

𝑧 = 𝐶𝑧𝑠�̂�−1𝑣𝑀𝐶𝐶 ( 24 ) 

Con la matriz de la señal de los puntos observados, se obtienen observaciones a las que 

se les ha realizado el filtrado, expresadas en el vector 𝐿𝑀𝐶𝐶 . 

𝐿𝑀𝐶𝐶 = 𝐿𝑎 + 𝑠 ( 25 ) 

Finalmente, para la predicción en puntos no muestreados se emplean los valores de la 

señal 𝑧 y los valores de las observaciones del modelo matemático. 

𝐿𝑧 = 𝐿𝑎 + 𝑧 ( 26 ) 

Donde: 

𝐿𝑧: predicción en los puntos no muestreados 

Intervalo de confianza para el 95% 

Una variable aleatoria con una distribución normal estándar se encuentra en el intervalo 

[-1.96,1.96] con una probabilidad de 0.95 (Díaz, 2002). 

𝑚𝑧 − 1.96 𝜎𝑧√𝑁 < 𝑚𝑧 < 𝑚𝑧 + 1.96 𝜎√𝑁  
( 27 ) 

Donde: 

𝑚𝑧: es el valor esperado de la predicción. 

𝜎𝑧: es la desviación estándar. 
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La varianza está dada por: 

𝜎2𝑧 = 𝐶(0) − 𝑐𝑇 ∗ 𝐶−1 ∗ 𝑐 ( 28 ) 

Donde: 

𝐶(0): es la matriz de covarianza cuando la distancia d=0 (varianza), es decir en el mismo punto. 

𝐶: es la matriz de covarianza entre los valores observados, es decir 𝐶𝑠𝑠 que es la matriz 

covarianza de la señal. 

𝑐: es la matriz de covarianza entre los valores observados y no observados, es decir 𝐶𝑧𝑠. 
Cokriging  

El análisis multivariado Cokriging es un estimador lineal insesgado útil para realizar la 

predicción espacial del valor de una variable regionalizada considerando los datos de esta 

variable y de otras variables secundarias correlacionadas entre sí, la estimación será una 

combinación lineal ponderada de los datos con una esperanza nula (insesgo) y una varianza 

mínima (Emery, 2013). En esta técnica la información de una o más variables secundarias se 

utilizan para reducir la varianza de predicción de la variable principal. Una variable regionalizada 

es aquella medida en el espacio de forma que presente una estructura de correlación (Giraldo R. 

, 2020). 

Cokriging presenta ciertas ventajas sobre Kriging que trata solo una variable 

regionalizada, tales como, reducción de costos y adquisición de predicciones con alta precisión 

debido a la correlación existente entre las variables, la misma que se mide mediante el empleo 

de variogramas cruzados entre las distintas variables (Giraldo R. , 2020). Para obtener 

predicciones exitosas con Cokriging, se debe procurar la existencia y unicidad de la solución, 

para lo que es necesario evitar la presencia de datos duplicados y que las variables sean 

linealmente independientes en los sitios con datos, es decir, que no estén ligadas por una relación 

lineal (Emery, 2013).  
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La aplicación más común de Cokriging es cuando una covariable es más barata de medir 

y, de manera que se ha muestreado de forma más densa que la variable objetivo. El Cokriging 

Ordinario examina las relaciones espaciales entre dos o más variables determinando su 

corregionalización que en caso de que exista se puede utilizar la información espacial de las 

variables auxiliares para mejorar las predicciones de la variable principal empleando cokriging 

(Wang, Zhang, & Weidong, 2013). 

Semivariograma 

El semivariograma es una herramienta geoestadística que permite visualizar, modelar y 

explorar la autocorrelación espacial de una variable regionalizada, es una medida de la 

semivarianza entre los pares de datos que se encuentran separados a una ópti, la cual puede 

ser analizada de forma global o en una dirección particular (Armstrong & Carignan, 1997). 

La forma del semivariograma está determinada por tres parámetros: 

Efecto Pepita: Representa una discontinuidad puntual del semivariograma en el origen. 

Meseta: Es la cota superior del semivariograma, se denota (𝐶0 + 𝐶1) cuando la pepita es 

diferente de cero. 

Rango: Corresponde a la distancia a partir de la cual dos observaciones son independientes, 

también se interpreta como la zona de influencia.  

Se conoce como semivariograma experimental al obtenido tomando en cuenta las 

distancias promedio entre parejas de sitios dentro de cada intervalo y no a una distancia h 

específica, al ser calculado sólo para algunas distancias promedio particulares, es necesario la 

aplicación de modelos que generalicen lo observado en el semivariograma experimental a 

cualquier distancia, para esto existen diversos modelos teóricos de semivarianza que pueden 

ajustarse al semivariograma experimental, los más comunes son: Esférico, Exponencial, 

Gaussiano y Estable (Giraldo R. H., 2007). 
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Figura 8 

Semivariograma Experimental (SEMEXP) y Teórico (MODELO) 

 

Nota. Tomado de (Giraldo R. H., 2007) 

Modelos Geoidales 

Modelos Gravimétricos Mundiales EGM96 y EGM08 

EGM96 es un modelo geoidal que posee una grilla de 15’x15’, es decir 25km x 25km 

aproximadamente, que ofrece valores de ondulación geoidal para cualquier punto sobre la 

superficie terrestre que tenga coordenadas en el sistema WGS84. Si se combina la altura 

elipsoidal entregada por WGS84 con la ondulación geoidal de EGM96 se puede determinar la 

cota ortométrica para los puntos de interés, que puede relacionarse con la cota referida al nivel 

medio del mar, comúnmente utilizada en distintos proyectos de ingeniería. EGM96 nació para 

satisfacer las necesidades que surgen frente el uso de GPS en cuanto a diferencias de elevación 

se trata (Yáñez, 2000). 

En el año 2008 se pone a disposición un nuevo modelo denominado EGM2008 con una 

resolución de 2.5’x2.5’, siendo este más preciso, pero con una mayor demanda de recursos 

computacionales. Uno de los principales objetivos del EGM2008 fue mejorar la precisión en la 

determinación de alturas ortométricas. Sin embargo, por tratarse de modelos globales, no 
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representan fielmente superficies más pequeñas siendo necesaria la generación de modelos 

geoidales locales (Gacitúa, 2015). 

Modelo geoidal geométrico de Ecuador Continental 

Se trata de un modelo de predicción de ondulación geoidal local desarrollado por el 

Instituto Geográfico Militar para Ecuador Continental que se realizó empleando puntos en los que 

se tenía datos de la altura elipsoidal y la altura nivelada. La interpolación se efectuó por medio 

de una red neuronal artificial con funciones de base radial. La capa inicial constaba de 2 vectores, 

uno para la latitud y otro para la longitud de los puntos empleados en el entrenamiento, la capa 

oculta tenía 211 neuronas para el aprendizaje y la capa de salida poseía tenía una neurona cuya 

salida fue la altura geoidal. Se utilizó el método supervisado para el aprendizaje y el algoritmo de 

retropropagación que está basado en la corrección del error.  

Se emplearon las coordenadas geodésicas de 833 puntos: 678 para la fase de 

entrenamiento, 90 para evaluar el aprendizaje y 65 para determinar la capacidad de 

generalización. Estos 65 puntos fueron considerados como puntos de control para evaluar las 

predicciones obtenidas con la red neuronal debido a que en estos puntos además de conocer las 

coordenadas obtenidas con GPS, también se conocían los valores de altura nivelada y aplicando 

la ecuación ( 1) se conocía la altura geoidal en cada punto. El error medio de la predicción de las 

alturas geoidales fue de 0.02 m, con una desviación típica de 0.13 m y un valor máximo de 0.33 

m. De esta manera, se concluyó que en la zona de estudio se puede llegar a tener errores 

menores de 40 cm (Acurio & Tierra, 2016). 

Validación Cruzada 

Según Giraldo R. H., (2007), es el método más utilizado para evaluar la bondad de ajuste 

del modelo de semivariograma elegido con respecto a los datos muestrales y por ende de las 

predicciones obtenidas, el cual consiste en eliminar uno de los n puntos muestrales, para luego 

con los n-1 restantes y el modelo de semivariograma escogido, predecir el valor de la variable en 



47 

 

estudio del punto removido, mientras la diferencia entre el valor observado y el valor predicho 

sea pequeña, existe un aumento en la efectividad de la predicción. 

El proceso se repite en forma secuencial con cada uno de los puntos muestrales para 

finalmente obtener un conjunto de n “errores de predicción”, a este conjunto de residuales se le 

aplica diversos indicadores estadísticos que miden la calidad de la estimación, como el error 

cuadrático medio (RMSE) para facilitar la comprensión de los valores obtenidos y tomar una 

decisión adecuada (Palacios, 2019).  

Una forma descriptiva de hacer la validación cruzada es mediante un gráfico de dispersión 

de los valores observados contra los valores predichos. Si la nube de puntos se ajusta más a 

una línea recta que pasa por el origen, mejor será el modelo de semivariograma utilizado (Giraldo 

R. H., 2007). 
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Capítulo III. Metodología 

Obtención de datos 

La información utilizada en este estudio se recopiló del proyecto “Levantamiento 

topográfico Lidar e implementación de red geodésica en la zona de Influencia del Complejo 

Hidroeléctrico Paute Integral” realizado por el Consorcio CINARQ-KAWSUS-GEOCAM, 

mediante un contrato con la Corporación Eléctrica del Ecuador CELEC-EP y la Unidad de 

Negocio Hidropaute, en el 2019; el cual fue realizado con el objetivo de monitorear las zonas 

inestables identificadas en el área de estudio, donde se ha determinado la existencia de un alto 

riesgo de deslizamientos que podrían afectar directamente a la infraestructura y operación de las 

centrales hidroeléctricas. 

Los datos proporcionados constan de un elenco de coordenadas geodésicas, cartesianas 

globales (XYZ), UTM y PTL-LTM con su respectiva altura elipsoidal, correspondientes a los 22 

puntos que conforman la red de control principal y los 191 puntos seleccionados para monitoreo 

ubicados dentro de los 21 polígonos determinados por CELEC-EP como zonas de inestabilidad, 

todos obtenidos a través de posicionamiento satelital GPS (GNSS). Además, se contó con los 

valores de altura de los vértices de la red geodésica y bancos de nivel, obtenidas mediante 

nivelación geométrica. 

Para la elaboración de este proyecto se tomaron inicialmente el total de 60 datos 

conformados por los 22 vértices de la red geodésica principal y los 38 bancos de nivel, sin 

embargo, tras realizar el análisis exploratorio de los datos, se realizó el filtrado de los mismos 

para eliminar aquellos considerados atípicos y determinar los puntos para validación tomando 

los que se encuentran más próximos entre sí, como resultado se obtuvo una nueva base de datos 

con 51 puntos para la generación del modelo y 4 para la validación. 
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Datos de posicionamiento GNSS 

Se obtuvieron 60 datos de posicionamiento GNSS que poseían altura nivelada: 22 puntos 

correspondientes a los vértices de la red geodésica de control principal denominados con las 

siglas PRCP (Punto de Red de Control Principal), desde el PRCP-01 hasta el PRCP-22 junto con 

sus monografías; 34 puntos correspondientes a los bancos de nivelación denominados BN y 4 

puntos de liga denominados PL, todos los puntos pertenecen al proyecto realizado para la 

Corporación Eléctrica del Ecuador CELEC-EP. Se determinaron las coordenadas geodésicas de 

los vértices de la red geodésica del proyecto a través de posicionamiento satelital GNSS con el 

método estático diferencial post-proceso. Se utilizaron receptores geodésicos GNSS doble 

frecuencia con los siguientes parámetros: ángulo de enmascaramiento mayor o igual a 15°, 

número de satélites mínimos enganchados mayor o igual a 8, PDOP menor o igual a 3 e intervalo 

de grabación de 5 segundos (CINARQ-KAWSUS-GEOCAM, 2019). 

En la primera etapa de observación de la red geodésica del proyecto se dieron 

coordenadas a tres puntos extremos de la red geodésica del proyecto a través de dos estaciones 

de enlace a la red nacional más cercanas al proyecto con un tiempo de rastreo de 5 horas. Las 

estaciones fueron CUEC y ALEC que están ubicadas en las ciudades de Cuenca y Alausí 

respectivamente y que pertenecen a la red GNSS de monitoreo continuo del Ecuador – REGME. 

En la segunda etapa de observación de la red geodésica se determinaron las coordenadas de 

los demás vértices de la red local a partir de las coordenadas de los puntos obtenidas en la 

primera etapa. Se utilizaron 6 equipos GNSS y el tiempo de rastreo por sesión fue de 

aproximadamente 2 horas y 30 minutos. 

Se consideraron 2 criterios estadísticos de aceptación de calidad 0.005 m + 1 ppm para 

precisión horizontal y 0.010 m + 2 ppm para precisión vertical en el procesamiento de las líneas 

base. Para el ajuste de la red, se utilizó la técnica de procesamiento multiestación – multisesión. 
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Las coordenadas cartesianas geocéntricas de los vértices de la Red, están referenciadas al 

marco ITRF014 y a la época ti= 2019.638. 

La georreferenciación de los bancos de nivelación se realizó con la misma metodología y 

parámetros que se siguieron para la georreferenciación de los vértices de la red geodésica de 

control principal, solo que adicionalmente se utilizaron trípodes para la instalación de los 

receptores GNSS, y el tiempo de rastreo fue de una hora. 

Datos de altura nivelada 

La nivelación geométrica de primer orden fue indispensable en este proyecto para poder 

determinar de manera precisa la cota de los hitos de la red principal, llevándose a cabo la 

denominada nivelación geométrica compuesta que consiste en obtener el desnivel entre dos 

puntos colocando más de una estación entre ellos. Adicionalmente, se empleó el método de línea 

de nivelación doble que consiste en recorrer el camino dos veces, obteniéndose una línea de 

nivelación de ida y otra de vuelta.  

El tipo de línea de nivelación utilizada fue cerrada, tomando como dato de partida la cota 

de la placa XVII-L7-36A del IGM, ubicada en el parque central de Palmas y tuvo una extensión 

de 160 km en la que se establecieron 38 bancos de nivel, esta línea de nivelación se dividió en 

4 sublíneas para facilitar la ejecución y control de la misma. Los Puntos de Liga (PL’s) tuvieron 

+/- 1.00 a 2.00 kilómetros de longitud y los Bancos de Nivel (BN’s) se ubicaron cada cinco 

kilómetros. 

Como se trata de una nivelación de alta precisión, las tolerancias exigidas son ±4𝑚𝑚(√𝑘), siendo 𝑘 la distancia en kilómetros. Las líneas de nivelación se encuentran referidas 

al datum vertical oficial del país, que tiene origen en el nivel medio del mar y está materializado 

a través del mareógrafo de la Libertad, ubicado en la provincia de Santa Elena (Cañizares, Tierra, 

& Leiva, 2015).  
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Método de Mínimos Cuadrados Colocación 

El método de Mínimos Cuadrados Colocación generalmente se realiza en tres fases: 

determinación de la tendencia, cálculo de las covarianzas experimentales y predicción de las 

señales en los puntos de estimación (Doganalp & Zahit, 2015). Los procesos fueron 

automatizados en Matlab. 

Análisis Exploratorio de Datos 

El objetivo del Análisis Exploratorio de Datos (EDA) es descubrir patrones en los datos 

que permitan a los investigadores construir modelos mentales enriquecidos del fenómeno que 

se está examinando (Behrens, 1997). También se caracteriza por el uso de herramientas o 

técnicas que poseen carga visual o gráfica (Parra, 2002). 

Al extraer algunos estadísticos de los 60 datos de ondulación geoidal se obtiene 

información como que el rango de las observaciones es de 2.3594 metros. La media y la mediana 

tienen valores cercanos 23.0580 metros y 23.0395 metros respectivamente. El coeficiente de 

variación es de 2.1%, existiendo baja variabilidad en los datos. El coeficiente de asimetría es 

negativo que indica que la distribución que se extiende hacia valores inferiores a la media.  

Tabla 2 

Resumen estadístico de ondulación geoidal en el área de estudio 

Parámetro Medida  

Media (m) 23.0580 

Rango (m) 2.3594 

Desviación estándar (m) 0.4896 

Coeficiente de variación 
(%) 

2.1234 

Asimetría -0.2168 

Mínimo (m) 21.6314 

Primer cuartil (m) 22.8102 

Mediana (m) 23.0395 
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Parámetro Medida  

Tercer cuartil (m) 23.3825 

Máximo (m) 23.9908 

Número de datos 60 

Rango intercuartil (m) 0.5723 

Valores atípicos (m) 21.6314 

 

En el diagrama de caja en la Figura 9 se observa un valor atípico que aparece como un 

signo + rojo y su valor es más de 1.5 veces el rango intercuartil desde la parte inferior del cuadro. 

Se observa que la distribución presenta sesgo a la derecha porque el área del rectángulo superior 

es mayor que el área del rectángulo inferior, de manera que los datos con valores inferiores a la 

mediana se encuentran menos dispersos que los valores superiores a ella. 

Al menos el 75% de los datos de ondulación geoidal tienen valores superiores a 22.8102 

metros. El bigote superior es más corto que el inferior; por ello el 25% de los datos más altos de 

ondulación geoidal están más concentrados que el 25% de valores más bajos de ondulación 

geoidal. 

Figura 9 

Diagrama de caja de la ondulación geoidal en la zona de estudio      
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El histograma representado en la Figura 10 muestra que la distribución está cargada de 

valores inferiores a la media y se evidencia la presencia del valor atípico en la distribución que 

ya se había presentado en el diagrama de caja. 

Figura 10 

Histograma de la ondulación geoidal muestreada en la zona de estudio 

 

Se observa un comportamiento estacionario de los datos de acuerdo al análisis de los 

gráficos de dispersión (Figura 11) porque la media permanece constante en la zona de estudio. 
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Figura 11 

Gráfico de dispersión Longitud-Ondulación geoidal 

 

Figura 12 

Gráfico de dispersión Latitud-Ondulación geoidal 

 

Depuración de datos 

Uno de los métodos más eficientes para interpolar la ondulación geoidal es la técnica de 

interpolación de superficies basada en una aproximación polinomial, de manera que la 
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ondulación geoidal en un punto desconocido se puede evaluar sustituyendo sus coordenadas 

(Zhong, 1997).  

Modelo 1: x grado 1, y grado 1 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑝00 + 𝑝10 ∗ 𝑥 + 𝑝01 ∗ 𝑦 ( 29 ) 

Modelo 2: x grado 1, y grado 2 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑝00 + 𝑝10 ∗ 𝑥 + 𝑝01 ∗ 𝑦 + 𝑝11 ∗ 𝑥 ∗ 𝑦 + 𝑝02 ∗ 𝑦2 ( 30 ) 

Modelo 3: x grado 1, y grado 3 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑝00 + 𝑝10 ∗ 𝑥 + 𝑝01 ∗ 𝑦 + 𝑝11 ∗ 𝑥 ∗ 𝑦 + 𝑝02 ∗ 𝑦2 + 𝑝12 ∗ 𝑥 ∗ 𝑦2 + 𝑝03∗ 𝑦3 

( 31 ) 

Modelo 4: x grado 1, y grado 4 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑝00 + 𝑝10 ∗ 𝑥 + 𝑝01 ∗ 𝑦 + 𝑝11 ∗ 𝑥 ∗ 𝑦 + 𝑝02 ∗ 𝑦2 + 𝑝12 ∗ 𝑥 ∗ 𝑦2 + 𝑝03∗ 𝑦3 + 𝑝13 ∗ 𝑥 ∗ 𝑦3 + 𝑝04 ∗ 𝑦4 

( 32 ) 

Donde: 

𝑓(𝑥, 𝑦): es la ondulación geoidal en un punto de interés. 

𝑥: es la longitud. 

𝑦: es la latitud. 

𝑝00, 𝑝10, 𝑝01, 𝑝11, 𝑝02, 𝑝12, 𝑝03, 𝑝13, 𝑝04: son coeficientes del modelo matemático. 

Se empleó la herramienta cftool de Matlab R2020 para visualizar el mejor modelo 

polinomial que se ajustaba a los 60 datos, que fue el modelo 3, x grado 1, y grado 3 (ver Tabla 

3). No obstante, se visualizó que cinco puntos se alejaban mucho de la superficie modelada 

(Figura 13) por lo que se procedió a descartar los cinco puntos de menor valor de ondulación 

geoidal: BN-C, BN-B, PRCP-01, BN-A y PRCP-11. 
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Tabla 3 

Estadísticos de cada modelo matemático con 60 datos 

Modelo RMSE R2 Observación 

Modelo 1 0.3989 0.3588   

Modelo 2 0.3808 0.4362   

Modelo 3 0.3152 0.6277   

Modelo 4 0.3137 0.6451 La ecuación está mal condicionada. 

 

Figura 13 

Ajuste de curva a los 60 datos según el modelo 3 con la aplicación Curve Fitting 

 

Posteriormente, se graficó la posición de los puntos y se observó que existían cuatro 

pares de puntos muy próximos entre sí, por lo cual se procedió a descartar uno de los dos puntos, 

escogiendo aquel que está más al sur. Esto se realizó con el objetivo de que, a futuro, al buscar 

la función covarianza, el promedio de los valores de distancia de separación h entre las 

ubicaciones de las observaciones no sea afectado por distancias de separación h muy cortas. 
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Los cuatro puntos escogidos para no participar en el modelo fueron: PRCP-05, PRCP-12, PRCP-

17 y BN-16 y se los emplearon para validar el modelo. 

Figura 14 

Identificación de los puntos más cercanos en el conjunto de datos 

 

En total en la depuración de los datos se descartaron 9 puntos de las 60 iniciales: BN-C, 

BN-B, PRCP-01, BN-A, PRCP-11, PRCP-05, PRCP-12, PRCP-17 y BN-16. 

Selección del modelo matemático 

Nuevamente se utilizó la herramienta cftool para obtener los gráficos de los modelos 

polinomiales que se ajustan a los 51 puntos, es decir después de haber eliminado 9 puntos de 

los 60 puntos iniciales.  
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Figura 15 

Modelo matemático 1 con 51 datos 

 

Figura 16 

Modelo matemático 2 con 51 datos 
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Figura 17 

Modelo matemático 3 con 51 datos 

 

Figura 18 

Modelo matemático 4 con 51 datos 

 

Para elegir el mejor modelo matemático para los 51 datos se consideraron los estadísticos 

de: el error cuadrático medio (RMSE) y el R cuadrado (R2), además del acondicionamiento del 

modelo. Como se evidencia en la Tabla 4, el modelo 4 presentó el mejor RMSE y R2; no obstante, 

se descartó porque la ecuación estaba mal condicionada, es decir que pequeñas alteraciones en 

los coeficientes pueden ocasionar grandes cambios en las soluciones (Stephenson, 1982). El 

modelo 1 presentó un valor de R2 más bajo y un valor más alto de RMSE. Por otro lado, los dos 

modelos 2 y 3 tuvieron iguales valores de RMSE y similares de R2. Es así que se escogió el 

modelo 2: x grado 1, y grado 2, debido a que comparándolo con el modelo 3, tiene un menor 
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número de parámetros y según Zhong (1997) cuantos menos parámetros existan en el modelo, 

menores son las varianzas de las estimaciones de los parámetros. Por otra parte, al comparar 

los valores de la Tabla 3 y la Tabla 4 se puede observar que existe mejor RMSE y R2 en todos 

los modelos con 51 datos que en los modelos con 60 datos. 

Tabla 4 

Parámetros estadísticos de cada modelo matemático con 51 datos 

Modelo RMSE R2 Observación 

Modelo 1 0.1438 0.8825   

Modelo 2 0.1058 0.9391   

Modelo 3 0.1053 0.9423   

Modelo 4 0.1050 0.9452 La ecuación está mal condicionada. 

 

Posteriormente, se obtuvieron los valores de los parámetros del modelo matemático 

empleando la herramienta Regresión del grupo de herramientas de análisis de datos en Excel. 

El análisis de regresión lineal emplea el método de mínimos cuadrados para ajustar una línea al 

conjunto de observaciones. 

Tabla 5 

Parámetros del modelo matemático 2 

Parámetro Valor 

p00 -7535.1200 

p10 -96.4204 

p01 -2663.5182 

p11 -34.0144 

p02 0.8869 
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Cálculo de la función covarianza empírica de la señal 

El siguiente paso fue determinar una función de covarianza local adecuada, que 

represente las características estocásticas del campo de gravedad en esta región de estudio, 

para lo cual primero se determinó vector de separación h que describe la medida de proximidad 

de los datos (Mejía, y otros, 1999).  

Se emplearon 8 intervalos considerando la cantidad de 51 datos de ondulación geoidal. 

Es así que se obtuvo una distancia promedio h=0.0102288 grados sexagesimales, después se 

realizaron 200 incrementos y 200 decrementos de 0.0001 grados en torno al valor de amplitud 

creciente h para obtener un h óptimo que produzca la menor dispersión del número de pares en 

cada intervalo formado tomando como indicador la desviación estándar del número de pares en 

cada intervalo. En la se aprecia que el h óptimo se obtuvo en el ciclo 387, obteniendo una 

desviación estándar de 22.2064 grados sexagesimales que es el mínimo valor de este indicador 

antes de que en el siguiente ciclo la desviación estándar comience a aumentar. En cambio, en 

la Figura 19 se presenta el número de pares que se obtuvo en cada intervalo construido a partir 

del h óptimo= 0.0288288. 

Figura 19 

Obtención del h óptimo 
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Tabla 6 

Número de pares de cada intervalo formado con h óptimo = 0.0288288 

Intervalo Número de pares 

(0,h] 138 

(h,2h] 208 

(2h,3h] 165 

(3h,4h] 163 

(4h,5h] 144 

(5h,6h] 160 

(6h,7h] 141 

(7h,8h] 156 

 

El valor de h óptimo se reemplaza en ∆𝑑 y aplicando la ecuación ( 15 ) se obtiene 𝑑𝑘 que 

es el valor puntual para cada distancia. Luego, se obtuvo la covarianza empírica 𝐶 según la 

ecuación ( 17 ) para cada intervalo y para 𝑑 = 0 según la ecuación ( 18 ) como se muestra en la 

Tabla 7. 

Tabla 7 

Covarianzas empíricas de ondulación geoidal calculadas en 51 puntos del área de estudio 

𝒌 Intervalo 𝒅 𝑪  

            0.0000 0.0101 

0 ( 0.0288 - 0.0144 ] 0.0144 0.0013 

1 ( 0.0577 - 0.0432 ] 0.0432 -0.0004 

2 ( 0.0865 - 0.0721 ] 0.0721 -0.0025 

3 ( 0.1153 - 0.1009 ] 0.1009 -0.0012 

4 ( 0.1441 - 0.1297 ] 0.1297 0.0009 

5 ( 0.1730 - 0.1586 ] 0.1586 0.0015 

6 ( 0.2018 - 0.1874 ] 0.1874 0.0001 

7 ( 0.3004 - 0.2162 ] 0.2162 -0.0009 
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Luego, con los valores de y de covarianza empírica se buscó una función que se ajuste 

a los datos, para lo cual se utilizó la herramienta cftool de Matlab probando 8 modelos 

polinomiales: 

Modelo 1: x grado 1 

𝑓(𝑥) = 𝑝1 ∗ 𝑥 + 𝑝2 ( 33 ) 

Modelo 2: x grado 2 

𝑓(𝑥) = 𝑝1 ∗ 𝑥2 + 𝑝2 ∗ 𝑥 + 𝑝3 ( 34 ) 

Modelo 3: x grado 3 

𝑓(𝑥) = 𝑝1 ∗ 𝑥3 + 𝑝2 ∗ 𝑥2 + 𝑝3 ∗ 𝑥 + 𝑝4 ( 35 ) 

Modelo 4: x grado 4 

𝑓(𝑥) = 𝑝1 ∗ 𝑥4 + 𝑝2 ∗ 𝑥3 + 𝑝3 ∗ 𝑥2 + 𝑝4 ∗ 𝑥 + 𝑝5 ( 36 ) 

Modelo 5: x grado 5 

𝑓(𝑥) = 𝑝1 ∗ 𝑥5 + 𝑝2 ∗ 𝑥4 + 𝑝3 ∗ 𝑥3 + 𝑝4 ∗ 𝑥2 + 𝑝5 ∗ 𝑥 + 𝑝6 ( 37 ) 

Modelo 6: x grado 6 

𝑓(𝑥) = 𝑝1 ∗ 𝑥6 + 𝑝2 ∗ 𝑥5 + 𝑝3 ∗ 𝑥4 + 𝑝4 ∗ 𝑥3 + 𝑝5 ∗ 𝑥2 + 𝑝6 ∗ 𝑥 + 𝑝7 ( 38 ) 

Modelo 7: x grado 7 

𝑓(𝑥) = 𝑝1 ∗ 𝑥7 + 𝑝2 ∗ 𝑥6 + 𝑝3 ∗ 𝑥5 + 𝑝4 ∗ 𝑥4 + 𝑝5 ∗ 𝑥3 + 𝑝6 ∗ 𝑥2 + 𝑝7 ∗ 𝑥 + 𝑝8  ( 39 ) 

Modelo 8: x grado 8 

𝑓(𝑥) = 𝑝1 ∗ 𝑥8 + 𝑝2 ∗ 𝑥7 + 𝑝3 ∗ 𝑥6 + 𝑝4 ∗ 𝑥5 + 𝑝5 ∗ 𝑥4 + 𝑝6 ∗ 𝑥3 + 𝑝7 ∗ 𝑥2 + 𝑝8 ∗𝑥 + 𝑝9  

( 40 ) 

Donde: 

𝑓(𝑥): es la covarianza  
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 𝑥: es h que es distancia promedio de separación entre las observaciones del intervalo 

𝑝1, 𝑝2, 𝑝3, 𝑝4, 𝑝5, 𝑝6, 𝑝7, 𝑝8, 𝑝9: son coeficientes del modelo matemático 

Los puntos negros corresponden al promedio de los valores de covarianza en cada 

intervalo, mientras que la línea azul es el modelo funcional de la covarianza empírica.  

Figura 20 

Función covarianza polinomial de orden 1 

 

Figura 21 

Función covarianza polinomial de orden 2 
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Figura 22 

Función covarianza polinomial de orden 3 

 

Figura 23 

Función covarianza polinomial de orden 4 
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Figura 24 

Función covarianza polinomial de orden 5 

 

 

Figura 25 

Función covarianza polinomial de orden 6 
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Figura 26 

Función covarianza polinomial de orden 7 

 

Figura 27 

Función covarianza polinomial de orden 8 

 

Después de la comparación de los 8 modelos matemáticos se determinó que el modelo 

de ajuste polinomial de orden 8 no es válido debido a que la ecuación está mal condicionada. 

Por otro lado, el modelo que se escogió para modelar la covarianza empírica fue el modelo de 

ajuste polinomial de grado 4 ya que es el que posee menos parámetros en comparación con los 

modelos que superan el 0.90 de R2, además de un valor bajo RMSE. 
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Tabla 8 

Estadísticos de cada modelo matemático que se ajusta a la covarianza empírica 

Modelo RMSE R2 Observación 

Modelo 1 0.003461 0.2127   

Modelo 2 0.003078 0.4663   

Modelo 3 0.001674 0.8685   

Modelo 4 0.001427 0.9235   

Modelo 5 0.001582 0.9295   

Modelo 6 0.001155 0.9750   

Modelo 7 0.0006026 0.9966  

Modelo 8 0.0000000 1 La ecuación está mal condicionada. 

 

Tabla 9 

Parámetros del modelo 4 

Parámetro Valor 

p1 61.534964 

p2 -35.710368 

p3 6.919328 

p4 -0.494899 

p5 0.009140 

 

La matriz de covarianza de la señal se obtuvo aplicando los parámetros del modelo 4 a 

los valores de la matriz de distancias.  

Cálculo de la función covarianza del ruido 

La matriz de covarianza del ruido se forma conociendo la precisión de las medidas de 

ondulación geoidal aplicando la ecuación ( 19 ). En este caso, se aplicó el método de prueba-

error y se llegó a determinar que el valor de 0.1 para varianza del ruido es el que genera menor 

RMSE en las predicciones de los puntos de validación. 
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Filtrado de las observaciones 

A continuación, se aplicó la fórmula para calcular los valores estimados de las señales 

correspondientes a las observaciones, para después llevar a cabo el filtrado en los puntos de 

observación, mediante la ecuación ( 25 ) con el objetivo de eliminar el ruido, lo que es de utilidad 

en la obtención del vector 𝐿𝑀𝐶𝐶 de señales completas. 

Ajuste del modelo matemático por Mínimos Cuadrados Colocación 

Una vez calculado el vector de observaciones filtradas, se suma con el vector de 

pronóstico extraído del análisis de residuales obtenido mediante la herramienta Regresión del 

grupo de herramientas de Análisis de datos en Excel, para calcular el vector 𝐿𝑀𝐶𝐶 de señales 

completas que conjuntamente con el arreglo de mínimos cuadrados, correspondiente al modelo 

polinomial del modelo 2, x grado 1, y grado 2, permiten obtener los coeficientes utilizados para 

realizar la predicción. 

Figura 28 

Modelo matemático por Mínimos Cuadrados Colocación 
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Tabla 10 

Parámetros del modelo matemático 2 por Mínimos Cuadrados Colocación 

Parámetro Valor 

p00 -7944.812785 

p10 -101.604924 

p01 -2818.250701 

p11 -35.962684 

p02 0.596016 

 

Predicción de valores de ondulación geoidal 

Para predecir los valores de ondulación geoidal de los 9 puntos de validación, 5 puntos 

tomados en campo y los 4 puntos que no fueron tomados en cuenta como datos en el modelo, 

se calculó la matriz de distancias entre los 51 puntos de observación y cada punto que se desea 

predecir, luego se calculó la matriz de covarianza de la señal en los puntos a predecir empleando 

el modelo de ajuste polinomial de orden 4. 

Finalmente, para la predicción de la ondulación geoidal en los puntos de validación, se 

emplearon los valores del vector de señales y los valores de los parámetros ajustados mediante 

colocación de mínimos cuadrados aplicando la ecuación ( 33 ). 

Representación gráfica del modelo de ondulación geoidal 

Para la obtención de un mapa de alturas geoidales de la zona de estudio se generó un 

archivo ráster, por lo que el primer paso fue definir la resolución espacial del modelo, con el fin 

de que no se sobrestime o subestime la funcionalidad del modelo de predicción.  

Cuanto más densos sean los puntos de observación, mayor será la escala del mapeo. 

Una regla cartográfica en el mapeo de suelos, es que debe haber al menos una (idealmente 

cuatro) observación por 1 𝑐𝑚2 del mapa (Avery, 1987, como se citó en Hengel, 2005). Otro criterio 

es que la resolución de la cuadrícula también se puede relacionar la distancia entre los puntos 
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muestreados, es así que la resolución de la cuadrícula debe ser como máximo la mitad del 

espacio promedio entre los pares de puntos más cercanos (Boots &Getis, 1988, como se citó en 

Hengel, 2005). Para este caso, se ha usado la metodología de Hengl (2005) para lo cual se toma 

el número intermedio de 2.5 observaciones por 1 𝑐𝑚 y se combina con la regla general de 0,5 

mm por la escala del mapa, se obtiene la fórmula: 

𝑅𝑒𝑠𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖ó𝑛 = 0.0791 ∗ √𝐴𝑁 

( 41 ) 

Donde: 

𝐴: es el área de la zona de estudio en 𝑚2. 

𝑁: es el número total de puntos. 

Con un área de estudio de 150322667.342𝑚2 y con 51 puntos de muestreo aplicando la 

ecuación ( 41 ) se obtuvo un tamaño de píxel de 136 m equivalente a 0.0012252 grados 

sexagesimales, dado que cada grado es equivalente a 111 km en el ecuador (Pilar, 2008). 

Después, se generó una grilla ingresando a la página web del ICGEM y en la sección de Servicio 

de Cálculo se escogió la opción Rejillas Regulares. Se realizó la selección de cuadrícula tomando 

en cuenta los límites de la zona de estudio y un paso de cuadrícula de 0.0012252 grados. Se 

descargó el archivo con los puntos de la cuadrícula que pasaron a ser los puntos de predicción 

para ingresarlos en el programa de Matlab. Una vez que se obtuvieron las predicciones de alturas 

geoidales por el método de Mínimos Cuadrados Colocación se generó un archivo en formato .csv 

con información de longitud, latitud y ondulación geoidal de los puntos que se predijeron. Se 

cargó el archivo .csv en ArcMap 10.5 y se lo exportó como un archivo vectorial tipo punto 

finalmente fue transformado a un archivo ráster con el tamaño de píxel antes calculado, 

finalmente se recortó de acuerdo a la forma de la zona de estudio. 
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Cokriging Ordinario 

Para este método geoestadístico se tomó como variable principal la ondulación geoidal 

calculada a partir de los datos de altura elipsoidal obtenidos mediante posicionamiento GNSS y 

las alturas niveladas obtenidas mediante nivelación geométrica. Para la elección de la variable 

secundaria, primero se obtuvieron los datos de ondulación geoidal de los modelos gravimétricos 

EGM08 y EGM96 y del modelo geoidal geométrico del Ecuador. Los datos utilizados en el método 

geoestadístico Cokriging fueron los mismos 51 puntos empleados para modelar la ondulación 

geoidal con el método de Mínimos Cuadrados Colocación, los cuales fueron definidos a partir del 

análisis exploratorio de los datos. 

Obtención de datos de ondulación geoidal  

Los datos de ondulación geoidal de los modelos globales EGM08 y EGM96 fueron 

descargados de la página web del Centro Internacional de Modelos Globales de la Tierra 

(ICGEM) (Figura 29). Para ello, se seleccionó la opción Puntos definidos por el usuario en la 

sección Servicio de Cálculo. Se ingresó un archivo (.txt) con las coordenadas geodésicas (latitud, 

longitud y altura elipsoidal) de los puntos seleccionados para este estudio. 

Figura 29 

Proceso de descarga de datos de ondulación geoidal del modelo global EGM96 

 

Nota. Tomado de (Ince, y otros, 2019) 
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A continuación, se descargaron los resultados en un archivo (.dat) (Figura 30) para ser 

importados a una hoja de cálculo. Se realizó el mismo proceso para obtener la ondulación geoidal 

en los puntos de observación con el modelo global EGM2008. 

Figura 30 

Descarga de resultados 

 

Nota. Tomado de (Ince, y otros, 2019) 

Figura 31 

Archivo descargado 

 

Nota. Tomado de (Ince, y otros, 2019) 
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Por último, se obtuvieron las ondulaciones geoidales con el modelo geoidal local de 

Ecuador continental desarrollado por el IGM. Se preparó un archivo con las coordenadas 

geodésicas en formato .txt tal como se indicaba en la página del geoportal del IGM; sin embargo, 

al ejecutar el proceso en línea no se obtuvieron resultados. Así que, en su lugar, se descargó la 

aplicación de escritorio (Figura 32) que requiere tener instalado java en el equipo y puede 

ejecutarse sin necesidad de estar conectado a internet, se escogió la opción Archivo, se cargó 

el archivo preparado y se hizo clic sobre Procesar archivo. Como resultado la aplicación solicitó 

un nombre y una ubicación para que se guarde un nuevo archivo en el equipo. El nuevo archivo 

contenía las coordenadas del archivo ingresado y una nueva columna con los valores de altura 

geoidal calculados (Figura 33). 

Figura 32  

Aplicación de escritorio para cálculo de altura geoidal del Ecuador Continental 

  

Nota. Tomado de (IGM, 2013) 
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Figura 33 

Archivo generado por la aplicación de escritorio 

 

Selección de la variable auxiliar 

Las variables auxiliares que se consideraron en este estudio fueron las ondulaciones 

geoidales obtenidas con el modelo EGM96, el modelo EGM08 y el modelo local desarrollado por 

el IGM. Se analizó la correlación entre la variable principal y cada variable auxiliar a través de la 

obtención del coeficiente de correlación en Excel (Tabla 11) de los 51 puntos que se utilizaron 

en el método de Mínimos Cuadrados Colocación ya que, al emplear los 60 puntos, el coeficiente 

de correlación era muy bajo en todos los casos, confirmando que la depuración de datos fue 

adecuada. Es así que se observó que la ondulación geoidal obtenida con el modelo EGM08 está 

más relacionada con la ondulación geoidal calculada en los puntos de la zona de estudio, por tal 

motivo se la seleccionó para ser la variable auxiliar. El coeficiente de correlación positivo 0.7008 

indica que, si los valores de una variable aumentan, los valores de la otra también aumentarán y 

si disminuyen la otra también lo hará. Además, el valor del coeficiente de correlación sugiere una 

relación lineal fuerte. 
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Tabla 11 

Coeficiente de correlación de la ondulación geoidal calculada con respecto a otros modelos 

Modelo Coeficiente de correlación 

EGM96 0.6320 

EGM08 0.7008 

IGM 0.4986 

 

Obtención de los modelos teóricos de semivarianza 

Debido a que se trabajó con una variable principal y una secundaria, se ajustaron tres 

modelos de semivariogramas simultáneamente, dos simples y un cruzado con el fin de encontrar 

el mejor modelo teórico de semivarianza que se ajuste a cada uno de los tres semivariogramas 

experimentales. Para este estudio se probaron los modelos teóricos: exponencial, gaussiano, 

esférico y estable que tienen tres parámetros en común: Efecto Pepita (𝐶0), Meseta (𝐶1) y Rango 

(𝑎), para los cuales se determinan valores iniciales a través de la observación del gráfico de 

semivariograma experimental. 

Posteriormente, se realizó un ajuste de los parámetros mediante la herramienta “Solver” 

de Excel que permite optimizar una variable, en este se pretendía minimizar el error cuadrático 

medio RMSE de cada modelo, cambiando los valores en las celdas correspondientes a los 

parámetros dependiendo del modelo de semivarianza teórico. Finalmente, se eligió como el 

mejor modelo teórico de semivarianza a aquel, cuyo valor de RMSE fuese menor. Por lo tanto, 

se escogió el modelo estable de semivarianza teórica para la variable principal, la variable 

cruzada y para la variable secundaria. 
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Figura 34 

Modelos teóricos de semivarianza probados para la variable principal 

 

Figura 35 

Semivariograma Experimental y Modelo teórico de semivarizanza elegido para la variable 

principal 
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Tabla 12 

Parámetros de modelos de semivarianza teórico de la variable principal 

Parámetro Exponencial Gaussiano Esférico Estable 

RMSE 0.0234 0.0190 0.0214 0.0182 
Co 0.0000 0.0054 0.0000 0.0000 
C1 0.5763 0.2824 0.3028 0.3018 
Rango (a) 0.8865 0.1828 0.2554 0.2121 
Teta   1.6874  

 

Figura 36 

Modelos teóricos de semivarianza probados para la variable cruzada 
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Figura 37 

Semivariograma Experimental y Modelo teórico de semivarizanza elegido para la variable 

cruzada 

 

Tabla 13 

Parámetros de modelos de semivarianza teórico de la variable cruzada 

Parámetros Exponencial Gaussiano Esférico Estable 

RMSE 0.0544 0.0349 0.0544 0.0251 
Co 0.0000 0.0000 0.0000 0.0159  
C1 7597.1033 0.5851  40.9739  0.3985 
Rango 13204.1986 0.3410  35.5932 0.1957 
Teta   4.0328 
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Figura 38 

Modelos de semivarianza teóricos probados para la variable auxiliar 

 

Figura 39 

Semivariograma Experimental y Modelo teórico de semivarizanza elegido para la variable 

auxiliar 
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Tabla 14 

Modelos de semivarianza teóricos probados para la variable auxiliar 

Parámetros Exponencial Gaussiano Esférico Estable 

RMSE 0.1424 0.0381 0.1391 0.0206 

Co 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 

C1 1187199370.0767 10.7473 138.7873 1.1698 

Rango 886902439.0488 1.2035 55.1157 0.2489 

Teta   3.4596 

 

Predicción de valores de ondulación geoidal 

Una vez que se eligió el mejor modelo de semivarianza teórico conjuntamente con los 

valores de Efecto Pepita (𝐶0),  Meseta (𝐶1) y Rango (𝑎) se realizó la predicción de la ondulación 

geoidal mediante la multiplicación de la inversa de la matriz que contiene los valores de las 

funciones de semivarianza y de semivarianza cruzada calculadas para todas las distancias entre 

las parejas de puntos consideradas, con el vector que contiene los valores de la funciones de 

semivarianza y semivarianza cruzada evaluados, en cambio para las distancias entre los 51 

puntos utilizados para el modelo y los puntos para predicción (Giraldo R. H., 2007). 

Posteriormente, se obtuvo la matriz de pesos cuyos elementos se multiplicaron con los 

valores de ondulación geoidal de las observaciones de las variables principal y auxiliar 

correspondientes a los 51 datos del modelo, para luego sumar los resultados y de esta manera 

hallar la predicción de la ondulación geoidal para las dos variables utilizadas en este estudio. 

Trabajo de campo 

Nivelación geométrica 

Se llevó a cabo la nivelación geométrica partiendo desde la placa del punto BN-08 con el 

fin de hallar la altura nivelada de los puntos de interés seleccionados en la zona de estudio en la 

planificación realizada previa a la salida de campo (Figura 40), empleando la nivelación 

geométrica compuesta desde el medio. El equipo utilizado fue el nivel digital Leica DNA10 que 
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realiza mediciones electrónicas de alta precisión con miras invar y para la descarga de los datos 

se empleó el software Leica Geo office versión 8.4 (Figura 41). Los puntos fueron materializados 

a través de clavos de acero colocados en la vereda de la vía. 

Figura 40 

Planificación realizada para la salida de campo 

 

Figura 41 

Descarga de datos de nivelación del tramo BM3-PP1 
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Figura 42 

Nivelación en campo 

 

 

Tabla 15 

Alturas niveladas obtenidas 

Puntos Altura nivelada (m) 

PP1 2470.964 

PP2 2424.4177 

BM1 2368.7049 

BM2 2517.8649 

BM3 2496.8382 

 

Posicionamiento GNSS 

Se utilizaron 4 receptores GNSS doble frecuencia Trimble R8s. Primero, se colocaron dos 

receptores en los puntos PRCP-06 y PRCP-07 respectivamente que estuvieron procesando 

señales de los satélites continuamente durante aproximadamente 3 horas y 30 minutos. Los otros 

dos receptores fueron empleados para rastrear los puntos PP1, PP2, BM1, BM2 y BM3. Se 
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configuró el estilo de levantamiento como estático rápido para todos los equipos GNSS con los 

siguientes parámetros: intervalo de registro de 5 segundos, máscara de elevación de 10 grados, 

tiempo de ocupación de 30 minutos, simple y doble frecuencia, PDOP máximo de 6. Se realizó 

el correcto nivelado y centrado de la antena sobre el punto.  

Figura 43 

Posicionamiento GNSS en el punto PP2 

 

Descarga y procesamiento de líneas base 

Los datos fueron importados de los equipos GNSS a las respectivas colectoras de datos 

para luego ser exportados vía Bluetooth a un dispositivo móvil. Por otro lado, el procesamiento 

de líneas base fue realizado en el software Trimble Business Center que permite efectuar el 

procesamiento de observaciones GNSS. Se cargaron los datos de los equipos base PRCP-06 y 

PRCP-07 para añadir sus respectivas coordenadas, las cuales fueron extraídas de las 

monografías de los puntos de Control Geodésico generadas en el proyecto “Levantamiento 
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topográfico Lidar e implementación de red geodésica en la zona de Influencia del Complejo 

Hidroeléctrico Paute Integral” y se establecieron como puntos de control. 

Figura 44 

Ingreso de coordenadas a TBC 

 

A continuación, fueron subidos los datos correspondientes a los equipos móviles (Figura 

44) y se seleccionaron las líneas base que se deseaban procesar desde la opción Vista basada 

en tiempo (Figura 45). 
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Figura 45 

Ingreso de los datos correspondientes a los móviles 

 

Figura 46 

Procesamiento de líneas base 
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Finalmente, se obtuvo el informe de procesamiento de líneas base y el listado de puntos 

en coordenadas geodésicas que serán utilizados como datos de validación para el modelo 

generado. 

Figura 47 

Informe de lista de puntos 
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Capítulo IV. Análisis De Resultados y Discusión 

Análisis de resultados 

Se emplearon 9 puntos situados en la zona de estudio: 4 puntos excluidos del conjunto 

de datos iniciales tras el análisis exploratorio de datos y 5 puntos obtenidos en campo para validar 

los modelos de alturas geoidales locales mediante el método de Mínimos Cuadrados Colocación 

y Cokriging. En la Tabla 16 se presentan los 9 puntos de validación con sus correspondientes 

coordenadas de latitud, longitud y la ondulación geoidal observada que se obtuvo aplicando la 

diferencia entre altura elipsoidal y la altura nivelada del punto, así como los valores de ondulación 

obtenidos de los modelos geoidales: EGM08, EGM96 e IGM, utilizados en el método de Cokriging 

como variables auxiliares. 

Tabla 16 

Puntos de validación para los modelos de predicción de la ondulación geoidal mediante MCC y 

Cokriging 

Punto Coordenadas (°) Ondulación Geoidal (m) 

 Latitud Longitud Observada EGM08 EGM 96 IGM 

PRCP-05 -2.754850 -78.707212 23.0797 22.9835 24.4437 23.5750 

PRCP-12 -2.629238 -78.605259 23.346 24.2880 25.8742 24.6860 

PRCP-17 -2.584953 -78.592056 23.5514 24.4830 26.3791 24.7720 

BN-16 -2.737087 -78.639228 22.6783 23.4507 24.7159 24.0380 

BM1 -2.775256 -78.701262 22.9561 22.8731 24.2866 23.4420 

BM2 -2.764816 -78.682394 22.9321 23.0289 24.4033 23.6120 

BM3 -2.766910 -78.685462 22.9578 23.0008 24.3807 23.5810 

PP1 -2.769627 -78.689331 22.9520 22.9651 24.3518 23.5420 

PP2 -2.773269 -78.696235 22.9493 22.9096 24.3107 23.4810 

 

Para la determinación de las alturas geoidales por el método de Mínimos Cuadrados 

Colocación, se empleó el modelo funcional de grado 1 para “x” y grado 2 para “y” y un h óptimo 
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de 0.0288288 grados. Además, se evaluaron los valores de RMSE de las predicciones obtenidas 

con los parámetros descritos anteriormente, empleando diferentes combinaciones de: modelos 

de función de covarianza empírica, números de intervalos y valores de varianza del ruido. Se 

observa que la mayoría de modelos generados con MCC que tienen un RSR menor a 0.5 son 

muy buenos y menores a 0.6 muy buenos, en cambio  hay un modelo insatisfactorio pues supera 

el 0.7 (Moriasi et al., 2007). 

Tabla 17 

Estadísticos en los puntos de validación con un h óptimo de 0.0288288 grados y diferentes 

variables mediante el método de MCC 

Función 
de 

covarianza 

Número 
de 

intervalos 

Varianza 
del 

ruido 

Error (m) RMSE 
(m) 

RSR 

   Absoluto 
máximo 

Absoluto 
mínimo 

Media Desviación 
estándar 

  

Modelo 
polinomial 
4: x grado 

4 

8 0.0001 0.3285 0.0151 0.0787 0.1782 0.1855 0.4511 
8 0.001 0.2854 0.0210 0.0921 0.1646 0.1805 0.4388 
8 0.01 0.2987 0.1087 0.1310 0.1712 0.2079 0.5055 
8 0.1 0.2091 0.0073 0.0912 0.1309 0.1534 0.3731 

10 0.0001 0.3267 0.0153 0.0793 0.1777 0.1854 0.4508 
10 0.001 0.2829 0.0195 0.0939 0.1643 0.1812 0.4405 
10 0.01 0.3866 0.0861 0.1372 0.2167 0.2461 0.5985 
10 0.1 0.2087 0.0074 0.0917 0.1310 0.1538 0.3740 

Modelo 
polinomial 
3: x grado 

3 

8 0.0001 0.3176 0.0205 0.1245 0.1541 0.1913 0.4652 
8 0.001 0.2982 0.0296 0.0642 0.1545 0.1592 0.3871 
8 0.01 0.2579 0.0189 0.0812 0.1416 0.1562 0.3799 
8 0.1 97.5131 2.8757 50.2066 34.7509 59.9512 145.7811 

10 0.0001 0.3974 0.0120 0.0483 0.1886 0.1842 0.4480 
10 0.001 0.3028 0.0305 0.0687 0.1585 0.1645 0.4000 
10 0.01 0.2731 0.0462 0.0763 0.1421 0.1542 0.3750 
10 0.1 0.2267 0.0069 0.1075 0.1389 0.1694 0.4120 
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Tabla 18 

Ondulación geoidal estimada mediante MCC con sus correspondientes intervalos de confianza 

en los puntos de validación 

Punto Ondulación geoidal estimada (m) Intervalo de confianza (m) 

PRCP-05 22.9465 ±0.0566 

PRCP-12 23.3534 ±0.0645 

PRCP-17 23.4977 ±0.0417 

BN-16 22.8874 ±0.0527 

BM1 22.7560 ±0.0508 

BM2 22.8044 ±0.0395 

BM3 22.7941 ±0.0636 

PP1 22.7799 ±0.0771 

PP2 22.7633 ±0.0718 

RMSE 0.1534  

 

Luego, se realizó la validación cruzada con los 51 datos, variando el modelo funcional y 

manteniendo constante el grado de la función de covarianza y los valores resaltados en la Tabla 

17, es así que en la Tabla 19 se aprecia que el menor RMSE se obtiene con el modelo 2 y la 

función de covarianza de grado 4. 

Tabla 19 

Validación cruzada de MCC con distintos modelos matemáticos 

Modelo matemático Grado de la función de 
covarianza 

RMSE validación 
cruzada (m) 

Modelo 1: X1 Y1 4 0.1443 
Modelo 2: X1 Y2 4 0.0993 
Modelo 3: X1 Y3 4 0.6003 

 

En la Figura 48, la Figura 49 y la Figura 50 se aprecian la bondad de los modelos de 

mínimos cuadrados colocación con distintos modelos matemáticos. Se aprecia una mayor 
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dispersión en las en los modelos generados mediante MCC en los que se aplicó el modelo 

matemático 1 y el modelo matemático 3. 

Figura 48 

Comparación entre valores reales y estimados usando el modelo matemático 1 

 

Figura 49 

Comparación entre valores reales y estimados usando el modelo matemático 2 
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Figura 50 

Comparación entre valores reales y estimados usando el modelo matemático 3 

 

Por otra parte, los parámetros empleados para la predicción de alturas geoidales 

mediante el método geoestadístico Cokriging Ordinario fueron: 8 intervalos para el cálculo del 

semivariograma experimental, h óptimo=0.0288288 y el modelo estable para la construcción de 

los tres semivariogramas teóricos. 

Tabla 20 

Ondulación geoidal estimada mediante Cokriging para la ondulación geoidal observada y para 

el modelo EGM08 con sus correspondientes intervalos de confianza en los puntos de validación 

Punto Ondulación geoidal (m) Intervalo de Confianza (m) 

 Estimada EGM08 Estimada EGM08 

PRCP-05 22.8467 19.4732 ±0.0543 ±0.0783 

PRCP-12 23.1720 32.9018 ±0.0013 ±0.0614 

PRCP-17 23.5776 33.7363 ±0.0004 ±0.0886 

BN-16 23.0492 20.9463 ±0.0008 ±0.0623 

BM1 22.7275 19.5593 ±0.0007 ±0.0797 

BM2 22.9337 20.1985 ±0.0003 ±0.0809 
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Punto Ondulación geoidal (m) Intervalo de Confianza (m) 

BM3 22.9324 20.1099 ±0.0012 ±0.0809 

PP1 22.8907 19.9839 ±0.0018 ±0.0808 

PP2 22.7884 19.7430 ±0.0016 ±0.0803 

RMSE 0.1842 4.9964   

 

Tabla 21 

Ondulación geoidal estimada mediante Cokriging para la ondulación geoidal observada y para 

el modelo EGM96 con sus correspondientes intervalos de confianza en los puntos de validación 

Punto Ondulación geoidal (m) Intervalo de Confianza (m) 

 Estimada EGM96 Estimada EGM96 

PRCP-05 22.8441 10.0533 ±0.001 ±0.1601 

PRCP-12 23.1738 35.2316 ±0.0013 ±0.1303 

PRCP-17 23.5780 40.8424 ±0.0004 ±0.1675 

BN-16 23.0477 14.4677 ±0.0008 ±0.134 

BM1 22.7291 9.3299 ±0.0007 ±0.1647 

BM2 22.9338 10.3765 ±0.0003 ±0.1616 

BM3 22.9321 10.1525 ±0.0012 ±0.1624 

PP1 22.8902 9.8862 ±0.0018 ±0.1633 

PP2 22.7888 9.5257 ±0.0016 ±0.1643 

RMSE 0.1838 13.5794   
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Tabla 22 

Ondulación geoidal estimada mediante Cokriging para la ondulación geoidal observada y para 

el modelo del IGM con sus correspondientes intervalos de confianza en los puntos de 

validación 

Punto Ondulación geoidal (m) Intervalo de Confianza (m) 

 Estimada IGM  Estimada IGM 

PRCP-05 22.6747 25.4089 ±0.001 ±0.0639 

PRCP-12 23.3417 26.5474 ±0.0016 ±0.0125 

PRCP-17 23.5733 28.1516 ±0.0004 ±0.0409 

BN-16 23.1572 25.6674 ±0.0008 ±0.0224 

BM1 22.8533 25.9740 ±0.0008 ±0.0731 

BM2 22.8925 26.3086 ±0.0003 ±0.0562 

BM3 22.7674 26.2424 ±0.0012 ±0.0591 

PP1 22.6458 26.1606 ±0.0018 ±0.0629 

PP2 22.7019 26.0403 ±0.0016 ±0.069 

RMSE 0.2576 2.4738   

 

Para 8119 puntos de la malla generada equidistantes cada 0.0012252 grados se estimaron los 

valores de ondulación geoidal aplicando el método de Mínimos Cuadrados Colocación con los 

parámetros indicados anteriormente, con la finalidad de obtener el modelo predictivo de 

ondulación geoidal en la zona de estudio que se muestra en la Figura 51. 
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Figura 51 

Modelo de predicción de ondulación geoidal obtenido por Mínimos Cuadrados Colocación 

 

En la Tabla 23 se observa que la validación cruzada del modelo de alturas geoidales 

obtenidos por Mínimos Cuadrados Colocación es mejor ya que las predicciones en los puntos de 

validación poseen un valor más bajo de RMSE que Cokriging Ordinario, siendo 9.93 centímetros 

y 13.60 centímetros respectivamente. El error absoluto máximo (29.91centímetros) de las 
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predicciones fue mayor empleando el modelo de Cokriging Ordinario, mientras que el error 

absoluto mínimo (4.3 milímetros) de las predicciones fue menor usando el modelo de Mínimos 

Cuadrados Colocación. 

Tabla 23 

Resultados de la validación cruzada entre modelos de alturas geoidales con MCC y Cokriging 

Ordinario 

Parámetro (m) MCC Cokriging Ordinario 

RMSE 0.0993 0.1360 

Error absoluto máximo 0.2194 0.2991 

Error absoluto mínimo 0.0043 0.0003 

Error medio -0.0007 0.1687 

 

Según la Tabla 24, el modelo de alturas geoidales determinado por Mínimos Cuadrados 

Colocación es el que mejor se ajusta a la realidad de la zona de estudio con un RMSE de 15.34 

centímetros, seguido del modelo de Cokriging con un RMSE de 18.38 centímetros. El modelo de 

alturas geoidales que menos se ajusta a la realidad es el EGM96 con un RMSE de 1.831 metros 

y que adicionalmente posee el valor más alto de desviación estándar con 57.37 centímetros.    El 

RSR de las predicciones con MCC y Cokriging al ser menores a 0.5 indican que son modelos 

muy buenos. En cambio, el RSR de los modelos EGM08, EGM96 e IGM son modelos no 

satisfactorios pues superan el 0.7 (Moriasi et al., 2007).
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Tabla 24 

Estimaciones de ondulación geoidal con distintos modelos y sus errores en cada punto de validación 

Punto Ondulación Geoidal (m) Errores (m) 

 Observada MCC Cokriging EGM08 EGM96 IGM MCC Cokriging EGM08 EGM96 IGM 
PRCP-
05 

23.0797 22.9465 22.8441 22.9835 24.4437 23.5750 0.1332 0.2356 0.0962 -1.3640 -0.4953 

PRCP-
12 

23.3460 23.3534 23.1738 24.2880 25.8742 24.6860 -0.0074 0.1722 -0.9420 -2.5282 -1.3400 

PRCP-
17 

23.5514 23.4977 23.5780 24.4830 26.3791 24.7720 0.0537 -0.0266 -0.9316 -2.8277 -1.2206 

BN-16 22.6783 22.8874 23.0477 23.4507 24.7159 24.0380 -0.2091 -0.3694 -0.7724 -2.0376 -1.3597 
BM1 22.9561 22.7560 22.7291 22.8731 24.2866 23.4420 0.2001 0.2270 0.0830 -1.3305 -0.4859 
BM2 22.9321 22.8044 22.9338 23.0289 24.4033 23.6120 0.1277 -0.0017 -0.0968 -1.4712 -0.6799 
BM3 22.9578 22.7941 22.9321 23.0008 24.3807 23.5810 0.1637 0.0257 -0.0430 -1.4229 -0.6232 
PP1 22.9520 22.7799 22.8902 22.9651 24.3518 23.5420 0.1721 0.0618 -0.0131 -1.3998 -0.5900 
PP2 22.9493 22.7633 22.7888 22.9096 24.3107 23.4810 0.1860 0.1605 0.0397 -1.3614 -0.5317 

      Absoluto 
máximo 

0.2091 0.3694 0.9420 2.8277 1.3597 

      Absoluto 
mínimo 

0.0074 0.0017 0.0131 1.3305 0.4859 

      Media 0.0911 0.0539 -0.2867 -1.7493 -0.8140 

      Desviación 
estándar 

0.1309 0.1864 0.4530 0.5737 0.3764 

      RMSE 0.1534 0.1838 0.5143 1.8310 0.8880 

      RSR 0.3730 0.4469 1.2506 4.4524 2.1593 
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Discusión 

Journel & Huijbregts, (1978, como se citó en Webster & Oliver, 1993) aconsejan utilizar 

al menos de 30 a 50 puntos muestreados para el cálculo del variograma. En cambio, otros 

autores manifiestan que se necesitan al menos 100 datos de muestra para estimar 

adecuadamente el variograma regional (Webster & Oliver, 1993). En este caso, se emplearon 51 

puntos de observación de ondulación geoidal para modelar las alturas geoidales con cada 

método, tomando en cuenta el primer criterio y dado que los datos de altura nivelada son caros 

de obtener se considera una cantidad adecuada que supera por poco el número mínimo de datos 

muestreados sugeridos. 

En otro estudio, se manifiesta que existe correlación entre la calidad de la determinación 

de la covarianza y la densidad y homogeneidad de las observaciones. También se expresan 

algunos problemas cuando se modela un geoide local y es el hecho de que la distribución de las 

observaciones no siempre es uniforme en todas las regiones de y que no siempre hay suficientes 

puntos GNSS/nivelación para evaluar con precisión el modelo de geoide estimado. Estos 

problemas afectan los resultados de la determinación y evaluación del geoide. (Ramouz et al., 

2018). En la zona de estudio, se pudieron obtener 60 datos de altura nivelada y de altura 

elipsoidal gracias a que anteriormente se había realizado un trabajo de implementación de una 

red geodésica, sin esta información disponible, se hubiese necesitado de una mayor cantidad de 

recursos y tiempo para realizar este estudio, no obstante la distribución de las observaciones 

está limitada a lugares donde existe vías y existe fácil acceso, pero hay lugares donde es 

extremadamente difícil obtener observables debido a la topografía. 

Al modelar las alturas geoidales con el método de Mínimos Cuadrados Colocación, se 

esperaba que mientras mayor fuese el número de intervalos se lograría modelar la función de 

covarianza empírica de mejor manera ya que se generaban más puntos de covarianza. Por lo 

tanto, se realizaron las predicciones usando 8 y 10 intervalos. Se apreciaron mejores resultados 
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con 8 intervalos, esto puede ser debido a que en la predicción influyen otras variables como la 

varianza del ruido. 

Por otra parte, el modelo que presentó mejores resultados con Cokriging Ordinario fue el 

desarrollado utilizando como variable auxiliar la altura geoidal del modelo global EGM96. A pesar, 

de que el modelo EGM08 obtuvo el mejor coeficiente de correlación con un valor de 0.7008, que 

indica que la ondulación geoidal calculada está más relacionada con este modelo, siguiéndole 

con un valor de 0.6320 el modelo EGM 96, esto pudo suceder debido a que este coeficiente 

calculado corresponde al de Pearson que según (Lin, 1989) no es el más apropiado cuando se 

evalúa concordancia entre los valores de una misma variable obtenidas mediante distintas 

metodologías, una alternativa que podría ser aplicada en investigaciones futuras para verificar lo 

mencionado sería la aplicación del coeficiente de Lin empleado por (Palacios, 2019) en su 

proyecto de titulación.  

El error cuadrático medio (RMSE) funciona como un indicador de la precisión que 

compara un valor predicho con otro observado o conocido, obteniéndose por lo tanto un error de 

predicción que permite determinar la bondad de ajuste del modelo. Mientras más bajos los 

valores de RMSE, más cercanos son los valores predichos y observados, existiendo por ende un 

buen ajuste del modelo. En cambio, el RSR es la razón de la desviación estándar del RMSE 

(RSR) que se calcula como el índice del RMSE y la desviación estándar de los datos medidos. 

El valor óptimo del RSR es 0 hasta un gran valor positivo. Cuanto menor sea el RSR, menor será 

el RMSE y mejor será el rendimiento de la simulación del modelo (Golmohammadi et al., 2014). 

En este estudio, se emplearon los estadísticos RMSE y RSR para seleccionar el mejor modelo 

de predicción ya que se pudieron evaluar los modelos en unidades métricas aplicando el RMSE 

y como un índice aplicando RSR. 
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Finalmente, algo que se debe resaltar, es que los datos de alturas niveladas presentan 

gran precisión con errores de cierre inferiores al milímetro debido a los instrumentos utilizados, 

lo cual no se hubiese podido lograr empleando un nivel óptico.  
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Capítulo V. Conclusiones y Recomendaciones 

Conclusiones 

Se obtuvieron dos modelos de predicción de la altura geoidal para el área de estudio 

situada en la zona de influencia de la Central Hidroeléctrica Paute-Integral con 51 puntos de 

observación empleando las técnicas geoestadísticas Mínimos Cuadrados Colocación y Cokriging 

Ordinario, tomando como referencia el error cuadrático medio (RMSE) obtenido de las 

predicciones en los puntos de validación, concluyendo que el mejor modelo es MCC con un valor 

de RMSE de 15.34 cm, mientras que para Cokriging el valor obtenido fue de 18.38 cm. 

Se determinó que para Mínimos Cuadrados Colocación el RMSE y el RSR más bajo es 

de 15.34 centímetros y 0.3731 respectivamente y la desviación estándar más baja es de 13.09 

centímetros en el que se utilizó el modelo polinomial 4: x grado 4 de función de covarianza, 8 

intervalos y un valor de 0.1 para la covarianza del ruido (Tabla 17). En cambio, los errores más 

altos de predicción se obtuvieron al utilizar el modelo polinomial 3: x grado 3 para la función 

covarianza, 8 intervalos y un valor de 0.1 para el ruido que generaron un RMSE de 59.9512 

metros, RSR de 145.7811, desviación estándar de 34.7509 metros, error medio de 50.2066 

metros, error absoluto mínimo de 2.8757 metros y un error absoluto máximo de 97.5731 metros. 

Es así que como se evidencia que escoger el modelo más adecuado para la función de 

covarianza repercute de manera significativa en la calidad de las predicciones. 

Las predicciones con el modelo de Mínimos Cuadrados Colocación no superan los 20.91 

centímetros de error. El menor error absoluto fue de 7.4 milímetros. El error medio del modelo es 

de 9.11 centímetros. La desviación estándar es de 13.09 centímetros. 

Las predicciones con el modelo de Cokriging Ordinario no superan los 36.94 centímetros 

de error y tienen los siguientes estadísticos: error absoluto mínimo de 1.7 milímetros, error medio 

de 5.39 centímetros y desviación estándar de 18.64 centímetros.  
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Los dos modelos de predicción desarrollados en este estudio, presentan mejores 

precisiones en comparación con los modelos geoidales globales que llegan a presentar errores 

al orden de los metros, lo que evidencia la ventaja de emplear modelos geoidales locales 

obtenidos mediante técnicas geoestadísticas pues son de gran utilidad para la obtención de 

alturas niveladas potenciando el uso de técnicas de posicionamiento GNSS, reduciendo el 

presupuesto que se necesita para llevar a cabo la tradicional nivelación geométrica. 

La variable auxiliar seleccionada inicialmente fue la ondulación geoidal obtenida del 

modelo EGM08; sin embargo, también se realizaron las predicciones empleando las otras dos 

posibles variables auxiliares analizadas, es decir la ondulación geoidal obtenida con el modelo 

EGM96 y con el modelo IGM, y se determinó que para la zona de estudio la covariable más 

adecuada para predecir la variable principal es la ondulación geoidal obtenida con el modelo 

EGM96. 

Se comparó la ondulación observada con la ondulación calculada mediante los modelos 

predictivos generados con Mínimos Cuadrados Colocación y con Cokriging Ordinario en 9 

puntos y se evidenció que ambos modelos son adecuados para predecir la ondulación geoidal 

en la zona de estudio con errores centimétricos. 

Recomendaciones 

Los modelos de predicción que se obtuvieron en este estudio son aplicables para puntos 

que se hallen dentro del área de estudio, tomando en cuenta el margen de error que presenta 

cada método.  

En el proceso de modelar alturas geoidales con Mínimos Cuadrados Colocación, se 

recomienda escoger cuidadosamente un valor de amplitud creciente h ya que influye 

directamente en la determinación de la función covarianza empírica que es fundamental en este 

método. También se deberían probar distintos números de intervalo, valores de covarianza de 
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ruido y modelos de función de covarianza empírica hasta conseguir el modelo que realice las 

mejores predicciones. 

Para la selección de la variable auxiliar utilizada en Cokriging Ordinario se sugiere realizar 

pruebas con todas las covariables que sean candidatas, en este caso las alturas geoidales 

obtenidas con los modelos EGM08, EGM96 e IGM, para elegir la variable auxiliar, ya que como 

se evidenció en este estudio, el valor más alto del coeficiente de correlación entre la variable 

auxiliar y la variable principal no es un indicador para escoger la variable auxiliar que garantice 

las mejores predicciones. Además, se recomienda probar diferentes semivariogramas teóricos, 

no solo el que mejor se ajuste al semivariograma experimental. 

Para la obtención de mejores resultados de predicción de la variable ondulación geoidal 

de puntos tomados en campo se recomienda emplear equipos y metodologías de alta precisión 

para obtener las medidas de altura elipsoidal y de altura nivelada con el fin de obtener la 

ondulación geoidal.  
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