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RESUMEN

En la malla curricular de todas las carreras de Ingenieria, consta la asignatura de Célculo Integral
y como parte medular de la misma, el concepto de Integral. Las aplicaciones de La Integral son
innumerables en cualquier rama de las ingenierias mencionadas, sin embargo los estudiantes llegan
a tener un conocimiento global de la operatividad de la integracion pero no de sus aplicaciones
inmediatas. Por ejemplo, en lo que a La Integral se refiere, a finales del siglo XIX surgi6 la idea de
que la Integral de Riemann resultaba incompleta en relacion a su comportamiento en los procesos
de limite, basicamente porque una funcién Riemann-integrable debe ser definida en una coleccién
de intervalos [a, b], con a,b € R [3]. Debido a esta restriccion parecia necesario reemplazarla por
otro tipo de integral mas versatil. Es asi como surge la integral de Lebesgue, que a diferencia de
Riemann, es definida en términos de una clase mds amplia de funciones, las funciones medibles,
las cuales se generalizan de las funciones simples. Esta innovacion hace de la integral de Lebesgue
mds apropiada para tratar aplicaciones mds avanzadas de matemdtica como es el area de trabajo de
La Probabilidad [4]. La descomposicion genética de la Integral de Lebesgue requiere la adquisicion
de conocimientos bdsicos de las matematicas y bajo esta perspectiva, este tema se encuentra en una
delgada linea entre la matematica elemental y la matematica avanzada, su desarrollo es abordado de
manera “‘redundante” exclusivamente con el afdn de explicar dichos conceptos en forma andrag6gi-

ca[l].

PALABRAS CLAVE:

UNION GENERALIZADA

INTERSECCION GENERALIZADA

MEDIDA

FUNCION SIMPLE
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ABSTRACT

In the academic record of all engineer carrers we have the subject of Integral Calculus and like
main topic: The Integral Concept. There are a plenty applications of Integral, nevertheless students
know how to make integrals but without knowledge about the applications. For instance, if we talk
about Integral, at the end of 20th century appeared the idea about Riemman’s Integral was incom-
plete because basically a function of Riemann must be defined in collection of intervals [a, b], with
a,b € R. For that reason it was looked like necessary replace it by other type of integral; we talk
about Lebesgue’s integral. This Integral is defined for other kind of functions, measurable fun-
ctions. This innovation makes Lebesgue’s Integral more appropriate to solve advanced application
of Math like Probabilities Field. The Genetic Desintegration of Lebesgue’s Integration requires the
acquisition of basics knowledge of math and it’s too difficult see the difference between basic math

advanced math. This development is “redundant”because this text will be so andragogic.

KEY WORDS:

GENERALIZED UNION

GENERALIZED INTERSECCION

MEASURE THEORY

FUNCTION SIMPLE



1. Descomposicion genética

1.1. Definicion

En primer lugar, cabe mencionar que es un término nuevo en comparacion a los temas que abor-
da, a su vez se ha convertido en un topico muy requerido para entender conceptos complejos, que la
metodologia tradicional no ha podido abordar con éxito, entendiéndose como éxito la comprension
cabal de un término matematico. La descomposicion genética es la construccion del significado de
un concepto en particular desde varios analisis sean estos: epistemoldgico, praxioldgico, cognitivo

y curricular.

Forma parte de la descomposicion genética la explicacion de todo concepto que involucra una
tematica, no axiomatizar absolutamante nada, asi como tampoco dar por entendido ningun topi-
co. Forma parte de la descomposicion o desintegracion genética, el hallar nuevos mecanismos de
aprendizaje no tradicionales con el unico afdn de explicar a detalle todo lo relacionado a algin
tema en particular. Tal como puede notarse, la descomposicion genética construye el conocimiento
mas no lo aprehende de definiciones previas sino mds bien se interioriza en el génesis de las partes

constitutivas del conocimiento.

Casi al finalizar las primeras dos décadas del nuevo milenio, se dispone en el entorno de una
innumerable cantidad de conocimiento y varias vias de obtencién del mismo; libros digitales, aulas
virtuales, facebook, whatsapp, youtube, skype que son entornos académicos mas usados dia a dia
para el aprendizaje, sin embargo para muchos son insuficientes para alcanzar el dominio de alguna

temadtica en particular.



1.2. Ejemplo de descomposicion genética
1.2.1. La multiplicacion tradicional

Se toma una operacién comun como la que sigue. En el caso de la multiplicacién de 86 x 8, se

ensea:

8 x 6=48 se anota el 8 y se lleva 4, 8 x 8=64 y 4 que se llevaba, 68; el resultado es 688. Esta es la
manera tradicional en la que se ha enseiado a multiplicar desde generaciones muy antiguas. El al-
goritmo tiene coherencia y se fundamenta en la multiplicacion de valores absolutos; pero ;qué hay
de los valores relativos? Se puede verificar que es posible multiplicar valores relativos en lugar de
los valores absolutos; asi por ejemplo: el nimero 8 del 86 no significa 8 sino 80, por la posicion
que ocupa en el numero. Asi pues el algoritmo propuesto consiste en identificar que el niimero 86

esta conformado por el 80 y por el 6; por lo tanto las multiplicaciones quedan 8 x 6=48 y 8 x 80=640.

El resultado final resulta de sumar todos los valores calculados, es decir
48 + 640=688

Ahora bien, se puede operar una multiplicacién con niimeros de mas cifras. Aplicando el algo-

ritmo tradicional, se verifica que:

387
x 264
1548
2322
774
102168

Sin embargo con el algoritmo alternativo se puede multiplicar valores relativos en lugar de va-
lores absolutos como ya se mencioné con anterioridad. El nuimero 387 consta de 300, 80 y 7. El
nimero 264 consta de 200, 60 y 4. De este modo la operatividad de la multiplicacién consiste en

permutar todos los valores relativos; 200 x 300 = 60000; 200 x 80 = 16000; 200 x 7 = 1400;



60 x 300 = 18000; 60 x 80 = 4800; 60 x 7 = 420; 4 x 3000 = 12000; 4 x 80 = 320; 4 x 7 = 28.

El resultado final es la suma de todos las valores calculados, es decir

60000+ 16000+1400+18000+4800+420+1200+4+320+28=102168

1.2.2. Descomposicion genética de la multiplicacion

En los 2 ejemplos anteriores se ha indicado la operatividad de la multiplicacién de 2 nimeros
que poseen mas de una cifra, sin analizar y definir previamente conceptos fundamentales para un

estudiante de aritmética. La descomposicion genética propuesta consiste en:

1. Definir todos los términos utilizados en la multiplicacion.

» Cifra: Es un signo simple que se representa de manera grifica mediante un simbolo
que en un sistema de numeracion forma una cantidad. Asi se tienen los nimeros digitos

1,2,3,4,5,6,7,8,9 o inclusive las letras del alfabeto A, B,C, D, E, ..., etc.

= Suma: También llamada adicidn, es la operacién matematica fundamental binaria que

consiste en reunir varias cantidades en una sola; se representa con el signo +.

» Multiplicacion: Es la operacion matematica fundamental binaria en un conjunto numéri-
cO que consiste en sumar un nimero tantas veces como indica otro ndmero; se repre-

senta con el signo X.

= Valor posicional: Es el valor que toma un digito de acuerdo con la posicién que ocupa
dentro del nimero (unidades, decenas, centenas, etc) y es debido a ello que el cambio

de posicion de un mismo digito dentro de un nimero altera el valor del mismo.

» Propiedad Conmutativa de la multiplicacion: También llamada propiedad de orden
de la multiplicacién. Esta propiedad significa que los factores se pueden multiplicar en
cualquier orden y que el producto siempre es el mismo.

» Propiedad Asociativa de la Adicion: La propiedad asociativa aparece en el contexto

del algebra. Esta propiedad indica que, cuando existen tres o mds cifras en estas opera-

ciones, el resultado no depende de la manera en la que se agrupan los términos.



2. Detallar la operatividad utilizada en la multiplicacion

La operatividad incluye:

= En primer lugar debe verificarse que carece de importancia el orden en que se dispongan
los niimeros a multiplicar por la propiedad conmutativa de la multiplicacion. En el caso

del primer ejemplo que se menciona, 86 X 8 es exactamente equivalente a 8 x 86.

= Aqui puede evidenciarse claramente el valor posicional de los nimeros, puesto que el 8
del ndmero de una cifra tiene un valor de 8 mientras que el 8 del 86 tienen un valor de

80.

» La operatividad inicia reconociendo que el nimero 86 posee 2 cifras: el 8 ubicado en la

columna de las decenas y el 6 en la columna de las unidades.

= Es de destacar que el usuario del procedimiento conoce las tablas de multiplicar al
menos hasta el 8; puesto que lo va a requerir para multiplicar 8 X 6 = 48, de tal forma

que escriba el 8 en la columna de las unidades y lleva' 4.

» Inmediatamente después el usuario del procedimiento multiplica 8 x 8 = 64 y adicio-
nard el 4 de la anterior multiplicacion; obteniendo un valor de 68 que escribe junto al 8

a la izquierda. Es decir el resultado total es de 688.

3. Mencionar ejemplos similares

La operatividad incluye:

= En primer lugar debe verificarse que carece de importancia el orden en que se dispongan
los nimeros a multiplicar por la propiedad conmutativa de la multiplicacién. En el caso
del segundo ejemplo que se menciona, 387 X 264 es exactamente equivalente a 264 X

387.

= Aqui puede evidenciarse el valor posicional de los nimeros puesto que en el nimero

387 el 7 tiene un valor de 7, el 8 tiene un valor de 80 y el 3 tiene un valor de 300.

!sumari en el resultado de la siguiente multiplicacién



Mientras que en el nimero 264 el 4 tiene un valor de 4, el 6 tiene un valor de 60 y el

otro 2 posee un valor de 200.

» La operatividad inicia reconociendo que el nimero 387 posee 3 cifras: el 7 ubicado en
la columna de las unidades, el 8 en la columna de las decenas y el 3 en la columna de
las centenas; y el 264 que posee al nimero 2 en la columna de las unidades, al numero

6 en la columna de las decenas y al 2 en la columna de las centenas.

= Elusuario del procedimiento conoce las tablas de multiplicar al menos hasta el 6; puesto
que lo va a requerir para multiplicar 6 x 8 = 48, de tal forma que escriba el 8§ en la

columna de las unidades y lleva® 4.

= Inmediatamente después el usuario del procedimiento multiplica 4 x 7 igual 28 donde
anota el 8 y lleva 2. Enseguida multiplica 4 x 8 igual a 32 sumando los 2 que llevaba
dan 34 de donde anota el 4 y lleva 3; para finalmente multiplicar 4 x 3 igual 12 mas 3

que llevaba igual 15.

= Posteriormente multiplica 6 x 7 igual 42 de donde anota el 2 y lleva 4, 6 x 8 igual 48
sumando el 4 igual a 52 de donde anota el 2 y lleva 5; finalmente multiplica 6 x 3 igual

18 mas 5 que llevaba 23.

» Para finalizar, multiplica 2 x 7 igual 14 anota el 4 y lleva 1, contintia con 2 X 8, 16 mds
1 que llevaba igual 17, anota el 7 y lleva 1 y finalmente 2 x 3 = 6 mas 1 que llevaba

igual 7.

= Ahora el problema se reduce a sumar los nimeros generados 1548 + 2322 + 774 =
102168.

4. Indicar potenciales aplicaciones

= 86 X 8: En una construccion se requiere colocar 86 metros lineales de baldosa para
completar las lavanderias de todas las casas. Si se conoce que cada metro de baldosa

tiene un precio de 8 USD la operatividad explicada anteriormente es de gran utilidad.

2sumari en el resultado de la siguiente multiplicacién



= 387 x 264: En una empresa de call center se contrataron 264 operadores con el salario
basico como remuneracion mensual. Luego del primer mes es necesario calcular el valor
de egreso de la organizacion por concepto de salario para todos aquellos empleados. La

operatividad explicada anteriormente es de gran utilidad.



2. Bases conceptuales de la Integral de Lebesgue

2.1. Union generalizada de conjuntos

Sea {A;};c; una familia de conjuntos, la unién generalizada se define por

UJAi={z:@iel)(ze A}

i€l

Asi por ejemplo, si I = Ny A; = [0,4) paratodo i € N se tiene que U A; =10, +00)
iel
Con la unién generalizada de conjuntos puede establecerse dos mecanismos para definir a los

nameros reales:

= U{—n,n}:R

neN

« [J{r}=R

reR
2.2. Interseccion generalizada de conjuntos

Sea {A;};c; una familia de conjuntos, la interseccién generalizada se define por
(A ={z: (Viel)(z e A)}
iel
Asi por ejemplo, si I = Ny A; = [0,4) paratodo i € N se tiene que ﬂ ={0}
iel

2.3. Numerabilidad

El término numerable posee un concepto claro y hasta axiomatico si de lenguaje comun se trata,
pero si se trata como fundamento de la integral de Lebesgue, el término toma otras connotaciones.
En primer lugar, el término “numerable” es exclusivo para conjuntos® y no para funciones como se

vera mas adelante. Por ejemplo, se define el conjunto C; por:

3indexados o no



(—i—1,—i);i € N,i es impar
Ci —
(1,0 +1);7 € N,ies par

C1 = (-2,-1)
Cy = (2,3)
C3 = (—4,-3)
Cy = (4,5)
Cs = (—6,—5)
Cs = (6,7)

Dado un conjunto A, se dice que es numerable si y sélo si existe una f

Asi pueden notarse los siguientes conjuntos que son numerables:

Los ndmeros Naturales son numerables mediante la funcién

f:N—N

r— f(z)==x

Los ndameros Pares son numerables mediante la funcién

FiNe- N
x— f(z) =2z

Los nimeros Impares con numerables mediante la funcién

f:N—N
x> flr)=2x+1

Los ndmeros Enteros Positivos son numerables mediante la funcion

: N — A, biyectiva.



f:N—Z*

N
5, St nes par

n f(n)=
—n2+1

, St n es impar

= [.os numeros racionales son numerables ya que existen tantos nimeros naturales como frac-

ciones de acuerdo con al arbol de Stern - Brocot [7].

= [.os numeros reales no son numerables, lo cual fue demostrado por Cantor [2].

2.4. Funcion

El concepto mas importante de la matematica tiene un papel protagénico en la descomposicion
genética de la Integral de Lebesgue, puesto que son funciones L-medibles* para las cuales ha sido

disenada esta integral. Se debe tener presente la siguiente definicion:

Definicion 2.1. Dados dos conjuntos A'y B, una funcion de A en B es un conjunto | que cumple:
i) fCAxB
ii) Paratodo x € A existe y € B tal que (x,y) € f

iii) Si (x,y1) € fy(x,y2) € f entonces y; = yo. Se denota f : A Bysi(x,y) € f se denota
fz) =y.

Por ejemplo, dados los conjuntos A, B,C' con C' C Ay f: A — B esuna funcidn, se define la

imagen directa de C' por

F(C)={f(z):zeC}

“Lebesgue-medibles
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f{C)

c @ ©

Figura 1: Ejemplo 1 de imagen directa

Por ejemplo, se tiene que si

f(0,2) — (0,4)

T — 2%

si definimos C' = (3,1) entonces f(C) = (1,2)

De manera andloga sea D = (1, 2), se define la imagen inversa de D por

f7HD) =A{x: f(z) € D}

Por ejemplo si

f:10,2] — [0, 5]
T — 27
entonces
L2 =[5,

Se nota también que no existe f~1(5) pero f~1({5}) =0

Para tener una idea mas clara se considera la funcion representada en la siguiente gréfica
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Figura 2: Ejemplo 2 de imagen directa

Se tiene que:

Si C = {1,2} entonces f(C) = {a, b}

Si D = {b,c} entonces g~ (D) = {2, 3}

Si E = {c} entonces h™*(FE) = {3}
» De manera andloga Af~'(b)

Proposicion 2.1. Propiedades de la Imagen directa e Imagen inversa

Si f : A — B es una funcion, se pueden verificar las siguientes propiedades:

Ademds si { Dy, }ne1 es una familia de subconjuntos de B, se tiene que

UL =U (D)

nel nel
FHYPn) = (17 (D)
nel nel

Finalmente, si D C B, entonces
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2.5. Partesde E

El conjunto denominado partes de E o P(F) es el conjunto formado por todos los subconjuntos

de E. Por ejemplo: Sea A = {a, b} el conjunto de partes de A es,

P(A) = {0, {a}, {0}, {a,0}}

2.6. Algebra de Partes

Definicion 2.2. Un subconjunto A C P(E) es un dlgebra de partes si:

» ¢l conjunto () y el conjunto E pertenecen a A
» A es estable’ al pasar al complementario: si A € A entonces A° € A

» A es estable por reunion finita y por lo tanto por interseccion finita. Si A y B pertenecen a

A entonces AU By AN B pertenecen a A.

2.7. o-algebras

Definicion 2.3. Una o-dlgebra o tribu G sobre un conjunto dado E, es un dlgebra definida sobre
E estable por reunion numerable y por interseccion numerable. Mds precisamente un subconjunto

G de P(E) es una o-dlgebra si verifica las siguientes condiciones:

» FEegyleg
s Si A€ G entonces A° € G

= para toda familia numerable (A,),cn de elementos de G, se tienen

“+oo “+o0o
UAregy(4eg
n=0 n=0

3si un conjunto pertenece al dlgebra de partes, su complemento también
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Un conjunto E dotado de una o-dlgebra G se denomina espacio medible y se nota (E,G). Los

elementos de la o-dlgebra se denominan conjuntos o-médibles [8].

De la definicién se pueden generar dos o-algebras notables que son:
» §={F, @}, que se denomina trivial, y
» G = P(F), denominada discreta.

Proposicion 2.1. Sea (G;);c; una familia de o-dlgebras definidas sobre un conjunto E. Entonces

la interseccion definida por

ﬂgi ={Aec P(E): Ac G, paratodoi € I} es una o-dlgebra

i€l
En otras palabras si G, G5 son o-dlgebras sobre un espacio F entonces G; N G, también es una

o-algebra sobre dicho espacio F [8].

Observacion 2.1. La union indexada de una familia finita de o-dlgebras no es en general una

o-dlgebra.

En otras palabras si Gy, G, son o-dlgebras sobre un espacio E entonces G; U Gy no es una o-

algebra sobre dicho espacio £ [8].

2.8. Generacion de o-algebras

Existen conjuntos que no son o-dlgebras sobre un espacio £/, sin embargo pueden generar una
o-édlgebra cumpliendo con los requisitos de la misma. As{ se tiene el concepto de o-algebra engen-

drada.

Teorema 2.2. Sea C' € P(FE) un conjunto cualquiera de partes de E. La interseccion de todas las
o-dlgebras que contienen C, es una o-dlgebra que se denomina o-dlgebra engendrada o generada

por C, que se denota como o(C'). Esta es la mds pequeria o-dlgebra que contiene C.

Se puede visualizar el teorema en el siguiente ejemplo, sea E = {a,b,c} y C = {0, E,{a}}, es

notorio que C no es una o-dlgebra y que o(C) = {0, E, {a}, {b, c}} siloes.
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Proposicion 2.3. Sea f una funcion de E en F' y sea C' un conjunto de partes de F. La imagen
reciproca por f de la o-dlgebra o(C') engendrada por C es la o-dlgabra engendrada por la imagen

reciproca de C.

2.9. o-algebra de Borel

Sea £ un espacio topoldgico; el dlgebra generada por los abiertos de I/ se denomina la o-algebra
de Borel o o-dlgebra Boreliana de F' y se denota como B(F). Se denomina conjunto de Borel o

conjunto Boreliano a un elemento de la o-dlgebra de Borel.

Observacion 2.2. Dado que toda o-dlgebra es estable por paso al complementoS, se tiene que la

o-dlgebra de Borel de un conjunto E también es engendrada por los cerrados de E.

Se pueden verificar algunos ejemplos de conjuntos generadores de o- dlgebra de Borel de R:

= [os conjuntos unitarios son conjuntos borelianos dado que son cerrados.

= El conjunto de los ndmeros naturales N y el conjunto de los enteros Z son conjuntos borelia-

nos puesto que son conjuntos cerrados.

= El conjunto de los nimeros racionales (), es un conjunto Boreliano. Esto se debe a que Q

puede expresarse como la union numerable de los unitarios de sus elementos.

= [os complementos de los conjuntos que se han mencionado son también Borelianos. Este es

el caso de de los ntimeros irracionales Q° = R — QQ que también es un conjunto boreliano.

Cabe mencionar que si se define C = {(a,b) : a,b € R,a < b} se tiene que 0(C) = B(R). Asi se
tiene que los intervalos abiertos generan la o-dlgebra de Borel de R. Los siguientes conjuntos

también generan esta o-algebra:

%Definicién 4,2
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(

{la,b]; a < b}.

{(a,4+00);a € R},

{(—00,a);a € R}.

2.10. Espacios medibles

Definicion 2.4. Sean E un espacio y G una o-dlgebra sobre E, al par (E,G) se le llama espacio

medible y a los elementos de G se les denomina conjuntos G- medibles o simplemente medibles [4].

Por ejemplo, sea £ = {a,b,c} y G = {E,0,{a},{b,c}}, el par (E,G) es un espacio medible y
{a}, {b, ¢} son conjuntos medibles. Los conjuntos {b} o {a, c} son conjuntos no medibles, debido

a que no forman parte de la o-algebra.

2.11. Funciones medibles

Definicion 2.5. Sean (E,G) y (F,H) espacios medibles entonces se define f : E — F se dice
que es una funcion (G — H) medible si la preimagen de todo conjunto H-medible es G-medible, es

decir si
BeH= fY(B)eg

Por ejemplo si se toma
E ={a,b,c} F={y,z,w}
g= {®7E> {a},{b,c}} H= {(Z)vF’ {y}, {z w}}
Se tiene que (E,G) y (F,H) son espacios medibles. Si se toma la funcién f : E — F definida

como se muestra en la siguiente figura
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Figura 3: Ejemplo 1 de funcién medible

Se nota que

= fT0)=0€eg

» [Y{F)=FE€g

9 ({y}) ={a} €g

ht({z,w}) ={b,c} €G

Es decir la preimagen de todo elemento de H es elemento de G por lo tanto es una funcién G —H

medible.

Bajo estos mismos espacios, se toma la funcién h : E +— F' descrita en la siguiente figura:
E ={a,b,c} F={z,y,w}
g= {®>E> {a},{b, C}} H= {(D’F’ {y},{x,w}}
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Figura 4: Ejemplo 2 de funcién medible

Para saber si la funcion es medible, se verifica que f~!({y}) = {c}; por lo tanto, & es una fun-

ciéon NO medible porque {c} ¢ G.
Existen mecanismos para reconocer si una funcidon es medible, analizando exclusivamente el
conjunto que genera la o-4lgebra, asi se tiene:

Teorema 2.4. Sean (E,G); (F,H) espacios medibles y C un conjunto generador de la o-Igebra
o(C) tal que H = o(C)
f : E — F una funcion, se tiene que | es una funcion medible si y solo si la preimagen de todo

conjunto B € C es G- medible, es decir
BeC= fY(B)eg

Esta propiedad es util dado que para verificar si una funcién es medible no es necesario compro-
bar la dltima implicacién para todo elemento de la o-algebra, sino inicamente a los elementos del

conjunto que la generan.

Teorema 2.5. Sea (E,G) un espacio medible, f : E — R es medible si'y solo si, para todo a € R,
{f>a}={z€FE: f(zx)>a}eg

» {f<a}={z€E:f(r)<a}eg
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w {f>at={zx€FE: f(r)>a}eG
w {f<a}={z€FE:f(r)<a}eg
Asi se tiene que:

= Si f es continua, entonces es medible.

= Si f es mondtona, entonces es medible.

= Si f es constante, entonces es medible.
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2.12. Funcion caracteristica

Sea £/ un conjunto y A C E, se define la funcion caracteristica o funcién indicatriz a la funcién

definida por:
f:E—A{0,1}
Lzre A
= Xy(x) =
0;x ¢ A
Por ejemplo se tiene que si A = (1, 2], entonces
fiE—{0,1}
Ll<z <2,
x = Xa(x) =
Oz <1Vax>2
—

Figura 5: Funcién Indicatriz de (1, 2]

Definicion 2.6. Sea F un conjuntoy A, B subconjuntos de F, se tiene que

Xang(z) = xa(z)xB(7)

Esta propiedad implica considerar la interseccién de conjuntos como un producto, que era una

nocién ya adquirida en estadistica.

Definicion 2.7. Sea (E, G) un espacio medible con A C E, X4 es una funcién medible si y sdlo si

A € G es un conjunto medible.
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Definicion 2.8. Sea (F,G) un espacio medible, se dice que una funcion es simple si toma exclu-
sivamente una cantidad finita de valores. Ademads se dice que una funcion es simple-medible si es

simple y medible simultdneamente [4].

De esta definicion se tiene que si f es una funcion simple, entonces existen conjuntos { Ay, ..., A, },

que pueden notarse
n
f(z) = Z apXa, (x), con o un escalar
k=1

Por ejemplo, si f es la funcion que se presenta en la siguiente figura se tiene que

o—0
2 O
1 *o—0O
Cr @ O
a b c d

Figura 6: Sucesion de funcion indicatriz

f(x) = 1%y, (2) + 24, (2) + 3X4, (7)
f es simple medible si y sélo si A} = [a,b); Ay = (d, +00); A3 = (b, ¢)

Por otro lado se tiene que f(z) = Z ax Xy, (x), donde Ay es un conjunto medible para todo
k=1

ke R.

Teorema 2.6. Sea (E,G) un espacio medible, f una funcion medible no negativa, entonces existe

una sucesion (p,) tal que:

=, es simple medible para todo n € N

» 0 <g,(z) < ppi1(x), paratodon € Ny paratodox € E



» lim p,(z) = f(x); paratodo x € E

n—oo
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2.13. Medida

Definicion 2.9. Sea (E,G) un espacio medible; una medida sobre (E,G) es una funcion i : G —

R* que verifica las propiedades siguientes:
i) (D) = 0, debido a que ) =|a, a| no existiendo distancia entre “ambos” puntos.

ii) Para toda sucesion de elementos disjuntos (A,)nen de G se cumple

(U A = 3 (A,

neN neN

Esta propiedad se conoce como la o-aditividad de 1 [13].

La tripleta (E,G, 1) se denomina espacio medido y para todo elemento A de G se denota la
cantidad 1i(A), la p-medida de A. La medida del espacio es j1(E) y si u(E) < +oco se dice que
tiene medida finita [4].

Proposicion 2.7. Sea (E, G, i) un espacio medido; y A, B € G entonces se verifican las siguientes

propiedades:
) AC B = p(A) < u(B)
ii) Si A, B son disjuntos entonces (AU B) = p(A) + p(B)

iii) Si A, B no son disjuntos, entonces u(A U B) = u(A) + u(B) — u(A N B) siempre que
w(AN B) < +oo, es decir que sea finita.

iv) wW(A\B) = u(A) — u(B) siempre que 1(B) < +00

Proposicion 2.8. Sea (E,G, i) un espacio medido y { A, }nen una familia de elementos de G,

entonces:

i) Si{A,} es creciente (A; C Ay C A3 C ...),

1 Upen An) = lm p(Ay).

n—oo



23

ii) Si{A,} es decreciente (... C A3 C Ay C Ay)

P Niery An) = lim pu(Ay).

Definicion 2.10. Sean (E., G, 1) un espacio medido; se dice que una propiedad P(x) que depende
de un punto x € E es vdlida en p-casi todas partes’, si el conjunto de los x € E en donde esta

propiedad no estd verificada es un conjunto de - medida nula o si es un conjunto ji-despreciable

[4].

Sean [ : RT —{a} — fyg: R" — g; se dice que f = g en casi todas partes cuando
f(z) = g(x) para casi todo x, es decir si u({x € R* : f(x) # g(x)}) = 0. Ahora se considera las

funciones f, g descritas en la figura

|
|
9
d
Figura 7: Funciones iguales en casi todas partes

se tiene que

{zr eR": f(z) # g(x)} = {a}
asi p({z € R: f(x) # g(x)}) = 0; es decir, f = g en casi todas partes.

Definicion 2.11. Medida o-finita, conjunto o finito. Sea (E, A, i) un espacio medido.

a) Una medida de conjuntos i : A — R es o- finita si existe una sucesion numerable (A,,)nen

de elementos de o-dlgebra A tales que:

7se abrevia e.c.t.p
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E:UAn

neN

y para todo n € N, se tiene que j1(A,) < +0o0

b) Un conjunto A € A es o-finito con respecto a la medida i si es la union numerable de conjuntos

de A de p-medida finita.

2.14. Medidas destacadas

Bajo los criterios establecidos en la definicion anterior, es posible crear una infinidad de medidas;
cada una con sus propias caracteristicas y que satisfagan las propiedades y condiciones que se

quiera; pero las medidas mds cominmente utilizadas se detallan a continuacidn:

2.14.1. Medida de conteo

Sea E un conjunto y se considera al espacio medible (E,P(E)); la medida de conteo es deter-
minada por:
p:P(E)— RT
|A] @ si|Al < o0
A p(A) =
+00 : 51 no
donde |A| es la cardinalidad de A

La medida de conteo es la medida natural sobre los conjuntos N y Z; y ambos conjuntos son de
inmensa utilidad para el que hacer humano porque sirven para contar elementos de cualquier indole

y definir las operaciones aritméticas.

2.14.2. Medida Gruesa

Sea (E, G) un espacio medible, la medida gruesa es la que asigna a cada conjunto no vacio de G
el valor de 4+oc. La utilidad de esta medida radica en la construccion eventual de contra ejemplos
simples de cualquier indole que tendran un valor absoluto de +o0co en caso de verificar una condicion

requerida.



25

2.14.3. Medida Centrada
Sea (E, G, 1,), p € E, se define
LipeA

O;p ¢ A
Esta medida es muy {til en la definicidn de atributos o pardmetros de una variable discreta que

Np(A)z

incluya los estatus de conforme o no conforme cuando se trata de identificar criterios de conformi-

dad.

2.14.4. Medida de Probabilidad

Sea (E, G, i), un espacio medido. Si u(E) = 1, se dice que (E, G, i) es un espacio probabilisti-
co y que 4 es una medida de probabilidad. En tal caso, los elementos de A de G se llaman eventos

y 1(A), es la probabilidad del evento A [1].

Luego de la Medida de Lebesgue, esta medida es la mds aplicada y su utilidad radica en que se
constituye como el pilar fundamental del calculo de las probabilidades. Es asi que los 5 postulados
de la teoria de las probabilidades guardan estrecha relacion con las propiedades de las medidas

explicadas en pédginas anteriores. Pues se tiene que:
D 0<p(A)<1
ii) p(E) =1

iii) ( U Ai) = Z A (A Np(A;) = 0,Yi # j, que corresponden a los eventos mutuamente
i=1 =1

excluyentes.

iv) n(Ai/A;) = (AN A))

T, con u(A;) # 0, que corresponde a la definicién de probabilidad
KA

condicionada.

9 ﬂ(gAi) = D A A () =091 £
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2.15. Medida de Lebesgue

Esta medida es de suma importancia para el estudio que se propone iniciar, puesto que es con esta
medida con la que se procedera a realizar la Integral de Lebesgue. Se ha visto hasta este momento
que cada una de las medidas contruidas poseen caracteristicas propias que incluyen pardmetros es-

pecificos para su disefio y utilizacion; éste también es el caso de la medida de Lebesgue [17].

La medida de Lebesgue es la medida de referencia en el espacio euclideo R" y se denota por la
letra Asin =1y A, sin > 1. Estos pardmetros provienen de la generalizacion de las operaciones
numerables de las funciones aditivas de los conjuntos observados hasta el momento. Es en este
punto, donde se puede generalizar que la longitud de un punto es nula y que el conjunto de los
nimeros racionales (Q es la uniéon numerable disjunta de puntos por la propiedad de o-aditividad y
el conjunto de Q es de medida de Lebesgue nula. De la misma forma, en el caso n-dimensional se

tiene que Z" y Q" son conjuntos de medida de Lebesgue (n-dimensional) nula [6].
Para entender la medida de Lebesgue, se requiere las siguientes definiciones:

Sea E un conjunto tal que p* : P(E) — R
D () =0
ii) AC B= pu*(A) < u*(B)

i) g ( U A,) < Z 1*(A,). Se dice que ;* es una medida exterior sobre E.

neN i€N
Un ejemplo de medida exterior sobre R estd dada por

A PR) =R

N(A) = inf {3 (b —a;) : AC | J(ai, b))}

€N 1€N
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y se tiene que A*([a, b]) = b — a; y se denomina Medida de Lebesgue exterior.

Definicion 2.12. Sea E un conjunto de una medida exterior 11*, y A, B C E se cumple que:
P (A) = p (AN B) + p* (AN B°), se dice que B es p*-medible.
Teorema 2.9. Sea E un conjunto y p* es una medida exterior, entonces
G,» ={B C E: B es u*- medible}
es una o-dlgebra y

o gu* — R
B — u(B) = p*(B)

es una medida, asi (E,G,~, 1) es un espacio medido.

En R con la medida de Lebesgue exterior se tiene que (R, Gy«, \) es un espacio medido y a G-
se le llama o-dlgebra de Lebesgue. Ademads los elementos de Gy« se les denomina L-medibles.
Los elementos de Gy« se les denomina conjuntos Lebesgue-medibles y una implicacion de aquello

es que todo conjunto B-medible es Lebesgue-medible [4].

2.15.1. Propiedades de la Medida de Lebesgue
Para A € G, se verifican las siguientes propiedades:

L(a) A([a,b]) =b—a,

L(b) A({z}) =0,

L(c) AM(A) = inf{\(U) : A C U,U es abierto}

L(d) A(A) =sup{A(k) : k C A}, k es compacto®}

8

cerrado y acotado
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L(e) M(A) = AM(A+x)donde A+x = {u+z : u € A}, es decir que \ es invariante por traslacion.

L({) Si B C Ay A(A) = 0, entonces B € G+, a esta propiedad se la nota diciendo que A es

completa [13].

2.15.2. Conjunto no medible: Conjunto de Vitali ())

A pesar de todas las bases que fundamentan la teoria de la medida que se han enlistado, existen

conjuntos no medibles como el conjunto de Vitali que se detalla a continuacion.

» Dados z,y € R, siz ~ y € Q, se dice que son equivalentes.
» Sedefine [z] ={y e R:z ~y}
= V es el subconjunto de [0, 1] tal que tiene un solo elemento en comin en cada [z],z € R.

m Parap € Q,0 <p <1,V,={z+p:z €V}, estos conjuntos son disjuntos porque sumados

no volveran a coincidir.

= [0,1] C U V, C [0, 2], aplicando la madida exterior en la desigualdad se tiene
peQNI0,1]

n 1([0,1]) < p( U Vo) < 1([0,2]), por la definicion de medida exterior de intervalos se

p€eQe[0,1]
tiene que

n 1 < Z n(V,) < 2, finalmente el conjunto V, es de medida nula por poseer un solo

pEQN[0,1]
elemento en cada segmento; por lo tanto

» 1(V,) =0 =1 <01lo cual es una contradiccién

Por esta razon el conjunto de Vitali es no medible [14].
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2.16. La Integral de Riemann

En un entorno sencillo se puede definir a la integral de Riemann sobre funciones en un intervalo
acotado [a, b] en la recta de los R. En la Integral de Riemann se dice que una funcioén ¢ : [a,b] — R
es escalonada si existe una subdivision P = {zg < z1,...,x,} cona = 2y < 11 < ... < T,, = b
tal que ¢ es constante o igual a ¢; sobre |x; 1, z;[. Si la distancia entre cada uno de los puntos

. a . , ..
{zo, ..., x,} es constante igual a Az = , con n entendida como el nimero de particiones [9].

n
La definicién de la integral de Riemann para una funcién viene dada por:

n

b
/a o(x)dr = ngrfoo ; Ci(x; — xiq)

c2 —1—

cl —4—

O x10

Figura 8: Integral en sentido Riemann

La integral de esta funcion en el sentido de Riemann viene dada por

b=x10
/ gO(l’)dl’ = Cl(l’l — ZE()) + CQ(ZL’Q — 131> + Cl(l‘g — ZL’Q) + 63(1’4 — 1‘3) + CQ(ZE5 — 1’4) + Cl(l’ﬁ —

=x0
x5) + c3(x7 — w6) + ca(ws — x7) + ca(v9 — 5) + €1(T10 — X9)

Esta definicion geométrica corresponde al célculo de la integral mediante la aproximacién por el
célculo de areas de rectangulos de base (x; — x;_1) y con alturas equivalentes a c¢;, y asi sucesiva-

mente.
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2.17. Funciéon simple

Se denota con S(E, A, i, K) como el conjunto de funciones simples definidas sobre £ a valores

en K.

El conjunto S(E, A, i, K) posee una estructura de K-espacio vectorial. Es facil ver que para todo

A € Kytodafuncién f € S(E, A, u, K), setiene A\f € S(F, A, i1, K) puesto que Ao, = 5, € Ky

Af(z) =\ Z X Ay Z A X Ay (@ Z BrXA(z) € S(E, A, 1, K)

Definicion 2.13. Espacio de funczones simples positivas. Sea (E, A, 1) un espacio medido. Se de-
nota ST(E, A, i) el conjunto de funciones simples positivas definidas sobre E a valores R*. Este
espacio es claramente un subconjunto de las funciones simples y contiene los casos de /. = Ry

A = B(R), las funciones escalonadas positivas [5].

Es posible realizar la descomposicion canonica de funciones simples, asi por ejemplo: para
toda f en ST(E, A, 1) existe una familia finita (o, Ay )o<k<n, con ay € RT y Ay € A, tal que
0 < ay<..<ayA, # 0 paratodo k en donde los conjuntos Ay, son disjuntos tomados dos a

dos; de manera que se tiene:

k=0

Esta descomposicion lleva directamente a la integral de las funciones simple positivas como en
la siguiente definicion [4].
Definicion 2.14. Integral de funciones simple-positivas. Sea una funcion f € ST(E, A, i) una

funcion simple positiva. La integral de [ con respecto a la medida |1 es el niimero real definido por

| t@yinte Zaku (o) Zaku{f—am

Esta sumatoria es igual a un niimero positivo por lo que se menciona que una funcion simple
positiva f es integrable, si su integral es finita; es decir si'y solo si el conjunto {x € E : f(x) # 0}

es de medida finita [4].
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Observacion 2.3. Se propone calcular la integral de una funcion simple mediante el andlisis de
la figura y uinicamente como inicio; la funcion @ estd definida sobre R, dotado de la o-dlgebra de

Borel en valores de [0, +oo|

Figura 9: Funcion Simple

Se definen entonces los conjuntos A; = {x € R : p(x) = o;}, para i = 1, ...,4 de tal manera

4
que p(x) = Z a; X4, (x) . Por la formula generada con anterioridad se tiene:
i=1

o) = a1 X () + aXs(x) + asAs(x) + auXy(x)
/RQD(ZL‘)CZ/\(JZ> = Oél>\(A1> + OZQ/\(AQ) + Oég)\(Ag) + &4)\(144)

La forma de escribir la integral de Lebesgue es totalmente diferente a la integral de Riemann;

mds alla de que el resultado sea el mismo en un sencillo ejemplo como este.
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Proposicion 2.2. Funcién no simple
Sea (E, G, i) un espacio medido, f una funcion f : E — R medible existe () una sucesion de

funciones simples tal que:

i) (pn) es creciente

ii) lim ¢,(x) = f(x), para todo x

n—oo

Una forma de obtener la sucesién de la propiedad anterior es paran € N — {0} y &k =0, ..., n2"

es definir
Epn={z€eE k27" < f(z) < (k+1)27"}

conjuntamente con

n2"

on(@) = k27"XE, , ()

Definicion 2.15. Integral de funciones no simples.
Una vez definida la funcion no simple como en el item anterior; la integral de la misma se define

como:.

/fdﬂz lim /sondu
B n—-+o0o E

/E Fu = /E Frdp— /E fdp

En la operatividad de la intregral de funciones simples y no simples se requiere de las propieda-

des:

si f es medible se define

i) Homogeneidad. Si \ € K

/E () (@)du(x) = A /E f(@)dp(z)
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ii) Aditividad.
/E (f + 9)(@)dp(z) = / F(@)dpz) + /E g(x)dp(z)

iii) Crecimiento o monotonia. si f < g en c.t.p, se tiene entonces

/E f()du(z) < /E 9(x)d(z)
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3. Demostracion del calculo de la Integral de Lebesgue

3.1. Funcion lineal: f(z) =2z + 1

La funcién que se presenta inicialmente es una funcién lineal de la forma y = max + b de la cual

/01(256 + 1)dz

A continuacion se presentan 2 opciones de integracion de esta funcidn, para finalmente generar

se desea obtener el valor de la integral

la Integral de Lebesgue con todos los criterios detallados anteriormente.

a) Integral Definida.

Exclusivamente por notacion se denotard a la integral como

/Qx—i—

0
2:1:d$+/ 1dx
0

—2/ xdx—i—/

A

1dx

b) Sumas de Riemann
Para realizar la intregracion por Riemann debemos primero denotar

1
A= / (2x + 1)dz es equivalente a
0
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A= lim E f(c;)Ax; donde ¢; es el elemento al que se aplicard la funcidn:
n—oo
i=1

— 1-— 1 1 )
Ax:b ¢_ O:—:Ci:O—l—i(—):
n

1
n n n n

Figura 10: f(x) =2x + 1
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w () 2[5+ ]
= lim | — —+1
n—oo n - n
=1
) 1 "2 &
- Jin ( (i_lzﬂZl)
1\[2 & u
— i B I 1
— m (l) 2n(n + 1) n]
n—oo n L 27’L
(1N [2A(n+1)
=i () 5 o
i 1
= lim (—) <n—|—1—i—n)
n—oo n
i 1
= lim (—) <2n+1)
n—oo \ N
, (2n 1)
= lim | —+ —

Como puede verse, también se genera el mismo resultado que en la integral definida.
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c) Integral de Lebesgue

A continuacion se expone el procedimiento de descomposicion genética para desarrollar a de-

talle la integral de Lebesgue:

= La Integral de Lebesgue es andloga a la Integral de Riemann debido a que en lugar de
particionar el eje X se realizan particiones en el eje Y. Por la aplicaciéon de la funciéon
inversa, estas particiones generan los conjuntos medibles en el eje X; dando lugar a la

funcién ¢, que se aproxima a f(z).

= Para generar la particion se utilizan los conjuntos medibles £, ,, donde n denota el nimero

de particion y k el elemento de la particion.

= Se nota que k recorre desde 0 hasta n2". Paran € N — {0}, la particion se la realiza en el
intervalo [0, n] con altura de 2. Es notorio que cuando n tiende al infinito la particion se

la realiza en el intervalo [0, +00) sin embargo la altura de la misma tiende a 0.

» La particion del eje Y mds grande menor a 1 con denominador potencia de 2 es % por lo
que las particiones que corresponden son: 0,% y 1. Para que se generen 3 espacios con
n = 1, la Unica via posible entre las variables k, n corresponde a k = n2" = 2; de esta

forma k = 0, 1, 2; es decir los 3 conjuntos medibles generados.

» Una vez establecidos los espacios Ej ,, se generan desigualdades con el limite inferior a la
izquierda seguida de la funcién en cuestion y el limite superior a la derecha. Se procede
a resolver dichas desigualdades y el espacio generado debe ser intersecado con el espacio

en que se desea integrar la funcidn, en el caso del ejemplo [0, 1].

Eoi={x€0,1]:0<2z+1< 3} =(—00,—3)N[0,1] =0
0<2z+1A204+1<3
—1<2zN28< -1

§x/\x<—i

N |—

Eip={ze0,1]:3<2x4+1<1}=(-00,—7)N[0,1] =0

s<2r+1A224+1<1
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Eyy ={z€[0,1]:1<2zx+1} =[0,400)N[0,1] = [0, 1]

= Multiplicando las alturas (imédgenes) por las bases (conjuntos medibles) se generan las

funciones caracteristicas, cuya sumatoria es:
e1(x) = 0Xp () + X (x) + 1X01y(2)
p1(®) = 1)

= Por L(a) y L(b) para dicho intervalo, resulta:
Jer(@)dX = 1o
[ e1(x)dh =1(1 - 0)
[e1(x)dh =1

1
[ ¢1(x)d\ = 1 es la primera aproximacion de la integral / (2z + 1)dx
0

= La siguiente particion del eje Y mas grande menor que % con denominador potencia de 2

es ;1 por lo que las particiones que corresponden son: 0, 1,%,2, 2,2 8 Ty & Para que se
generen 9 espacios con n = 2, la tinica via posible entre las variables k, n corresponde a
k =n2" = 8;deestaforma k = 0,1,2,3,4,5,6,7,8; es decir los 9 conjuntos medibles

generados.
» Una vez establecidos los espacios L ,, se generan desigualdades con el limite inferior a la
izquierda seguida de la funcién en cuestion y el limite superior a la derecha. Se procede

a resolver dichas desigualdades y el espacio generado debe ser intersecado con el espacio

en que se desea integrar la funcion, en este caso [0, 1].
Epo={z€[0,1]:0<22+1< 3} =[-35,-2)n[0,1]=0

0<2r+1A22+4+1<7

—1<22 A2 <3

N | —

§a:/\35<—§



Esy={ze[0,1]:3<20+1<3}=(-40)N[0,1] =0
:ch—%/\2$+1<1
q:g—%/\x<0
Eip={ze0,1]:4<22+1<2}=(0,4)n[0,1] =[0,)
r<0A2z+1<2
x§0A2x<i
r<0<zAhz <3
Esp={re[0,1]: 3 <20 +1<§}=[1,3)N0,1] =[33)
r<iAN2r+1<8
xS%A2$<§

1 2

r<in2e+1<?
a:ﬁ}l/\2515<§L
r<EAx <
Ero={ze0,1]: I <2e4+1<3}=[23)N[0,1]=[3%)
r<3N2r+1<2

xﬁ%/\2x<1
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o|w

4
_xAx<§

Esp={z€[0,1]:2< 20 +1} = {§,+o0} n[0,1] = {§, 1}

= Multiplicando las alturas (imdgenes) por las bases (conjuntos medibles) se generan las
funciones caracteristicas, cuya sumatoria es:
po(x) = 0Xp(z) + 1 X(z) + 2X(x) + 3X(x) + %X[O%)(l‘) + g?([
ﬁx[g@ + 34y (@)

. L(a) y L(b) para dichos intervalos, resulta:

ngQ z)d\ = 0/\( )yt /\(q) %)\(@)-F%/\ 0) +1/\[07

1
J @a(x)dX\ = 1,6875 es la segunda aproximacion de la integral / (2z + 1)dx
0

= La siguiente particion del eje Y mds grande menor que }l con denominador potencia de 2

es ¢ por lo que las particiones que corresponden son: 0, £, 2,3, 2,2 8 7 8 8 10,

A2 L I U6 AT A8 19 20 2L 22 28y 2L Para que se generen 25 espacios con n =
2, la dnica via posible entre las variables k, n corresponde a k = n2" = 24; de esta forma
k=0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14, 15,16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23,

24; es decir los 25 conjuntos medibles generados.

= Una vez establecidos los espacios £, ,, se generan desigualdades con el limite inferior a la
izquierda seguida de la funcién en cuestion y el limite superior a la derecha. Se procede
a resolver dichas desigualdades y el espacio generado debe ser intersecado con el espacio

en que se desea integrar la funcion, en este caso [0, 1].

Eys={z€[0,1]:0<2z+1<i}=[-1,-L)n[0,1]=0

1
277 16
1
8

0<2x+1AN2x+1<
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El’g = {.fC € [0, 1] :

E2’3 = {.fC € [0, 1] :

E3’3 = {.73 < [0, 1] :

Ey3={x€l0,1]:

Es3={x€0,1]:

Eesz ={r €[0,1]:

=

ol V)

oolw

0 [~

oot

o

—1<22 A2z < -1
—%gm/\a:<—1—76
<2r+1<2}=[-%,-3)N[0,1]=0

2x—|—1<%

2x<—§l

T < =2
<2r+1<2}=[-3-2)n[0,1]=0

2x+1<§

2x<—§

r<—Z
<2r4+1<i}=(-35,-Hn0,1]=0

2x+1<%

2x<—%

T < —1
<2r+1<2}=(-1,—-3)N[0,1]=0

2x+1<§

2x<—%

< —=
<2t+1< 8 =[-2 -3H)Nn[0,1]=0

2x+1<%

2x<—%1

T < —%
<2r4+1<i}=[-%-5)N[0,1]=0

2x+1<§

1
2l’<—§

1
rT<-—1



Ers={x€[0,1]:

1~
(VAN

2r+1<1

20 <0

Egs={ze[0,1]:3<2z+1<3}=

Eg,sz{xE[O,l]:§§2x+1<m}:[

E10,3={:EE[0,1]:%§2x+1<2}:

E11,3:{x€[0,1]:18—1§2$+1<%}:[

2x+1<§
1
2.’]7<§

1

Brag={rel0,1): 2 <2+1<¥) =[5 N0 =]

20+ 1<
2 < 2
x<1%
8

E13,3:{x€[071];E§2x+1<%}:[

2:1:+1<§

[0,45) N[0,1] = o,

5 6
167 16

3 4
167 16

)N [0,1]

[

4

16

5

1

6

1
16)

)

9

9

20+1< 8} =[-10N[0,1]=0

5
1)

6
16)



Em,gz{gce[o,u:18—4<2;,;+1<15}_[£6 )N [o,1] = [,

T < &

Eiss={z€[0,1]:

OOIG

<204+1< 8} =[L 2)N0,1] =L, &)
20 +1 <2
2x < 1
r<i
Egs={ze0,1]: ¥ <2z+1< T} =& )n0,1]=[L,2)
2x+1<§
2x<%

T <

[
-3

Birsg={zel0,1]: X <2z +1< B} =[3 0)N[0,1] = [F,12)
20+1<?
2x<g
r <3

E18,3 = {ZC c [0, 1] .

|

<2e+1< P} =[¥ 1) N0, =3 )

2x+1<18—9
2x<%

11
16

Eys={ze(0,1]: R <2z +1 <2} =[11,12)N[0,1] = [13,12)

r <

2x+1<g
2a7<%

T <

=~



44

Eyps={zec(0,1]: 2 <2x+1<2} =[5, 2)N[0,1] = [12, 1)

167 16 167 16
2x—i—1<28—1
2x<%
x<}—g
Eps={zecl0,1]: 2 <2+1<2}=[1 1yn[ 1) =[1 1)
2x—i—1<14—1
2x<£
v<I
Eps={re[0,1]: 2 <2+1<2}=[4 15[ 1] =[4 1
204+1<2
2x<%
<D
Eyg={re[0,1]: 2 <2 +1<%}=[£1)n[0,1]=[E 1)
20 +1<3
20 < 2
r <1

Eys={xe€[0,1]: & <2z+1} = [1¢,+00)} N[0,1] = {3C
20+1>3
2x > 2

z>1

= Multiplicando las alturas (imédgenes) por las bases (conjuntos medibles) se generan las
funciones caracteristicas, cuya sumatoria es:
p3(x) = 0Xy(2) + 5 Xy () + §X0(2) + §Xp(2) + g Xo(2) + () + §Xo(2) + §Xp(2) +
§ %0, (@) T AL 2 (2 )+EX[% 3y (@) + 5 X 4y (@) + Z X s (0)+ F A o () +
e 1) (2)+ s 10y ()35 X0 11y (2)+F X1 12 () +
T2 1) (7) + T A 14.><93> + % {}—g,l—z)(@ + 2,10 (7) + F Xy (2)

16’16

=2
j<
|~
|oo
—
/-\
\_/
._.
@
_><
oo
Sle
—
—~
8
~—
+
=
75
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= Por L(a) y L(b) para dichos intervalos, resulta:
Jes(@)dd = (§)(5) + ({)(6) + (2)(6) + (5)s
($)(56) + ($)(5%) + ()55) + (D (5) + (§)(5)
(%) Gs)

[ os(x)dX = 5z (8+9+10+11+12+134+14+15+16+17+18419+20+21+22+23)
[ p3(x)d\ = 1,9375

1
[ p3(z)d\ = 1,9375 es la tercera aproximacion de la integral / (2z 4+ 1)dx
0

» La siguiente particion del eje Y mas grande menor que g 1 con denominador potencia de 2

es 16, ; por lo que las particiones que corresponden son nueve: 0, - 167167 167 167 167 16° 167

8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35

167 167 167 167 167 16’ 16’ 16’ 16’ 16’ 16’ 16’ 16’ 16’ 16’ 16’ 16’ 16’ 16’ 16’ 16’ 16’ 16’ 16’ 16’ 16’ 16’ 16’
36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 61 62 63

167 167 167 16’ 162 16’ 16’ 16’ 16’ 16’ 16’ 16’ 16’ 16’ 16’ 16’ 16’ 16’ 16’ 16’ 16’ 16’ 16’ 16’ 16’ 16’ 16’ 16

64
Y 16

Para que se generen 65 espacios con n = 4, la dnica via posible entre las variables k,n
corresponde a k = n2" = 64; de estaforma k =0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, 14,
15,16,17,18,19, 20,21, 22,23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41,
42,43,44,45,46,47,48,49, 50, 51, 52,53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 61, 62, 63, 64; es decir

los 65 conjuntos medibles que se generaron.

= Una vez establecidos los espacios I ,, se generan desigualdades con el limite inferior a la
izquierda seguida de la funcién en cuestion y el limite superior a la derecha. Se procede
a resolver dichas desigualdades y el espacio generado debe ser intersecado con el espacio

en que se desea integrar la funcion, en este caso [0, 1].

Eoy={ze€0,1]:0<20+1< 5} =[-3,—-32)N[0,1] =0

0<2z+1A22+4+1<
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15

—s<zAhr<-—3
Bia={ze(0,1]: <20 +1<i}=[-8 -)n0,1]=0
2041 < g
2x<—§
T < —4
Eyy={ze0,1]::<2r+1< 3} =[-L -¥)n[0,1] =0
2x+1<13—6
2x<—%

T < —3
Eyy={re01]: & <2+1<i}=(-5,-Hn0,1]=0
2x+1<%
2x<—§1
T < -2
Epa={re0,1]:t<2+1<Z}= (-2 -2)n[0,1]=0
20+1< 3
2x<—%
< —5

E5,4:{(13€[0,1]2%§2$+1<%}I[—£ —%)ﬂ[o,l]:@

29

2x+1<§

2x<—§

T < —=
Bga={re[0,1]: <20 +1< G} =[5~

2x+1<%

9

2m<—;—6

-9
T < —35

:%)ﬁ[o,l]:@
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E7,4:{x€[0,1]:%§2:p—|—1<%}

[~ -1 N0 1) =
2x—|—1<%
2x<—%

T < —3
Egy={re0,1]:3<20+1<}=[-1,—5)N[0,1]=0
2£L’—|—1<1%
2x<—%
x<—3l2

Eyy={ze[0,1]: 2 <20+1<3}=[-L, 32

20+1<2
3
2LU<—E
3

E10,4={x€[0,1]:§§2x+1<% Z[—%,—%)H[O,I]:(b
204+ 1< 14
20 < — 2
x<—332
E11,4={$E[0,1]:%§2x+1<% =[-2

2x—|—1<%

20 < —3

x<—%
E12,4={x6[0,1]:%§2x—|—1<% =[-1 =3

2x+1<%

20 < —3

x<—3i2
Epa={ze0,1]: B<2+1<}=[-2,-L)n[0,1]=0

2x+1<%
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1
217<—§

1
T < =15

= [_l _%)m[oal] =0

E14,4:{$€[0,1]:%§2x+1<% =,
2x+1<%
2:U<—%
T < —55
Eis={rel0,1]: g <22+1<1}=[-5,00n[0,1] =0
2v+1<1
20 <0
x <0
Bigg={xe(0,1]: 18 <2z+1< 1} =[0,55)N[0,1]
2x+1<%
2:1c<1i6
T < 35
Eia={ze0,1]: £ <2z+1< By =[L 2)n[0,1] =[5, 3)
2x+1<§
2x<%
T < 16
EBga={zc[0,1]: <20 +1<B}=[Z,2)N[0,1] =3, )
2x+1<%
2:1c<136
<2
Bps={zec[0,1]: 13 <20+1<B}=[2,5)N[0,1] =[Z, %)
2x+1<§
2a7<%

1
T <3
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Ey4={z€0,1]:

E2174 = {ZL' S [0, 1] .

Eya={z€[0,1]:

Eysq={z €[0,1]:

E2474 = {ZL‘ € [0, 1] :

E2574 = {ZL‘ € [0, 1] :

E2674 = {ZL‘ € [0, 1] :

20
16

21
16

22
16

23
16

24
16

25
16

26
16

— 1327 32

2x+1<%
2x<%

T < 55
<2r41< 2} =]
2x+1<18—1
2x<§
T < &
<2041< B} =]
2x+1<%
2x<%
x<3—72
<2r4+1< 2} =]
2x—|—1<%
2x<%
l’<i
<2041< 2} =]
2x+1<%
2x<%
x<3¥92
<2r41< B} =]
231:—1—1<18—3
2:c<g
x<1%
<2041< 3} =]

27

3273

N

5
327 32

6
327 32

e
327 32

3%72)m [07 1] - [i i)

550 39) N[0, 1] = [55, 33)

;,_(2)’ :%) N [07 1] - [;,_(2)7 :%)



Brra={z € (0,1

Bysq={we0.1]:

E29’4 - {x € [07 1] :

Esp4={z€10,1] :

Esqa={z€l0,1]:

Esq={z€0,1]:

27
16

28
16

29
16

30
16

32
16

20+1<1

W

29
2r+1 <%

<2+ 1<} =[5,5)N00,1] =[5 5)

20+1<®

3117

31
2$—|-1<E

Qr+1<2

<2+ 1< B8y =[5 )N [0,1] = [4, 4)

33
20+ 1<

12yq[0,1] = [4, 12)

327 32

)ﬂ[O,l]:[Q Q)

327 32

32

’%)m[o,l]:[ﬁ E)

327 32

75)0[0,1]:[§ 16)

327 32

32



Eyq={z€0,1]:

E3474 = {ZL' € [0, 1] :

Eya={z €[0,1]:

Essq={z €[0,1]:

E3774 = {ZL‘ € [0, 1] :

E3874 = {ZL‘ € [0, 1] :

E3974 = {ZL‘ € [0, 1] :

33
16

34
16

35
16

36
16

37
16

38
16

39
16

<2r41< 3} =]

2x+1<1§7
2x<%

9
T <16

<2041< 8} =]

35

2$+1<E
19
21’<E

17
r <3

36

2x—|—1<%
5
2$<Z

5
:z:<8

<2041< 3} =]

37

233‘+1<E
21
2$L’<E

21
I<§

<2041< 38} =]

23:+1<18—9
11
2$L’<§

11
l’<1—6

39

39
23
21’<E

23
T <35

<2r4+1< )=

2;E—l—1<g

23 24

327 32

% 5) N10,1]

5 5) N 10, 1]

5 5)N10,1]

52 53) N[0,1]

5 52) N[0,1]

(5% 3)

5001 = [, 13)

327 32

[19 20)

327 32

[20 21)

327 32

3. %)

3. 5)

o1 =(3,%)

327 32
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3

Tr <

e

E40,4:{x€[0,1];‘11_g§2x+1<411_é _

41

2041 < §g
25
2:75<1_6

25
r <3

E41,4:{x€[0,1]:‘11—é§2x+1<411_§ _

2x+1<28—1
2x<%

13
T <1

E42,4:{x€[0,1]:%§2x+1<411_2 _

43

20+ 1< 53
27
2:1c<1_6

27
T <35

E43,4:{x€[0,1]:‘11—2§23;+1<% _

29[:+1<14—1
2x<£

7
r <3

Fus={rel0,1]: 4 <20+1< 8}

45
20+ 1< §¢

29
2:1c<1—6

29

33<32

Fisa={rel0,1]: £ <20+1< 8}

2x+1<2§3
2x<%

15
T < 16

EXSI

327 32

ERXSI

327 32

EXIIa

327 32

(£ By

(2,29 N

327 32

EXS1a

327 32

0.1 =[5 3
0.1 =[5 3
0.1=15.%)
0.1 =15%)
0.1 =15 %)
0.1 =15 %)
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Ega={ze[0,1]: 0 <22+1< 3} =[5
204+ 1< L
20 < 31
r <3
EBpa={zec(0,1]: E<22+1<3}=[3
20 +1<3
20 < 2

<1

Ega={re€[0,1]:3<2r+1 <3} =[5, 5)N00,1] = {5}

2x+1<%
2x<%
x<%
E49,4={9€€[0,1]:%§2x+1<%}:
20+1< %
2x<%
x<}—g
E50,4={$€[0,1]:§§2x—|—1<51’—é =
2x+1<%
2x<%
x<%
E51,4={$€[0,1]:%§2x—|—1<%}:
2x+1<%
2x<%
x<£
E52,4={$E[0,1]:14—3§2x+1<51’—2 -

53
2:1:—}—1<E

’%)m[071]:[§_g>%

’%)ﬂ[07l]:[§_§>§_§

32

8,8y [0,1] =0

3.8y [0,1] =0

(5,5 [0,1] =0

(2,3 [0,1] =0

)

)
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37

2 < 6

x <3
Eypa={zec[0,1]: B <20 4+1<Z}=[2 3)yn[0,1] =0
2x+1<%
2x<%

T <D
Baua={zec[0,1]: L <20 +1< 2} =[83)n[0,1] =10
2x+1<%
2x<%

T <
Epa={zc[0,1]: 2 <22 +1<I} =[8 N[0,1]=0
2x+1<%
2x<g
r<?2
Essa={zc[0,1]:2<22+1<3}=[22)N[0,1] =0
204+1< 3l
2x<%

T < 3
Eya={zec[0,1]: 2 <20 4+1<2}=[2,2)N[0,1] =0
204+1<2
2x<%

r < 2
Ega={re0,1]: 2 <2z+1<2}=[2,2)n[0,1]=0

59

43

2 < 16

43
T < 33
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Esga={2z€0,1]: 8 <20 +1< 8} =2 4 n[0,1] =0
2:c+1<14—5
2x<%
<y
Ega={ze[0,1]: L <22+1< %} =1[3,5)N[0,1]0
20 +1< %
2x<%

T < 5
Eqa={zc[0,1]: 8 <20 4+1<3}=[5,25)N[0,1] =0
235—|—1<38—1
2x<%

T < 2
Epa={ze[0,1]: 8 <22 +1< 8} =[5 1)1[0,1] =0
2x+1<%
2:)3<‘11—g
T < 4
Ega={ze€[0,1]: 8 <22+1<4} =[5, 3)N[0,1] =0
2vr+1<4
20 < 3
<3
Egg={2e€(0,1]:4<2z+1} =[2,+00)N[0,1] =0
20 +1>14
2z >3
x> 3
= Multiplicando las alturas (imédgenes) por las bases (conjuntos medibles) se generan las

funciones caracteristicas, cuya sumatoria es:



pa(@) = X0, 1)(2) + XL 2)(@) + A2 55 (2) + g2 1) (@) + [A s () +

550 (0 + 05X e )@+ Az 2 (@) F A 0) @)+ R A9 10 (2)+ A0 1) (2)+

16X, 22 (2)+ 15Xz 18y () + 1 Aas, 1 ($)+16X[14,32 (2)+16X]15,10) (2)+ 35 X{e 11 () +

i”—??‘%,;—zﬂm s 1) (@ >+16X[137§—3 (2)+ 2 (@) + 55421, 22) (@) +16 Xizg 23 (2)+
16X, 20) () + 36 Azt 25) (@) +g Xizg 2 (2)+5g 1) (@) + 56Xz, 28) (@) T3 Xizg 29 (2)+
1o X2 20) (%) + X 30 a1y (@) + 4795% 52 (l‘) {32})( x)

= Por L(a) y L(b) para dichos intervalos, resulta:

[ pa(x)dX = 512(16—1—17—|-18—|-19+20+21+22+23+24+25+26+27—|—28—|—
29+30+314+32+33+34+35+36+37+38+39+40+41+42+43+44+45+46+47)

[ pa(z)dX = 1,96875
1
[ @a(x)d)\ = 1,96875 es la cuarta aproximacion de la integral / (2z + 1)dz
0

= La siguiente particion del eje Y mds grande menor que ¢ con denominador potencia de 2

32, ; por lo que las particiones que corresponden son: 0, = 357330 352 337 390 357 337 357

9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35

327 327 327 327 327 327 327 327 327 327 327 327 327 327 327 327 327 327 327 327 327 327 327 327 327 327 32?
36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 157 158 159 , 160

327 327 327 327 327 327 327 327 327 327 327 327 327 327 327 327 327 327327327327 327 327 32 J 32

Para que se generen 161 espacios con n = 5, la Unica via posible entre las variables k,n
corresponde a k = n2" = 160; de esta forma k = 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,
13,14,15,16,17, 18,19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37,
38,39,40,41,42, 43,44, 45, 46,47, 48,49, 50, 51, 52, 53, 54, ..., 158, 159, 160; es decir los

161 espacios medibles que se generados.

= Una vez establecidos los espacios I ,, se generan desigualdades con el limite inferior a la
izquierda seguida de la funcién en cuestion y el limite superior a la derecha. Se procede
a resolver dichas desigualdades y el espacio generado debe ser intersecado con el espacio

en que se desea integrar la funcion, en este caso [0, 1].
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Eos={ze€[0,1]:0<224+1< 5} =10
0<2z+1A22+1<3
—s<zAhz<-3
E1,5={I€[0,1]:3%32x+1<3%}:®
s <20+1A22+1<3

31 30
— 4§$/\$<—32

Eps={xec(0,1]: 2 <22+1<2}=1[0,4)Nn[0,1] =0, )

64
—2§2£L‘+1/\2$+1<§
ng/\x<i
Fo={re 0,1+ B <241 < M} = & 2)n[0.1) = [, &)
—2§2w—|—1/\2:v+1<3—2

1 2
—4§x/\x<6—4

Bys={r€[0,1]: 8 <2r+1A20+1< T} =[1,8n[0,1]} = {1}
1§:c/\2x—|—1<§—;

65

= Multiplicando las alturas (imagenes) por las bases (espacios medibles) se generan las fun-

ciones caracteristicas, cuya sumatoria es:

_ 32 [ 35 1

#5(@) = B 5200 + B L2 @) + Bz (@) + 5 (@) + 3226[644,% () +
39

2 Y& O RN 2 O EYE8H O+ 2 0 @+ Rde @+ R X @)+



2@+ 5Ae @)+ f £ﬁ<@+w%aa<@+§%£&ﬂ@+3%£gﬂf
aa<@ 2 X8 1) (@) + 55X ) (@) 53 $@<@+%[%$ﬂ@+3%%§ﬂx
Xizs 21 ) (2)+2 X[24764 (z)+ 3—X[25’64 (2)+35 K20 o1 (z)+ 35 Xper 28y (z)+55 A28 20, (2
£$<@ 3z (D)5 X ) @)+ ﬁﬁ<@+%%£%ﬂ@+?%ﬁﬁ<f
ﬁ$<@ > (045 %%<@ 2 (Ot @+ EXe m(e
Ya 1) (@)+5 X[éi“)(“f) 20 (2)+ X{éﬁi,%)(w)*% 42,1 @)+ 53X o (@
aﬁ<@+ 2 X (@) 45 %ﬁﬁ<@+ %$a<@+%%%%ﬂ@+%xﬁgﬂx
%%<@+ 2 X5t 2) (D) F 55 X2 20 (@)+ A 1) (@) +55 X3z o) () + 5 Aen ) (&

20)(@) + 5 Xjse, %)(w)JF%X[%,%(“‘H%X[%,%@H%X@ o) (2) + 5 X

= Por L(a) y L(b) para dichos intervalos, resulta:

Jes(@dd = 5 (G —a1) + 5 (Gi—a0) 5 (G —a) +5 (6 —50) +5 (6 —50) T35 (6 -
o) TG s G tn—a) ta (v —a) ta G —a) T —a) +
5 (61 —51) 55 (61 —a1) T2 (61— a1) Tz (61 —a1) T (61 —o0) T2 (51 —60) T3 (51—
60) T3 (61 —60) T5 (G —60) T 5 (& —60) T 5 (61— &) + 5 (61— 80) + 5 (51— 51) +
52 (60 —61) T3 (5 —60) +53 (51— 80 + 35 (61 —60) T3 (51— 51) +55 (61 —80) + 5 (65 -
o) T (G 8D+ Gi—a) te (G —a) ra @ -8+ —a) TG —8)+
5 (ot —60) T (5 —60) v 5 (Gi—an) o G =) 2 (G —a0) + 5 (G —61) T35 -
60) T3 (61 —61) T (G —o) 5 (G —60) T3 (G —60) + & (G —50) + 5 (G =80 +
5 (o1 —60) T (51 —60) +53 (51 =80 + 5 (6 —60) T 5 (5 —8) + 5 (51 —8) +5 (5 -
60) T (61— 60) T (61 —610) + 5 (61— 60) T2 (61 —60) + 5 (61— 60) T3 (G —6:1) +5 (0)

—~
BS)

ot

—~
&
QL
>~
|
N
o

q>|*‘
~__
N
w | ©
R I, &
(3]
o~
~__

[ @s(x)dA = 1,984375

1
[ @s(x)d\ = 1,984375 es la quinta aproximacion de la integral / (2x + 1)dz
0

Siguiendo esta metodologia a detalle, se generan todos los ejemplos del presente trabajo.
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3.2. Funci6n polinomial. f(z) = 2% + 1

La funcién que se presenta incialmente es una funcién cuadratica de la forma y = 2% + b de la

cual se desea obtener el valor de la integral.

/0 @+ 1)da

A continuacion se presentan 2 opciones de integracion de esta funcidn, para finalmente generar

la Integral de Lebesgue con todos los detalles expuestos anteriormente.

a) Integral Definida.

Exclusivamente por notacion se denotard a la integral como

—

A:/ (z* + 1)dzx
01 1
:/ :1:de+/ dx
0 0
1
:g‘o—'_x‘o
1
:5(1—0)+(1—0)
4
= 5 ~1,3333333...

b) Sumas de Riemann
Para realizar la intregracion por Riemann debemos primero denotar

1
A= / (2% + 1)dx es equivalente a
0

A= lim Zf(c,)Ax Ax =
i=1



60

Figura 11: f(x) = 2> + 1
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n . 2
) 1
A=1 — 1| { —
w30 |(2) 1 (7)
— lim [Z—Q + 1] <—)
n—oo i1 n n
n .2
— lim (1) {2—2 + 1}
n—oo n i1 n
-t () (LX)

) 1 1 n Y n
=i () ()
— lm 1 1\ [nn+1)(2n+1) .

n—oo \ N n2 §)
_ lm (l) [(n+ 1)(2n+1) +n}
n—oo \ N 6TL

, (1)(2n2+3n+1 )

=lm |- ———+n
n—oo \ N 67’L

) (1)(2n2+3n+1+6n2)
= lim (| —

n—oo \ N 6TL

) (1)(8n2+3n+1>
= lim (| —

n—oo \ N 6n

) 1\/8? 3n 1
=lm (- || —+—+—
B 4
3

Como puede verse, también se genera el mismo resultado que en la integral definida.

c) Integral de Lebesgue

Con la operatividad detallada en paginas anteriores se disponen de las suficientes herramientas

para generar, plantear y desarrollar la integral de Lebesgue del ejemplo en cuestion.

Sisetienen =1, k=n2"=2=%k=0,1,2

Epi={r€0,1]:0<2?+1<3}=0n[0,1]=0
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0<z’+1A2?+1<1

—1§x2/\:1:2<—%

Eii={re0,1]:1<a?+1<1}=0n[0,1]=90

<z22+1A22+1<1

N[

<z*Ax? <0

N[

E2’1:{$€[0,1]1§$2+1}:[0,1]

de tal manera que se genera la funcién
p1(r) = 0Xp(7) + 3 X () + 1X)0 ()

Por L(a) y L(b) para dicho intervalo, resulta:
Jer(@)dA = 1A

Jei(@)dr=1

Ahora si se tiene que paran =2,k =n2" =8 =k =0,1,2,3,4,5,6,7,8

EO’QI{LE‘G[O,l]:OSQ?2+1<

FNT
—
Il
=

0<a?+1Aa’+1<3

4
Bipo={zel0,1]:3<a?+1<i} =0
:(:2+1<%
x2<—%
Eyp={re0,1]:53<a>+1<2} =0
?+1<3
x2<—}l
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z <0

Epy={z€0,1]:1<2?+1<3}=(0,5)n[0,1=[0,})

?+1<2

[\J[o)

N —=

r <1

Feo={z€[0,1]:2<a?+1} = {1,400} N[0,1] = {1}

de tal manera que se genera la funcién

pa(r) = 0X(x) + §Xp(2) + 5X(2) + () + 14,

ZZX[§ + 1.)({1}(513)

SIS

() + 5% 49)(0) + 300 ) +
71)



[ @a(z)dX = 1,231716954

Ahorasisetiene que paran = 3,k =n2" =24 =k =0,1,2,3,4,5,6, ..., 19, 20, 21, 22, 23, 24

Eog={re€0,1]:0<2?+1<3}=0Nn1[0,1]=90
0<az’+1Aa’+1<4
—1§x2/\x2<—§

Big={ze0,1]::<a’+1<3}=0n[0,1] =0

1
8
x2+1<%

x? < =3

Bys={xe[0,1]:53<a*+1<2}=0n[0,1]=0

Bss={zxe[0,1]:3<a*+1<3}=0n[0,1]=0



65

?+1<3
r? < -1
Bes={rec0,1]: <2 +1<{}=0n[0,1] =0

?+1<3

a? < —3
Erg={rel0,1]:I<a2+1<1}=0n[0,1] =0

?’+1<1

2?2 <0

<0

E8’3:{:L’€[0,1]1§x2+1<%}:[0)%)(}[0’1]:[07\%)

8 4
?+1<
a? < 3
r < Y2
Fug={w € 0,1]: § <a®+1< 3} = P2, 2)0[0.1) = [%, )
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2’ <3
T < %2
By ={r€0.1]:§ <o’ +1<{}=[F, 40N [0,1] = [F, ")
?+1<
a? < 2
x < Y0
Biag={e € 0,1]: § <o®+ 1< I =PI )N 0.1) = PR )
x2+1<;z
a? < 3
x < L3
Buz={rec0,1]:T<a?+1< B} =[L8 vn[, 1] = [, V1)
x2—|—1<18—5
a:2<§
x<@

E15,3={x€[0,1]:%§x2+1<2}:[@,1)m[071]:[@’1)
?’+1<2
r? <1
r <1
Bus={re[0,1]:2<a*+1 < T} =[1, %) n[0,1] = {1}
x2+1<1§7

x? <

E ®|©

x<?3

>";|

E17,3:{ZEE[0,1]:%§x2+1<%}:[%§

o[S

)N [0,1] =10

Y
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E19’3:{$€[0,1]%§x2+1<%}:[@,§)ﬂ[0’1]:@

Eyps={rel0,1]:3<a?+1< 3} =% @)H[O,l]:@

Eng={re[0,1]: 2 <a?+1< i} =[5 )0, 1] =0

E2273:{[E€[071]:%§x2+1<§ :[Jﬁ)ﬂ[o,l]:@
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Eys={r€0,1]: 2 <a>+1<3}=[¥2 2)n[0,1] =0
2 +1<3
2% <2
<2
Eys={re[0,1]:3<22+1}=[V2,400)} N[0,1] =0,
22 4+1>3
%> 2

r>2

de tal manera que se genera la funcién

p3(x) = 0X(z) + 3Xp(2) + 1 X(x) + 22 (x) + 3 X(x) + 3X(x) + 3X(2) + S X(x) +
1X[0’ﬁ)( )“—%X[ %)( )‘l‘ X[1 f)( )+ Xi )( )‘{‘%X[gq%)(l')—‘—%x[ 4107%)(1')‘{‘
)( )+2X{1}< )
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Por L(a) y L(b) para dicho intervalo, resulta:

[ s3(x)d\ = 1A[0,%+3A[4

18_5)\[@,1) + 2)\{1}

5
S+

1
'8

+
(121—611)+g(131—612)+2§1<141—613)_’_%( 51_(314)—}_?3(161_615)

Jes(@dr = 2 + 52 = V2) + £H(V6 - 2) + B(2v2 - VB) + H(VI0 - 2v2) + £(2V3 -
V10) + (V14 —2V3) + 2(4 — V14

[ ps(x)dA = 1,279369778

~—

Ahora si se tiene que paran =4,k =n2" =64 =k =0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12, 13,
14,15,16,17,18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40,
41,42,43,44,45, 46,47, 48,49, 50,51, 52,53, 54, 55,56, 57, 58,59, 60,61, 62, 63, 64

Eoy={ze€[0,1]:0<2?+1< £} =0Nn[0,1] =10
0<a?+1A2?+1<
—1<z?Aa? < -3
Biy={zel01]: £ <a?+1<i}=0Nn[0,1]=0
x2—|—1<%

a? < —1
Eyy={xel0,1]::<a?+1<321=0Nn[0,1]=0
?+1<

13

2
0 < —16
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E374 = {ZL’ c [O, 1]

Eyq={r €[0,1]

E5,4 = {:U € [07 1]

E6,4 = {l’ € [OJ 1] :

E7,4 = {LL’ € [07 1]

E8’4 = {l’ c [0, 1] .

E9,4 = {JZ € [Oa 1]

E1074 = {.I’ - [O, 1] .

x2—|—1<%

2 < —

x2—|—1<%

16 —

16 —

16 —

3
4

a72—|—1<§

2 <+ 1<} =0n[0,1]=0

1<+ 1< =0n[0,1] =0

2 <a?41<2 =0n[0,1]=0

= <at+1<3}=0n[0,1]=0

g <a?+1<3=0n[0,1]=0



71

Ens={rel0,1]: 1 <2?+1<3}

?+1<3

E12,4:{$€[0,1]:%§x2+1<%}

x2+1<%
2 3
x <_E

x2+1<§

E14,4={x€[0,1]:%§x2+1<§}:

Eia={rel0,1]:2<22+1<1}
A |

22 <0

?+1<

El7,4={$€[0,1]:}—g§x2+1<%}:[%L7

2?2 +1

A
o] Ne}

x? <

o=

=0N[0,1] =0
=0N[0,1] =0
=0N[0,1] =0

PN[0,1] =10
=0NJ[0,1] =0

E1614:{$€[0=1]31§x2+1<2}2[0,1)0[0,1]:[0,

)N 10,1] = [3,

V2
1

)
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x < V2
Bra={re01:§ <o’ +1< 3} =PF 9000 =P¢ )

x2+1<%

<

x < V3
Boa={re1: §<a®+ 1< =P 001 =)

x2+1<g

x2<%

T <3
Exa={ze[0,1]: 3 <o +1< {} =[5, )N 10,1 = [3,°F)

x2+1<%

? <

o< ¥
Bua={e €01 F <o+ 1<) = P29 N 0.1 = P )

x2+1<18—1

a? < 3

r < YL
Bra={r€0.1]: § a®+1< £} = PF,9)N001] = [, )

x2+1<%

a? <

w < VT
Bys={re01]: § <a®+1< 3} = [, 9) 00,1 =¥, %)



Bus={z€[0,1]:3<2>+1<3}=[23)n[0,1] = [L

x? —|—1<—

Esq={x€0,1]: 13<$2+1<2_7 = [4° $)ﬂ[0,1]:[@

Bra={re0,1]: § <a®+1< D} =[G n(0,1) = [
<

Eoga ={z €[0,1]:

ENEN
AN
8

no
+
—_
A\
I8
I
[
I8
SN—
D
=

!

I
[

Iﬁ

E29,4:{$€[071]-29<$ +1<15} [%Tﬁa 4) [O 1]:[%TT3

)
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Bypa={rec0,1]: 38 <a?+1<2}=[¥5B 1)n0,1] = [¥5,1)
22 +1<2
r? <1
r <1
Bypa={re0,1]:2<a?+1< 3} =[1,Y)n0,1] = {1}
?+1< B

2 17
T +1<ﬁ

E33,4={I€[0,1]:%§x2+1<ﬁ}:[£ 9yA1[0,1] = [1,2)

Eya={zel01]: § <2 +1< R} = )n[0.1] =0

P+1< 2

19
16

x? <
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Iﬂ

Bysa={rec[0,1]: 8 <a?+1< 9} =[Y2,8)n[0,1] =0

Esgq ={z €[0,1]: :

=[O

2 37y

N[0,1] =10

=
ﬁ

2 37

Eya={z€(0,1]: L <a?+1 < ¥} =[¥2 ¥2)n[0 1] =0

E38,4:{$€[0,1]118—9§5E2+1<% :[@,@)0[0,1]@

Bya={r€[0,1]: 2 <a?+1<3} =2 L)n(0,1]

Bypa={re€[0,1]: <2 +1 <} =8 5 n[0,1] =0

a? +1<16

25

2
<1
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r<?
Eyia = 0,1]: 8 <2241 <2} =3, [0,1] =0
na={xel0,1]: 1< $=[1,)Nn[0,1] =

x2+1<?é—1

Eps={re[0,1]: & <a’4+1< 8} =¥ 201 =

Epa={rel0,1]: B <a>+1 <4} =¥ ¥)N0,1] =

Bus={re0,1]: 1 <a?+1 <8} = [T ¥2)n0,1] =0

22Hl<

29
16

x? <

Iﬁ

Epa={r€0,1]: £ <a?+1< B} =¥ B[ 1)) =0

x2+1<28—3

“f
(=)

T <

Eis={re01]: ¥ <o’ +1< )= [0 001 = [ 3)

B

167 32

2 47
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Ega={re0,1]: T <a?+1<3} =2 v2)n0,1] =0
2 +1<3
r? <2
T <2
Egs={rc[0,1]:3<2?+1< 2} =[v2,¥2)n[0,1] =0

2 49
x+1<ﬁ

Ewa={r€[0,1]: § <a®+1< ¥} =, )n0,1]=0

?+1<®

E50,4={:UE[0,1]:%§x2+1<ﬂ}:[@ V35

E51,4={$€[0,1]:%§x2—|—1<14—3}:[ 35

Epa={zec(0,1]: B <a?4+1<28} =3 \/TZT7

)N [0,1] =10
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E54,4:{$€[0,1]:2—7§x2+1<55 = [ V39

Bssa={rec[0,1]: 2 <a?+1 <1} =¥ 01 =
x2+1<%
x2<g
x<@
Esgq={re€[0,1]: I <a?+ 1<} =40 ¥)n[0,1] =0
x2+1<?—g
? < T
x < Yo
E57,4:{x€[0,1]:%§x2—|—1<2—89}:[@,@)ﬂ[0,1]=@
:p2—|—1<28—9
a? < 2
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Ega={re[0,1]]: 2 <2?+1<2 = (VB /B

8 16 1) N0 1] =
?+1< 2
a? < B
x < VB
Eya={ze€[0,1]: 2 <a?4+1< 2} =[¥B 1)n[0,1]=0
az,’2—1-1<14—5
x2<%
T < 211

Eooa={z€[0,1]: % <224+ 1< 8} = Y21 5y [0, 1)9

2 61

2 45
7 < 15

Boa={r€[0,1]: 8% <a?+1 <3} =B VI6)n[0 1] =0

5

x2—|—1<38—1

E62,4={$€[0,1]:%§x2+1<@}:[% 47
?+1<8
47
.T2<1—6

Beza={rc€[0,1]: B <a?+1<4} =4 /3)n[0,1] =0
2+1<4

2 <3
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T <3
E64,4:{$€[0,1]:4§$2—|—1}:[\/§’_‘_Oo)m[0’1]:@
224+ 1>4
2 >3

>3

de tal manera que se genera la funcién

Pa(x) = 1% (@)t v2) (05K ) (@) 45Xz 8 £ 4
21 11 23 3 25 13
27 7 29 15 31

foua)in=1(—0)+ H(E - 1) + §(F D)+ BG-5) + 305 - )+ B(E -
B) 4+ B(L - ) + BOE- ) + 3G - D + BOE - + (P - ) + B -

16 4
T HICE )+ RO ) 28 - ) + R0

[ pa(x)d\ = 1,305168801
Paran = 5 se tiene que k = n2% k = 5(2)° =32 =k =0,1,2,3,4,5,6, ..., 158,159, 160

Eos={ze€[0,1]:0<a?+1< 5} =10

2 2 31

Bys={r€[0,1]: 2 <a?+1<3}=10,%5)

32 2 2 33
3—2§a: +1Az +1<§



ng/\x<§

Bus={re 01 § <2+ 1< ) = L)

B t1IA?+1<
gﬁx/\x<g
Eys={rel0,1]: £ <a?+1<2 :[g7g)
U< F1A22+1< B

V64 V96
o Sr AT <P

s = {r € 011+ 3 741 < ) = 145,450
35 2 2 36
B <IN+ 1< g
\g—gﬁﬁx/\x<%
Buos = {w € [0.1]: 5 <a®+1 < 5} = 58, %50
36 2 2 37
BT +1Az +1<§
%S$Ax<—‘/§2ﬁ
E63,5={£B€[0,1]:%§x2+1<g_‘21 :[x/g?’\/égﬁ)

g—g§$2+1/\x2+1<%
\/??—?S:E/\:v<*/é—gﬁ
Egs={zec[0,1]: & <a?+1< 8} ={1}
%§$2+1Ax2+1<%

@Sw/\$<‘/§—gW
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De tal manera que se genera la funcién

_ 32 33 34 35 36
w1 v O+ 52X e v O+ g (045X gm0+ 5 Y ) (0
42)(\/@ \/F (l’)‘f‘g-)(\/ﬁ 384 (13)4‘%/’{‘ 384 /416 («T)‘F@X@ /448 (ZE)‘F@X@ /480 (Z‘)+
2 2 2 2
(55 %) 3277555 3275 %) 3275 %) 3275 %)
47%@ \/m (l')‘l“g_g V512 /544 ($)+§_3X 544 /576 ($>+%X¢% V608 (f)‘f‘%-)(\/@ 640 (513)+
(3 ) (3% ) (555 ) (552 (552 )
SQXM Vo7 (2)+ 383X vorm v, (@) + 35X vron s, (2)+ 35X, s vea, (@) + 250X s e, () +
[ Yaa2) (5252 ) (5253 ) Y55 %68 ) (5552 )
57-)(\/% /832 (x)‘i‘% /832 /864 (x)‘f‘%)-)( 864 /896 (I)+%X@ 928 ($>+%X\/@ /960 ($)+
(525 ) (5552 ) (52 %2 ) %52 ) 552 )
X[x/ﬁ7\/??7)(l') + %X[m’@)@) + S Xy (@)

Por L(a) y L(b) para dichos intervalos, resulta:

[ esa)dr = ( 3233 + 33VE(VE — 1) + 34VII(VE — V3) + 35V/E(VI — V3) +
36v/32(v/5 —V/4) +37v/32(vV6 — V/5) +38v/32(V/T — v6) +39v/32(v/8 — V/T) +40v/32(vV9 —
V8) + 41v32(v10 — V9) + 42v/32(V11 — V10) + 43v/32(V12 — V11) + 44v/32(V13 —
V12) + 45v/32(V14 — V13) + 461/32(v/15 — V14) 4 47v/32(V16 — V15) + 48V/32(V/17 —
+52¢/32(v/21 —
(
32(

v
—

ot

~— N~ N~

|
—_
+
(@)
D

V32(V25 —
+60v/32(v/29 —

“EEE
TEE

_|._
D
—
<
[\
2
o
|
[\
+
D
[\
<
o
9
|
5
=
_|._
D
(@V)
<
il
<
[\
|
5 8

Jes(@)X = (3522) [32+33(V2— 1) +34(V3 — v/2) +35v/E— V/3) + 36(
5)+38(v/7T—v6)+39(v/8—/T7)+40(v/9—/8)+41(v10—+/9) +42(v/11—
11) +44(vV/13 — V/12) +45(3/14 — V/13) + 46(+/15 — /14) +47(+/16 —
) 4+ 49(/18 — V17) + 50(v/19 — V/18) + 51(v/20 — v/19) + 52(v/2 2
)+ 54(v/23 — v/22) + 55(v/24 — 1/23) + 56(1/25 — v/24) + 57(1/2 25
)+59(v/28—/27)+60(v/29—/28) +61(v/30—1/29) +62(v/31—/30) +63

[ ps(z)A =1,318532071

5—V4)+37(v/6—
10)+43(v/12—

V17

S
ﬁ
g‘

—_
—
(@

—_ ~— —
0]

555
593

QEE%

B

32—+/31)
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3.3. Funcion con exponente fraccionario: f(x) = /z

La funcién que se presenta incialmente es un radical de la forma y = /x de la cual se desea

obtener el valor de la integral

/12 Vadx

A continuacidén se presentan 2 opciones de integracién de esta funcion, para finalmente generar

la Integral de Lebesgue con todos los detalles sefialados anteriormente.

a) Integral Definida.

Exclusivamente por notacion se denotard a la integral como

2
A—/ Vaxdx
1
2

:/ x%dw
1

3

T2 9
= T‘l
2
2 32
- §x2}1
2,3
= g(Qé ~1)
~ 1,218951416

b) Sumas de Riemann

Para realizar la integracion por Riemann debemos primero denotar

2
A= / VT dx es equivalente a
1

b— 2—1 1 1 ’
n n n n n

A=1lm Y f(e)Az Az
=1

n—00 <

n
Como puede evidenciarse, las sumatorias de Riemann carecen de una definicién para E 12; por
. o . . . =1
lo que se realiza el siguiente procedimiento para integrar. En primer lugar se va a particionar el

eje Y para facilitar el calculo. Asi:
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< <
I
8

o
|
&

la particién en Y corresponde a

y el ¢; corresponde a

ok ok ok Kk ok ok aAX X
dok ok ok Kk kK

1 2

Figura 12: f(z) = \/x

Por la definicidon de sumatorias de Riemann se tiene
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A= Jim > Sy

= lim [Zf(l%—iAy)}Ay

n—oo P
_ 1 A2
— n]1_>r1010 [Zzl(l —f—ZAy) } ( - >
1 V2 -1\ : 2 A2
. \/5_1 - . . - -2 2
nh_}r{.lo( - )(le—l—ZIQZAy—i-le Ay)
{ V2-1 - - 2,2
i n 2 n
= lim (\/5_1) n+2<\/§_1)2¢+(\/§_1) i2]
— [ _ _1)\2
= lim (\/§ 1) n—|—2<\/§ 1>n(”+1)+(\/§ 1 n(n+1)(2n+1)]
n—oo n i n 2 677/2
_ r 1)\2(992
T (\/5 1) n+<\/§_1)<n+1>+(\/§ 1)%(2n +3n+1)]
n—oo n L 6n
e (Y21 [607 4+ 60(v2 - D(n 1) + (V2 1220 + 30+ 1)
_'IZ—>OO n L 6n
— Km V2 — 1Y [6n? + 620 4+ 6v/2n — 6n? — 6n + (3 — 2v/2)(2n? +3n + 1)
_n—>oo n i 6n
— lm V2 =1\ [6V2n% + 621 — 6n + 602 + 9n + 3 — 4v/2n2 — 6v/2n — 2v/2n
_nHOO n L 6n
— lim V2 =1\ [n2(6v/2 + 6 — 44/2)
" nSoo n i on

= 0,609475708

que corresponde al area estrellada, es decir el area con respecto al eje Y.
2
La integral buscada, es decir A = \/x dz; se calcula mediante la diferencia entre el drea del

1
ractangulo mas grande de base 2 y altura v/2; el drea del rectangulo més pequefio de base 1y

altura 1 y el area hallada que es 0, 609475708 .
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A= (2v2) — (1)(1) — 0,609475705
— 1,218951417

Como puede evidenciarse, es un artificio valido para calcular la integral buscada utilizando
sumas de Riemann.
c) Integral de Lebesgue

Con la operatividad detallada en paginas anteriores se disponen de las suficientes herramientas

para generar, plantear y desarrollar la integral de Lebesgue del ejemplo en cuestion.

Sisetieneque paran =1, k=n2"=2=%Lk=0,1,2

Epy={re[L2:1< i<} =[L9N[L2=[L2
1<Vanyz<3
1<zAz<?
Euy={re,2]:3< <2} =[24)N[1,2] =0
V<2
T <4
For={ze[l,2]:2< vz} ={4}N[1,2] =0z < 2

T <4

de tal manera que se genera la funcién
e1(x) = 1 9(2) + 3 X(z) + 2X(2)

Por L(a) y L(b) para dicho intervalo, resulta:
Jer(@)dA =1

[er@)dr =1(2 - 1)
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Ahora si se tiene que paran =2,k =n2" =8 =k =0,1,2,3,4,5,6,7,8

oz ={reL2:1<vE< i} =[LR)NLY=[L3)
1<VoAnyz<?®
1<zAaz<B

Ba={eelL2: 1< VE<d =B~ 52

Vi<
T <4
Eyy={ze[l,2]:3<z<}=028)N[1,2] =0
Vi<
v <3
Ezp={re€[L2]: {<Vo<2}=[4)Nn[L2]=0
Vi <2
<4
Bip={re[L2:2< Vi< =[45)N[LY=0
Bro={re[l,2:9<Va<2} =2 5)n[1,2 =0
Ego={ze[l,2]:5<Va<i}=[22)n[1,2]=0

Era={re[l,2]: 4 <o <3} =[29N[2]=0

Esp={z€[1,2]:3<v2}={9}n[0,1] = {9}

de tal manera que se genera la funcién

pa(w) = LX) 20)(7) + 3 X[ o) + X0 (@) + X () +2X(2) + §Xo(2) + S Xp(2) + G Xp(2) +
3X(x)

Por L(a) y L(b) para dichos intervalos, resulta:
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ngg d)\ = 1)\[1 25) + )\[2a 2)
Jea(w)dr =1(5 = 1) + (2 - 1)
f%pQ d)\— 25— 16+4§1(321_625)

[ pa(z)dX = 1,109375

Ahora si se tiene paran = 3,k =n2" =24 =k =0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12,13,

14,15, 16,17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24

Eog={re[l,2]:1<r<3}=[1L5)N[1,2 =[1§)
1<VzAz<i
1§95/\oc<2—}1

Eis={re[l,2]:3<Vx<3}=[52)N[12 =[5 22

647 16
Eyy={re(l,2:}<Va<i}=[R &) NL2A=[R &)

Bys={re1,2]: § < Vo< =[G DNL2A=[E 9

Eis={ze[l,2:5<Va<P}=[;R)N[1,2=0

de aqui en adelante unicamente se generan espacios vacios de tal manera que se genera la

funcion

(,03($) = 1./1([17%)(:@ + %X[m 25)( ) + BX[QS 121)( )—|— X[121 )($)

64716

Por L(a) y L(b) para dichos intervalos, resulta:

[ ps(x)dX\ = 1Ay + A[m 2 + A[25 121) +1 /\[121 2)
Jpalw)dh = 1(5 = 1) + (55 — &) #3106 — %) + 52— %)
[ slain = B8t 4 3 (200) 4 3 (1) 4 11 (i)
Jes(@)ah =g+ 3(51) + 3 (30)

[ s(x)dA = 1,16015625
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Ahora si se tiene que paran =4,k =n2" =64 = k=0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12,13,
14,15,16,17,18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40,
41,42,43,44, 45, 46,47, 48,49, 50,51, 52,53, 54, 55, 56, 57, 58,59, 60,61, 62, 63, 64

Eops={z€1,2]: 1<z < % =[1, 2N [1,2] = [1, 22)

’ 256 ’ 256
Eia={x€ [1,2]:%§ﬁ<§}:[%,%)ﬂ[l,2]z[%,%)
Bpy={re[1,2]:$< o<} =[8 31,2 =[5
Bya={ze[l,2]: g <Vo<i}=[%0nL2=[%%)
Epy={re,2]:3<Va<i}=[2 4)n1,2 =[2 4,

Bsa={r€[1,2]: < Vo< ¢} =[5 &) n[L2 =[5 &)

2567 64 256° 64
Bua={relL2): ¥ < V< B) = (B BN - B2

Erg={re[l,2: B < /x<3} =38 9Nn[1,2]=0

A partir de aqui inicamente se generan espacios vacios, de tal manera que se genera la funcion

pa(r) = 14, %)($)+}—2X[@ 51 () + X5t g6 (1) +13 Xpsor 25 (2)+§ Xj2s aan ) () 4+ F5 X am 121 () +

256’64) 64’256) 256’16) 16’256) 256’ 64
_X[121 2)( )

Por L(a) y L(b) para dichos intervalos, resulta:

f(p4 X d)\ = 1)\[%70) + %A[@*Q) + %)\[Qiﬁ) + %)\[@75) =+ %)\[25 441 + 16)\[441 121) +

256 64 64 256 256 16 16 256

256

)\[121 )
Jea(@)dh =155 —1) + 15 (556 — &1) +§ (556 — &1) +16 (56— 256) + 7 (356 — 16) + 16 (57 —
%) 5 (251
Jeal@)dr = 555+ 35 (555) + 5 (a56) + 76 (356) + 7 (356) + 76 (356) + 5 (&)
[ @a(x)d)\ = 1,188720703

Paran = 5; se tiene k = n2"; k = 5(2)° = 160 = k = 0,1,2,3,4,5,6, ..., 158, 159, 160
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Eos = {5 < vo <3} =1[1L1ini)
BVinyz<B

1<xAx<£i

_ 33 34\ _ 11089 1156
By =1{35 < Vo <3} =151 i)
B<VinyT<Y

1089 1156
To21 S TAT < 3554

Eiss = {5 = Vo < 5} =[5 2)

2025 2116
Toad = TAT < {55y

Egs={33<ve<g}=0

2116 2209
Toaa = TAT < {55y

De tal manera que se genera la funcion:

905($) = 2X[322 332)( )‘|‘ X[332 342)(1')4—%%[342 352)( )‘l‘ X[352 362)(x)+@X[362 372)(37)—|-
3227322 3227322 3227322 3227322
sz ) (1) 55 Xpast ot ()53 X a2 ot (@) + 33X w2 vz () + 3 a2 o2 ()45 Xt ) (4)+
43){[433 442)( ) 44X[442 452 ( >+ 32-)([% 2)( )
3227322 3227

322

F ()i = 3 (5552 5 () 3 () 5 () + (T + (S5 +
BT+ () + B (U5) + B (250) + B(S) + B+ (5 +
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52-%)

[ os(@)dh = (55) {32(332 — 322) + 33(34% — 332) + 34(35% — 34%) + 35(36 — 35%) +36(37° —
362) + 37(382 — 372) + 38(392 — 382) 4 39(402 — 392) + 40(412 — 402) + 41(422 — 412) + 42(43% —
42%) 4 43(442 — 437) + 44(452 — 442) + 45[2(32) — 457}

[ @s(@)d\ = (555) (2080 + 22121 + 2346 + 2485 + 2628 -+ 2775 + 2926 -+ 3081 + 3240 + 3403 +
3570 + 3741 + 3916 + 1035)

[ ps(x)d\ = 1,203491211
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3.4. Funcion trigonométrica: f(z) = senx

La funcién que se presenta inicialmente es una funcion trigonométrica de la forma y = sen x de

la cual se desea obtener el valor de la integral

jus
2
/ senz dx
0

A continuacion se presentan 2 opciones de integracion de esta funcidn, para finalmente generar
la Integral de Lebesgue con todos los detalles sefialados anteriormente.
a) Integral Definida.

Exclusivamente por notacion se denotard a la integral como

A:/Qsenmdx
0

= —cosx|0g

= —(COSE — cos0)
2

=—(0-1)

=1

b) Sumas de Riemann

Para realizar la intregracién por Riemann debemos primero notar que la funcién f(x) = senx

estd definida por la serie de Taylor [15]

2 b x’

F@) =2 =5+ 155 ~ 5010
A—h’mif(c-)A:r Ax—b_a—ﬂ_o—iic—o_#@'(l)_ﬁ_i
—n—>oo pry ' N n a 2n N 2n t 2n N 2n

n

Como puede evidenciarse, las sumatorias de Riemann carecen de una definicion para E i’y

i=1
n

E i"; por lo que se realiza el siguiente procedimiento para integrar.
=1
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12

08

Sen x

05
04

0,2

0,6 0.8 1 12

s

Figura 13: f(x) =senx

Por la definicion de sumatorias de Riemann se tiene




94

s " i
1 i =
Jim, (gn) 21 <2n)
. £\3.3
T i (—) i
Ii o 27 N2n
Jim, (2) 2 [2n 1
3 T [ i
Iim | — — —
n—00 (Zn) — [2%
It 7\ [ o= i LS %
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c) Integral de Lebesgue

Con la operatividad detallada en paginas anteriores se disponen de las suficientes herramientas

para generar, plantear y desarrollar la integral de Lebesgue del ejemplo en cuestion.

Sisetieneque paran =1,k =n2"=2=%k=0,1,2

Eopp={x €[0,2]: 0 <sinz < T} = [0;0,903339) N [0, Z] = [0; 0, 903339)
0 <sinz Asinx < %
Ein={rel0,5]: <sinx<Z} =0
sinx < 3

Eyy={xec0,5]:5 <sinz} =10

de tal manera que se genera la funcién

©1(7) = 0&X0,0,003339] () + §Xp(x) + FXp()
Por L(a) y L(b) para dicho intervalo, resulta:
J e1(w)dX\ = 0X(0,0,903339]

[ @1(x)dX\ = 0(0,903339 — 0)

Jer(@)dr =0

Ahora si se tiene que paran =2,k =n2" =8 =k =0,1,2,3,4,5,6,7,8

Eoo ={r€[0,5]:0 <sinz < g} = [0;0,403564)
0 <sinxAsinr < %
Eis={x€l0,3]: % <sinz < %} =[0,403564;0,903339)
sinx < %”

Eys={ze€[0,3]: & <sinz <3} =10

de tal manera que se genera la funcién

o (1) = %X[0,403564;0,903339) (x)



96

Por L(a) y L(b) para dichos intervalos, resulta:

27
f po(z)d\ = g)\[o 403564;0,903339)

2
[ pa(a)dr = 5(0,903339 — 0,403564)

[ a(x)dA = 0,392522

Ahora si se tiene paran = 3,k =n2" =24 =k =0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,
14,15,16,17,18,19, 20, 21, 22, 23, 24

Eos={z €[0,2]:0 <sinz < &} = [0;0,191633)

Eis={r€[0,%]: & <sinz < 2} = [0,191633; 0,403564

16

Eys={z€0,5]: % <sinz < ?—g = [0,403564; 0,629881

Ess={re[0,1]:30 <sinz < 4T} = [0,629881;0,903339

)
)
)
)

Eys={r€[0,7]: 4 <sinz < 5T} = [0,903339; 1,379442

16 16

Bss={xel0,3]: 2 <sine <5} =0

de aqui en adelante dnicamente se generan espacios vacios de tal manera que se genera la
funcion
2 3 4
903($) = %X[0,197633;0,403564) ($)+%X[0,403564;0,629881)(17)"‘TEX[O,629881;0,903339)(17)+1_gX[0,903339;17379412)(x)

Por L(a) y L(b) para dichos intervalos, resulta:

f @3(z)dX\ = 17r_6/\[0,197633;0,403564)+%r/\[07403564;07629881)+%A[0,629881;0,903339)+%/\[0,903339;1,379412)
f p3(x)d\ = (0,403564—0,197633)+%(0,629881—0,403564)+%(0,903339—0,629881)+
4—’r(l 379412 — 0,903339)

fgog, )dA = 0,664295

Ahora si se tiene que paran =4,k =n2" =64 =k =0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11,12, 13,
14,15,16,17,18,19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40,
41,42,43,44,45,46,47,48,49,50, 51,52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60,61, 62, 63, 64
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Eoy={x€[0,2]:0 <sinz < &} = [0;0,098333)

Eia={zre[0,1]: & <sinz < 2} =[0,098333;0,197633)

32
Eyy={x€(0,3]: % <sinz < 32} =[0,197633;0,298957)

Bsq={x€[0,%]: 3 <sinz < #} = [0,208957;0,403564)

Eya={re[0,1]: % <sinz < 7} = [0,403564; 0,513092)

Esy={z€[0,T]: 3 <sinz < T} = [0,513092; 0,629881)

Esa={re[0,1]: % <sinz < I} = [0,629881;0,757659)

Erya={re[0,1]: 10 <sinz < 5T} = [0,757659; 0,903339)

Esa={re[0,1]: % <sinz < 2} =[0,903339; 1,083437)

Eoy={x€0,5]: & <sinz < £Z} = [1,083437; 1,379442)

31074:{;56[0,%]:?—;gsin:c<1§—2“}:®

A partir de aqui inicamente se generan espacios vacios, de tal manera que se genera la funcién

P4 (96‘) = %X[0,098333;0,197633) ($)+%X[O,197366;0,298957) (x) +%X[0,29857;0,403564) (SC) + %X[0,403564;0,513092) (96)
+ %X[0,513042;0,629881) (z) +%X[O,629881;0,757659) ($)+%X[0,757659;0,903339) ($)+%X[0,903339,1,083437) (x)+
%X[1,083437;1,379442) (35)

Por L(a) y L(b) para dichos intervalos, resulta:

[ pa(z)d\ = 5(0,197633—0,098333) +22 (0,293957—0,197633) +22 (0,403564—0,298957) -+
22(0,513042—0,403564) 457 (0,629881—0,513042) + 32 (0,757659—0,629881) -+2= (0,903339—
0,757659) + %(1,083437 —1,903339)

[ @a(x)dX\ = 9,74875 x 1073 + 0,018913 + 0,030868 + 0,043011 + 0,057353 + 0,075267 +
0,100114 + 0,141448 + 0,261542

[ @a(z)d\ = 0,738264

Ahora si se tiene que paran = 5,k =n2" =160 = k =0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11,12, 13,
14,15,16,17,18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40,
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41,42, 43,44, 45, 46,47, 48,49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60,61, 62, 63, 64, 65, 66, 67, ...
141,142,143, 144, 145, 146, 147, 148, 149, 150, 151, 152, 153, 154, 155, 156, 157, 158, 159, 160

Eys ={x€[0,5]:0<sinz < &} = [0;0,049107)

Eis={z€[0,%]: & <sinz < 2} = [0,049107; 0,098333)
Eys={z€[0,%]: Z <sinz < ¥} =[0,098333;0,147799)
Eys={z€[0,Z]: 3 <sinx < 2} = [0,147799; 0,197633)
Eys={z €[0,%]: & <sinz < Z} =[0,197366; 0,247970)
Ess={z€[0,%]: 2 <sinz < &} =[0,247970; 0,298957)
Egs ={z €10,Z]: & <sinz < IT} = [0,298957; 0,350760)
Ers={z€[0,Z]: Z < sinz < £} = [0,350760; 0,403564)
Ess={x€[0,%]: ¥ <sinaz < ¥} = [0,403564; 0,457589)
Egs ={z €[0,%]: & < sinz < 1} = [0,457589; 0,513092)
Eis={z €0,Z] : 2 <sinz < 2} =[0,513092; 0,570391)
Engs={z€0,Z]: 4 <sinz < 25} =[0,510391;0,629881)
Eps={z €0,Z]: 1 <sinz < ¥} =[0,629881;0,692074)
Eizs={x €[0,%]: ¥ <sina < U7} =[0,692074; 0,757659)
Eus={z€0,Z]: ¥ <sinz < 27} =[0,757659; 0,827601)
Eiss={x €[0,%]: £r <sinx < 17} = [0,827601; 0,903339)
Eis ={z €[0,3]: ¥ <sinz < 1} =[0,903339; 0,987198)
Eizs={x€[0,3]: X <sinz < £} = [0,987198; 1,083437)
Eigs={z€[0,3]: £ <sinz < ¥} = [1,083437;1,201718)
Eigs ={z €[0,Z]: ¥T <sinz < 2} = [1,201718; 1,379442)

E2075:{x€[0,§]:%ﬁrgsinm<%}=®
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A partir de aqui inicamente se generan espacios vacios, de tal manera que se genera la funcién

©5(7) = £7X(0,049107;0,008333) (T) + %_ZX[O,098333;0,2147799) (z) + %_ZX[O,147799;0,197633) (z) +
%X[0,197633;0,247970) (z)+ Z_ZX[O,247970;0,298957) (1')+%X[0,298957;0,350760) (v) +Z;_ZX[O,350760;0,403564) (z)+
%_ZX[O,403564,0,457589) (@‘F%ZX[0,457589;0,513092) ($)+%&0,513022;0,510391) (I)+161_47TX[0,570391;0,629881) (z)+
%X[O,629881;0,629074) () +%X[0,622074;0,757659) () +%X[0,757659;0,827601) ($)+%X[0,827601;0,903339 (z)+

()
167 17 187 197
64 X[0,903339;0,987198) (l’) + 64 X[0,987198,1,083437) (iL‘) + 64 X[1,083437;1,201718) (.1') + 64 X[1,201718;1,379442) (33)
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Por L(a) y L(b) para dichos intervalos, resulta:

[ es(z)dX = Z(0,098333—0,049107)+ 2% (0,147749—0,098333) +27 (0,197633—0,147799) -+
47(0,247970—0,197633) +27 (0,298957—0,247970) + % (0,350760—0,298957) + = (0,403564 —
0,350760) + 22 (1,457589—0,403564) + 22 (0,513092— 0,457589) 4 227 (0,570391 — 0,513092) +
1x(0,629881—0,570391) 4222 (0,692074—0,629881) +137(0,757659—0,692074) + 122 (0,827601 —
0,757659)-+2%(0,903339—0,827601)+157 (0,987198—0,903339)+7x (1,083437—0,987198) +
187(1,201718 — 1,083437) + 127 (1,379442 — 1,201718)

[ ps(z)d\ = 2,41637x107344,8514 x 1073+7,338662 x 10—3+9,88364 x 10~*+0,012514+
0,015257 +0,018144 + 0,021212 + 0,024520 + 0,028126 + 0,032122 4 0,036634 + 0,041852 +
0,048065 + 0,055766 + 0,065846 + 0,080310 + 0,104509 + 0,165756

[ @s(x)d\ = 0,774322



101

3.5. Funcion logaritmica: f(z) = Inxz

La funcién que se presenta inicialmente es una funcién logaritmica de la forma y = Inx de la

cual se desea obtener el valor de la integral

2
/ Inz dzx
1

A continuacidn se presentan 2 opciones de integracién de esta funcion, para finalmente generar

la Integral de Lebesgue con todos los detalles sefialados anteriormente.

a) Integral Definida.

Exclusivamente por notacién se denotard a la integral como

2
A:/ Inz dx
1

Se propone una integracion por partes

u=Inzx uw =

v =1 V=21

21
A:xlnw—/x—dx
. T

2
:xlnx—/ dx
1

2 2
— X
1

=(2mh2—1ln1)—(2-1)

=xlnz

1

= 0,3862...

b) Sumas de Riemann

Para realizar la intregracion por Riemann debemos primero notar que la funcién f(z) = Inx

estd definida por la serie de Taylor [16]



102

_ (-1 (=17 (@-1 (=)@ —1)"
fla)=(z—1) = = Y + -
Azq}irgoif(ci)Ax Ax:b;a:2;1:%:>ci:1+i(%):1+%

i=1

Se realiza el siguiente procedimiento para integrar:

08

07
06
05

04

Inx

03
02

01

o /

Figura 14: f(x) =Inx

Por la definicion de sumatorias de Riemann se tiene

2 3 4
¢ (=i-1)] (i) [(e-y)]
i
A= lim (- 1+l-1) | -
i () A [( ) R )
1 I R SR S
A= lim (= Loy o
nglc}o<n)(;n — 2n2+;3n3 Z:14714)
1\ /1 «— ] — 1 — 1 —
A: , - - . L 9 L 3 L 4
ﬁgo(n)(nz 2 2 g L 2
A 1 I\[n(n+1) 1 nn+1)2n+1) 1 n*(n+1)?* 1 nn+1)(6n*+9n%+n—1)
= 1m —_ _— _—
n—oo \ N 2 2n?2 6 3n3 4 4n? 30
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4
A— tim (L Adn”
n—oo \ N 120n3

A = 0,3666...
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c) Integral de Lebesgue

Con la operatividad detallada en paginas anteriores se disponen de las suficientes herramientas

para generar, plantear y desarrollar la integral de Lebesgue del ejemplo en cuestion.

Sisetieneque paran =1,k =n2"=2=%LF=0,1,2

Eyn={r€[l,2]:0<lnz< %} = [1,1,648721) N [1,2] = [1;1,648721]
1<lnzAlnz < %
Ein={x€[1,2]: % <Ilnz < 1} = [1,648721;2) N [1,2] = [1,648721;2)

Eyi={z€[l,2]:1<Inz}=[e,00)N[1,2] =1

de tal manera que se genera la funcién

501($) = %X([1,648721;2)<x)

Por L(a) y L(b) para dichos intervalos, resulta:
f p1(x)d\ = %)\([1,648721;2)

[ o1(z)dA = $(2 —1,648721)

[ p1(z)d) = 0,175639

Ahora si se tiene que paran =2,k =n2" =8 =k =0,1,2,3,4,5,6,7,8

Eos={x€[1,2]: 0<Inz < 1} = [1;1,284025) N [1, 2] = [1;1,284025)
Eis={re[1,2]: 1 <lnz < 2} =[1,284025; 1648721)
Eyy={ze[1,2]: 2 <lnz <3} =[1,648721;2)

Esp={ve[l,2]: 2 <Inz <3} =1[12e)N[L2] =0

de tal manera que se genera la funcién

pa() = %X[1,284025;1,648721) + %X[1,648721;2) (z)

Por L(a) y L(b) para dichos intervalos, resulta:
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f 902 d)\ = }1)\[1 284025;1,648721) + 5 >\ [1,648721;2)
[ pa(x)dX = 1(1,648721 — 1,284025) + 1(2 — 1,648721)

[ ol 0,266813

Ahora si se tiene paran = 3,k =n2" =24 =k =0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12,13,
14,15,16,17,18, 19,20, 21, 22,23,24

Eos ={z€[1,2]: 0<Inz < 3} = [1;1,133148)

E173 = {I S []_,2] .

ool

<Inz < 2} = [1,133148;1,284025)

E273 = {l’ S []_,2] .

| \V]

<Inz < 3} = [1,284025;1,454991)

E373 = {l’ S []_,2] .

oolw

<Inz < 5} = [1,454991;1,648721)

E4,3 = {ZL‘ S [1,2] .

ool
N
=3
8
N

2} = [1,648721;1,868245)
Ess={zre€[1,2]: 3 <Ilnz < $} =[1,868245;1,2)

E6,3={:E€[1,2]:g§lnx<§}:@

de aqui en adelante Unicamente se generan espacios vacios de tal manera que se genera la
funcién

1 2 3 4
@3(x) = gAX1,133148,1,284025) (T) 5 X1, 2840251 454401 (T) + 5 X1, 454001:1,648721) (T )+ 5 X1 648721;1,868245) (T ) +
5
gX[1,868145,2) (96)
Por L(a) y L(b) para dichos intervalos, resulta:

[ es(x)dX = £(1,284025—1,133148) + 2(1,454991 — 1,284025) + 2 (1,648721 — 0,454991) +
+(1,868245 — 1,648721)

[ @s(x)dX\ = 0,018859 + 0,542741 + 0,072648 + 0,109762 + 0,082409

[ s(x)dX = 0,326419
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Ahora si se tiene que paran =4,k =n2" =64 = k=0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12,13,
14,15,16,17,18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40,

41,42,43,44,45,46,47,48,49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60,61, 62, 63, 64

Eyps={ze€[1,2:0<lha <t} =0

E,={xel,2]:
Eyy={x€[1,2]:
Esy={x€l,2]:
Eiy={x€[1,2]:
Esq={ze[l,2:
Esa={ze[l,2]:
E,y={x€[1,2]:

E8,4 = {ZE S [1,2] .

E9,4 = {ZE < [17 2]

E1074 = {93' € [1, 2] .

<Inz < 2} = [1,064494;1,133148)
2 <Ilnx < 3} =[1,133148;1,206230)
3 <Inz < £} = [1,206230; 1,284025)
4 <Inz < 2} = [1,284025; 1,366837)
2 <Inz < 2} = [1,366837; 1,454991)
L <Inz < L} = [1,454991; 1,548830)
£ <Inz < £} = [1,548830; 1,648721)

S <Inax < L} = [1,648721;1,755054)

L2 <Inx < 10 = [1,755054; 1,868245)

10 <ng < 1} = [1,868245; 1,988737)

Eng={z€[1,2]: & <Inz < 12} = [1,988737;2)

E12,4:{x€[1,2]:%§1n$<%}=@

A partir de aqui Unicamente se generan espacios vacios, de tal manera que se genera la funcion

ea(r) = 15X 0644911,133148) (T) +

2 3 4 5
15 X[1,133148;1,206230) (SE)+1—6X[1,206230;1,284025) (ZU)+1—6X[1,284025;1,366837) (95)+EX[366837;1,454991) (7)+

6 7 8 9
16 “X[1,454991;1,548830) (37)+EX[1,548830;1,648721) (37)+EX[1,648721;1,755054) (m)—i‘EX[1,755054;1,868245) (z)+

10 11
EX[1,868245;1,988737) (x) + TGX[1,988737;2) (x)

Por L(a) y L(b) para dichos intervalos, resulta:

[ pa(z)dX = 15(1,133148—1,064991) + 2 (1,206230—1,133148) + 2 (1,284025—1,206230) +
4 (1,3668737—1,284025)+ 2 (1,454991—1,366837) + L (1,548830—1,459991 ) + = (1,648721 —
16 16 16 16
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1,548830) + % (1,755054—1,648721) + (1,8682452—1,755054) + 10 (1,9887372—1,868245) -+
(2 —1,988737)

[ pa(z)dh = 4,29 x 1072 + 9,135 x 107% + 0,014586 + 0,020703 + 0,027548 + 0,035189 +
0,043702 + 0,053416 + 0,063669 + 0,075307 + 7,743 x 1073

[ pa(z)dX = 0,355289

Ahora si se tiene que paran = 5,k =n2" =160 = k =0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12,13,
14,15,16,17,18,19, 20, 21,22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40,
41,42,43,44,45,46,47, 48,49, 50, 51, 52,53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60,61, 62, 63, 64, 65, 66, 67, ...
141,142,143, 144,145, 146, 147, 148, 149, 150, 151, 152, 153, 154, 155, 156, 157, 158, 159, 160

Eos={r€[1,2]:0<Inz< %} = [1;1,031743)
Eis={re[l,2]: 5 <lnz < &} = [1,031743;1,064494)
Eys ={zx€1,2]: 3% <lnz< 33—2} = [1,064994; 1,098285)
Esys ={z€[1,2]: & <Inz < 55} = [1,098285;1,133148)
Eys={re€[1,2]: 5 <lnz < 3} = [1,133148;1,169118)
BEss={re€[1,2]: & <lnz < &} = [1,169118;1,206230)
Egs ={z€[1,2]: & <Inz < 5} = [1,206230; 1,244520)
Ers={zx€[1,2]: 5 <Inz < &} = [1,244520; 1,284025)
Egs={z €[1,2]: 35 <Inz < 55} = [1,284025;1,324784)
Eys={xe€[1,2]: 3% <lhz < ;—g} = [1,324784; 1,366837)
Eis={z€[1,2]: 5 <Inz < £} = [1,366837; 1,410220)
Eus={ze[1,2]: & <lnz < 2} = [1,410220; 1,454991)

B ={re[1,2]: 2 <Inz < 1} = [1,454991; 1,501177)

Eiss = {r €[1,2]: 1 <Inw < B} = [1,501177; 1,548830)

Eus={zr c[1,2]: ¥ <Inw < 15} = [1,548830; 1,599975)
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BEiss={r€[1,2]: £ <lna < ¥} = [1,597975; 1,648721)

E1675 = {QZ’ S [1,2] . 16 <Ilnz<

32 = [1,648721;1,701057)

32

Eirs={zr €[1,2]: & <Inz < B} = [1,701057; 1,755054)

Eiss = {r €[1,2]: 8 <Inw < 12} = [1,755054; 1,810766)

FEis={z €[1,2]: é—g <Ilnz< g—g = [1,810766; 1,868245)

Eas = {r €[1,2]: 2 <Inz < 2} = [1,868245; 1,927550)

Ens={zrc[1,2]: 2 <lnz < 2} = [1,927550; 1,988737)

Eyps={rec(1,2]: 2 <Inz < B} = [1,988737;2)

A partir de aqui inicamente se generan espacios vacios, de tal manera que se genera la funcién

os(x) = %X[1,031748;1,064494) ($)+%X[1,064494;1,098285)(33')+%X[1,098285;1,133148) (x)"i_%X[1,133148;1,169118) (z)+
%Xl,169118;1,206280) (z) +3%X[1,206280;1,204520) (z)+ %X[1,244520;1,284025) (z)+ %X[1,284025;17324784) (z)+
%X[1,324784;1,366837) (IE)+§—8X[1 366837;1,410220) ($)+£X[1 410220;1,454991) (HC)JF;,—%XH 454991;1,501177) () +
é—gx[1,501177;1,548830) (z)+ X[l 548830:1,507975) () + 35 X1 507075:1,648721) (z)+35 39 X[l 648721;1,701057) (L) +
%%1,701057,1,755054) (z)+ X[1 755054;1,810766) (T) 3 Xl 810766;1,868245) (T )+ 29 32 X[l 868245;1,927550) (L) +
%X[1,927550;1,988737) (x) 1 [1,988737;2) (IE)

Por L(a) y L(b) para dichos intervalos, resulta:

[ @s(x)dX\ = 35(1,064494—1,031748) + =5 (1,098285—1,064494) +5 (1,133148—1,098285) +
3—2(1,169118—1,133148)+3%(1,206280—1,161618)+%(1,244520—1,20628O)+3—72(1,284025—
1,244520) + 55(1,324784 — 1,284025) + =5 (1,366837 — 1,324784) + 12(1,410220 — 1,366837) +
55(1,454991—1,410220)+33(1,501177—1,454991) 433 (1,548830—1,501177) + 33 (1,597995—
1,548830) 4 52 (1,548721 — 1,597925) + 45 (1,701057 — 1,648721) + 42 (1,755054 — 1,701057) +
15(1,810766—1,755054) + 2 (1,868245—1,810766) + 25 (1,927550— 1,868245) -+ 25 (1,988757—
1,927550) + 22(2 — 1,988737)



109

[ ps(x)dA = 1,023 x 1073 + 2,111 x 1073 + 3,268 x 10—3 + 4,496 x 1073 + 6,931 x 1073 +
6,931 x 1073 + 7,179 x 1073 + 8,641 x 1073 +0,010190 + 0,011827 + 0,013560 + 0,015390 +
0,017319 +0,019359 + 0,021509 + 0,023810 + 0,026 168 + 0,037065 + 0,040153 + 7,74 x 1073

[ 5(x)dA = 0,371889

3.6. Funcion exponencial: f(z) = e*

La funcién que se presenta inicialmente es una funcidon exponencial de la forma y = e” de la

1
/ e® dx
0

A continuacidn se presentan 2 opciones de integracién de esta funcidn, para finalmente generar

cual se desea obtener el valor de la integral

la Integral de Lebesgue con todos los detalles sefialados anteriormente.

a) Integral Definida.

Exclusivamente por notacion se denotard a la integral como

=€

0
S
= 1,7182...

b) Sumas de Riemann

Para realizar la intregracion por Riemann debemos primero notar que la funcién f(z) = €”

estd definida por la serie de Taylor [16]

2 1:3 I4 1,5 "

f(fE)=1+x+§+§+z+a+...m+...
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b—a_l—O 1

n

Az

A= lim Zf(cz)Ax
i=1

Se realiza el siguiente procedimiento para integrar:

n n

0 0.2 04 0,6 0,8 1

Figura 15: f(x) = €*

Por la definicion de sumatorias de Riemann se tiene

—=c¢=0+1

A AN OGN
A_Ji%o(ﬁ);[lJrﬁjL o T3 Ty
1\ — ; z'2 i3 i
A=1 - 1 B
i ()2 (154 5+ + i)
1 [ — "/ n/ 2 n n
A= lim (- 1 - o
o <”) z; +; <”) +; (2n2) +ZZ (6n3) * p (24n4)]
— 11 I\ T - 1 - 1 - 2 1 - -3 -4
e ([ ()50 () St () S+ () 321
I\ 1 1)(2n + 1 1) 1 1
A 1 (D[ e+ D) nn+ DEn+1) 2?0+ 1 n(n+1)(6n° + 907+ — 1)
n—=oo \ N J | 2n 12n2 2412 30
, 1Y\ /720n* 4 360n* + 120n* + 30n* + 6n*
A= lim | —
noo \ 1Y 720n3
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A=1,7167...

Integral de Lebesgue

Con la operatividad detallada en paginas anteriores se disponen de las suficientes herramientas

para generar, plantear y desarrollar la integral de Lebesgue del ejemplo en cuestion.

Sisetieneque paran =1, k=n2"=2=%Lk=0,1,2

E2,1 = {l’ € [O, 1] 01 < e:”} = [071)
Inl <zlne

0<zx

de tal manera que se genera la funcién

e1(x) = 0 () + 35X (x) + 1X0.1)(x)

Por L(a) y L(b) para dichos intervalos, resulta:
Jpr(@)dX = 0Ag) + 3@ + o)

[ e1()dr = 1(1 - 0)

Jei(@)dr=1

Ahora si se tiene que paran =2,k =n2" =8 =k =0,1,2,3,4,5,6,7,8

E072:{.T€[O,1]50§6x<

=

—
Il

=

Ogex/\e”"’<i

Bio={ze0,1]:3<e" <

N[ =
—
Il
=

T <

Q)

< et A

=
N =
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Eys={ze€0,1]:3<e" <1} =0
%§e$A6m<1
Erp={z€0,1]:1<e" <2} =[0,In?)
Bra={re(01]:3<e <8 =% m?)
Eso={z€[0,1]: 8 <e” <} =[n¢ i)
Erp={ze[0,1]: I<e" <8} =[nInd)
Bsp={z€0,1]: ] <e’} =[In21)

de tal manera que se genera la funcién

p2(2) = 110 3)(@) + § X2 10 0) (@) + § X000 10 1) (2) + X0 7105y (2) + 2,

Por L(a) y L(b) para dichos intervalos, resulta:

[ pa(x d)\—l(ln——O) g(lng—ln)

[ p2(z)d) = 0,2231 + 0,2279 + 0,2312 + 0,2336 + 0,6137

[ @a(x)dX = 1,5295

Ahora si se tiene paran = 3,k =n2" =24 =k =0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,

14,15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24

8
E10,3:{$€[0,1]:1§0§6w<
Ens={zel0,1]: 4 <e" <

I(n2—In%)+2(1-1n2)

ln%,l) (CC')
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Bz ={re€[0,1]: 2 <e® <} =[Ini Inl)

E13,3:{£C€[0,1]3%§€x<g—4}:[ln%,ln%)
E14,3={x6[0,1]:1874§ex<18—5}:[1n%’1n%)
Eiss={re[0,1]: £ <e* <} =[nid IniY)
Egs={re0,1]: 2<e"<} =L )
Eis={rel0,1]: ¥ <e" <2} =[n¥ )
Eiss={re[0,1]: ¥ <e” <P} =¥ i)

Ez={rel0,1]: 2 <e* <2} =[Inl ln%)

Eyz={re[0,1]: 2 <e® < 28—1}: [InZ In 2l

E22,3:{$€[0,1]:2S6$<23

E2373:{$€[0,1]§§§6I< 2

de aqui en adelante Gnicamente se generan espacios vacios de tal manera que se genera la
funcion

p3(r) = 1&g 9) (95)4‘%)([111 9 1n 10) (@WL%XHH 10 1y 11) (55)+1T31X[1n 1 12) (55)"‘1_82)([111 12 1 13 (z)+
B 12 1y 10 () + 5 Y 14115 (2) + 2 Xy 15 1010 () + F Xy 16 117 (2) + 50 17 118y (2) +
15 ) 19) () + %X[ln%,ln%)(x) + Q—E?X[ln%,m %)(x) + %X[ln%,l)(x)

Por L(a) y L(b) para dichos intervalos, resulta:

Jes(@)dd=1(In2-0)+3(InP2-m)+ 2 (InL-n2)+ L (In2-In)+2(In 22—
)+ (I -nL)+ L (P +2(InL-In2)+2(In—In i)+ (InF-
i)+ B —m)+ (L -m)+2(InZ -n2)+2(InZ -2

[ s(x)d\ = 0,1177 + 0,1185 + 0,1191 + 0,1196 + 0,1200 + 0,1204 + 0,1207 + 0,1210 +
0,1212 + 0,1214 40,1216 + 0,1218 + 0,1219 + 0,1221

[ @s(z)dA = 1,687
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Ahora si se tiene que paran =4,k =n2" =64 = k=0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12,13,
14,15,16,17,18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40,
41,42,43,44, 45, 46,47, 48,49, 50,51, 52,53, 54, 55, 56, 57, 58,59, 60,61, 62, 63, 64

Eis={zel0,1]: g <e" <12} =0
E16,4={$€[0,1]:%§ex<% Z[O,ln}—g)

E17,4={$€[0,1]:}—Z§6x<% [In 7 In 18 )

167
Eigs={rel0,1]: 2 <e" <13} =[ni,In53)
Eys={zel0,1]: 3 <e" <2} =[nq3, In3)
Eys={ze[0,1]: R <e" <2} =[n2% In)
Eyna={zel0,1]: % <e" <2} =[n2 In2)
Eyps={rel0,1]: 2 <e" <2} =[n2 In2)
Eyy={ze[0,1]: 8 <e" <2} =[n2% In%)
Eys={zel0,1]: 2 <e" <2} =[n2 In2)
Eys={ze[0,1]: 2 <e” <2} =[n% In2)
Eyq={z€[0,1]: % <e” <2} =[In2 In3)
Eyrg={ze€[0,1]: %2 <e” <2} =[In2 In3%)

E28,4:{$€[0,1]3%§6w<% [11116,111 )

Eys={re[0,1]: B <e* <30 =InB In2k)

Esps={re[0,1]: 8 <e* <3} =In3 In3l)

E31’4:{$€[0,1]3£§6$<% [lnlﬁaln )

E32’4:{$€[0,1]32§6x<% [lnlﬁaln )

E33,4={5C€[071]3£§€x<% [In 35, In 35 )

E34,4:{Q3€[0,1]:%§6x<% [11116,111 )
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E3574:{$€[0,1]:%§e$<% [ln16,ln 6
E3674:{$€[0,1]2%§6x<§—g [ln16,ln )
E37,4:{$€[0,1]2§—g§6w<% [ln16,ln )

E38’4:{$€[0,1]3§§6w<% [11’116,111 )

Eys={re0,1]: B <e* <0 =¥ InN)

E4074:{$€[0,1]3@§6x<% [lnlﬁ,ln )

E41’4:{$€[0,1]34_1§€$<% [lnlﬁaln )

E42’4:{$€[0,1]34_2§€$<11_2 [lnlﬁaln )

E43,4:{$€[071]34_3§€x<% [lnlﬁ’ln )

E44,4:{Q3€[0,1]:g§6x<111_2 [11116,111 )

A partir de aqui inicamente se generan espacios vacios, de tal manera que se genera la funcién

pa(r) = 14X 1, 17)( )+16X[1n 171y 18)( >+16X[1n 18 ln%)( )+16X[ln 19 1 20 (z )“‘%X[ln%,lnﬂ)(x)"‘
X[m%,ln22 (z)+ [In 22 In 28 (z )+16X[1n%,1n24 (z )+1_§ [In 24 1n @)(x)"‘%x[m 2 I 26) y(T)+

%X[ln%,ln or () + ln%,ln 25 (2) + 16X[1n%,1n 20, () + T X 29 1 30 (x)_‘_%x[ln%,ln a1y () +

%X[ln%,ln 32y(7) + 032 1 33 (%) + 38 Xy 33 1 20 (@) + 15X I 34 10 22 (2) + 33 X1y 38 1 30 () +
X[ln%,ln a7 () + n 37 In 38 ($)+16X[1n%,1n 39 (95)+3_g [In 39 1n 490) (x)—i_%x[ln%,ln a2 (z) +

%X[ln%,ln az(z) + 16X[1n 42 1, 43)@) + Xln—lne)<m)

Por L(a) y L(b) para dichos intervalos, resulta:

Jea(x)ar = 1(Ingg = 0) + 5§ (In 5§ — In5g) + (I g5 — n55) + F{(In {5 —In55) +

B2 —In%)+2(n2 -In2)+2(In2 - lng) +Z(In% -In2) +2(In

In ) +2 (ln%—ln%)—kﬁ(ln——ln 8)+21(In n2)+28(n 23 _p 28)4 29| 39

In 35) + 36 (In 35 —In 55) 35 (In 5§ —In 35) +3 (n—— 1)+ (H——ln )ﬁ%(ln%

1“%)+f—2(1n%—1n?—2)+%(1n—— 16) +15 (In ) 16( —In 38 )+§’—2(1n%—

1n§—9)+;£(1n%—1n%)+‘11—1(1n‘11—§—1n‘11—é)+‘112( fo —Ingg) + ( —lne)



116

[ @a(x)dX = 0,06062440,060730+0,060825+0,060910+0,060987 +0,061057 +0,061121 +
0,061179 + 0,061232 + 0,061282 + 0,061328 + 0,061370 + 0,061480 + 0,061513 4 0,061543 +
0,061571 + 0,061598 + 0,061623 + 0,061647 + 0,061670 + 0,061691 4 0,061712 4 0,061731 +
0,061749 + 0,061767 + 0,031177 4 0,061409 + 0,061446

[ @a(x)d)\ = 1,687922

Ahora si se tiene que paran = 5,k =n2" =160 = k =0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12,13,
14,15,16,17,18,19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40,
41,42,43,44,45,46,47,48,49,50,51, 52,53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60,61, 62, 63, 64, 65, 66, 67, ...
141,142,143, 144, 145,146, 147, 148, 149, 150, 151, 152, 153, 154, 155, 156, 157, 158, 159, 160

Eo,sZ{xG[O,l]:0§6x<3i2}:®
E1,5={$€[0,1]:$§e$<312}:@
Ess={re[0,1]: £ <e” <3} =1[0;In2)

Bys={rc0,1]: 2 <e* <3} =[n3;m¥)

E34,5:{$€[0,1]13—3§6x<§—2 [ln32,ln )
E3575:{$€[0,1]13—3§6$<§—g [ln32,ln )
E3675:{$€[0,1]:§—g§6$<% [ln32,ln )

Eyrs={ze[0,1]: % <e" <8} =[n:n)

Eyss={re[0,1]: B<e’ <P =nB;In2)

Eys={ze[0,1]: 5 <e" <P} =[n;ng))

Eys={ze€[0,1]: 3 <e" <2} =[ng;ng)

E41’5:{$€[0,1]3;%§6$<;% [lnggvln )

Eps={ze[0,1]: 2<e"<2}=n2;n)

E43,5:{5E€[071]3§_§§€$<% [ln32,ln )

Eus={ze[0,1]: 2 <e"<8}=nind)
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Eps={r€]0,1]:
Ews ={r€0,1]:
Eps={r€]0,1]:
Eis ={r€0,1]:
Eyps={z€0,1]:
Ess ={z €0,1]:
Ess={z€l0,1]:
Esys ={z €0,1] :
Esss ={z €0,1] :
Esys ={z€0,1]:
Esss ={z €0,1] :
Eses = {z €[0,1] :
Es;5 ={x €[0,1] :
Esss ={x €[0,1] :
Esos ={xz €[0,1] :
Egos = {z €[0,1] :
Eg5 ={z€0,1]:
Eg5 ={z €[0,1] :
FEg35 ={zx €10,1] :
FEes5 ={x €10,1] :
Egs5 ={zx €10,1] :
FEees = {x €10,1] :

E6775 = {I < [0, 1] :

IN - IA

IN

IN
Q

IAN - IN A
Q Q

(VAN VAN VAN
Q Q

IA
Q

IA
Q

IN
Q

VAN
Q

IA
Q

g

g

8

8

8

/\

8

A

8

A

8

A

8

A

8

A\

8

A\

8

A\

8

A\

8

A\

g—g [1n32,1n 8)
g—; [ln32,ln )
é—g [ln32,ln %)
g—g [ln32,ln 2)
g—g [lnSz,ln 2)
% [ln32,ln 1)
2} =[n2;n2)
51 =M3:ng)
2} =[n35mg)
5} =[n5m3)
) =35 55)
5} = [n 35 5)
1) =[n35m5)
¥ =)
0t =[n3;nd)
ot =[ng;ns)
Et=[n%n)
St =Zn)
St=Mgmns)
o =[%;ns)
o =[;n%)
ot =[n%;In )
g—g [lngz,ln %)
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E68,5:{$€[071]:®§6$<§_g [ln32,1n )

Egs={ze€[0,1]: 8 <e" <L} =[nS;In)

E70,5:{gj€[0,1]:§—g§6x<% [ln32,ln )

Ens={zel0,1]: 5 <e"<Z}=[nZ;n2)

Eps={zec(0,1]: 2<e"<B}=[nZ;nl)

Ers={zec(0,1]: B <e"<Z}=[n;mnl)

Ens={zec(0,1]: 5 <e"<B}=[Ini;mnl)

Erss={x€0,1]: 5 <e* < I} =[In )
Bros ={z €[0.1]: § < e < F} = [n il )
Brs ={r € 0,1]: § < e <} = In gl )
Ergs ={r €0.1]: < e < i} = [l 35)
Ergs ={w €[0,1]: < e < 7} = [nfpiln )
Bus ={r € [0,1]: < e < 5} = InFiln )

Egs={re0,1]: 2 <e" <} =n5;Ink)
Egs={rel0,1]: 5 <e"<B}=[nZ:;mng)
Egys={re[0,1]: 35 <e" <3} =[n:mng)
Egys={rel0,1]: 3 <e"<B}=[n;m32)
Egss={ze[0,1]: 5 <e"<¥}=[n;mns)

E86,5={$€[071]¢§—§§6x<% [1n32,1)

A partir de aqui inicamente se generan espacios vacios, de tal manera que se genera la funcion
32
¥5 (IE) = _2‘)([0;111 gg)( )+ 32 X[ln gg,ln 34) ( )+32 X[ln gg ;In 35) ( )+32 X[In gg sln 53 36 ( )+32 X[ln 36.1n 37) (l’)"‘

X[ln37 ln38)( >+§X[ln%,lngg)< )+32X[ln39 ln40)( )+3_2X[ln%;ln§§)( )+32X[ln4—11n42)($)+

327



—_
—_
Ne)

350 2200 92) (%) 53 Xy 3,1, 94 (2) + 53 Xy 20,1545 (2) + 53 X 151, 10 (2) + 53 Xy 204, 47 (2) +
X[ln 471 48 (@) + 35 X0 181 49 (55)+32X[1n 19,10 () + 33 X 20,10 31 (2) + F5 X1 5100 22 (2) +
X[lnﬂln“ (%) + 53X 53 1 34 <$)+32X[1n%1n55 (%) + 55X 55 1 36 (x)+32‘)([1n@1n57)(x)+

?,_X[ln 57.1n 38 ) (2)+ 55X 58 1 39 (95)"'32)([111 59.1n 80 ) (2)+ 55 X, 50,1 61 ($)+32X[1n 610 62)(4) +

%X[ln 621 63 ) () + 54, n 631 64 (5U)+32X[1n 641 65 (55)‘*’% n 85;1n 88 (37)+§X[1n®-1n%)(37)+

g_QX[ln o7 1 08 () + 53 X 0810 8 <x>+32X[ln 691 70 ) (@) + 53X, n0in 7L ($)+52X[1nﬂln 1) () +
X[lng—g,ln 73 ($)+% [In 221 74)(@"‘59([111%,111 7 ($)+52X 500 18 (x)+32‘)([1n 7 77)@)"‘
X[lnﬁln 79 (@"’? [In 22;1n 5 (5’3)4‘32)([111 80,1 81 (@) + Xiin 8115 82 ($)+§X[ln%;1n%)($)+
X[lnﬁ In 32 () + 5 32 VIn 4.1 85)(37) + ﬁ‘){[ln%;ln%)( ) + EX[ln%J)(l’)

Por L(a) y L(b) para dichos intervalos, resulta:

f(p(:c)d)\—32(ln33 0)+B (I -—n)+ 34 (In L 3)+B(In 31 35) 45 (1n 3
lng—g)—i-%( )—1—32(11——111 )—i—%(lng—Q—ln )—I—s—g(ln n%)—l—%(lng—g—
m%r%amg—n%»%am%—n%%%am%—m%»%am%—n%»%am%—
ng)+55(ng—ng)+5(ng-—ng)+5(In5E-ng)+H(n G- +5(nFE-
n3)+5(nE-mE)+5(nE-mE)+5(InH-ng)+5(InH-mG)+H(n -
) +5(mE-mE)+5(InE-mH)+H5(ng-nF)+H(ng-ng)+5(ng-
ng)+5(ng—mg)+5(ng-mg)+5(Ing-ng)+5(hg-mF)+5(ng-
ng)+5(ng—ng)+5(Ing-mg)+5(InH-ng)+Z(In5-3H)+5H(nF-
mg)+z(hg-mg)+5(ns-g)+5(hg-nE)+Z(hg-m3)+5(nFE-
) +5(nG-—mg)+5(nG-ng)+5(In5E-nH)+H(n5G-W5)+5(n5E-
In 55)+5 (In 55— 35)+53 (n 55— 55) +55 (In 5 - 55) + 35 (In 55— 33) +55 (1-In 53)

[ ps(z)d\ = 0,030771+0,03078540,030799 +0,030811 +0,030823 +0,030835 -+ 0,030856 +
0,030865 + 0,030874 + 0,030883 + 0,030892 + 0,030900 + 0,030907 + 0,030915 + 0,030922 +
0,030928 4 0,030935 + 0,030941 + 0,030947 + 0,030953 + 0,030964 + 0,030969 + 0,030974 +
0,030979 + 0,030983 + 0,030988 + 0,030992 + 0,030996 + 0,031060 + 0,031004 + 0,031008 +
0,031012 +0,031015 + 0,031019 + 0,031022 + 0,031025 + 0,031028 4- 0,031031 + 0,031094 +
0,031037 +0,031040 + 0,031043 + 0,031046 + 0,031048 + 0,031051 + 0,031053 + 0,031056 +



120

0,031058 + 0,031060 + 0,031063 + 0,031065 + 0,031067 + 0,030958 + 0,030606

[ @s(x)dX\ = 1,702678
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3.7. Funcion discontinua

f:00,2] —» R
T 0<xr<1

/() =

r+1;1 <z <2

La funcién que se presenta es una funcién discontinua de la cual se desea obtener el valor de la
integral se presentan 2 opciones de integracion de esta funcidn, para finalmente generar la Integral

de Lebesgue con todos los detalles sefialados anteriormente.

a) Integral Definida.

Exclusivamente por notacion se denotard a la integral como

[y

o\w
g
=
QU
8
|

I
5 S— 5— 5—
8 &
QU IS
S &
+ o+
’\*—\;
N [N}
8 5
S
+ =
»\w %‘
—_
QU
S

1 912 2
= -I—x— +x

2 0 2 1 1
:%(1—0)+—(4—1)+(2—1)
:%+g+1
=3

b) Sumas de Riemann

Se realiza el siguiente procedimiento para integrar:
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R s
BENE s e

Figura 16: f(x) es discontinua

Por la definicidon de sumatorias de Riemann se tiene
n
A= lim c;)Ax
tin 3t
1=

A= lim Zf(ci)A:E + lim Zg(ci)A:E
i=1 i=1

b—a 1-0 1 1 ;
bla 221 1 T
_a J—

e O
n n n n n

~
Il ST
A/~
3|N.
~
_l’_
=
N 85
P
S|
~_
R
| — |

=1 =1 =1
1 1 1
A= lim n )—i—h'rn — 2n+_n(n+ )
n—00 n2 2 00 n n 2
1 1 4 1
A= lim nt + lim ( — ntnt



123

c)

|
W oI

_|_

N Ot

A
A

Integral de Lebesgue

Con la operatividad detallada en péaginas anteriores tenemos las suficientes herramientas para
generar, plantear y desarrollar la integral de Lebesgue del ejemplo en cuestion. En primer lugar

se tiene que:

Sisetieneque paran =1,k =n2"=2=%k=0,1,2

Eop={2€0,2]: [0<z<HA0<z<)]V[0<z+1<HA(1<z<2)]}

{[Ov %) N [07 1)} \v {[_17 _%) N [1’ 2]}

&)
\'[\')
Il
—
s
m
=
A9,
G
(VAN
=
>
=)
A\
s
N
=
<
G
IN
s
+
=
>
—
IN
8
AN
2
—
Il
TH
=
I
=
)

de tal manera que se genera la funcién

p1(@) = 0X) 1y(2) + 31 1) (%) + Xjo.2)) ()
Por L(a) y L(b) para dichos intervalos, resulta:
[oi(x)dh=3(1-1)+1(2-0)

[ pr(z)d)\ = 2,25

Ahora si se tiene que paran =2,k =n2" =8 =k =0,1,2,3,4,5,6,7,8

Eoo={2€0,2: [0<z<HA0<z<)]V[0<z+1<HA(1<z<2)}

{0.7) N[0, D} v{[-1,-F) n[1,2]}
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Por L(a) y L(b) para dichos intervalos, resulta:

Ahora si se tiene paran = 3,k =n2" =24 =k =0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,
14,15,16,17,18,19, 20, 21, 22, 23, 24

Ba={ze[0,2:[<z<i)HA0<D)V[i<z+1<HA(1<2<2)}=[2)
Eys={ze€[0,2]:[E<a<HA0LSV[E<z+1<HA (1 <2z <2} =[32)
Eys={ze[0,2: [E<a<HAO0<V[E<z+1<HA(1 <z <2} =[2,2)
Eiz={z€[0,2:[<a<PAO0SV[F<a+1<PA1<z <2} =[5 3)



Ess={ze0,2: [E<as<HAO0<V[E<z+1<HA (1 <2 <2} =[5, 9)
Egs={ze[0,2]:[f<a<)H AL V[E<ao+1<hn(1<z<2))} =[]
E73_{xe[0,2]:[(§§x<§)/\(0§1)]\/[(§§x+1<%)A(1§x§2)]}:[§,§)
Egs={ze€[0,2]:[§<a<HPAO0LV[E<as+1<HA(1 <2 <2))}={1}
Eys{z €[0,2] : [§<a<HANO0<DV[E<z+1<HA1<2<2)}=0
Biog{z €[0,2] : [(R<z< N0 V[(E<z+1<HA1<z<2))}=0
Eugfee(0,2: [(R<a<B)A0<V[(F<e+1<B)A(1<2<2))p=0
Epgfr e (0,2 : [(B<a<B)A0<V[(B<zs+1<B)A(1<2<2))=0
Eis{z €02 : [(B<a<HAOSDI V(B <o+1<¥)A(1<z<2))}=0
Eusfre(0,2]: [(F<a<2)A0<V[(F<z+1<2)A(1<2<2))p=0
Eigfr (0,2 : [(R<a< A0S V[(R<z+1<A(1<2<2))=0
Egs{r e (0,2 : [(X<a<HAO0<DV[(E<z+1<)A(1<2<2))}=[83)
Eig{r (0,2 : [(X<a<B)AO0<V[(E<z+1<B)A(1<2<2))}=[52)
Biga{r €[0,2]: [(§ <o < AOSDIV(F<ao+1<PAA<e <2} = [ F)
Esf{r (0,2 : [(R<a <AL V[(R<z+1<HA(1<2 <2} =[1,2)
Easf{r €(0,2]: [(R<a<2H A0S V[(B<z+1<Z)A(1<z <))} =23
Engfre(0,2: [ <2<Z)AN0<LV[(F <z+1<B)A(1<z<2))} =2 %)
Epsfre(0,2]: [(2<a<Z)AN0<V[(E<zs+1<B)A(1<2<2))} =¥ 2)
Epsz{r (0,2 [(B<s<Z)A0<DV[(EB<r+1<ZH)A(1 <z <2))} = [ 1
Baaf{r e (0,2 : (R <a)A(0<DV[(E<z+D)A1<z<2)]}={2}

de tal manera que se genera la funcién

%X[%% (l‘)-{-%X[% %)(:E)—I—%X[% 1:?0)(56)—1—%.*'[1?07%) x)—l—%X[%%)(a:)—l—%/l’[%%)(x)+1jfé\f[1§37%)(x)—l—
%X[%7% (:17) -+ 18_5‘)([%,%)(‘%) + 18—6/1([%71?7)($ + %X[%71§8)($) + %X[%71§9)($) + %X[%f7%)($ +
28—0.)([%7%)(33) + %X[%l%)(a:) + 2—.)('[22 23)(95) + %X[%’%)(:C) + %X({g})(l‘)



H0)+ 0)+ 200+ 20+ 20)+ 20)+ 20+ 20)+ 22— )+ B - )+
B - W)+ RE -0 RE -+ 2E D) 2)+ 2

1 /142434+4+54+64+7+164+17+184+19+20+21+4+22+23
J ws(z)dX = §( 5 )

Ahora si se tiene que paran =4,k =n2" =64 = £k =0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12,13,
14,15,16,17,18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40,
41,42,43,44,45, 46,47, 48,49, 50,51, 52,53, 54, 55,56, 57, 58,59, 60,61, 62, 63, 64

Foa={rc0,2:[(0<z<)A0<z<)]V[0<z+l<i)A(l<z<2)}

{0, 5) N[0, 1)} v {[-1, -] N [1,2]}
[07 116) U= [07 1_16)

L<e<HAO0se<V[E<z+1<BHal<a<))=

Eyy={z€[0,2: [(E<z<I)AN0<z<)V[(E<a+1<I)AN(1<z<2)}=

Bya={ze€0,2:[(E<a<i)A(0<z<V[E<z+l<i)a(l<z<2)]}=

Eiga={zel0,2]: (R <z<1)A(0
{36 16) N[0, 1)} v {[0, 5] N [1,2]} = {55}

BIANO<z<D]V[Hi<z+1<BE)A(1<2<2)]}

By ={x€(0,2] : [(3 6
6N (L2}

{[5§> 1) N[0, D} VA

<z <
2N
16
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DUupd=20

Eyps={ze[0,2: [(E<z<)AN0<zs<V[(B<as+1<B)A(1<z<2)}
0UlE %) =3 1)
Bigg={2ec0,2:[E<a<P)A0<z<)V[(E<az+1<P)A1<z<2))

DUl 35) = {36}

De esta manera se genera la funcién

2 3 4 5
904( ) X[ L, 6)( )‘i‘EX[%’%)($)+EX[%’%)<I')+EX[1 ’%)("E)‘FEX[A 6)( )+ X %)( )"’

4 6
16 E
(@) + 16205 2)(@) 154, 10)(@) + 15X 1) (@) + 151 12) (@) + 35Xz 1) (@)
%%( >+16?q14 15y () + 35 X5 16) () + 15 X0y (2) + 5 Koy () + 1 X0y (%) + 15 X0y ()
X{@

)
(z) + X{@}( z) + Xy (z) + BXgy(2) + BXy (@) + 2 X0y (2) + BXpy(2)
(z) +

n
n

N

X0 (@) + F X0y (2) + 5 X0y () + T X0y (2) + 35 X0y () + T X s 1ry (@) + X7 15 (@) +
Te A %W@+E%ﬁmﬂ)+mﬁﬁﬁﬂ>+m%%%ﬂ)+%%%%ﬂ)+% (22,20)(2) +
1028 11 (2) + T X2 20) () + 3§ A28 11 () + G5 Xz 28y () + 5 X2 17y (%) + 13 X290 30 (2) +
B 01+ % o)+ 3 o)+ o)+ )+ (o) + o)+
16X (2) + 2 X0) () + 35 Xo) (2) + T Xo) (2) + 75 Xy () + 35 X0y () + T Xy () + Tg Xy () +

R X0 (x) + E Xy () + B Xy (2) + X0 (z)

Por L(a) y L(b) para dichos intervalos, resulta:

Jea(@)dA = 5(36 = 16) + 16 (16 — 16) T 16 (56 — 16) + 16 (16 — 16) + 16 (1 — 16) T 16 (56 —
16) 16 (6~ 16) 15 (16— 16) +15 (16— 16) + 16 (16 = 16) + 15 (16 = 16) + 16 (16 = 16) + 16 (35 —
16) +16 (16— 15) +16 (56— 18) + 16 (0) o+ 15 (35— 16) + 16 (15 —16) + 16 (15— 16) + 16 (36—
16) 16 (36 —16) 16 (16— 76) + 16 (16 = 76) + 16 (16 —76) + 16 (16 —36) + 16 (16 —36) + 16 (16—



16) 16 (16— 16) + 16 (5 = 36) +16 (% —16) T 16 (15 — 16) + 16 (5% — 16) +16 (0) +--+ 55 (0)

[onin= 2 (Zimt) ;L (Ziw!
4 16\ 16 16\ 16
[ pa(a)dr = 2,9375

Ahora si se tiene que paran = 5,k =n2" =160 = k =0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12,13,
14,15,16,17,18,19, 20, 21,22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40,
41,42,43,44,45,46,47,48,49, 50, 51, 52,53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60,61, 62, 63, 64, 65, 66, 67, ...
141,142,143, 144, 145, 146, 147, 148, 149, 150, 151, 152, 153, 154, 155, 156, 157, 158, 159, 160

Eos={2€0,2]:[0<2<H5)AN0<2<)|V[0<z+1<5)A(1 <z <2)
{{0,55) N[0, D} U{[-L,—5)N[L2]} = [0,5) UD=[0,5)
Eis={ze0,2]: (<2< AN0<z<)] V|5 <z+1<Z) A1 <z <2)
{3 55) N0, DIUL[-5), -5 N[L2} =[5 5%) V0 =[5 5)

Egs={re€[0,2]: (5 <e<DAN0<z<D]V[(E<a+1<S)AN(1<a<2)

{5 %) N0 DYU{E), N2 =00 [F 5) =[5 5)

Egss = {z €10,2] : [(% << 97)

A (0
{532 N0, DY U{l5) 55 N [1L2]} =0U {5} = {5}

<z<DV[(E<z+1<A1<a <2)
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A partir de aqui inicamente se generan espacios vacios, de tal manera que se genera la funcién

905( )= X[32,32 (0) 455X 2, 3) (0) 55X 5.4y (0) 455X 15 (0) 455X 5 0 (0) 43540 1) (0)+
Xiz.s)(x)+ 5.9, () + 354 2,10 (x)—i-@X[ég’é; (3:)—1—%2([%;%)(:1:)—1—%)([%%)(37)—1—
;zsz (@) + sﬂ[;;sz (%) + 55¥33:10) (0) + 55 X30.07) (@) F+ ALz, 15) (@) + 53 X310 (2) +
139,20 (7) + 55 X20,21) () + 521,22 (@) + 55Xz, (2) + 55X, (2) + By Xz, (@) +
Y (0) + X2 (@) + 5 Xigan @)+ 5 g (0) + 5 (7) + X (@) +
Mzt (@) + 58320 (@) + 53 ¥am,0) (0) + 55 X310 (2) + 55 X35, (2) + 5 Xizmiom (2) +
33 o) (2) + 32?([70 () + 32?([71 12(7) + 32?([72 1) (2) + 355 5 S X, ;g)(x)—i—g—;‘él’[%;%)(x)—i—
13,70 (%) + 3 Xm0, 1) () + X779 () + A 18,79 () + 5 19,80 () + 538081, () +
Xz e ($>+32X[§§783 ($)+32X[83732 (I)+32X[§4783 (x)—l—%)([%;% (z) + 58 (86,57 () +

X[8;,§§ (x)+ 32-)([827?3 (z)+ 32-)([89732 (z)+ 32X[90 o1)(x) —i—%){[%;%)(x) —i-g—gX[g%;%)(x) +
Xz, (7) + X318 (@) + 55 X{,00) (2)

Por L(a) y L(b) para dichos intervalos, resulta:

Foseyn - L (S}, L (S
> 32\ 32 32\ 32
[ ps(x)d\ = 2,96875

3.8. Funciones Riemann-Integrables (R-integrables)

Definicion 3.1. Una funcion es R-integrable si estd definida como f : [a,b] — R si I es un
intervaloy f : I — R tal que fp) : [a,b] — R para todo [a,b] € Iy para todo c € I restringida
a la,b]. Si

L= lim /Cf(:p)dx

a—inf(I)
= I
i [ )
existen; entonces se dice que f es impropia 'y / f(x)dx = Ly + L.
I

Por ejemplo la funcién planteada con anterioridad f(z) = x? + 1 definida en [a, b].

En resumen se tienen las siguientes generalidades [9]:
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Una funcién R-integrable es L-integrable
Una funcion R-integrable es Riemann-Impropia Integrable

Si f : [a,b] — R es acotada entonces f es R-integrable siy solo si f es continua en c.t.p

Si A CR, fes L-integrable y / fdX = /fXAd)\
A
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3.9. Funciones Lebesgue-Integrables (L-integrables)
Para definir la integral de Lebesgue con mayor precision se requiere el siguiente teorema:

Teorema 3.1. Sea (E, G, i) un espacio medido. f : E +— R es medible y positiva
/ fdu = sup { / pdp o < f} Y @ es una funcion simple y positiva.
E E

Definicion 3.2. Sea [ : £ — R una funcion, se define
fT:E—R
7 £ () = max{f(x), 0}
y se le llama parte positiva de f
fT:E—R
7 f~ () = max{—f(x), 0}

y se le llama parte negativa de f

N4

Figura 17: Funcién positiva - Funcién negativa

Proposicion 3.1. Si f : E'+— R es una funcion, entonces
f=r=r
[fl=F"+f

Definicion 3.3. Sea (E,G, 1) un espacio medido y f : E — R es medible, se dice que es -

integrable si
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[ frdupy [ f~du son finitas y su integral es

[ tan= [ rans [ 5a
» Si | ffdu= +ooy | fdu es finita se dice que | fdu = oo
/ / /

. Si/fdu:+ooy/f+du es infinita se dice que/fdu:—oo

En estos casos se dice que la funcion tiene integral infinita (integral diverge).

Si / frduy / f~du son infinitas se dice que f no es p-integrable.

Consideremos los siguientes ejemplos:

a) f:[l,+o0) = R
x— f(z) =

senx

y se plantea calcular la integral; entonces

“+00

b
(x)dx = bh’m / f(z)dz, utilizando integracién por partes se tiene que
1 —rooJ1

T senx cosb cosl b cosz
dr = ——— + — dz,
1 1

T b 1 2

b b
Se cumple que si / |f(z)|dx existe / f(z)dz también existe; entonces
a a
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b b b
cos X Cos T 1
/ 2dx:/—| z‘dxg/—Qda:
1 T 1 z 1 T
b
1
. T

1
< ;|I;

IN

1

IN

1

existe por tanto es una funcién R-integrable [9].
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senx

b) fra)={ =

0 : 81 o

g 2km <2km 4w

/\/

Figura 18: Funcion f(x) = sinz

xT

Figura 19: Funcién f*(z) = S22

x

y se plantea calcular la integral, de donde / fdi = / frdx— / fdA
E E E
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/f+d/\ = " fH(x)dx
0

T 2 2 3r A7 5m
S S
:/ 1”dx+/ de+/ mxder/ Oda;+/
0 T s 2 'y 3 4

Tsinx 37 ginx 5T gin &
= dx + dx + dx +
0 x 27 x 4 xz

“+oo .
2km+m sin
= E dx

X
k=0 2km

luego se plantea el cambio de variable

x=u+ 2km
dz = du
x u
2km 0
2kr+7m

2km+m
/f+d)\ B / sin(u + le)dx

o Yy u+2k7r

+o0o
—Z/
£ sin u
>Z/ u+2k7rdu

sin
U+ 2k7r

e
oS

I

|

|

]
a 3
-1

sin x
T

Figura 20: Mayoracion f(z) =

sin x

dx +
T
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/ Frax

W
w|S LM
m\‘“
=13
oo
g
oW

Del mismo modo se tiene que

sinu > \/75
: 2
sinu_ %

w4+ 2km T w4+ 2kw

Se mayora exclusivamente la integral de manera que resulta:

/ Frdx >

Vv

= 31 + 8km

<1
Z\/ﬁkzz(]3+8k—>+oo

Por lo tanto no es una funcién Lebesgue-Integrable.

; ., sin
Ademas se conoce que la funcion f(z) =

no posee una integral indefinida en términos
de funciones trascendentes [15], por lo que se recurre a las Series de Potencias para solucionar

este inconveniente. Es asi que:

e 2n+1

sinx = Z(—l)”m

n=0



137

en esta misma via, la funcién sinx dividida para x, inicamente implica la reduccioén de la

potencia n ala z.

sinz i
— 2n+1)

de tal manera que la integral resulta

5 - f[Sr )

n=0

que tiende a +oo por lo que no es Lebesgue-integrable.

Cabe mencionar que la metodologia descrita permite verificar qué tipo de integral conviene

realizar.

4. Convergencia entre la Integral de Riemann y la Integral de
Lebesgue

De los ejemplos anteriores puede notarse que bajo ciertas condiciones la Integral de Lebesgue y

la Integral de Riemann coinciden plenamente; para lo cual se dispone del siguiente teorema:

Teorema 4.1. Sea [a,b] un intervalo cerrado de la recta real y f una funcion acotada definida

sobre [a, b en valores reales. Entonces:

» la funcion f es Riemann-integrable si'y solo si es continua en casi todo punto de [a, b).

» si la funcion f es Riemann-integrable entonces es Lebesgue-integrable y ambas integrales

coinciden [8].

Sin embargo es de destacar también que para construir la Integral de Riemann, el dominio de
definicion debe ser un intervalo de la forma [a, b], en otras palabras es necesario tomar en cuenta
también a las integrales impropias para obtener la integral sobre toda la recta real. Este particular
detalle difiere con la definicion original de la Integral de Lebesgue, que esta inicialmente construida
sobre toda la recta real. La generalidad de la construccion de la Integral de Lebesgue hace que no

se restrinja la definicion a espacios euclideos sino a cualquier espacio medido.
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5. Conclusiones y recomendaciones
Luego de haber realizado la descomposicion genética de la Integral de Lebesgue se concluye:

= Ladesintegracion o descomposicion genética de cualquier tema de indole académico - cientifi-
co es la ruptura epistemoldgica en lo que a ensefianza-aprendizaje se refiere, ya que en la
actualidad por la gran cantidad de informacion disponible de cualquier tema, ya no se tiene

la certeza de que la tradicional manera de ensefar sea la indicada.

= [a descomposicion genética de la Integral de Lebesgue ha sido realizada definiendo pardme-
tros fundamentales tales como: unién e interseccion indexada de conjuntos, numerabilidad,
espacios medibles, medida de Lebesgue, funciones simples e integral de funciones simples;
la ausencia de alguno de estos conceptos hace inviable la construccion y desarrollo de la

Integral de Lebesgue.

= [uego de revisar una amplia bibliografia se puede asegurar que no existen trabajos que des-
glosen a detalle la operatividad de la Integral de Lebesgue como el trabajo que se pone a
consideracion. La metodologia incluye la definicion de los espacios F, ,,, el planteamiento
y resolucion de las inecuaciones generadas, la interseccion con los espacios de interés, el
planteamiento de la funcién caracteristica X' (x) y las propiedades de la Medida de Lebesgue
para obtener el valor de la Integral, que se compara con la Integral definida y la Integral de

Riemann.

= Las condiciones particulares de la Integral de Lebesgue permiten plantear los intervalos en el
que una funcidn va a poseer interseccion no vacia, que reducira significativamente el nimero

de iteraciones en el calculo:
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Para el caso de la funcién f(x) = 2x + 1 se tuvo que:

Epp={z€0,1]: k27" <2z +1< (k+1)27"}
n=1k=n2%k=(1)2"'=k=0,1,2
FEo1={z€0,1]:02) ' <2z+1<(0+1)27'}
Epy={xe[0,1]:0<2z+1< 1}
Fii={ze€0,1]:1(2) 2 <2z +1<(1+1)272}
Eiy={ze0,1]:5<2z+1<3}
E2,1={x€[0,1]:%§2x+1}
n=2k=n2"k=(2)22=%k=0,1,23,4,506,7,8
Eoo={ze€[0,1]:02) ' <2z+1< (04+1)272}
Eop={z€[0,1]:0<2r+1< 1}
Eio={re[0,1]:1(2)2<22+1<(1+1)272%}
E1,2:{$€[0,1]2i§2x+1<§}
Foo={z€0,1]:2(2)2<2x+1<(2+1)272}

E2’2 = {.T < [0, ].] :

IA

P<2r+1<3}
Eso={r€0,1]:32)2<2x+1< (3+1)27%}
E372:{$E[0,1]2%§2$+1<§
Eio={x€[0,1]:4(2)2<2r+1< (4+1)272}
E472:{ZE€[0,1]I%§2ZL’+1<§
Eso={r€0,1]:5(2)2<2z+1< (5+1)272}
Bsp={zel0,1]:2<22+1<$
Eeo={x€[0,1]:6(2)2<2r+1<(6+1)272}

Esp={zel0,1]:$<22+1<?
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Erg={xe[0,1]:7(2)2 <2x+1<(T+1)27%}
Ero={ze0,1]: I <22 +1<8}

E&Q:{QTE[O,:[]Z%SQQ?—Fl}

y asi sucesivamente conforme crece el valor de n acompafiado de k. Si se desarrollan las
inecuaciones tal como plantea la descomposicion genética propuesta se obtiene todo la reso-

lucién que consta en el ejemplo. Generalizando resulta:

k2 <2 4+1< (k+1)27

k2 —1<2z < (k+1)27"—1
k2 —1 (k+1)2 —1
57— <

por lo tanto para simplificar el niimero de iteraciones se verifica que:

;

;O—n 1
@SZZ Sk_—i-l’

[k 2—;—17 (k+1)§—"71] sin < k< 21,

Ek,n -

Fo—n 3
{1} si27" ==,

Fo—n 3
0si27" >3
Para el caso de la funcién f(x) = x? + 1 se tuvo que:

Epn={z€0,1]: k2" <az*+1< (k+1)27"}
n=1k=n2%k=12"=k=0,1,2
Fo1={z€0,1]:02)' <a?4+1<(0+1)27'}
Eyy={ze0,1]:0<2”+1< 3}
Fii={ze€0,1]:1(2)' <a?+1<(1+1)27'}

Ein={zel0,1]:5<a?+1<2}
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Eyy ={z€]0,1]:1 < 2%}
n=2k=n2"k=222=%k=0,1,2,3,4,5,6,7,8
Foo={z€0,1]:0(2) 2 <a?4+1< (0+1)27%}

Eop={x€0,1]:0<2>+1< 1}
Fio={z€0,1]:1(2) 2 <2?+1<(1+1)27%}
Eio={xe0,1]:1<az*+1<?2}

Eyo = {2z €10,1]: 2(2)72

IN

r?+1<(2+1)272%}
Eys={z€0,1]:2<az?+1<3}

Fyo={z€0,1]:3(2) 2 <a?4+1<(3+1)27%}
Eys={ze€0,1]:3<z*+1< 3}

Eio={z€0,1]:42) 2 <2+ 1< (4+1)27%}
E4,2:{x€[0,1]:%§x2+1<§}

Eso={z€[0,1]:52)2<2>+1<(5+1)27%}
E572:{.’L'€[O,1]%§$2+1<g}

Feo={z€0,1]:6(2) 2 <a?’4+1<(6+1)27%}
E672:{$6[0,1]Zg§$2—|—1<;—1}

E772 = {ZL‘ € [07 1] : 7(2)72 < x? +1< (7—f- 1)272}

Ers={ze0,1]:I<a*+1<}§

y asi sucesivamente conforme crece el valor de n acompaifiado de k; generalizando resulta:

k27m <a?+4+1<(k+1)27"
k27" —1<a? < (k+1)27"1

VE2T —1<z</(k+1)2 -1
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por lo tanto para simplificar el nimero de iteraciones se verifica que:

)
0 si k< 2",

[VE27 —1,/(k+1)27" — 1] si 2" < k < 2",

{1} si k = 2n+1,

\@ si2ntl < |

Esta metodologia propuesta permite reducir significativamente el nimero de iteraciones en
el desarrollo de la Integral de Lebegue, tal como puede evidenciarse en todos los ejemplos
a partir de n = 5, donde se verifican aquellos espacios en los que la interseccién de los

conjuntos medibles resultan ().

= Las limitantes de la Integral de Riemann radican en que para que una funcién cualquiera sea
Riemann-Integrable debe ocurrir que para todo € > 0, existan dos funciones escalonadas ¢y

1 tales que:

o(x) < f(z) < (x) paratodo = € [a, b] y/ (Y —p)(z)dx < e
b
Esta férmula [4], significa que una funcién es Riemann Integrable si puede ser aproximada

inferior y superiormente por funciones escalonadas.

Esta limitante se evidencia si se desea integrar la funcién de Dirichlet, que esta definida

COmo:

f:00,1]—R
LLzre@Q

0,2 ¢ Q

fx) =

La funcién de Dirichlet es una funcién matematica especial, que tiene la peculiaridad de no
1
ser continua en ningun punto de su dominio; de ahi que / f(x)dx no existe pues la funcién
0

es discontinua en todo punto.
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Sin embargo mediante la integral de Lebesgue, fdx = ANQ N [0,1]) = 0 porque el
[0,1]
conjunto @ N [0, 1] es de medida de Lebesgue nula’.

= Para el caso de las funciones tratadas en este estudio como f(z) = sinz, f(z) = /z,
f(z) = €, f(x) = Inz, note que las integrales Riemann fueron efectuadas mediante la

utilizacién de las series de Taylor [15]:

3 P 27 70 (_1)nw(2n+l)
i+ ——— +
3! 51 7! 9! (271—1—1)!
v _q 2 23 ot 2P "
et = +$+§+§+Z+a+...+m+...
x—1)2 x—1)3 x— 1) —1) =1
-1 @-1 @- (C)Ten

Inz=(x—-1)— 5 3 1 .

sin las cuales no hubiese sido factible integrar por Riemann.

» Adicionalmente nétese que se ha trabajado con las series de Taylor hasta la potencia cuarta'”
dejando de lado las de orden superior a este exponente lo que genera una inexactitud atn
mayor. Otra ventaja de la integral de Lebesgue radica en que no se requiere definir ninguna
serie sino Unicamente el valor de n para comenzar a generar los espacios y funciones para
mediante las propiedades de la Medida de Lebesgue; calcular el niimero real a la que converge

la integral deseada.

= Es importante notar que la Integral de Lebesgue con una aproximacion con n = 5 ya genera
un valor bastante cercano al que se genera con la Integral de Riemann, que lo hace con valores
que tienden al infinito, lo cual genera una ventaja con respecto de Riemann, a pesar de poseer

cargas operativas semejantes.

= Finalmente, la Integral de Riemann y la Integral de Lebesgue coinciden cuando ambas estan
b
definidas para funciones simples y se verifique que / flx)dx = / fdA. Esta nueva
a [a,b]

integral es una extension de la de Riemann y es aplicable a una familia de funciones mas

Pig 28
10pa’lginas 87,95, 102
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amplia que en definitiva, compensa un peor comportamiento de la funcion, que la hace no
Riemann integrable, con la consideracion de conjuntos dominio mds generales, a los que s6lo

se les exige ser medibles.

Ademas se recomienda:

= Laoperatividad de la Integral de Lebesgue requiere de un sustento importante en temas como:
union e interseccion generalizada de conjuntos, imagen directa e imagen inversa, o-algebras
pero sobre todo conjuntos medibles. El desconocimiento de cualquiera de estos topicos difi-

culta enormemente el aprendizaje de la Integral de Lebesgue.

= La verificacion de si una funcion es Riemann o Lebesgue Integrable es muy importante para
estudiantes formales de teoria de la medida o topologia porque la carga operativa de la Inte-
gral de Lebesgue es enorme y, dado el caso hipotético de que una integral tienda al infinito;

la misma debe ser integrada por Riemann.

= Debido a la escacez bibliografica en espaiol de la Integral de Lebesgue se recomienda hacer
uso de libros en francés e inglés que son las lenguas en que Riemann y Lebesgue desarro-
llaron sus estudios. Si bien es cierto que las diferencias entre espafiol, inglés y francés son

marcadas, el lenguaje matemadtico es similar y permite apreciar las obras.

= Finalmente y debido a la enorme cantidad de iteraciones que se requiere, se recomienda el
uso de un software informético para operar la integral de Lebesgue cuando n > 3 ya que
E=n2"ysin >4 = k = 64,160,384, 896, ... y a pesar de utilizar la desigualdad que

genera espacios vacios, es un trabajo arduo y superfluo.
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