& ESPE

UNIVERSIDAD DE LAS FUERZAS ARMADAS
ediinon INNOVACION PARA LA EXCELENCIA

Una estrategia didactica para la ensefianza de funciones basada en criterios hebegdgicos

y de modelamiento matematico

Haz Lopez, Fatima Aurora

Vicerrectorado de Investigacién, Innovacion y Transferencia de Tecnologia

Centro de Posgrados

Maestria en Ensefianza de la Matematica

Trabajo de titulacién, previo a la obtencion del titulo de Magister en Ensefianza de la Matematica

Mayorga Zambrano, Juan Ricardo Ph.D

06 de enero del 2023



Similitud de contenidos

CERTIFICADO DE ANALISIS
magister

Z_TESIS_FATIMAHAZ_2023

sNBEL

1%

Similitudes

Nombre del documento: Z TESIS_FATIMAHAZ_2023.pdf Depositante: Juan Mayorga Zambrano
1D del Fecha de depdsito: 7/1/2023
documento: d4e53ee2fb526d2f5h19f05e8a7326eebd2cd477 Tipo de carga: interface

Tamaiio del documento original: 1,02 Mo fecha de fin de analisis: 7/1/2023

Ubicacion de las similitudes en el documento:

Fuentes principales detectadas

N° Descripciones Similitudes Ubicaciones

1 @ repositorio.espe.edu.ec <1%
https://repositorio.espe.edu.ec/bitstream/21000/24388/1/T-ESPEL-MAI-0706.pdf
repositorio.puce.edu.ec

2 @ http://repositorio.puce.edu.ec/bitstream/handle/22000/18545/Guanochanga Quisupangui-Tesis.pdf?se... <1%
3 fuentes similares

3 @ lozano-geogebraytic.blogspot.com | MODELACION MATEMATICA Y TIC - GeoGebra: ... <1%
https://lozano-geogebraytic.blogspot.com/2016/05/problema-12-un-campo-de-forma.html

Fuentes con similitudes fortuitas

N° Descripciones Similitudes Ubicaciones

1 6 www.oecd.org <1%
https://www.oecd.org/pisa/aboutpisa/ebook - PISA-D Framework_PRELIMINARY version SPANISH.pdf

2 @ www.studocu.com | Practica 1 Variacién del volumen temperatura - PROCESO PLAN ... <1%
https://www.studocu.com/latam/document/universidad-nacional/quimica-general-teoria/practica-1-var...

3 @ www.clubensayos.com | La situacion didactica - Informes - jose2394 <1%
https://www.clubensayos.com/Ciencia/La-situacion-didactica/2181559.html

4 6 techlandia.com | Como saber si existen limites en el grafico de una funcién | Techla... <1%
https://techlandia.com/13118299/como-saber-si-existen-limites-en-el-grafico-de-una-funcion

Firmado electrénicamente por:

JUAN RICARDO
MAYORGA
ZAMBRANO

1%

Texto entre comillas
0% similitudes entre comillas

<1% Idioma no reconocido

Nimero de palabras: 17.585
Nimero de caracteres: 101.627

Datos adicionales

Palabras idénticas : < 1% (58
palabras)

Palabras idénticas : < 1% (50
palabras)

Palabras idénticas : < 1% (23
palabras)

Datos adicionales

Palabras idénticas : < 1% (35
palabras)

Palabras idénticas : < 1% (11
palabras)

Palabras idénticas : < 1% (10
palabras)

Palabras idénticas : < 1% (10
palabras)



HESPE

UNIVERSIDAD DE LAS FUERZAS ARMADAS
ediinon INNOVACION PARA LA EXCELENCIA

Vicerrectorado de Investigacion, Innovacion y Transferencia de Tecnologia

Centro de Posgrados

Certificacion

Certifico que el trabajo de titulacion “Una estrategia didactica para la ensenanza de funciones
basada en criterios hebegogicos y de modelamiento matematico” fue realizado por la sefiora
Haz Lépez, Fatima Aurora el mismo que cumple con los requisitos legales, teéricos, cientificos,
técnicos y metodolégicos establecidos por la Universidad de las Fuerzas Armadas ESPE, ade-
mas fue revisado y analizado en su totalidad por la herramienta de prevencion y/o verificacion de
similitud de contenidos; raz6n por la cual me permito acreditar y autorizar para que se lo sustente

publicamente.

Sangolqui, 06 de enero de 2023

Mayorga Zambrano, Juan Ricardo Ph.D.

CC: 1802377406



HESPE

UNIVERSIDAD DE LAS FUERZAS ARMADAS
ediinon INNOVACION PARA LA EXCELENCIA

Vicerrectorado de Investigacion, Innovacion y Transferencia de Tecnologia

Centro de Posgrados

Responsabilidad de Autoria

Yo, Haz Lépez, Fatima Aurora, con cédula de ciudadania 1706645585, declaro que el conteni-
do, ideas y criterios del trabajo de titulacién: Una estrategia didactica para la ensenanza de
funciones basada en criterios hebegdégicos y de modelamiento matematico es de mi autoria
y responsabilidad, cumpliendo con los requisitos legales, tedricos, cientificos, técnicos y metodo-
l6gicos establecidos por la Universidad de las Fuerzas Armadas ESPE, respetando los derechos

intelectuales de terceros y referenciando las citas bibliograficas.

Sangolqui, 06 de enero de 2023

Haz Lépez, Fatima Aurora

CC: 1706645585



HESPE

UNI\IEFISIDAD DE LAS FUERZAS ARMADAS
uuuuuu INNOVAGION PARA LA EXCELENCIA

Vicerrectorado de Investigacion, Innovacion y Transferencia de Tecnologia

Centro de Posgrados

Autorizacion de Publicacion

Yo, Haz Lopez Fatima Aurora, con cédula de ciudadania 1706645585, autorizo a la Universi-
dad de las Fuerzas Armadas ESPE publicar el trabajo de titulacion: Una estrategia didactica
para la ensefanza de funciones basada en criterios hebegogicos y de modelamiento mate-

matico en el Repositorio Institucional, cuyo contenido, ideas y criterios son de mi responsabilidad.

Sangolqui, 06 de enero de 2023

Haz Lopez, Fatima Aurora

CC: 1706645585



Dedicatoria

El logro alcanzado lo dedico a:

Paola y Daniela mis amadas hijas, quienes son el motor de mi vida y la inspiracion para cumplir

mis metas

Vicente y Yolanda mis amados padres, quienes han sido mi soporte y apoyo incondicional en

todo momento.

Mi familia y amigos que me dieron palabras de aliento para culminar esta nueva etapa de mi vida.

Fatima Aurora



Agradecimiento

Agradezco a:

Dios por ser mi guia en cada paso que doy en mi vida.

Mis hijas por su apoyo y comprension

Mi director de tesis, el Doctor Juan Mayorga Zambrano, por su guia en este proyecto de
innovacion.

Al coordinador de la Maestria Mgs. Patricio Pugarin, quien me motivo a culminar el programa.

Fatima Aurora



indice general

1

Cardtula . . . . . . 1
Verificacion de similitud de contenidos . . . . . . . . ... oo oL 2
Certificado del Director . . . . . . . . . . . 3
Responsabilidad de Autoria . . . . . . . . . . ... .. 4
Autorizacion de Publicacion . . . . . . . .. 5
Dedicatoria . . . . . . . . . e e 6
Agradecimiento . . . . . . . L e e 7
Resumen . . . . . . 12
Abstract . . . . . . e 13
Introduccion 14
Antecedentes . . . . . . . L e 14
Problemaaabordar . . .. .. . . . . . ... 15
Justificacién, importanciay alcance. . . . . . . .. ... 16
Estadodel Arte . . . . . L 17
Objetivos y aspectos generales . . . . . . . . . . . . e 20
Objetivo general . . . . . . . . . e 20
Objetivos especificos . . . . . . . . . e 20

Metodologia . . . . . . . . . 20



2 Fundamento tedrico 22
Fundamentacién didactica . . . . . . . . . . . . 22
Didacticade lamatematica . . . . . . . . . . . .. 22
Criterios de las ciencias agégicas . . . . . . . . . . . . 23
Aprendizaje eneladolescente . . . . . . . ... ... 25
Laensefianzade funciones . . . . . . . . . ... 25
Funcidn . . . o 26
Definiciones basicas . . . . . . . . . . .. 26
Relacion . . . . . . . o 26

Relaciones de ordeny de equivalencia. . . . . . . ... .. ... ....... 27

Funcidn . . . . . . . . e 28
Tiposdefunciones . . . . . . . . . L 29
Regla del Maximo Dominio . . . . . . . . . . . . 30
Graficade funciones . . . . . . . . 31
Algebrade funciones . . . . . . . . . ... 32
Funciénlineal afin . . . . . . . . . . 33
Funcibncuadrdtica . . . . . . . . . . . e 34
Monotoniade unafuncion . . . . . . . . . . 35
Paridad de funciones . . . . . . . . . . L 36
Limite deunafuncidn . . . . . . . . . .. 37
Derivadade unafuncién . . . . . . . . . . L 39
Derivadas de orden superior . . . . . . . . ... 40

Criterio de la segunda derivada (Maximos y minimos) . . . .. ... ... .. 42

Modelamiento matematico . . . . . . . . . . . 43



Conceptosbasicos . . . . . . . . . .

Modelo matematico y la solucionde problemas . . . . . ... ... ... ... ....

Estrategia didactica

Clasificacion de las estrategias didacticas . . . . . ... ... ... . ... ......

Guia didactica

3 Estrategia didactica para la ensefianza de funciones

Directrices de laestrategia . . . . . . . . . . . . e

Eje hebegdgico . . . . . . . . .

Ejematemdtico . . . . . . . .

Eje didactico

Disefiode laestrategia . . . . . . . . . . . . . e

Componentesde laestrategia. . . . . . . . . . . ... . ... ... e

Aplicacionde laestrategia . . . . . . . . . . L

Ejemplos de guia didactica como parte de laestrategia . . . . ... ... ... ...

Ejemplos de situaciones problema . . . . . .. ... oo

4 Conclusiones y recomendaciones

Conclusiones . . .

Recomendaciones

Bibliografia

Apendice

10

44

46

53

54

55

58

58

59

61

62

63

65

68

82

85

96

96

97

98

102



11

Indice de figuras

Figura 1
Figura 2
Figura 3
Figura 4

Figura 5

Figura 6

Figura 7

Figura 8

Figura 9

Figura 10
Figura 11
Figura 12
Figura 13
Figura 14
Figura 15
Figura 16

Figura 17

Gréficade lafuncion | —oc0,2] 2z +— f(z)=vV2—z€R . . ... ... ... 32
Graficade unafuncionpar. . . . . . . . . ... 36
Graficade unafuncionimpar . . . . . . .. ... .. 37
Gréfica que interpreta el limite de una funcién . . . . . .. ... ... ... .. 38

Gréfica que interpreta el limite de la funcién determinada por la férmula

20+ 1 o e e e e e e e e e e 39
Grafica de la funcion determinada por la formula f(x) = % + %2 —6z+1 .. 42
Esquema simplificadodelalata. . . . . ... ... ... ... ... ..., 51
Ejes orientadores de la estrategia didactica . . . . .. ... .......... 59
Componentes de la estrategia didactica . . . . .. ... ... .. ....... 67
Esquema béasicode unafuncion . . . ... ... ... ... ... 69
Esquema de las longitudes delterreno . . . . . . . ... ... 78
Gréfica de la funcién que representa el &rea maxima del terreno . . . . . .. 81
Diagramade A x B . . . . . . . 83
Esquemadelacajadecartén. . . ... ... ... ... ... 86
Grafica de la funcién representando al problema . . . .. ... ... ... .. 88
Esquema simplificadodelenvase . . . . . . ... ... ... ... ....... 92

Gréfica de la funcién S que representa el problema del envase . . . . .. .. 94



12

Resumen

El proyecto de innovacién educativa desarrollado presenta una estrategia didactica para la en-
sefanza de funciones con modelamiento matematico, considerando al adolescente como el pro-
tagonista del aprendizaje. En los objetivos propuestos se considera los tres ejes primordiales a

considerar: eje hebegbgico, eje didactico y eje matematico.

La estrategia didactica que se propone ha sido disefiada para aplicarla en el proceso de ense-
nanza aprendizaje de los estudiantes adolescentes, con el fin de que ellos se motiven y tengan el
interés de adquirir el conocimiento de funciones que le permitan resolver situaciones con modelos

matematicos.

La didactica de la matematica y la hebegogia de las cuales se hacen referencia en el capitulo 2,
tienen un papel fundamental en la educacion y ensefianza del adolescente. Ademas, se toman en
consideracion criterios hebegdgicos que dan al docente pautas para el proceso de ensefianza, de
manera que se fomente la participacién, colaboracién y mejor desempefo de las competencias

matematicas.

El disefio de la estrategia sigue una secuencia didactica, la cual pretende que el estudiante ad-
quiera un aprendizaje significativo que le permita desarrollar las competencias matematicas. Ade-
mas se considera la teoria de las situaciones didacticas en los momentos del aprendizaje en los

cuales se propone el desarrollo del modelo matematico considerado.

Se finaliza con las conclusiones y recomendaciones que dan respuesta a los objetivos planteados

en el proyecto.

Palabras clave: estrategia didactica, hebegogia, modelo matematico.
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Abstract

The educational innovation project developed presents a didactic strategy for the teaching of fun-
ctions with mathematical modeling, considering the adolescent as the protagonist of learning. The
proposed objectives consider the three main axes to be considered: hebegogic axis, didactic axis

and mathematical axis.

The proposed didactic strategy has been designed to be applied in the teaching-learning process
of adolescent students so that they are motivated and interested in acquiring the knowledge of

functions that allow them to solve situations with mathematical models.

The didactics of mathematics and hebegogy, referred to in chapter 2, play a fundamental role
in the education and teaching of adolescents, taking into consideration hebegogical criteria that
provide the teacher with guidelines for the teaching process in order to encourage participation,

collaboration and better performance of mathematical competencies.

The design of the didactic strategy follows a didactic sequence, which aims at the student acquiring
significant learning that will allow him/her to develop mathematical competences. In addition, the
theory of didactic situations is considered in the learning moments in which the development of
the mathematical model considered is proposed. It ends with conclusions and recommendations

that respond to the objectives set out in the project.

Keywords: didactic strategy, hebegogy, mathematical model.
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Capitulo 1

Introduccion

Antecedentes

La matematica es una herramienta indispensable en diferentes areas como ingenieria, me-
dicina, ciencias sociales, etc. y permite el desarrollo de la humanidad. En Ecuador, la ensefianza
de esta ciencia ha atravesado dificultades como la falta de capacitacién docente, continuidad de
planes y programas de estudio, técnicas y estrategias de ensefanza. Esta ensefianza duran-
te mucho tiempo tuvo un enfoque reduccionista, limitando su “aprendizaje” a la memorizacién y

mecanizacion de procesos.

En [1] se enfatiza el desarrollo de destrezas matematicas a través de la resolucion de
problemas relacionados con la vida cotidiana, en base a un correcto conocimiento de conceptos
y un adecuado desarrollo de procesos. Por otro lado, los resultados de las pruebas PISA-D 2018
indican que los estudiantes ecuatorianos, atraviesan graves dificultades en el desenvolvimiento de
situaciones que requieren la capacidad de resolver problemas matematicos. En [2] se menciona
que el 70,9 % de los estudiantes ecuatorianos no alcanzaron en Matematicas el nivel basico ' de
desempeno académico. Por lo tanto, uno de los retos del docente de bachillerato ecuatoriano en
el proceso educativo es aprender matematicas con todo su rigor y despertar en el estudiante el

interés por aprender matematicas y que aplique los conocimientos en la resolucién de problemas.

La pedagogia acompana los procesos formativos de nifios desde la teoria conductista

hasta la constructivista. El adolescente, al iniciar una nueva etapa de aprendizaje debe formar

'En el nivel basico los estudiantes llevan a cabo algoritmos, operaciones, son capaces de interpretar y reconocer
matematicamente una situacion.
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sus propios criterios que le permitan tomar decisiones y reforzar su identidad. En estos procesos
intervienen factores que van de acuerdo con la etapa biol6gica, psicolégica, sociolégica por donde
el adolescente debe transitar, por lo que los criterios de las ciencias agdgicas consideran que su

aprendizaje no pueden centrarse en la pedagogia.

La mayoria de los docentes considera a la pedagogia como medio del proceso de en-
sefianza sin considerar que esta praxis, de acuerdo con los criterios de las ciencias agdgicas,
estudia la educacién del nifio en la etapa que corresponde a la educacion basica, mientras que,
la hebegogia en la etapa de educacion basica superior y bachillerato, se ocupa de la educacion

del adolescente.

Problema a abordar

La reforma educativa ecuatoriana del afio 2010, considera algunos principios de la peda-
gogia critica en donde el estudiante es protagonista del aprendizaje. La ensefnanza de la matema-
tica presenta contenidos complejos que para los adolescentes, debido a la etapa que atraviesan,

son dificiles.

En lo que tiene que ver con el concepto de funcion es importante sefalar que en realidad
no existe aprendizaje significativo y uno de los factores es que cuando se resuelve problemas no
se modela la situacion que le permita explicar el fenédmeno; ademas no se vincula la teoria con la

aplicacion fuera del salén de clases.

En cuanto a la praxis educativa del docente de matematica, no debe limitarse a transmitir
contenidos; basados en los anos de experiencia, se podria inferir que la dificultad presentada en

la ensefianza de funciones es por no conocer bien el tema.?

2Esto se puede deducir por las falencias mostradas por los estudiantes en los primeros semestres de carreras
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Justificaciéon, importancia y alcance.

El ajuste curricular para el bachillerato establecido por el Ministerio de Educacién ubi-
ca al estudiante como principal protagonista del aprendizaje en la solucién e interpretacion de
problemas y su formacién como persona competente. Esto no es correcto pues en el proceso
educativo son varios los actores que influyen en el aprendizaje de los jévenes; el docente guia al
estudiante en todo el proceso de aprendizaje y es potencialmente capaz de transformar su praxis

pedagdgica, [1].

Los cambios curriculares impulsan al docente a revisar las estrategias metodolégicas que
esta aplicando en el proceso de ensenanza-aprendizaje para intentar dar una respuesta positi-
va al generalizado bajo nivel de Matematicas que evidencian los estudiantes de bachillerato en

Ecuador. Este bajo nivel es claramente lo que refleja la prueba PISA-D.

Como se manifiesta en [4], la implementacién de las mediciones de PISA para matema-
ticas vino precedida de un debate cientifico sobre el papel de la ensefanza de las matematicas.
Considera que dominar las habilidades técnicas mas basicas no es suficiente para salir adelante
en la vida pues la comprension de las matematicas es fundamental en la sociedad moderna. Den-

tro de los contenidos de las pruebas PISA-D esté el de Funciones, fundamental en esta ciencia.

Los resultados de la prueba PISA-D, demuestran que nuestro pais esta extremadamente
mal en matematicas y se necesita innovar aumentando sustancialmente la calidad de la educa-
ciobn matematica. Es en esa direccién que va nuestro trabajo, pues disefiaremos una propuesta
de estrategia didactica para poder ensefar el concepto de funcién tomando en cuenta su aplica-

bilidad (modelamiento matematico) y la edad de los educandos (hebegogia).

universitarias.
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En efecto, el estudiante de bachillerato se enfrenta a cambios continuos que son signifi-
cativos dentro del ciclo del desarrollo humano. El cambio de la nifiez a la edad adulta le genera
confusiones pues no sabe con exactitud si es nifio o adulto y estos cambios influyen en su apren-

dizaje.

En cuanto al aprendizaje de las funciones por parte del adolescente existen dificultades
en entender su concepto. El problema principal es que la gran mayoria de docentes no conocen

bien el concepto de funcién por lo que transmiten de manera errada este contenido.

La estrategia didactica que proponemos en este trabajo para la ensefanza de funciones
intenta que el concepto de funcion adquiera significado en los jovenes y ademas permita estable-
cer conexiones entre los conceptos y la aplicacién en contextos de la vida real. Pensamos que es
importante considerar estrategias didacticas que implementen herramientas basadas en modelos
matematicos para favorecer al desempefo académico y la obtencién de un mejor aprendizaje del

concepto de funcién.

La estrategia didactica tiene presente la edad del estudiante y busca mejorar el desarrollo
de su pensamiento I6gico matemaético para obtener aprendizajes significativos 2 relacionandolos

con el entorno en el que se desenvuelven.

Estado del Arte

Se hace una revisén de trabajos dirigidos para la ensefnanza de la Matematica, de los
cuales algunos hacen referencia a aquellos donde interviene la modelizacién matematica como

método de ensefianza para ingenieros, utilizando software computacionales que le permitan re-

3En el proceso de este aprendizaje, se utilizan los conocimientos previos que poseen los estudiantes para relacio-
narlos con la nueva informacion y asi construir el nuevo aprendizaje.
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solver situaciones didacticas.

La propuesta didactica [5], dirigida a estudiantes de carreras de ingenieria, aborda la en-
sefanza del contenido matematico con problemas donde se aplique el Analisis de Fourier, cuyo
fundamento matematico y didactico se incorporan a la ensefianza-aprendizaje y de esta mane-
ra fortalecer la formacién matematica del ingeniero puesto que las Series y Transformadas de
Fourier son fundamentales al modelizar fendmenos en algunos campos de la ingenieria. La inter-
vencién de la modelacion matematica y la teoria de situaciones didacticas se convierten en una
guia para la ejecucién de la propuesta, ademas se utiliza como soporte para la ejemplificacion de
ciertos conceptos referentes al tema, el Sistema de Algebra Computacional Maxima porque es un

instrumento tecnolégico que favorece a la sociedad del conocimiento.

En [6], se utilizan herramientas tecnol6gicas (matlab y geogebra) como un soporte dentro
del proceso de aprendizaje; sin embargo, los estudiantes de ingenieria dan poca importancia en
cuanto a su aplicacion a problemas enfocados en aspectos propios de la vida cotidiana. La inves-
tigacién tuvo como meta plantear una propuesta metodoldgica donde se lleve a cabo un cambio
con respecto a la ensefianza tradicional en concreto dentro de célculo diferencial e integral. Con-
sidera que, implementar la modelizacién matemética como método de ensefianza y aprendizaje
permite reestructurar los contenidos programaticos de los cursos de célculo para aproximar a
los estudiantes de ingenieria de la universidad de San Buenaventura (USB) a su area especi-
fica de conocimiento. La incorporacién de tecnologia electrénica como apoyo en el proceso de
ensefanza-aprendizaje, regulan este proceso en la formacién de los futuros ingenieros, mante-

niendo el interés de los estudiantes y su vinculacion con el proyecto.

En [7] se consideran los factores involucrados en la pedagogia matematica, mencionando

al estudiante como el factor principal en el proceso de ensefanza-aprendizaje; sin embargo, en
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ellos existen dudas en la aplicabilidad y utilidad en la vida profesional de los conceptos presentes
en matematica ya que la asignatura les resulta dificil de aprender, causa ansiedad y frustracion.
Esto motiva a los docentes a enfocarse en el aprendizaje de los estudiantes y ademas buscar
estrategias pedagdgicas, con el fin de lograr mayor grado de desarrollo en el pensamiento critico

a la hora de resolver problemas.

Los otros factores que considera [6], son los docentes y el curriculo; el primero cum-
ple un rol importante porque son los transmisores del conocimiento en el proceso ensefanza-
aprendizaje mientras que el segundo contiene la informacion necesaria en base a los contenidos
y temas que se van a tratar. Es importante tomar en cuenta que al momento de planificar, los
docentes deben incluir temas que permitan contextualizar en el area de la administracion. Con-
cluye que frente a la problematica en la ensefianza de las matematicas, una alternativa consiste
en implementar estrategias pedagdgicas innovadoras y orientarlas hacia el aprendizaje basado
en problemas de manera que permita que el estudiante desarrolle habilidades y actitudes que le

benefician de manera personal y profesional.

Para [8], el estudio sobre la estrategia didactica indica que la actuacién profesional de los
docentes de matematica guarda relacién con el Modelo Didactico Alternativo, donde el conoci-
miento académico integra diversos referentes como son: disciplinares, cotidianos, problemética
social, ambiental y conocimiento. En [9] se presentan algunas posturas acerca del uso de la mo-
delacion en el aula, asi como los resultados de ciertas experiencias especificas de su aplicacion
en la ensefanza universitaria, por lo que se da cuenta de las posibilidades y limitaciones de esta
metodologia de ensefanza. Llegd a la conclusién que el diseno de las situaciones constituye un

elemento central para que el uso de la modelacion tenga éxito.
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Objetivos y aspectos generales

Objetivo general

Disefar una estrategia didactica para la ensefianza de funciones basada en criterios he-

begdgicos y modelamiento matematico.

Objetivos especificos

m Disefiar una estrategia didactica para la ensefianza de funciones que tome en cuenta la

hebegogia como ciencia de la educacion en el adolescente.

» Disefar una estrategia did4ctica para la ensefanza de matematica que permita el aprendi-

zaje significativo a través del modelamiento matematico.

Metodologia

El presente proyecto es una innovacién educativa que tiene un componente de investiga-
cion. La técnica para este trabajo se lo hace desde un enfoque cualitativo utilizado ampliamen-
te en el mundo académico; ademas, también se considera el enfoque constructivista porque el
constructivismo propone al investigador entender el mundo complejo a partir de la experiencia

vivencial.

En el desarrollo de este trabajo se busca articular la teoria con la practica, de manera que
el adolescente use modelos matematicos para construir el conocimiento de funciones poniendo

en practica su capacidad de reconocer, descomponer y reconstruir situaciones problematicas.

Al ser un proyecto de innovacién educativa, su evaluacion se lo realiza con la técnica del
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focus group, donde un grupo de expertos proporcionaran opiniones representativas y valorativas

sobre la estrategia a desarrollar, para lograr el aprendizaje matematico deseado.
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Capitulo 2

Fundamento teodrico

En la elaboracién de la estrategia didactica, se consideran aspectos didacticos y matema-
ticos que, a nuestro criterio, dan al docente herramientas Utiles para la ensefanza-aprendizaje de

funciones.

Fundamentacion didactica

En el proceso de ensefanza-aprendizaje, el conocimiento de la didactica es importante

para los docentes, pues proporciona técnicas, recursos y metodologias educativas.

En cuanto a la pedagogia, [17], tiene que ver con la educacion a nifios; sin embargo, ésta
asume una intencién educativa que no comparte la didactica por ser especifica. Por otro lado, la
pedagogia tiene un limitante para atender los procesos formativos del ser humano de acuerdo a

la edad; por ello, consideramos a la hebegogia para la educacion y ensenanza del adolescente.

Los métodos de ensefanza, los recursos y el como ensefar juegan un papel importante
en el desarrollo del proceso educativo, pues permiten llegar a un fin, como es el de la ensefianza-

aprendizaje.

Didactica de la matematica

La didactica, [15], es el arte de ensefar, y por tanto, destila pautas para el proceso

ensefanza-aprendizaje, pues ayudan al docente a conocer como aprenden los estudiantes. En
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lo referente a Matematica, sabemos que es la Unica ciencia exacta (I6gica y rigurosa) pues todas

las demas ciencias tienen un componente experimental.

Como en [16], podemos afirmar que la didactica de la matematica es el arte de ensenar
lo mas exacto en el mundo, mediante mecanismos que no son exactos. De esta manera la

didactica debe estar al servicio de la matematica y no viceversa.

La didactica de la matematica esta vinculada con el concepto de competencia matemati-
ca, entendida como la capacidad para resolver un problema. Por ello la situacion didactica es una
situacién construida intencionalmente con el unico fin de que los estudiantes adquieran un saber

determinado.

La didactica de la matematica es una didactica especial y hace referencia al estudio de
métodos y practicas para el proceso de ensefianza de la matematica, donde se establecen dife-

rentes estrategias para ensefar a través de procedimientos y recursos.

En este sentido la teoria de situaciones didacticas 'propuestas por Brousseau considera
dividir a los temas matematicos en cuatro situaciones: accion, formulacién, valorizacién e inter-

pretacion.

Criterios de las ciencias agégicas

Los criterios de las ciencias agodgicas (dentro de las Ciencias de la Educacion) se en-
cargan del proceso de formacién de los seres humanos en cada etapa de su vida, pues, es
importante identificar las diferencias que existen en el proceso de aprendizaje. Estos criterios de

las ciencias agogicas, los encontramos agrupados de la siguiente manera:

'La caracteristica de la teoria de situaciones didacticas es que exista una situacién construida intencionalmente
para que el estudiante adquiera los conocimientos.
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1. Paidogogia. Encargada de la educacion de los nifios en su etapa preescolar.

2. Pedagogia. Encargada de la educacion del nifio en su etapa de educacion basica.

3. Hebegogia. Dedicada especificamente a la educacion del adolescente.

4. Andragogia. Encargada de la educacion de la persona adulta.

5. Gerontogogia. Encargada de la educacion de los adultos mayores.

Hebegogia

La palabra hebegogia, [11], proviene del vocablo griego hebe en honor a la diosa de la
juventud y gogia cuyo significado es guiar, conducir, acompanar. La hebegogia se centra en la
educacion del adolescente (12 a 18 afios aproximadamente) tomando en cuenta las capacidades

y necesidades propias en esta etapa.

No obstante la Hebegogia propone que las estrategias de aprendizaje deben considerar
las distintas capacidades individuales, el aprendizaje cooperativo, experiencial y el componente
social. Los métodos, técnicas y procedimientos que en ella se proponen son propios del grupo

etario de la adolescencia, de manera que le ayuden a su desarrollo en la toma de decisiones.

Para nuestro trabajo, algunos criterios hebegdgicos, [14], son relevantes:

m El proceso de ensefianza-aprendizaje no debe caracterizarse en imposiciones; por el con-

trario, debe desarrollarse con una metodologia para el conocimiento, comprension y trans-

formacion de los contenidos desarrollados.

= Se debe disminuir el aprendizaje memorizado y reemplazarlo por el reflexivo y constructivo.

= Se debe construir el conocimiento a través de la busqueda, descubrimiento y reflexibilidad

profunda
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= Las debilidades se convierten en desafios y, con colaboracidn grupal, se edifican alternati-

vas de solucién.
m El profesor juega un papel de orientador para guiar el proceso de ensefianza-aprendizaje.

= El ambiente de trabajo se desarrolla en un marco de la solidaridad y cooperacion.

Aprendizaje en el adolescente

Durante del proceso de cambios por los que pasa el adolescente, la etapa de aprendizaje

2 es quizéas la mas complicada debido a que también se modifica el sistema cognitivo.

En la etapa de la adolescencia los jévenes deberian desarrollar la capacidad de realizar
operaciones formales orientadas a resolver problemas, organizar datos, aislar y controlar varia-
bles, formular hipétesis, [10]. El aprendizaje debe ser duradero, por ello Ausubel en su teoria del
aprendizaje significativo, considera que la adquisicion de los nuevos aprendizajes depende de los
que ya existen en la estructura cognitiva del estudiante. En cuanto al aprendizaje del conocimiento
matematico se debe proporcionar actividades concretas, de manera que se relacionen los nuevos

contenidos con los que ya adquirieron los estudiantes.

La ensenanza de funciones

Uno de los temas que contempla el curriculo ecuatoriano es el estudio de las funciones,
que deberia iniciar en el nivel medio y continuar en el nivel universitario. En la ensefianza de
funciones, el docente piensa que al exponer el conocimiento sobre este tema es asimilado por

el estudiante sin dificultad; sin embargo, al estudiante le resulta dificil comprenderlo por ser uno

2El aprendizaje es una funcién mental a través del cual se manejan habilidades, destrezas, conocimientos, conduc-
tas; es decir, se relaciona con la educacién y la formacioén de la persona.
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de los conceptos abstractos de la matematica, por ello es necesario que el docente tenga una
buena preparacion sobre este tema para que logre los objetivos propuestos en el proceso de

ensefanza-aprendizaje.

En la ensenanza de funciones se consideran problemas que relacionan cantidades o varia-
bles; por ejemplo, el salario de una persona que puede depender del nUmero de horas trabajadas,

la distancia que recorre un objeto puede depender del tiempo desde que salié de un punto, etc.

Funcion

A continuacion se establecen algunas definiciones basicas relacionados con el tema de

funcion.

Definiciones basicas

En lo que sigue, se asume que el estudiante maneja el concepto de conjunto, pues es

parte de los contenidos declarados en el bachillerato ecuatoriano.

Relacion

Dados dos conjuntos no vacios A y B, una relacion » de A en B es un subconjunto del
producto cartesiano A x B, es decir

r C Ax B.

Se suele escribir

zry
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para indicar que

(x,y) €r.

Si A = B, se dice que r es una relaciéon en A.

Una relacion r en A, es

i) reflexiva si

Ve A: zruo;

i) simétrica si

Ve,yc A: zty=yruz;

i) antisimétrica si

Ve,ye A: xry ANyrx =z =y;

iv) transitiva si

Ve,y,z € A: xty ANyrz= xrz.

Relaciones de orden y de equivalencia

Existe una relacién de orden <, sobre un conjunto A si y sélo si la relacién es reflexiva,

antisimétrica y transitiva. Se dice que (A, <) es un conjunto ordenado.

Existe una relacion de equivalencia ~, sobre un conjunto A siy sélo si es reflexiva, simé-

trica y transitiva.
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Funcion

Sean Ay B dos conjuntos no vacios. Una relacién ¢ C A x B es una funcion de A en B,
si y s6lamente si cumple que

Vee A, lye B: (z,y) €g.

Si (z0,y0) € g, Se suele usar la notacion

Yo = g(zo),

y se dice que i, es la imagen de z, y 2o €s una preimagen de y,.

La funcion g se denota en su forma expandida de la siguiente manera

g:A— B

t— g(t),

o, en forma compacta, denotada por

A>t—g(t) € B,

0, con alternativa como

Asy+—g(y) € B.

Con respecto a la notacion, recordemos que lo importante es entender que la funcién
toma un elemento genérico del conjunto A, lo procesa a través de la férmula g(z) para devolver

un elemento del conjunto B.
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La funcién g presenta tres componentes:

= Dominio de g, también llamado conjunto de salida: Dom(g) = A

= Codominio de g, corresponde al conjunto de llegada: Cod(g) = B

= Formula de g que es la forma de procesar un elemento del dominio: g(t)

El rango o imagen de la funcion g es el subconjunto del codominio formado por imagenes:

Reg(g9) ={yo € B/Jxo € A yo = g(z0)}.

Una funcién g es:

= inyectiva si a cada imagen le corresponde una Unica preimagen:

Vg, xe € A: g(r1) = g(x2) = 21 = 22

» sobreyectiva si todos los elementos del codominio son imagenes:

Cod(f) = Re(/)

= biyectiva si la funcion es, al mismo tiempo, inyectiva y sobreyectiva.

Tipos de funciones

Presentamos algunos tipos de funciones. Sea w : A — B. Se dice que w es una funcion
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m real si B C R;

m compleja si B C C;

m enterasi B C Z;

m vectorial si B C R™, para algin n € N;

» matricial real si B C M,,,(R), para algunos m,n € N;
» de variable real si A C R,

» de variable compleja si A C C;

» de variable entera si A C 7Z;

» de variable matricial (real) si A C M,,,(R), para algunos m,n € N; etc.

Por tanto, una funcién real de variable real es una funcién donde el dominio y codominio
son subconjuntos de R.

Dom(f) C R A Cod(f) CR

Regla del Maximo Dominio

Si en un contexto no se especifica a una funcion real de variable real f y sélo se tiene una

formula f(z), la Regla del Maximo Dominio establece trabajar con la funcion

fICR—R

—t

donde I es un subconjunto de R, también conocido como dominio de definicién o maximo dominio
de la férmula f(z), es decir que I es el subconjunto mas grande posible para que la formula tenga

sentido, respetando las propiedades de los niumeros reales.
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Observacion 2.1. Se denomina sucesion real, a las funciones reales de variable natural. Por
ejemplo,

Nan+——z, € R,

N>m+—y, € R.

Grafica de funciones

Una funcion real f es un subconjunto de R?; por tanto, se puede describir un gréafico
representativo de ésta funcién siguiendo los siguientes pasos: Establecemos una red nutrida de

puntos

Mi - (xiayi)7 1= 07 1727 "'7N7

donde z; € Dom(f)y vy; = f(z;), y posterirormente unimos con lineas estos puntos.

Por ejemplo, la gréfica representativa de la funcién real f, se presenta en la Figura 1

fi]—00,2] — R

t— f(z)=V2—-=

Cabe indicar que esta técnica de red de puntos para describir la grafica de una funcién
practicamente se encuentra en desuso toda vez que en la actualidad se cuenta con herramientas

informaticas que permiten graficar funciones.



32
Figura 1

Gréfica de la funcion | — 00,2] > v — f(z) =v2 -z €R

Algebra de funciones

Sean dos funciones reales f y g con el mismo dominio I C R y codominio R. Se define la

m funcién suma, f + g, como

f+9g I CR—R

z— (f +9)(x) = f(2) + g(2)

= funciéon producto, f - g, como

fgICR—R

z— (f-g)(z) = f(z) - 9()
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= la funcién X - f, donde A € R, como

A-fIICR—R

z— (A f)(@) = Af(z)
= funcién cociente f/g, como

flg " CR—R
= (5)e-(0);

donde I* = {z € I/ g (x) # 0}.

Funcion lineal afin

Una funcién lineal afin es toda funcion que tiene la forma

LICR—R
x+— L(x) =mx+0b
donde

m m € R es una constante que se conoce como la pendiente de la recta descrita por L.

m b € R es una constante que se refiere al intersecto de L.
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Funcion cuadratica

La funcién cuadratica es una funcion de la forma

fR—R

z— f(z) =az’ +br+c (2.1)

donde b,c e Ry a € R\ {0}.

El valor

conocido como punto optimal de f, corresponde a un punto de maximo o de minimo de la

funcion.

El rango de la funcion cuadratica es

Rg(f) = [f(z0), +ool, si a > 0;

Rg(f) =] — o0, f(x0)], si a < 0.

El signo del discriminante, definido por A = > — 4ac, y el punto optimal, permite bosquejar de

manera rapida el gréafico de la funcién f que corresponde a una parabola.

La grafica de una funcién cuadratica, en particular:

m intercepta dos veces al eje horizontal si A > 0;



= intercepta una sola vez el horizontal si A = 0;

= no intercepta el eje horizontal si A < 0.

Monotonia de una funcion

Una funcién es monotona si es creciente o decreciente.

Sea f una funcién real, decimos que

es creciente si

Vxl,xg € DOHl(f) :

es estrictamente creciente si

Va1, x9 € Dom(f) :

es decreciente si

V1,22 € Dom(f) :

es estrictamente decreciente si

V:cl,xg € DOHl(f) :

r1 < T9

r1 < T9

T < T

r1 < T9

f(x1) < f(z2);

fz1) < f(z2);

f(z1) > f(z2);

f(x1) > f(x2).
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Paridad de funciones

Una funcion f

F:R—R (2.2)

z— f(),

es
m par, si
vreR: f(z)=f(~a),
La funcidn par es simétrica con respecto al eje vertical.
Figura 2

Gréfica de una funcion par

= impatr, Si

La funcién impar es antisimétrica con respecto al eje vertical.
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Figura 3

Grafica de una funcion impar

Existen funciones que no son ni pares ni impares.

Limite de una funcion

Sea f una funcién definida en un intervalo abierto que contenga a xo y sea A un nimero

real. La notacién

lim f(z)=A

T—T0

significa que f(x) se acerca tanto como se quiera al nimero A, en tanto que x se elija suficiente-

mente proximo a xg

Definicion 1. Sea f una funcion real y x € Dom(f). El limite de una funcién se define por

Ve>0,30 >0: [[x —xo| <d A z€Dom(f)]=|f(x)—Al<e

Si f(x) se acerca tanto a A cuando = estd préximo a x, con valores mayores que x,
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Figura 4

Grafica que interpreta el limite de una funcion.

YA

%)

decimos que A es el limite por la derecha de f en x¢, lo que se indica con

lim f(z) = A,
z—ag

del mismo modo se define el limite por la izquierda restringiendo a = con valores menores que x,
es decir

lim f(z)=A

m—)$0

Si f tiene el limite a la derecha y el limite a la izquierda de z iguales a A, entonces existe

el limite de una funcioén f.

Ejemplo 2.1. Sea la funcion f determinada por la férmula f(x) = 2z + 1. Entonces,

lim(2x +1) =9
T—4

Para cualquier nimero real de un intervalo abierto que contenga a 4, excepto posiblemente en
4, 2x + 1 esta definido. Se tiene que f(x) se puede acercar a 9 tanto como queramos tomando

un valor suficientemente cercano a 4. En la Figura 5 se observa que f(x) en el eje vertical se
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localizara entre 9 — € y 9 + ¢ en tanto que x, en el gje horizontal se localice entre 4 — 6 y4+§

Figura 5

Grafica que interpreta el limite de la funcion determinada por la formula f(z) = 2z + 1

ER
File Edit Wiew Insert Tools Desktop Window Help
Nades S| 08| (B

Grafica f(x)=2x+1

9+ £ | L
i : 0'Y 9

o 1 2 3. wyogdars B & o

Derivada de una funcion

Si f es una funcion continua en un intervalo (a,b) y ¢ € (a,b). La funcion f es derivable

en xg € Dom(f) si

lim f(zo+h) — f(x0)
h—0 h

= f/(aio) eR

Para calcular la derivada de una funcién definida por una férmula, podemos usar reglas

de derivacion o férmulas para derivar.

Reglas de derivacion [25]

Sean una constante ¢ € R, u y v dos funciones reales que son derivables en el punto



x € Dom(u) N Dom(v). Entonces,

V) (u-v)(z) =u(x) v(z)+u(x) v (x);

vi) (E)/ _ w(z)-v(z) —u(z) 'U/(l“), si v(z) # 0

v (x)

Algunas férmulas para las derivadas son

 f(x)=aP, f'(x) =paPHp#£0

« (@) = sen(a), f(x) = cos(a);

m f(z) = cos(z), f'(x) = —sen(z);

» f(z) =€ fi(z) =€"

Derivadas de orden superior

Si una funcién f es derivable, su derivada f’ también es una funcién.

Si f’ es derivable, obtenemos la segunda derivada, que denotamos por

1 — (f/)l

0 como

£y
dz?  dx

40
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1" se conoce como derivada de segundo orden de f.

Si f se puede seguir derivando, tendremos una derivada de orden m € N, dada por

dz™  dx \ dzm1

()

Ejemplo 2.2. Halle la derivada de segundo orden de la funcion definida por la formula

Hallamos la primera derivada:

La segunda derivada es

Definicién 2. z, es un punto critico de una funcion real f derivable en xy € Dom(f), si se tiene

que f'(zy) = 0.

Observacion 2.2. Para hallar los puntos criticos en una funcién f, hay que resolver la ecuacion

asociada a la formula de la funcion.
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Criterio de la segunda derivada (Maximos y minimos)

Sea f una funcidn real derivable hasta segundo orden y xy un punto critico de f.

Evaluando la segunda derivada con los puntos criticos se puede decidir, muchas veces,

de qué tipo es un punto critico:

= si f”(zg) < 0, se tiene un maximo local

» si f”(xg) > 0, se tiene un minimo local

Ejemplo 2.3. Consideramos la funcion determinada por la formula

3 22

Figura 6

Gréfica de la funcion determinada por la formula f(x) = %3 + %2 —6z+1
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| 100 Grafica f(x)=x>/3+x2/2-6x+1
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=0 Y 145

-6.33333

-20

Los puntos criticos de f son las soluciones de la ecuacion asociada con la férmula f(x),

fllx)y=2*+2-6=0, z€R



es decir

r=-3, y x2=2

Evaluando en la segunda derivada f"(x) = 2z + 1, se tiene

F'(=3)=-5<0

f"(2)=5>0
Por tanto, tenemos que

f(z1) = f(=3) = &, es un maximo local de [ y,

f(z2) = f(2) = =32, es un minimo local de f.

Modelamiento matematico

43

Un modelo matematico fue formulado por Galileo Galilei en el siglo XVI, cuando encontré

que, en ausencia de la resistencia del aire, todos los objetos caen con aceleracién uniforme.

Durante ese siglo prevalecia la idea errénea de Aristételes, de que los objetos pesados, en caida

libre, descendian mas rapido que los objetos ligeros.

La formula matematica obtenida por Galileo mediante el uso de planos inclinados corres-

ponde a

1
h=—gt’
59

en donde
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h: representa la altura de caida;
g: representa la aceleracion de la gravedad y
t: representa el tiempo de caida.

El modelo de Galileo ayudé a comprender mejor el fendbmeno; sin embargo, al presentarse
situaciones donde la resistencia del aire no se puede despreciar, el modelo ya no es util, por ello

se debe recurrir a modelos mas sofisticados que permitan analizar la nueva situacion.

El modelo matematico de Galileo, expresado en la forma expandida de una funcién, co-

rresponde a

h :[0, +oo[— R

t — h(t) = —gt*

Conceptos basicos

Como se menciona en [20], las teorias son un conjunto de conceptos propuestos, pueden
explicar los fenémenos del mundo real, por lo tanto son aproximaciones o modelos de |a realidad.

El proceso de interés se denomina sistema.

Un modelo matematico es idoneo cuando ayuda a la comprension de los fenémenos y
a la solucion de los problemas de la vida real. Si las relaciones matematicas que forman parte
del problema son simples, el modelo puede dar una solucién analitica al problema. No obstante,
la mayoria de los fendmenos son complejos por lo que el modelo matematico que representa al

sistema es usualmente estudiado por simulaciones a través de un computador.
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Muchas de las areas de conocimiento presentan modelos como funciones matematicas,
por ello podemos decir que, el modelo matematico mas simple es una funcién, pues, nos permite
comprender al sistema o fendbmeno que se presentan en areas como economia, quimica, fisica,
etc. Al ser el modelo mas basico una funcién, éste tiene dominio, codominio y una férmula que

indica como transformar una variable de control en una variable objetivo.

Para formular un modelo matematico, [20], sugiere lo siguiente:

1. Establecer el estado del sistema o conjunto de variables de control del sistema, con este

paso se permite especificar el nivel de resolucién del modelo.

2. Establecer el conjunto de hipoétesis razonables del sistema a describir, estas hipétesis inclu-

yen las leyes empiricas que son aplicables al sistema.

3. En la resolucion del modelo, comprobar si es aceptable, es decir, si la solucién es consis-
tente con datos experimentales o con la informacion conocida sobre el comportamiento del

sistema.

4. Silas predicciones son deficientes, aumentar el nivel de resolucion 3 del modelo matematico
o elaborar hipéteis alternativas sobre mecanismos de cambio del sistema y repetir los pasos

del proceso de modelado.

Para clasificar los modelos matematicos, [20], considera tres referencias

» Estatico y dinamico. El primero representa un sistema cuando el tiempo no desempefa
un rol relevante; mientras que, el modelo dinamico representa un sistema cuando el tiempo

cambia o evoluciona.

3Al aumentar el nivel de resolucion, aumentamos la complejidad del modelo.
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= Deteministico si el modelo no contiene elementos probabilisticos o aleatorios; y Estocas-

tico si al menos una variable es aleatoria.

= Discreto y Continuo. Esto hace referencia a la representacién de las variables que definen

el modelo.

Modelo matematico y la soluciéon de problemas

Un modelo matemético se puede descubrir a partir de un sistema y para su solucion
se realizan predicciones o analisis. A veces los sistemas generan problemas que pueden ser de
optimizacién y para dar solucién al problema, los modelos matematicos extraen y utilizan la mayor

informacion posible del fenémeno [19].

En una situacion, por ejemplo, de una persona que desea cruzar un rio y llegar a un punto
fijo en el menor tiempo posible; revisando los conceptos basicos mencionados anteriormente,
tenemos que para esta situacién el sistema es el rio; conocer el tiempo minimo que necesita una
persona para cruzarlo es el problema a resolver; el modelo matematico que permita resolver este

problema sera la expresién matematica obtenida con la ayuda de una férmula de la Fisica.

En el modelo matematico debemos expresar las ideas de forma clara, realizar analisis y

utilizar herramientas matematicas, que permitan hacer calculos de manera correcta.

Para la solucion de un problema 4, como parte del aprendizaje de la Matematica, se re-

quiere de una formulacién matematica (modelo).

En [21], se sugieren cuatro pasos para resolver problemas.

= Comprender el problema. Haciendo preguntas como: 4 cudl es laincégnita?, ¢ cuales son los

“Un problema es una situacién inherente a un objeto que puede tener una o varias soluciones.
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datos?, ¢cudl es la condicion?, ¢ es suficiente?, ¢ es contradictoria?, ;es posible satisfacer

la condicién?, ¢ es la condicion suficiente para determinar la incégnita?, etc.

= Concebir un plan, indica que el problema debe asociarse con problemas semejantes al
que se enfrenta, debe relacionarse con resultados Utiles y determinar si puede recurrir a

problemas similares.

= Ejecucion del plan para lo cual debe examinar todos los detalles, diferenciar entre un proble-
ma por resolver de uno por demostrar. Para ello puede plantear las siguientes interrogantes:

¢ puede ver claramente que el paso es correcto?, ¢ puede demostrarlo?

= Examinar la solucién obtenida o también conocida como etapa de la vision retrospectiva. Es
necesario verificar el resultado y razonamiento seguido, para lo cual debe preguntar ;puede
verificar el resultado?, ¢puede verificar el razonamiento?, ;puede obtener el resultado de

forma diferente? ¢ puede utilizar el resultado o método en algun otro problema?

Para la solucion de una situacién didactica, también se podrian seguir estos pasos con la

guia del docente.

1. Plantear una situacion o problema que no tenga mucha complejidad. Es necesario en esta

parte comprender la situacion.

2. Interpretar la informacién relevante en términos de lenguaje matematico, la misma que nos

conducira a establecer el modelo matematico.

3. Esquematizar graficamente con el fin de facilitar la solucién.

4. Resolver el problema y verificar la solucion.

5. Comprender problemas similares.
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No se puede establecer una sola forma de resolver problemas; sin embargo debemos
tener claro que para poder dar solucién al problema, no podemos regresar a mirar el sistema
directamente; el problema se soluciona con el modelo matematico, por ello consideramos que

para tratar los problemas o situaciones seguiremos los siguientes pasos practicos.

1. Comprension de la situacion;

2. Modelamiento matematico;

Dibujo de la situacion;

Variable objetivo o dependiente;

Variable de control o independiente;

Relacién entre variables; vy,

Modelo matematico.

3. Definicién del problema matematico; vy,

4. Resolucién del problema matematico.

En la construccién de un concepto matematico, el modelo matematico debe ser elaborado

segun el nivel escolar, debido a que en los estudiantes las necesidades e intereses de apren-

dizaje son diferentes y su realidad incluye la percepcién del contexto en el que se encuentra. A

continuacién se presentan algunos ejemplos de situaciones con modelos matematicos.

Ejemplo 2.4. (Tomado de [26])

Situacion

El volumen de un gas a presion constante es directamente proporcional a la temperatura



49

absoluta y a la temperatura de 175[ C] el gas ocupa 100 [m?]. Determine el modelo matematico

que expresa el volumen como una funcion de la temperatura.

Sea f(x) metros cubicos el volumen del gas cuya temperatura es x grados Celsius. Por la

consideracion de variacion directamente proporcional

f(x) = kx, (2.3)

donde, k es una constante positiva

Sustituyendo los valores del volumen de gas de 100 [m?] y la temperatura de 175[ C] en
(2.3),

100 = k(175)

4 "
encontramos que k = 2 Por tanto, el modelo matematico queda expresado por

£ —273.15, 400[— R

v fz) = §x (2.4)

Observacion 2.3. La temperatura absoluta (cero absoluto), es el valor de la temperatura tedrica
mas baja que se puede alcanzar, también se la define como el punto en donde las moléculas de
cualquier material dejan de moverse. El valor de la temperatura con la que inicia el cero absoluto

es 0 [°K] y medida en grados celsius corresponde al valor de -273.15 [ C].

En el modelo matematico (2.4) tenemos que

Dom(f) =] — 273.15, 400
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Ejemplo 2.5. (Tomado de [19])

Situacion Consideremos un modelo simple de una enfermedad que se expande en una

comunidad. Para un tiempo t, denotemos por

m S(t) a la fraccion de la poblacion susceptible de infectarse;
m ](t) a la fraccion de infectados (y transmisores); y,

m R(t) la correspondiente fraccion de recuperados (y entonces inmunes).

Interesa hacer el seguimiento en el tiempo al vector (S, I, R). El modelo

S(t)

[0, 4[> t— | 1(t) | € R3

R(t)

se puede escribir en términos de un sistema de ecuaciones diferenciales como

p

S'(t) = —a S() I(t),

I'(t)=aS(t)I(t) —bI(t), te[0,+oo

R(t) = bI(t),

donde a y b son parametros positivos.

Ejemplo 2.6. Con permiso del autor [29], presentamos el siguiente ejemplo para resolver un

problema con Calculo clasico, en donde se busca disenar una lata cilindrica.

Situacion

Un equipo expedicionario se esta entrenando para que sus integrantes puedan sobrevivir
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y realizar una tarea en zonas casi desérticas. Para mantener el equipo en buenas condiciones
de salud, cada integrante debe tomar exactamente un volumen V de una bebida especial, cada

tres horas. Para esto necesitamos disefiar una lata cilindrica circular usando la menor cantidad

de material.

Encontremos el modelo matematico que permita solucionar el problema.

Modelo matematico

1. Dibujo de la situacion.

Figura 7

Esquema simplificado de la lata. Fuente: [29]

St

Los dibujos de la Figura 7, ayudan a comprender la situacion.

2. Variable objetivo o dependiente. Queremos minimizar el area de la superficie del cilindro.

S: area de la superficie del cilindro circular.

3. Variable de control o independiente. Controlaremos la variable objetivo con r : el radio del

cilindro.

4. Relacion entre variables. El area de la superficie, esta dada por
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S =Sr+25r

Tenemos que

St =nmnr

St = ah = 2nrh.

Por otro lado el volumen es constante, V = Sy y V = nr?h , donde

Haciendo los reemplazos respectivos, se tiene

2V
S = 271'7‘2 + T

5. Modelo matematico.

El modelo matematico corresponde a la funcion

S :]0,00[— R

r— S(r) = 2mr? + ? (2.5)

Observacion 2.4. En la funcion (2.5), el 0 ¢ Dom(S) porque con este valor el radio r seria

0, por tanto deja de existir la lata cilindrica circular.
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Estrategia didactica

Una estrategia didactica es un proceso planificado por el docente, donde utiliza métodos,
técnicas, recursos con el fin de orientar el proceso de ensefianza-aprendizaje para alcanzar los

objetivos propuestos [31].

La aplicacion de buenas estrategias didacticas permite que el docente innove en la ense-
fAanza en cada tema propuesto, ademas, involucran situaciones y actividades que pueden favo-
recer el desarrollo de habilidades cognitivas y entrenar al estudiante en la solucién de problemas

con el fin de llegar a la construccién del conocimiento matematico, [18].

Como caracteristicas de las estrategias didacticas podemos senalar:

Las actividades de aprendizaje se centran en los estudiantes;

Promueven el aprendizaje auténomo;

Se adaptan a los recursos disponibles y a los contenidos, favoreciendo a la comprensién y

aplicacion de los conceptos;

Contribuyen a la reflexion y razonamiento en la transferencia de conocimientos, para apren-

der significativamente y solucionar problemas.

Tomando en cuenta que en el proceso ensefanza-aprendizaje, queremos que el estu-
diante logre aprendizajes significativos y competencia matematica, es necesario establecer una
secuencia didactica ® por medio de instrucciones como referente para trabajar con los estudian-

tes.

SEn una secuencia didactica se establecen procedimientos que se desarrollan en el proceso educativo.
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En la estrategia didactica las actividades a desarrollar, permiten la interaccién del estu-
diante con el tema de estudio, por ello el material a ser utilizado en las estrategias de ensefianza
como uno de los recursos didacticos es la guia didactica, la misma que integra otros recursos y

componentes del proceso de ensefanza-aprendizaje.

Clasificacion de las estrategias didacticas

Como se menciona en [8], las estrategias en funcidn de los elementos del proceso didac-

tico son:

m Estrategias de ensefanza, aquellas que se centran en la ensefianza donde el docente in-

terviene directamente en el proceso de ensefianza-aprendizaje.

m Estrategias que se enfocan en el contenido y la forma como se representan para que den
sentido al conocimiento, de manera que los estudiantes puedan integrar la nueva informa-

cién, modelos y teorias
» Estrategias referidas al estudiante, aquellas que respondan a las necesidades e intereses
de los estudiantes y que potencien su participacién dentro del aprendizaje.
La evaluacion, también se la considera como parte de la estrategia, pues, se refiere a los
procedimientos que permiten la valoracion de los logros alcanzados por los estudiantes.
Para el proceso de ensefnanza, [32] clasifica la estrategia de acuerdo con el momento de

aplicacion en:

m Pre-instruccional, ejecutada antes del desarrollo de la planificacién del docente, en ella el

estudiante se prepara con relacion a qué y cémo va a aprender.
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m Co-instruccional, realizada durante la aplicacion de la planificacién, donde se consideran
experiencias previas del estudiante para obtener resultados que permitan los aprendizajes

esperados.

= Post-instruccional, hace referencia a las acciones que realiza el docente después de la
presentacién del contenido, para valorar la adquisicién de habilidades de aprendizaje asimi-

ladas por el estudiante.

Guia didactica

Como se menciona en [22], una guia didactica es un documento donde consta la informa-

cién necesaria para el estudio de los contenidos con el fin de orientar al estudiante.

Para llevar a cabo la estrategia didactica en el desarrollo de las actividades con modelos

matematicos, la guia didactica establecida en este trabajo tiene la siguiente estructura:

1. Tema, que corresponde al de la unidad.

2. Objetivo, que debe ser especifico para la unidad.

3. Proceso, donde se consideran tres momentos, para las actividades que se realizan en el

aula.
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1. Inicio, donde se considerard los conocimientos previos? con ideas,
preguntas relacionadas al tema o con un documento de apoyo elaborado
por el docente o tomado del texto de matematica, el cual debe ser leido
con anterioridad por parte del estudiante para ser orientado hacia el

nuevo conocimiento.

2. Desarrollo, esta etapa se considera de gran importancia ya que consti-
tuye el proceso de la estrategia a desarrollar en el aula; aqui se conside-
ra utilizar algunos criterios hebegdgicos en espera de que el estudiante
construya el conocimiento ya sea a través de procesos mentales o que
realice la bisqueda, el descubrimiento y la reflexién sobre la situacién
planteada. Aqui se debe proporcionar ejercicios que aumenten su grado
de complejidad, ademds, incluir preguntas desequilibrantes del tema de
estudio permitird al estudiante comprender el significado del problema
para obtener sus propias conclusiones.

Los estudiantes pueden desarrollar sus actividades de forma individual

o grupal.

3. Cierre, aqui se incluirdn actividades de ejercicios o problemas propues-

tos para aplicar lo aprendido.

2Se entiende por conocimientos previos aquellos que poseen los estudiantes de un
determinado nivel, para iniciar el proceso de aprendizaje y que permiten la integracién
de los nuevos conocimientos.

Es importante considerar una evaluacién como parte del desarrollo de las actividades

realizadas en la estrategia, pues con ella se puede verificar si se han alcanzado los objetivos
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propuestos en el proceso de ensefianza-aprendizaje y medir el grado de conocimiento que ha-
yan adquirido los estudiantes. Ademas, la evaluacién permite al docente a tomar decisiones que

ayuden a enfrentar los problemas.



58

Capitulo 3

Estrategia didactica para la enseianza de funciones

En el presente capitulo proponemos una estrategia didactica que busca dar una orienta-
cién al docente de matematicas de bachillerato en la ensefanza de funciones, teniendo como
publico objetivo a los estudiantes de décimo afo de educacién general basica y de primero de ba-
chillerato. Con esta estrategia, se espera favorecer el desempefio académico de los estudiantes,
asi como también despertar el interés hacia la matematica y motivar el acceso al conocimiento a

través del modelamiento matematico, teniendo en cuenta el factor etario.

Directrices de la estrategia

La necesidad de que los estudiantes adquieran un aprendizaje significativo, deberia mo-
tivar al docente de bachillerato ecuatoriano a capacitarse en Mateméticas (donde estan sus ma-
yores debilidades) y luego, ya con este insumo basico, utilizar estrategias didacticas que incidan
positivamente en el proceso de aprendizaje. Se debe motivar a que el estudiante no sélo en-
cuentre soluciones matematicas clasicos sino que, ademas, convierta el conocimiento en una
herramienta para aplicarla de acuerdo al contexto en el que se desenvuelve. Saber matematica,
no es utilizarla exclusivamente (como se da en la realidad ecuatoriana) como un instrumento ba-
sico para resolver problemas de manera mecanica, es dominar primeramente los conceptos que

forman parte de ella.

La matematica permite resolver situaciones provenientes de diferentes ambitos; por ello,

centramos el proceso de ensefianza-aprendizaje teniendo como ejes orientadores las caracteristi-
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cas del adolescente (eje hebegdgico) y los ejes matematicos y didacticos, todos ellos importantes

para el desarrollo de esta estrategia en el sal6n de clases.

Figura 8

Ejes orientadores de la estrategia didactica.

La Figura 8 muestra los ejes que forman parte de las directrices a seguir en la estrategia

didactica.

Eje hebegdgico

Durante la adolescencia se producen importantes cambios en el joven, a nivel psicoldgico,
bioldgico y social. La adolescencia se encuentra entre la infancia y la edad adulta, como un tiempo

de fuertes transformaciones.

Para [10], en la adolescencia se consolida el pensamiento légico formal por lo que se po-

tencializan cualidades como la criticidad; ademas, el adolescente se incorpora a la sociedad ubi-
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cando su identidad con sentido de pertenencia dentro de una cultura. En esta etapa el estudiante
necesita de herramientas que le permitan asumir su rol con responsabilidad y comprometerse
con su ser; ademas, muestra posturas de aprendizaje con su interés, argumentacion y preguntas

del mundo personal y social.

La educacién del adolescente y su aprendizaje deben tener muy presente el desarrollo
de las funciones cognitivas, del autocontrol y de la autonomia. Dentro del proceso de aprendi-
zaje, los aspectos que caracterizan esta educacion, son el razonamiento critico, la capacidad de

abstraccion, la orientacion para aprendizaje y la motivacion para aprender,[28].

En la etapa de desarrollo, el adolescente construye interiormente teorias (representacio-
nes abstractas de lo real y posible) y sistemas o conjunto de conocimientos organizados; por este
motivo la estrategia a emplear en el proceso de ensefianza aprendizaje debe permitir que los

contenidos se planifiquen en funciéon de esos cambios.

En la estrategia didactica se propone el desarrollo de habilidades y competencias que
contempla el conocimiento del adolescente, es decir como piensa como actla y los aspectos que

motivan su razonamiento; y las caracteristicas fundamentales de la hebegogia:

Razonamiento critico;

Capacidad de abstraccién;

Orientacion para el aprendizaje;

Motivacion para aprender; y,

Aprendizaje colaborativo.
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Eje matematico

La Matemética es la Unica ciencia exacta y, por tanto, todas las otras ciencias dependen
de ella. La palabra matematica del lat. mathematicus, [15], la define como la ciencia deductiva que
estudia las propiedades de los entes abstractos, como numeros, figuras geométricas o simbolos
y sus relaciones. Al ser una ciencia permite conocer a la naturaleza y entender las leyes que la

rigen.

En el campo educativo, la ensefianza de la matematica deberia impulsar el desarrollo del
pensamiento de los jovenes, con aplicaciones de problemas que le permitan entender la realidad

y asi empoderarse del conocimiento matematico.

Para la ensefianza de matemética, segun el grupo al cual va dirigida, se pueden utilizar
diferentes métodos de manera que conduzcan al estudiante a desarrollar su competencia mate-

matica para medir los logros de aprendizaje.

En el desarrollo de la estrategia didactica se considera el siguiente esquema:

1. Comprension de la situacion;

2. Modelamiento matematico;

Dibujo de la situacion;

Variable objetivo o dependiente;

Variable de control o independiente;

Relacién de las variables;

Modelo matematico;

3. Definicién del problema matematico; v,
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4. Resolucién del problema matematico.

Eje didactico

La didactica, del griego didaktiké, es el arte de ensefar y su objetivo es el estudio de los
procesos y elementos que existen en la ensefianza y aprendizaje, ademas, ayuda al docente a

establecer las condiciones adecuadas para su tarea educativa.

Ensefar matematica de manera memoristica no aporta a la vida del estudiante. La didac-
tica permite el uso de herramientas, métodos, técnicas adecuadas para medir logros de aprendi-

zaje de los estudiantes.

En [30] se menciona que la tarea fundamental de la didactica es la de estructurar los
componentes que caracterizan el proceso: contenido, formas y métodos de ensefianza, medios

de ensefanza apoyandose en leyes de manera que se produzca el conocimiento.

La didactica de la matematica trata de ensefar lo mas exacto, por ello la transmisién de co-
nocimientos matematicos requiere que el docente tenga una buena formacién matematica. Por lo
tanto en el disefio de la estrategia didactica se considera las siguientes situaciones intencionales:

» Situacién de accion;
= Situacién de formulacion; y,

m Situacion de validacion.
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Diseino de la estrategia

En el disefio de la estrategia se toma en cuenta el fundamento matematico con contenidos
esenciales sobre funciones. Partiremos de aqui para que el estudiante adquiera el nuevo cono-
cimiento, tomando en cuenta que en el proceso de aprendizaje, el estudiante esta atravesando
cambios fisicos y emocionales que indirectamente afectan el nivel en la adquisicién de los cono-
cimientos, asi como también la interpretacion y transformacion de las situaciones presentadas de

su entorno.

En cada unidad didactica se establece una serie de contenidos conceptuales donde el
proceso cognitivo motivara al estudiante a poner en practica procesos de identificacion, reflexion,

analisis, comparacion, etc.

A continuacién se establecen pautas para el conjunto de acciones a desarrollarse en la

estrategia didactica por parte del docente, con el fin de lograr el aprendizaje en el adolescente.

1. Ubicacién y contexto educativo’

a) Alcance o tiempo se refiere al tiempo empleado para que el estudiante consolide la

informacion sobre el tema tratado.

b) Nivel y grupo de estudiantes en el cual se establece el grupo etario al cual va dirigida

la estrategia.
2. Declaraciéon de los elementos curriculares.

a) Contenido o tema central

Son los elementos que favorecen u obstaculizan el proceso de ensefianza aprendizaje, hacen referencia al esce-
nario donde se encuentran docente y estudiante, por ejemplo la localidad, situacion geografica, poblacion etc. [24]
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Objetivos de aprendizaje que estan centrados en el estudiante y que deberan describir
la competencia desarrollada por el estudiante, tomando en cuenta sus necesidades e

intereses.

3. Secuencia didactica o momento de la clase. Considerando que en esta fase existe la interac-

cion directa entre el docente y el estudiante, las actividades a desarrollar en la planificacién

de la secuencia didactica tendra los siguientes puntos:

a)

Motivacién son tendencias emocionales que guien o faciliten el logro de los objetivos.

En la motivacién se debe considerar los cambios por los que atraviesa el adolescente.

Proceso

En el proceso de la estrategia didactica se desarrolla la guia didactica tomando en
cuenta que las fases o0 momentos de clase (inicio, desarrollo y cierre) son parte de la
misma.

Recordemos que en la fase de inicio nos permite hacer un revision previa de conoci-
mientos y a la vez reforzarlos, asi como también se puede hacer una introduccién del
tema que se va a tratar. Cabe indicar que en la fase del desarrollo se profundiza el
tema con el que se va a trabajar. Esta fase favorece el trabajo con los estudiantes (en
forma individual o grupal), pues le permite al docente detectar las falencias o inconve-
nientes durante el proceso de aprendizaje, toda vez que el estudiante también trabaja
con ejercicios matematicos o situaciones con modelos mateméaticos que se relacionan

con el el entorno donde se desenvuelven.

4. Recursos didacticos que hacen referencia al material que el docente utiliza para facilitar en

el alumno el procesamiento, codificacion y recuperacién de la informacién, [33]. Dentro de

estos recursos también se pueden considerar las herramientas tecnolégicas.
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5. Evaluacion.

Como parte del proceso educativo permite constatar el grado en que se logran los objetivos
propuestos y que el proceso de ensefianza-aprendizaje se mantenga acorde con las metas
de aprendizaje. En esta fase se puede detectar las fortalezas o deficiencias del desemperio

de los estudiantes.

El objetivo principal en una evaluacion es ver si se alcanzaron los logros de aprendizaje asi
como también estudiar que las técnicas y métodos empleados en la ensefanza favorezcan

el aprendizaje.

Observacion 3.1. En la estrategia didactica las actividades planificadas para el desarrollo de un

tema de la unidad, podrian ser ejecutadas en una o varias clases.

Componentes de la estrategia

La estrategia didactica presenta los siguientes componentes:

1. Escenario del encuentro hebegdgico con un ambiente y espacio fisico propicio para desa-
rrollar el proceso de ensenanza-aprendizaje. El docente, tomando en cuenta el periodo de
transicién por la que atraviesa el estudiante, debe fomentar la participacion para que se

produzca el aprendizaje.

2. Tiempo, como factor elemental del proceso de ensenanza aprendizaje, permite que exista
un equilibrio entre tiempo empleado para las acciones desarrolladas por el docente y el

tiempo que necesita el estudiante para las actividades de aprendizaje.

3. Objetivo de aprendizaje es la accion que se pretende que el estudiante alcance en el apren-

dizaje, es decir, lo que debe ser capaz de demostrar al final del periodo de aprendizaje.
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4. Planificacidén de la secuencia didactica, esta formada por una serie de acciones encamina-
das para cumplir los objetivos y guiar el proceso de ensefianza-aprendizaje. Al planificar el
docente no improvisa, motiva al estudiante, optimiza tiempo, organiza los recursos a utilizar,
establece los momentos (inicio, desarrollo y cierre) de la clase segun el contenido y el grupo
al cual esta dirigido. Los estudiantes participaran de manera colaborativa en el desarrollo de

las actividades bajo la direccién del docente.

= Motivacién, como factor importante para el desarrollo del aprendizaje, se refiere al es-
tado mental que impulsa hacia un objetivo concreto. La motivacion podria permitir el
enlace entre los conocimientos previos con los nuevos cuando el docente se acerque
y conozca los intereses de los estudiantes, utilice material significativo y busque expe-
riencias que generen orgullo y satisfaccion, ademas de aumentar la responsabilidad y
autonomia [34]. La motivacién se podria ejecutar al momento de empezar el proceso de

ensenanza, tomando en cuenta que el grupo al cual va dirigida son los adolescentes.

= Activacion de conocimientos previos a través de videos, lectura de texto o documento
preparado para la clase, actividad que el estudiante debe realizar antes del momento

de la clase.

m Conceptualizacién de contenidos implica desarrollo, construccién y ordenacién de ideas
sobre determinado tema a desarrollar en el transcurso de la clase, ésta conceptualiza-

cién también podria ser dado por el estudiante con la guia del docente.

= Resolucion de problemas con modelos matematicos, que permitan a los estudiantes
explorar soluciones, comparar y cuestionar resultados, comprender que pueden haber
diferentes maneras de encontrar una respuesta, para lo cual, es necesario la orienta-

cién del docente.
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5. Evaluacion, permite al docente medir el logro de aprendizaje a través de diferentes técnicas
o instrumentos 2. Con la evaluacién se puede corregir y replantear situaciones que no per-

mitieron cumplir lo propuesto.

Figura 9

Componentes de la estrategia didactica. Fuente: elaboracion propia.

- Motivacion

- Objetivo

- Seleccion de contenidos

- Activacion de conocimientos
previos

La Figura 9 muestra los componentes de la estrategia didactica que se propone en este

trabajo de titulacion.

2Se consideran como instrumentos de evaluacién las pruebas objetivas, exdmenes o también talleres con ejerci-
cioso tomados y/o adaptados de textos como el Calculo de Leithold, Problemas y ejercicios de analisis matematico de
Demidovich.
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Aplicacion de la estrategia

Antes de iniciar el estudio sobre funciones, el estudiante deberia haber estudiado los
siguientes temas:
1. Conjuntos

2. Numeros reales.

= Como fase inicial el estudiante podria realizar actividades como describir los contenidos
que seran tratados, revisar temas de clases anteriores, introducir situaciones que le permi-
ta reflexionar; es decir, que en esta fase se deben realizar actividades que despierten la

curiosidad y el interés en el estudiante por aprender.

= Desarrollo: en la estrategia did4ctica, la situacion problema 2 ejemplifica como se aborda el

contenido durante el desarrollo de la clase, con temas esenciales sobre funciones.

A continuacion, se presentan algunos ejemplos de aplicacién de la estrategia didactica.

Ejemplo 3.1. Secuencia de la estrategia para el tema de funciones.

1. Ubicacion y contexto.

= Tiempo: 1 semana *

» Nivel y grupo de estudiantes: Primero de bachillerato

2. Elementos curriculares

3Llamamos situacién problema a aquella situacién que conceptualiza, simboliza y aplica algoritmos para plantear y
resolver problemas matematicos [23].

“Para el desarrollo de este tema, en base a la experiencia de la autora, se considera el tiempo aproximado de una
semana debido a que la complejidad del tema causa en los estudiantes dificultades para identificar los componentes
que forman parte de una funcién, por lo que el tema debe ser explicado de forma minuiciosa.
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m Contenido: Funcion Real

m Objetivo: Al finalizar la unidad los estudiantes seran capaces de manejar el concepto

de la funcion real.
3. Secuencia did4ctica

= Motivacion: La participacion del estudiante en el desarrollo de este proceso motiva el

conocimiento de sus companeros.
» Proceso
Inicio
Recordemos la definicion de funcion:

Una funcioén es un tipo especial de relacion donde a cada elemento del conjunto de

salida le corresponde un tnico elemento del conjunto de llegada.

Figura 10

Esquema basico de una funcion. Fuente: elaboracion propia.

A B

F
i

Dominio de f, también llamado conjunto de salida: A = Dom( f)

Codominio de f, corresponde al conjunto de llegada: B = Cod(f)
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La funcién f en su forma expandida tiene la siguiente notacion

f:A— B

x+— f(x), (3.1)

A veces en lugar de la notacion (3.1) se escribe

A>z+—— f(z)€B

Observacion 3.2. En esta fase inicial se realizan preguntas relacionadas al tema y se
verifica el conocimiento que poseen los estudiantes.

Desarrollo

Una funcidn tiene tres componentes: dominio, codominio y férmula.

Observemos las siguientes funciones:

fR—R

z— flz) =2 -8 (8.2)

g:2,+0[CR — R

3z
2 —4

r— g(z) =

En la funcién f, se tiene
Dominio: Dom(f) =R

Codominio: Cod(f) =R
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Férmula: f(z) = 23 — 8
Mientras que, en la funcion g, se tiene
Dominio: Dom(g) =]2, +o0]

Codominio: Cod(g) =R

3z
x2—4

Formula: g(z) =
Podemos mencionar que (3.2) representa una funcion real de variable real y que (3.3)
representa una funcion racional de variable real.

Se denomina funcion real a la funcién cuyo dominio y codominio son subconjuntos de
R.

Dom(f) CR A Cod(f) CR

Ademas, si se cumple que

se dice que
yo €S la imagen de x, y

xo €S una preimagen de .

Cierre

Del siguiente conjunto de funciones, determine sus componentes e indique cuales son

funciones reales.
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a)
m:Z — R
x +— m(z) = 2z + sen(x)
b)
w:]—o00,—8CZ—Q
x%w(m):x_g)
T+ 8
c)
fR\ {5} — R
234+ 2x -3
v @) =
4. Recurso

Textos, hojas de trabajo

5. Evaluacion

Taller de ejercicios °

Ejemplo 3.2. Secuencia de la estrategia para el tema de Regla del Maximo Dominio.

1. Ubicacion y contexto.

= Tiempo: 1 semana ®

5Tomados del libro de Demidovich. Se considera este texto porque contiene ejercicios que si bien es cierto tienen
un poco de dificultad para los estudiantes, les permiten comprender a ellos el tema segun los van desarrollando.
8Para el estudio de este tema se considera el tiempo de 1 semana porque para encontrar el dominio de definicién de
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» Nivel y grupo de estudiantes: Primero de bachillerato

2. Elementos curriculares

m Contenido: Regla del Maximo Dominio

m Objetivo: Determinar el dominio de definicion o maximo dominio de una férmula.

3. Secuencia didactica:

» Motivacion: Comprender los conceptos y procedimientos en el desarrollo de este tema,

permitira entender la utilidad que tiene la matematica en los estudiantes.

Proceso

Inicio

El dominio de definicion o maximo dominio de una férmula permite suponer como do-

minio de una funcion el conjunto mas grande de los numeros reales, donde la formula

tiene sentido.

Las férmulas

no son funciones.

Desarrollo

La Regla del Maximo Dominio establece que se debe trabajar con una funcién asociada
a una férmula, cuando no se proporcionan de manera explicita dominio y codominio.

Para aprovechar los libros antiguos donde suelen confundirse los conceptos de funcion

una férmula, los estudiantes tendran que aplicar procesos de operaciones con nimeros reales donde suelen cometer

errores.
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y formula, la regla indica trabajar con la funcion

fIICR—R

z— f(z)

donde I es un subconjunto de R, conocido como dominio de definicion o maximo do-

minio de la formula f(z).

Por ejemplo, se nos pide trabajar con la “funcion real”

f(z) = (3.4)

r—1

Sabemos que f(x) es sdolo una formula, puesto que no se ha establecido dominio y

codominio.

La Regla del Maximo Dominio establece trabajar con la funcion

fICR—R

T+ 3
r—1

x+— f(x) =

donde I corresponde al dominio de definicion de la formula (3.4).

La formula tiene sentido cuando

« El denominador esta bien definido, es decir,

r—1#0& 2 € Q1 =] — o0, 1[U]1, 00]
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 y el numerador esta bien definido, es decir que

r+3>0&2€Qr=[-3,00

Por tanto, el dominio de definicion de la féormula f(x) es

Dom(f) = Q1N Q2 = [3,1[U]1, 00

Lo que nos permite trabajar con la funcion

f [—3,1[U]1,00[—>R (3 5)
v fla) = Y2

Cierre

Mediante la Regla del Maximo Dominio defina las funciones asociadas a las formulas
« flz)=V1+22eR
e f(z) = ﬁ eR
« f(x) =V —dz 13 R
4. Recurso

Texto, hojas impresas, herramientas tecnoldgicas.

5. Evaluacion

Tareas

Ejemplo 3.3. Secuencia de la estrategia con un modelo matematico.
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1. Ubicacion y contexto
= Tiempo: 2 semanas ’

» Nivel y grupo de estudiantes: Primero de bachillerato
2. Elementos curriculares

m Contenido: Modelo matematico

m Objetivo: Al finalizar la unidad los estudiantes seran capaces de resolver problemas

con modelos matematicos.
3. Secuencia didactica:

m Motivacion: El modelo matematico, inserto en algunas situaciones de un contexto, con-
tribuye al desarrollo de sus competencias matematicas.

m Proceso
Inicio
Galileo Galilei, en el siglo XVI, encontré que, en ausencia de la resistencia del aire,
fodos los objetos caen con aceleracion uniforme. Durante ese siglo prevalecia la idea
errénea de Aristételes, de que los objetos pesados, en caida libre, descendian mas
rapido que los objetos ligeros.

La féormula obtenida por Galileo mediante el uso de planos inclinados corresponde a

1
h= —gt*
59

de manera que

"El aprendizaje con modelos matematicos requierne del estudiante la participacion conciente y activa en este tema
que es compleja por cuanto no sélo se trata de resolver un problema, si no que para encontrar la solucion se debe
seguir de manera minuiciosa los pasos que le permitan obtener el modelo y la dependencia con la variable de estudio.
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h: representa la altura de caida;
g: representa la aceleracion de la gravedad y
t: representa el tiempo de caida.

La funcion representa la clase mas simple de modelos matematicos. EI modelo de

Galileo expresado en forma expandida de una funcion corresponde a

h :[0, 40— R

1
t— h(t) = ith

donde

Dom(h) = [0, 400

Debido a que t representa el tiempo, su valor se considera a partir de cero.
Desarrollo

Situacion

A un campo de forma rectangular se le colocaron 240 [m] de cerca. Encuentre el mode-
lo matematico que exprese el area del terreno como funcion de su longitud. Determine
el dominio de definicion de la formula y las dimensiones de mayor area que pueda

cercarse con 240 [m].
Modelamiento matematico
« Dibujo de la situacion

El dibujo se observa en la Figura 11

Donde x y | representan las dimensiones de los lados del terreno.
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Figura 11

Esquema de las longitudes del terreno. Fuente: elaboracién propia.

[ [m]

 Variable objetivo o dependiente
Queremos maximizar
A: drea del terreno
« Variable de control
Controlaremos la variable objetivo con x
* Relacion entre variables

El area del terreno viene dado por

Alz) =lz

Observacion 3.3. E/ perimetro del terreno en forma rectangular es P = 21 + 2x
Al colocarse 240[m| de cerca, se tiene
P = 240, entonces

240 = 21 + 2x donde se despeja [, obteniendo

240 — 2
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es decir,
[ =120 — .
Al reemplazar en la formula A(x) = Iz, se tiene
A(z) = (120 — 2)z
* Modelo matematico
Cuando A(z) = 0 se tiene,
(120 — z)z = 0, donde
1 =0Yyxzy =120
Por lo que el dominio de definicion se encuentra en el intervalo ]0,120],

El modelo matematico corresponde a la funcion

A:0,120[— R

x+— Ax) = 2(120 — z), (3.6)

En el dominio de definicion de la funcion no se consideran los valores extremos del

intervalo porque no existiria el valor del area.
Problema matematico

El problema puede escribirse matematicamente como

Encontrar xy €]0,120] talque

A(zg) = sup A(z)
x€]0,120]

El objetivo es maximizar la funcion A

Resolviendo el problema
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La férmula A(x) = x(120 — x), se puede expresar como

A(x) = 120z — 2*

La funcién A es una funcion cuadratica de la forma (2.1), donde el punto optimal se
obtiene con

En A(x) = (120 — ), se tiene:

b=120, a=-1

y al reemplazarlos en (3.7), se tiene

xo = 60

Lo que indica que las longitudes del terreno son:
£ =60[m] y 1=120—-60,1=60[m)];y,

El area maxima es:

A(z) = 1202 — 22; A(z) = 120(60) — 60% A(x) = 3600[m?].

Resolucion no formal

Podemos observar que la grafica 12 de la formula A(x) representa una parabola por lo
cual siguiendo las propiedades de la parabola se la dibuja sin necesidad de utilizar un
software matematico. Los valores que se obtienen para la funcion A, observados en la
grafica son:

El dominio de definicién de la funcién es Dom(A) =)0, 120], el area maxima es 3600[m?]
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Figura 12

Grafica de la funcion que representa el area maxima del terreno

YA

B

Las dimensiones del campo rectangular de mayor area son x = 60m | = 60m

Cierre
Resolver:
Situacion
En un jardin rectangular se le colocaron 100[m] de cerca.
a) Encuentre un modelo matematico que exprese el area del jardin como una funcion
de su longitud.
b) ;Cual es el dominio de la funcién del inciso a)?
c) Trace la gréfica, estime con aproximacion de pies, las dimensiones del jardin rec-

tangular de mayor area que pueda cercarse con 100[m]

4. Recurso

Texto, folletos, graficas.
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5. Evaluacion

Tareas del texto 8

Ejemplos de guia didactica como parte de la estrategia

A continuacion presentamos ejemplos de guia didactica a utilizar en el aula, como parte

de la estrategia para el desarrollo de un ejercicio.

Ejemplo 3.4. Apliquemos la guia didactica para el tema de relaciones.

1. Tema: Relaciones

2. Objetivo: Al finalizar esta unidad, el estudiante explicara a través del desarrollo de ejercicios

los conceptos basicos que intervienen en el estudio de las relaciones.

3. Proceso

a) Inicio
Lea el material de apoyo sobre el producto cartesiano.
b) Desarrollo
» Dados los conjuntos A =]0,5[ y B = {0, 1,2}.
Calcule el producto cartesiano A x B.
¢ Cual es el conjunto de salidade A x B ?
Realice el diagrama del producto A x B
¢ El producto cartesiano entre A y B, es igual al producto cartesiano entre B y A?
En el producto A x Ba € A yb e B, escriba un subconjunto de este producto donde

a<b

8Escogidos del Célculo de Leithold.
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Al desarrollar la actividad se tiene que:

El conjunto A tiene 4 elementos y el conjunto B tiene 3 elementos, por lo que el producto

cartesiano A x B tiene 12 elementos.

Ax B=1{(1,0),(1,1),(1,2),(2,0),(2,1),(2,2),(3,0),(3,1),(3,2), (4,0), (4,1), (4,2)}

El conjunto de salida de A x B es A ={1,2,3,4}

Diagrama del producto A x B:

Figura 13

Diagrama de A x B. Fuente: elaboracion propia.

A B

El producto cartesiano B x A tendra 12 elementos, pues B tiene 3 elementos y A tiene 4

elementos.
B x A={(0,1),(0,2),(0,3),(0,4),(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,1),(2,2),(2,3),(2,4)}

Portanto A x B # B x A

El subconjunto de A x B donde a < b es

c={(1,2)}
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m Sea el conjuntor = {(z,y) e R xR :y =2z}

a) ¢Cual es el conjunto de salida de r?

b) ¢Cual es el conjunto de llegada de r?

Al ser r el conjunto formado por el producto R x R, se tiene que:
El conjunto de salida esta formado por los numeros Reales; y,

el conjunto de llegada de r son los nimeros Reales.

4. Cierre

Para la relacion A = {(a:, y) ERxR: % + % = 1}, determine el dominio y codominio. Gra-
fique la relacion A

Ejemplo 3.5. Apliquemos la guia para el tema de funciones, por medio de un ejercicio.

1. Tema: Funciones

2. Objetivo: Manejar el concepto abstracto de funcion como un tipo particular de una relacion

matematica.

3. Proceso

a) Inicio

Sealarelacion [ = {(:c, Yy eERxR: y= :1:2}, establezca si corresponde a una funcion.

b) Desarrollo
La relacion f asignada por la expresion matematica y = «* indica que :

(z,y) € R x R, donde el dominio de f pertenece al conjunto de R.



85

La relacion f C R x R es una funcion de R en R, si y sdlamente si cumple que
VeeRAlyeR: (z,y) € f.

En la férmula y = «?%, cada vez que se da un valor a x, se obtiene un valor de y que es
unico.
Con este andlisis se puede decir que f es una funcion y se la puede denotar de la

siguiente forma:

f:R—R
r—y=f(z)=2

c) Cierre

Dadas las siguientes relaciones, determine si corresponden o no a una funcion, de ser

asi encuentre su dominio y codominio. (Tomado de [26])
1) {(z,y) eRxR:a?+y* =4}

2) {(x,y)eRxR:y:m}

3) {(z.y) ERxR:y=+a+1}

Ejemplos de situaciones problema

Ejemplo 3.6. Situacion

De una pieza de carton de forma rectangular de 12[cm| por 15[cm], se desea elaborar una

caja abierta, cortando cuadrados iguales en las cuatro esquinas y doblando hacia arriba los lados
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salientes.Encuentre el modelo matematico que exprese el volumen de la caja como funcion de la
longitud del lado de los cuadrados que se cortaran. ; Cual es la longitud del lado de los cuadrados
que se recortan de modo que la caja tenga el volumen mas grande posible? ;Cual es el volumen

maximo?

Modelamiento matematico

1. Dibujo de la situacion, presentado en la Figura 14

Figura 14

Esquema de la caja de carton. Fuente: elaboracion propia.

x [em]

x [em]

15 [#m]

(15 — 2x)[zm]

A [’ .
4 12 fem] ' (12 - 2x)[cm]

Aqui x representa la longitud del lado de los cuadrados que se cortaran.

2. Variable objetivo o dependiente.Queremos maximizar

V: volumen de la caja

3. Variable de control. Controlaremos la variable objetivo con x

4. Relacion entre variables.

El volumen viene dado por

V(z) =x(12 — 22)(15 — 2x)



5. Modelo matematico. EI modelo matematico corresponde a la funcion

V:0,6[— R

x+— V(z) =z(12 — 2x)(15 — 2x).

Observacion 3.4. Al tener limitaciones, se debe cumplir que

x>0, (12—-22)>0 y (15—2z) >0
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(3.8)

En el primer caso tenemos © < 6 y en el segundo x < 7.5, por lo tanto el intervalo que

corresponde al dominio de definicion de V (x) se establece en |0, 6], donde x no puede ser

0 ni 6, porque al tomar esos valores la caja deja de existir.

Problema matematico El problema puede escribirse matematicamente como

Encontrar xg €]0,6] talque
V(zo) = sup V(x)
z€]0,6]
El objetivo es maximizar la funcion V/
Resolucion no formal del problema
Los valores que se obtienen al graficar la funciéon V' son los siguientes:
Dominio de la funcién, es Dom (V') =]0, 6]

Volumen maximo, aproximadamente es 177.2[cm?]

La longitud del lado de los cuadrados es aproximadamente 2.2[cm)|



Figura 15

Grafica de la funcion que representa al problema

-
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help
Naede | @ 08| kE

180 Gréfica V(x)=x(12-2x)(15-2x)

volumen

o 1 2 3 4
longitud de x
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De forma eficiente varios programas matematicos pueden describir el grafico que repre-

senta una funcion. Por ejemplo, describamos el proceso con matlab para obtener la grafica de la

Figura 15

f="x.(12-2.%x).(15-2.%x)’

syms X

x=0:0.01:6;

y= eval(f);

plot(x,y)

grid on

hold on

plot(x,zeros(size(x)), 1)
title(’Grafica V(x)=x(12-2x)(15-2x)’)
xlabel(’longitud de x’)

ylabel(’volumen”)
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Resolucion del problema

Otra forma de resolver el problema, se lo hace utilizando los conocimientos del Calculo

clasico

= Derivando la férmula asociada con la funcion (3.8)

Para x €]0, 6], tenemos

V'(z) = 122% — 108z + 180

(3.9)
» Puntos criticos.
Para obtener los puntos criticos, asociamos la formula (3.9) con una ecuacion.
Los puntos criticos de V' son las soluciones de la ecuacion
V'(z) =0, =z €]0,6]
1222 — 108z 4 180 = 0, = €]0, 6]
(3.10)

Recordemos que una funcion cuadratica dada por la formula

f(z) =az® +bx+c
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tiene raices reales si y sélo si A = b*> — 4ac y que los factores de f son los monomios

definidos por las férmulas

filz) =2 —x1, fa(w) =2 — 29,

donde
—b— VA
T = —F,
2a
~b+ VA
Tog = ——F—
2a
En (3.10)
A= (=9)? —4(1)(15) = 21
donde

9—-+v21

Tl = —F=»
2

9++v21

=g

entonces, los puntos criticos x1 y xo son las soluciones de la ecuacion. Para ver de qué tipo

son estos puntos criticos, evaluaremos

V"(z) = 24x — 108,

v (9_2\/ﬁ> = 1221 <0

21
1 <9+2f> =12v21 >0
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Observacion 3.5. E/ calculo de puntos criticos de una funcion, permite encontrar los puntos

minimos o maximos de la funcién. Un punto critico es un punto de maximo si " (xzq) < 0

Entonces

es el valor de la longitud del lado de los cuadrados que se cortaran para que la caja tenga

el volumen mas grande posible.

El volumen maximo ° sera

1% <9_2‘/ﬁ> ~ 177.23[em?),

Por tanto

9—+21

Trog = 9

es punto de maximo,

yo = V(zp) =~ 177.23

es el maximo.
Ejemplo 3.7. Situacion

Un envase cerrado de hojalata, cuyo volumen es de 60cm?, tiene la forma de un cilindro
circular recto. Determine un modelo matematico que exprese el area de la superficie total del
envase en dependencia del radio de la base. Determine el radio de la base si se emplea la

cantidad minima de hojalata en su elaboracion.

Modelamiento matematico

®Considerando el criterio de la segunda derivada para extremos de una funcion.
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1. Dibujo de la situacion

Figura 16

Esquema simplificado del envase. Fuente: [29]

S

s, h S h

2. Variable objetivo o dependiente.Queremos minimizar el area de la superficie del envase

S: area de la superficie del envase.

3. Variable de control. Controlaremos la variable objetivo con r

r: radio del cilindro

4. Relacién entre variables. El drea de la superficie '°viene dada por

S =S +257

Con Sy = nr? y Sp, = ah = 27rh

Observacion 3.6. E/ volumen de un cilindro circular recto es V = =r?h y el volumen del

envase es 60[cm?]

9E| 4rea total de la superficie del envase en forma de cilindro es S = S, + 2Sr, donde

S = 2mrh, corresponde al area lateral del cilindro, observamos en el esquema simplificado que ya que en el
esquema simplificado ésta area es el es la superficie y St = mr? , corresponde al area de la base que tiene la forma
de una circunferencia
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5. Modelo matematico. EI modelo matematico corresponde a la funcion

S :)0,00[— R
120

rr—>S(r):27rr2+7. (3.11)

Problema matematico El problema puede escribirse matematicamente como

Encontrar 1y €]0,00[ talque
S(ro) = if S(r)
r€]0,00]
El objetivo es minimizar la funcion S

Resolucion no formal del problema

Los valores que se obtienen al graficar la Figura 17, para la funcion (3.11), con V. =

60[cm?®], son los siguientes:

El dominio de la funcion es Dom(S) =]0, o[, el radio para la superficie total minima es

aproximadamente 2.12[cm]
Tenemos el punto de minimo  rg ~ 2.12
Minimo:  S(rg) ~ 84.84
Resolucion del problema

Para resolver el problema, podemos utilizar los conocimientos del Calculo clasico

» Derivando la formula asociada a la funcion (3.11).
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Figura 17

Grafica de la funcion S que representa el problema del envase

el

250

Para r €)0, oo[, tenemos

S'(r) = dr — 220 (3.12)

m Puntos criticos.

Para hallar los puntos criticos consideraremos la funcion determinada por la formula (3.12)

120
47TT — 5 = O
r
de donde
3 = @, r & 2.12[cm)
T

Para ver de qué tipo es este punto critico, evaluaremos en la segunda derivada

S"(r) = 4nr + % (3.13)

240



El criterio de la segunda derivada para S”(2.12) = 37.75 > 0 indica que se tiene un minimo

Por lo tanto

5(2.12) ~ 84.84[cm?]

95
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Capitulo 4

Conclusiones y recomendaciones

Conclusiones

= Se propone una estrategia didactica para la ensefianza de funciones considerando criterios
hebegbgicos y de modelamiento matematico, lo cual esperamos que permita desarrollar en
el estudiante la capacidad de analizar y modelar problemas de la vida cotidiana para dar

soluciones usando razonamiento matematico.

m Se disend la estrategia didactica considerando algunos aspectos relevantes de la hebego-
gia que potencialmente permitan al docente guiar, conducir y acompanar al estudiante en la
busqueda y descubrimiento del conocimiento a través de actividades colaborativas. Se bus-
ca fortalecer el aprendizaje significativo, sin dejar a un lado las capacidades y necesidades

propias del adolescente.

m |a estrategia didactica apela al concepto de modelo mateméatico que constituye la represen-
tacion o abstraccion de una parte de la realidad. Esto propicia en el estudiante una mejor

comprensién de los contenidos incrementando el grado de interés.

m En la estrategia didactica se hizo manifiesto la importancia de contar con una adecuada
planificacion, para evitar improvisaciones que conducirian al estudiante a no tener claro lo

que esta aprendiendo en el proceso de ensefanza aprendizaje.

» La evaluacion realizado por el grupo de expertos, da como resultado un promedio de 82/90,

lo cual indica que la estrategia didactica es aceptada para la ensefianza de funciones con
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modelamiento matematico y criterios hebegdgicos.

Recomendaciones

= Se recomienda a los docentes aplicar la estrategia didactica en el proceso de ensefanza en
diferentes tematica de matematica considerando los criterios hebegdgicos y modelamiento
matematico con el fin de fortalecer la capacidad de analizar y modelar problemas en los

adolescentes.

= Se recomienda que al momento de implementar la estrategia didactica para la ensefianza
de funciones, se utilice modelamiento matematico propuesto en base a una planificacion de
clase donde se especifique los objetivos, actividades, recursos y metodologia de ensefian-

Za.
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