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Prefacio
Una guia integral de Algebra Lineal

on gran placer y entusiasmo presentamos este libro de Algebra Lineal,
el cual surge como resultado del arduo trabajo y la pasion compartida
por un grupo de dedicados profesores del departamento de Ciencias
Exactas de nuestra universidad. Con el propésito de unificar y fortalecer el co-
nocimiento que impartimos en nuestras aulas, hemos reunido nuestras expe-
riencias y conocimientos en estas paginas, con la esperanza de que se convierta
en una valiosa guia, tanto para nuestros estudiantes, como para aquellos que

buscan profundizar en esta fascinante disciplina matematica.

El 4lgebra lineal es considerada una rama esencial de las matemaéticas, ya
que esta relacionada fuertemente con otras y tiene por si sola muchas aplica-
ciones en las ciencias y la ingenieria. Su comprensién y dominio son esenciales
para el desarrollo de habilidades analiticas y de razonamiento 16gico, asi como
para la resolucion de problemas complejos. Reconociendo su importancia, he-
mos estructurado este libro de manera secuencial, comenzando desde los fun-
damentos basicos y avanzando hacia conceptos maés sofisticados, ofreciendo

asi una soélida base de conocimiento en esta materia.

Nuestro libro consta de ocho capitulos, cada uno de los cuales aborda as-
pectos esenciales del algebra lineal. Comenzamos en el Capitulo 1, donde in-
troducimos los sistemas de ecuaciones lineales y exploramos métodos de reso-
lucién y representacion grafica. A partir de ahi, nos adentramos en el estudio
de las matrices en el Capitulo 2, analizando sus propiedades, operaciones y
aplicaciones en la resolucién de sistemas de ecuaciones. En el Capitulo 3 nos
enfocamos en los determinantes, destacando su importancia en el analisis de

la invertibilidad de matrices.

A medida que avanzamos, nos sumergimos en el estudio de los sistemas
de ecuaciones de n variables en el Capitulo 4, donde exploramos métodos de
solucién y analizamos las distintas formas de representar y clasificar dichos
sistemas. Luego, en el Capitulo 5 nos adentramos en los espacios vectoriales,
comprendiendo su estructura algebraica y las propiedades que los caracteri-

zan.

En el Capitulo 6 ampliamos nuestro enfoque al considerar los espacios vec-

toriales con producto interno, abordando temas como la ortogonalidad, las ba-
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ses ortonormales y las proyecciones vectoriales. A continuacién, en el Capitulo
7 exploramos las transformaciones lineales, comprendiendo su relacién con
las matrices y estudiando aspectos como la imagen, el niicleo y la composicion

de transformaciones.

Finalmente, cerramos nuestro recorrido en el Capitulo 8, dedicado a los va-
lores y vectores propios. Aqui examinamos la importancia de estos conceptos
en el analisis de la estabilidad de sistemas lineales y en la diagonalizacién de

matrices, demostrando su utilidad en diversas aplicaciones practicas.

A lo largo de este libro, hemos procurado presentar los conceptos y teore-
mas de manera clara y accesible, apoyados con ejemplos ilustrativos y ejerci-
cios practicos. Asimismo, hemos incorporado numerosos diagramas y graficos
que facilitan la comprension visual de los temas tratados. Nuestra intenciéon
es que los lectores puedan asimilar los fundamentos teéricos y desarrollar las
habilidades necesarias para enfrentar problemas reales de 4lgebra lineal.

Esperamos que esta obra sea una valiosa herramienta de estudio y con-
sulta, tanto para estudiantes universitarios que se inician en el algebra lineal,
como para aquellos que buscan ampliar y reforzar sus conocimientos en esta
disciplina. Confiamos en que su contenido les inspire curiosidad, fomente el
pensamiento critico y les brinde una base sélida sobre la cual construir futuros

desarrollos mateméaticos.

Finalmente, nos complace compartir este libro con la comunidad académica
y esperamos que su utilidad trascienda nuestras fronteras universitarias. Es-
tamos convencidos de que el algebra lineal tiene un poder transformador en
el mundo actual, y esperamos que este libro sea una herramienta valiosa para

aquellos que deseen explorar y comprender las maravillas de esta disciplina.

Profesores del Departamento de Ciencias Exactas

Universidad de las Fuerzas Armadas - ESPE, Sede Santo Domingo
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I.1. Sistemas de ecuaciones lineales

Los sistemas de ecuaciones lineales son conjuntos de ecuaciones que com-
parten variables comunes, cuya importancia radica en su capacidad para mo-
delar y resolver una amplia variedad de problemas en diferentes campos,
como el modelado matematico, la ingenieria, economia, ciencia de datos, entre

otros.

El objetivo de resolver un sistema de ecuaciones lineales es encontrar los
valores de las variables que satisfacen todas las ecuaciones del sistema de ma-
nera simultanea. Dependiendo del ntimero de ecuaciones y variables en el sis-

tema, puede haber una solucién tinica, ninguna solucién o infinitas soluciones.

Por ejemplo, en la economia, los sistemas de ecuaciones se utilizan para
analizar el equilibrio en los mercados, calcular costos y beneficios, y estudiar
las interacciones entre variables econémicas. En fisica, se aplican para descri-
bir fenémenos como el movimiento de los cuerpos, la transferencia de calor y
la propagacién de ondas. En ingenieria, son esenciales para disefar circuitos

eléctricos, estructuras y sistemas de control.

Una de las propiedades fundamentales de los sistemas de ecuaciones linea-
les es precisamente su linealidad, esto significa que las ecuaciones se compo-
nen de términos lineales en las variables, es decir, las variables aparecen ele-
vadas a la potencia uno y no estan multiplicadas o divididas entre si. Gracias
a esta propiedad, los sistemas de ecuaciones lineales pueden resolverse de
manera algebraica utilizando métodos como la eliminacién de Gauss, la susti-

tucién y la matriz inversa (Lay, 2001).

1. Dos ecuaciones lineales con dos incagnitas

Planteamos el siguiente ejemplo en el que se desea encontrar la solucién del

sistema:

{x+y=[ll (1.1)

x—2y=1

El sistema (1.1) se trata de un ejemplo de dos ecuaciones con dos incégnitas.

Una forma aproximada de resolverlo es por medio de una grafica de las dos
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rectas en la que la solucién al sistema es el punto de corte (donde las rectas
se encuentran). En la Fig. 1.1 podemos ver que el corte parece ser el punto de
coordenadas (1/3,-1/3).

Figura 1.1

Rectas que corresponden al sistema de ecuaciones planteado

arp-

El hecho més importante es que el sistema tiene como solucién un punto de

coordenadas en el plano y es tinico, es decir la soluciéon es tinica.

Otra forma de encontrar la solucién del sistema es la forma analitica, re-
solviendo el sistema de ecuaciones. Esto quiere decir, buscar el valor de x y y
que satisfagan ambas ecuaciones. Asi para resolver este pequefio sistema de
ecuaciones, despejamos una de las variables en la primera ecuacion y reempla-
zamos este resultado en la segunda ecuacion:

(7502
x—2y=1
al reemplazar tenemos:
—y—2y= 1
—3yv= 1
y=—=
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Reemplazando el valor de y en cualquiera de las dos ecuaciones anteriores

obtenemos: x=1/3

De ahi la solucion al mencionado sistema de ecuaciones, equivale a encon-

trar el punto de interseccion de las dos rectas: (1/3,-1/3).
Veamos ahora el sistema:

x+yv=20
{x+}r=1 (1.2

Al resolver el sistema de ecuaciones, utilizando el método analitico ante-

rior, llegamos una expresion contradictoria:

0=1

¢Qué es lo que sucedi6? Dado que, geométricamente, la solucién de un sis-
tema de dos ecuaciones con dos incoégnitas implica encontrar el punto donde
las dos rectas en el plano se encuentran, para este caso ese punto no existe ya
que ambas rectas son paralelas (dos rectas paralelas en el plano no se encuen-

tran en ningtin punto) como lo podemos ver en la Fig. 1.2.

Figura 1.2
Rectas que corresponden al sistema de ecuaciones sin solucion

\H‘-\.

s
K "
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Por lo que concluimos que el sistema de ecuaciones no tiene solucién, pues

no existe ningtn par ordenado que satisfaga al sistema de ecuaciones.

El caso que queda por analizar es aquel en el que se obtienen infinitas solu-

ciones, veamos un ejemplo:

x+y=1
{Ex + 2y =2 a.3)

Intentamos solucionarlo analiticamente: x+y=1 implica que x=1-y, por lo
tanto:

2(l—y)+ 2y =2
2—2y+2y=2

2=12

Ahora, en lugar de encontrar una contradiccion, hemos encontrado la ver-
dad 2=2. ;Qué significa este resultado? Nuevamente, si realizamos la grafica
de las rectas del sistema (Fig. 1.3), podemos ver que ambas rectas se sobrepo-
nen, es decir, que tenemos infinitos puntos en los cuales las rectas se encuen-

tran.

Figura 1.3
Rectas superpuestas que corresponden al sistema de ecuaciones con infinitas solucio-
nes
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En efecto, al dar solucién al sistema llegamos a una expresién coherente,
pero que no esta dependiendo de las variables. ;Qué podemos concluir? Evi-
dentemente, el sistema de ecuaciones si tiene soluciéon. ;Cudl es la solucion?
Como se menciond anteriormente, resolver un sistema de ecuaciones es encon-
trar los valores de x y y que satisfagan las ecuaciones. Es decir, encontrar los

puntos que, al reemplazar en las ecuaciones del sistema, cumplan la igualdad.

Para el sistema de ecuaciones anterior, uno de los puntos que satisfacen
ambas ecuaciones es el par ordenado (1,0). Esto se puede comprobar reempla-
zando el punto en ambas ecuaciones, con lo cual decimos que el punto es una

solucidon del sistema.

(Sera este el anico punto de solucién? Respondemos esta pregunta utili-
zando otro punto de coordenadas, por ejemplo, el punto (2,-1). Comproba-
mos evaluando el punto en ambas ecuaciones y concluimos que también dicho

punto es una solucién del sistema de ecuaciones.

¢Existird algtin otro punto soluciéon? Podemos probar que todos los puntos
pertenecientes a las rectas del sistema (que son los mismos) seran la soluciéon
del sistema. Por lo tanto, se dice que este tipo de sistemas tienen infinitas so-

luciones.

Estos tres ejemplos introductorios nos permiten concluir que la solucién de
un sistema de ecuaciones no siempre es tUnica, sino que puede pertenecer a

una de estas categorias:
a. Solucién tnica
b. No existe solucion
c. Infinitas soluciones

Para ampliar nuestra vision sobre los sistemas de ecuaciones, podemos
aumentar el nimero de variables al sistema. Para el caso de dos ecuaciones
con dos incégnitas, las graficas se realizan en el plano y su analisis es sencillo.
Cuando trabajamos con sistemas de tres ecuaciones y tres incégnitas el analisis
pasa al sistema de coordenadas en tres dimensiones, lo que vuelve un poco
mas complejo el andlisis gréfico. Sin embargo, tomando en cuenta que se pue-
den ir agregando ecuaciones y variables al sistema, podemos intuir que ya no
dependeremos de un analisis gréfico, sino que todo el estudio sera analitico.
El objetivo de analizar graficas en un principio es facilitar la compresion de los
sistemas de modo que luego se pueda generalizar los sistemas con una mejor

comprension.
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1.2 Tres ecuaciones lineales con tres incognitas

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones:

x+y—z=0 (1.4)
x+y+z=10 (1.5)
2x—y+2z=0 (1.6)

Podemos ver que los lados derechos de las ecuaciones son 0, por lo tanto,
bastaria en pensar que las variables x,y,z sean 0 para que las tres ecuaciones se
cumplan simultdneamente.

Analiticamente se puede resolver el sistema por el método de reduccion.

Tomando la ecuacion (1.4) y se le resta la ecuaciéon (1.5) y obtenemos:
-2z=0—2z=0 (1.7)
Ahora sumemos la ecuacién (1.5) con la (1.6) y obtenemos:
3x+3z=0 (1.8)
al reemplazar la ecuacion (1.7) en la ecuacion (1.8) tenemos: 3x+3(0)=0—x=0

Al reemplazar x=0, z=0, en cualquiera de las ecuaciones iniciales se obtiene:

y=0. Entonces la solucién al sistema de ecuaciones ha sido el punto (0,0,0).

Gréaficamente, la solucion al sistema de ecuaciones serd el punto donde se
intersecan todos los planos, siempre que el sistema tenga solucién tnica. En
este sistema, el punto (0,0,0) es el punto donde se encuentran los tres planos

como se muestra en la Fig. 1.4 de la pagina siguiente.
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Figura 1.4
Tres planos que representan el sistema con solucion tinica de tres ecuaciones

Consideremos ahora el siguiente sistema:
r+y—z=0 (19
x+y+z=0 (110}

Resolvemos analiticamente por reduccién, a la ecuacion (1.9) le restamos la

ecuacion (1.10) lo que da como resultado:

—2z=0-z=0 (1.11)

La nueva ecuacion obtenida se reemplaza en cualquiera de las anteriores y
da como resultado: x+y+0=0, despejamos y=-x, que nos recuerda la ecuacién
de una recta en el plano.

Los matematicos suelen usar un parametro para definir la respuesta en la
que se asigna a x el parametro de t, luego y=-t, y también z=0. Por lo que la
respuesta serdn todos los puntos que cumplen las condiciones: (t,-t,0) que sin

duda forma la ecuaciéon paramétrica de una recta en el espacio tridimensional:

x=t
{z_t
z=10
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Graficando el sistema de ecuaciones, como se observa en la Fig. 1.5, los dos
planos que representan a las dos ecuaciones planteadas se cortan formando
una recta cuya ecuacion es la solucion obtenida en el proceso analitico. De esto
podemos deducir que este sistema presenta infinitas soluciones, ya que existen
infinitos puntos (los puntos de las rectas) en los que los planos se encuentran.

Figura 1.5
Dos planos que corresponden al sistema de dos ecuaciones con tres incognitas con
infinitas soluciones

Para el caso de un sistema con tres variables sin solucién, consideremos el

siguiente sistema:

x+y—z=1
{Zx +2y—2z=-1 (1.12)

Analiticamente el sistema (1.12) puede ser resuelto por reduccién lo cual
da como resultado la expresiéon 0=-3. Esto implica una contradiccion, con lo
cual se determina que el sistema no tiene solucién. Esto lo podemos verificar
graficamente en la Fig. 1.6, en la que podemos observar a los dos planos que

son paralelos y por lo tanto no tienen puntos comunes.
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Figura 1.6
Dos planos que corresponden al sistema de dos ecuaciones con tres incognitas sin so-
lucion

Hemos visto los sistemas para dos y tres incognitas, los cuales pueden tener
solucién dnica, infinitas soluciones o no tener soluciones. Las metodologias
utilizadas han sido las usuales, el dlgebra lineal propone otras técnicas que se
consideran més generales en las que se pueden incluir grandes cantidades de
variables.

.2 Ejercicios propuestos

I. Sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas.

En los ejercicios halle la solucion al sistema de ecuaciones lineales.

Lo x+y=3 4 3x-2y=7
2x+2y=06 6x-4y=14

2. 3x+2}r=4 5 X+2}"=5
fx+4y=8 Zx+4y=10

3. Xx-y=5 6. 2x-3v=28

dx-2y=10 dx-6v=16
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7. x+y=35 9 2x-y=3
X-y=3 dx-2y=35

8. 3x+2y= 10.3x -4y =6
fx+4y=12 6x- By =12

II. Sistema de ecuaciones consistentes e inconstantes:
11. Encuentra los valores de a para que el sistema tenga solucién tnica:

2x + 3y =
Sx + ay =

|
P Ln

12. Encuentra los valores de a para que el sistema sea consistente y tenga
infinitas soluciones:

ax + y = 3
Zx + 3y = 3

13. Encuentra los valores de a para que el sistema sea inconsistente:

4
3x—y=28

X + ay

14. Encuentra los valores de a para que el sistema tenga solucién tnica:

Ix + 5y =6
ax + 2y = 3

15. Encuentra los valores de a y b para que el sistema sea consistente y ten-
ga infinitas soluciones:

ax + 3y = 2
Zx + by

16. Encuentra los valores de a y b para que el sistema sea inconsistente:

ax + 5v =1
Ix + by =1

17. Encuentra los valores de a y b para que el sistema sea consistente y ten-
ga infinitas soluciones:

ax + 2y = 0
S5x + by =

|
=
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18. Encuentra los valores de 4, b, c y d para que el sistema sea inconsistente:

ax + by = 2
cx +dy = 4

19. Encuentra los valores de a, b, ¢ y d para que el sistema tenga solucion
anica:
ax + by =7
cx +dy =7

20. Encuentra los valores de g, b, c y d para que el sistema sea consistente y
tenga infinitas soluciones:

ax + by =5
cx +dy =1

27
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CAPITULO I

Matrices
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2.1 Caracterizacion de una Matriz

Una matriz puede ser definida como un conjunto de filas y columnas que
forman un arreglo en el que cada posicién estara representada por elementos
que pertenecen a un campo definido, es decir, los elementos pueden ser nime-

ros, funciones, matrices, entre otros.

Una matriz se denota con letras mayusculas del abecedario. Los elementos
de la matriz suelen denotarse con letras mintsculas y con dos subindices, el
primero para describir el nimero de fila y el segundo para describir el nimero
de columna que ocupa el elemento. En forma general, el elemento y su posi-

cion se describen como 4, en donde:
i: representa la fila en la que se posiciona el elemento, y
j: representa la columna en la que se posiciona el elemento.

Cabe mencionar que las filas deben ser observadas en forma horizontal y
las columnas en forma vertical. En la ecuacién (2.1) se observa una matriz que
posee 3 filas y 3 columnas, por lo que sus elementos correspondientes son los

que aparecen.

(2.1)

Asi, como ejemplo, se dice que el elemento a,, es el término que se encuentra

en la segunda fila de la primera columna de la matriz A.

2.1l Urden de una matriz

Hemos visto los sistemas para dos y tres incognitas, los cuales pueden tener
solucidén tnica, infinitas soluciones o no tener solucién. En adelante se usaran
otras técnicas mds generales para la respuesta de estos sistemas y podran ser

aplicados para muchas mas variables.

Utilizaremos los ntimeros naturales para definir el orden de una matriz. El
orden de la matriz es la cantidad de filas y columnas que esta posee. Especifi-

camente, utilizaremos la notacién:

A= (Efj}mxn ':2-1}
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En esta notacioén, m representa el namero de filas y n representa el ntimero
de columnas que la matriz posee. Por ejemplo, la matriz en (2.1) tiene 3 filas y

3 columnas, por lo que su orden sera 3x3.

Si los elementos de la matriz son ntameros reales IR, se dice que la matriz
estd sobre el campo de los reales. En el caso en el que los elementos de la ma-
triz sean nimeros complejos, se dice que la matriz trabaja en el campo de los
complejos.

Las matrices también pueden ser consideradas como una funcién, cuyo do-
minio son las diferentes posiciones o pares ordenados (), donde iy j perte-
necen a los nameros naturales IN; y su recorrido es el campo K (nameros reales

R o complejos C).

Con esta definicion, la matriz en (2.1) quedaria definida como la funcién:

A: 3x3 —-K
( Jiy —ay

Como se dijo anteriormente, los subindices indican el nimero de fila y co-
lumna respectivamente.

Ejemplo 2.1. Sea la matriz:
12 3
4=(5 5 3

a. ;Cuél es el orden de la matriz?

b. Encuentre los elementos a,.,a a,,

22723

c. Escriba la definicion de la matriz A en forma de funcion:

Solucion:

a. FElorden de la matriz es de 2 x 3, es decir 2 filas x 3 columnas

b. a,,=5; a,;=4;a,:no existe este término

c. Ar 2x3 —- R

( )1] - az]

Utilizamos la notacion M, para notar las matrices de cualquier orden

mxn. Se las conoce como rectangulares. Para el caso en el que la matriz tenga

el mismo namero de filas y columnas, la matriz recibe el nombre de cuadrada

y se la denota como M .
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212 Matrices iguales

Se dice que dos matrices son iguales si sus elementos correspondientes son
iguales, esto implica que el orden debe de ambas también sera el mismo. Por
. . 1 a 1 2 . .
ejemplo, para que las matrices ( ) ¥ ( ) sean iguales, se debe cumplir

b 3 4 3
que: a=2y b =4. Para que las matrices (—k + 2) (2) sean iguales, se debe cum-
2—3m 0

plir: -k+2=2y 2-3m=0, entonces k=0y m=2/3.

2.1.3 Vector

El vector junto con la matriz, son los elementos mas importantes del alge-
bra. El vector puede ser considerado como una matriz fila o matriz columna.
Un vector es la representaciéon en una o varias dimensiones de alguna variable,

es un arreglo de n nimeros ordenados en una fila o columna.
Vector fila: (x, x,,..., x,)

X
Xa

Vector columna:
xﬂ

Los x, son los elementos o componentes del vector.

714 Dimension de un vector

Se relaciona la dimensién de un vector con el nimero de componentes de
este, de esta manera un vector de n componentes, es un vector de dimension

n. Por ejemplo:

a. (1,1) es un vector fila, de dimension 2.

es un vector columna, de dimension 4.

L5 I O Y S
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72.1.3 Vector nulo o cero

Llamaremos vector cero a aquel vector de dimension n, cuyos elementos

son todos cero. Por ejemplo:
a. (0,0,0) es un vector nulo, de dimension 3.

b. (g) es un vector nulo, de dimensioén 2.

2.2 Operaciones con matrices

Se definen las siguientes operaciones basicas con matrices:

2.2.1 Multiplicacitn matriz - escalar

Definicion: Dada la matriz A=(a, ) de orden m x n y un escalar cualquiera
a. Entonces, se define el producto aA como la multiplicaciéon del escalar a por
las componentes 4, de la matriz A, dando como resultado una nueva matriz

de orden m x n.

ﬂ!ﬂ-ll a’ﬂ',,_: " aay,
Gl One " Otan

ad = (tm,-j]l = = o .
iy Hlmz Cllmp

Propiedades:

1. Clausurativa:aA e M,

2. Asociativa: (ap)A=a(BA), A(aB)=a(AB)=(aA)B

3. Distributiva con respecto a la suma de matrices a(A+B)=aA+aB
4. Distributiva con respecto a la suma de escalares:(a+f)A = aA+pA
5

El 1 es el elemento identidad del producto escalar: 1A=A

Ejemplo 2.2

-2 0
Multiplicar 3 por la matriz A= (E.E —3)
1 2



Teoria y gjercicios

Solucién:

Para esto, multiplicamos el escalar 3 por cada valor de la matriz A, por tan-
-2 0 -6 0
3JA=3 ({}.5 —3) = (1.5 —9)
1 2 3 6
Partiendo desde la misma matriz A, calcule: 1/2 A y 0A.
1 1/-2 0 -1 0
Eﬁl =3 0.5 —3) = 1025 —1.5)
1 2 0.5 1

-2 0 00
04A=10 (l].E —3) = (EI G)
1 2 00

to:

Ejemplo 2.3

Realizar la multiplicaciéon de a=5 por la matriz A= (; i)

Solucioén:

5
“=5(3 =15 2)

Ejemplo 2.4

En el campo de los complejos también se puede realizar esta operacion: Sea
AeM (O

mXn

3i —i 1-12i

2+1 3-i 4
Multiplicar el escalar z=(1-2i) por la matriz A= (1 —i 1+i 0 )

Solucion:

24i 3—i 4
z.-1=(1—21'](3[' —i 1-2:‘)
1-i 14i 0O

3i(1—2i) —i(1—2i) (1-20(1—2i)
(1—i1—2i) (1+i1-2i) 0(1—2i)

((2—4-i+i—2['3] (3—6i—i+2i%) (4—8i) )

((2+f](l—21’] (3-)(1-2i)  4(1-2i) )

(3i—6i%) (—i+2i%) (1—2i—2i+ 4i%)
(1—-2i—i+2i%) (1—-2i+i-2i%) 0
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(2-3i-2(-1) (3-7i+2(-1)) (4— 80
=| (@3i-6(-1)) (-i+2(-1)) (1-4+4(-1)

(1-3i+2(-1)) (1-i-2(-1) 0
4-3i 1-7i 4-8i

=(6+3:’ —2-i —3—41)
-1-3 3-i 0

Z2.2.2 Suma de matrices

Definicion: Tenemos dos matrices A=(a, ) y B=(b,), ambas del mismo orden
mxn. Podemos definir la operaciéon suma de A y B como otra matriz del mis-
mo orden m X n, cuyos elementos son el resultado de sumar las componentes

a.y b.respectivamente.
Yy Y

gy iz Qin byy by v by
-~ ﬂ--m = 'H': - - ren .
A+B=(a;+b;)=| % = S b“: - Ban
Ay Omz 7 Gmn by Dmz o Dn
Ay + by A+ by v Ay T by
_ Aoy + 02y G+ Doy o @zt Do
Ay + hml Oma T bm: vt Ot bmn

Nota: La suma de matrices es posible si y sélo si las matrices involucradas

son del mismo orden (tamafio).

Propiedades

1. Clausurativa: A+Be M __

2. Asociativa: (A+B)+C=A+(B+C)
3. Conmutativa A+B=B+C
4

Existencia del neutro aditivo: V matrizA e M, Junamatriz0e M __
o A+0=A
5. Existencia del inverso aditivo: V matriz A € M, 3 una matriz (-A) €

M A+ (-A)=0

mx

Ejemplo 2.5
-1 2 —4 1 4 -5
Sean A= ( 0 _2) vE =(_1 0 _1)_Encnﬂtrard+5'
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Solucion:

-1 2 —4 1 4 -5 (—1+1 2+4 —4-5 /0 6 —9
A+E_({} 5 —2)+(—1 0 —1)_([!—1 5+0 —2—1)_(—1 5 —3)
Ejemplo 2.6

2 5 -4 -1
Sean,al:(—l {})}'5‘:(3 —3)_EncontraIA+E
3 -2 -1 2
Solucion:
2 5 -4 -1 2—4 5-1 -2 4

A+E=(—1 {})+(3 —3)=(—1+3 ﬂ—3)=(2 —3)

3 -2 -1 2 3—-1 -2+12 2 0
Ejemplo 2.7

-1 4
Sean 4 = ( 2 )}'E = (—1). Encontrar 4 + B

3 0
Solucion:
-1 4 —1+4y /3
A+B=(2)+(—1)=(2—1)=(1)
3 0 3i+0 3
Ejemplo 2.8
Seaan:G _,,—1 E)};B:{_l —1 —1).Encontrar 4 + B
Solucion:
A+B=(> = 9+(-1 -1 -1

Para matrices cuyos elementos pertenecen al campo complejo, se puede de-

finir la operaciéon suma de matrices de forma andloga: Sea Ay Be M___(C)
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Ejemplo 2.9
1420 2-i _f2-3i 142
Se:m,q—( 5 3 }VB—(E_'_EI_ 1_EE).Ern:u:n:ltraul+Et‘
Solucioén:
1+2i 2—1i 2—3i 1+2i 1+2i4+2-3i 2—-i+1+2i
A+E_( 2i 3)+(3+H 1—2J_( 2i+3+2i 3+1—21)
_(E—E 3+i)
A3+ 4 420

Encontrar A-B

Solucioén:
142 2—iy (2-3i 1420y _ (1+2i—2+3i 2—i—1-2i
A+E=( ;l sq_(3+£ 1i29=( ;ia—;xl 311+ZEq
_—145i 1-3i
_( -3 2+2J

¢ Como realizar la resta de matrices?

La resta de matrices se puede escribir como A-B y para su calculo podemos
acudir a la suma de las matrices A y (-B). Bastaria con multiplicar B por el es-
calar -1 para luego sumar este resultado con la matriz A. Esto implica realizar

la resta aritmética término a término entre A y (-B).

Ejemplo 2.10
a3 0y 0 -2y . 1 1 )
Sean las matrices A—(E 4)=E—(3 6}31’2’—(_2 5), calcule:
i A—B
ii. 2B-3cC
a3

Solucion:
poa-e=(5 -G =G 5

ioas-fe=2(3 F7)-3G =0 -

B BIF
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2.2.3 Multiplicacidn de matrices

Definicion: El producto entre dos matrices: A=(a,) y B=(b,), de orden m x n
y orden n X p respectivamente, se denota como AB y el resultado es una nueva
matriz C=(c,) de orden 1 x p, cuyos elementos se calculan como:

c.=(FilaideA) - (Columna j de B) , es decir:
ij

¢,=a,b*a,b2j+. +a, b

Analizando el proceso de multiplicacién podemos notar que, para que la
multiplicacion se pueda dar, es necesario que el nimero de columnas de la

matriz A debe ser igual al ntimero de filas de la matriz B.
Propiedades:
1. Asociativa: (AB)C = A(BC)

2. Distributiva: A(B+C) = AB+AC

3. Asociativa: (AB)C=A(BC)

4. Distributiva: A(B+C) =AB+AC

5. No conmutativa (en general) AB#BA

Ejemplo 2.11
1

SemA=(4 -1 2)yB= (—1). Encontrar C = A- B
2

Solucién:

Para que la multiplicacién entre A y B sea posible, el nimero de columnas
de A debe ser igual al namero de filas de B. A es una matriz de orden 1x3 es
decir 1 fila y 3 columnas, por otro lado, B es una matriz de orden 3%1 es decir 3
filas y 1 columna. Se cumple la condicién para multiplicar A y B. El resultado
es la suma de los productos correspondientes que equivalen a una matriz de

dimension 1x1.

1
C=F-C=(4 -1 2}-(—1)=4-1+(—1}-{—1}+2-2:9
2
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Ejemplo 2.12

1
SemmAd=(4 -1 2)vEB= (—1). FEncontrar B - 4
2

Solucioén:

Se tiene que B es de orden 3x1 y A es de orden 1x3. Las matrices cumplen la
condicion para efectuar el producto, el resultado sera una matriz 3x3. No olvi-
dar que el procedimiento es: Primera fila de A por la primera columna de By
este resultado es el primero elemento de la primera fila de C, decir c,,. Luego,
la primera fila de A por segunda columna de B y esto produce el elemento c,,

podemos continuar asi sucesivamente.

1 1-4 1-(—1) 1.2 4 -1 2
C=E-A=(—1)-(4 -1 2)=|-1-4 —-1-(-1) —1-2)=(—4 1 —2)
2 2.4 2.(—1) 2.2 8 -2 4

Conclusién: Como ya se esperaba, la operaciéon de multiplicar matrices, en
general, no es conmutativa. Es decir, no es lo mismo el producto de A-B que el
producto de B-A

Ejemplo 2.13

Sean 4 = (:i i) vH= (_21 _13).Encoﬂtrar C=A-B

Solucion:

A es una matriz de orden 2x2 y B es una matriz de orden 2x2 por lo tanto A

y B cumplen con la condicién y el resultado serd una matriz 2x2.

—2 3 (2 1 —2.24+3-(-1) —-2-1+3-(=3)
.::,4.;-,-:(_1 1)'(—1 —3)=(—1-2+1-(—1} —1-1+1-(—3})
-0 )

Encontrar C = B-A

2 1y =2 3 2-(-2)+1-(-1) 2.3+1-1
c:a-a:(_l —3}'(—1 1):(—1-(—2}+(—3}-(—1} —1-3+(—3}-1)
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Ejemplo 2.14
3 s 1 2 -1 0 3
Seanﬂ=( )vf}: 0 2 4 2 |.Encontrarl =A-B
-1 0 2
-2 0 1 =
Solucion:

Podemos ver que A es una matriz de orden 2x3 y B es una matriz de orden

3x4, se cumple la condicion de la multiplicacion.

2 -1 0 3
_ 3 -2 1 _fty; €z f1z Cua
C = _.4 -B = (_1 {} 2) - (_D f _2 ) - (C"..‘.L cz_: C.:g c-:4)

{2

;=03 -2 1)- ﬂ)=3-2+{—2}-ﬂ+1-{—2}=4
\—2
=1

€=03 -2 1)- 2)=3-{—1}+{—2}.2+1.{{}}=_?
V0

i3

=103 -2 1) 2)=3'3+(—2}-2+1-(—1}=4
\—1
i 2

€y =(—-1 0 2)- ﬂ)=—1'2+ﬂ'ﬂ+2-(—2}=—5
\—2
i—1

Caa=(—-1 0 2)- 2)=—1'(—1}+ﬂ-2+2-{[}}=1
L0

0
g =(—1 0 ﬂ-4)=—ru+m++zq=z
1

e

Cay=(—1 0 2)-| 2
\—
C _

3
)=—L3+UE+2{—U=—5
1
_ (EL
=(c.

. €in Fiz ":"La-}
1 Caz

Cag Caa

4 -7 -7 4
(2671 2 =5

Encontrar C = B-A

Solucion:

B es una matriz de orden 3x4 y A es una matriz de orden 2x3. A y B no cum-
plen la condicién, ya que B tiene 4 columnas y A solo 2 filas, por lo tanto, no se

puede realizar esa operacion.
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En el campo de los complejos también se puede realizar la operacién de

producto de matrices: Sea Ay B e M_ _ (C).

mxn

Ejemplo 2.15

1+ 2i 2i 23
SeanA=| 2—-1 1-i 3’B=( _).Encnnﬁ*arfzﬂ-ﬂ
o ; 1+

Solucioén:

Dado que A es una matriz de orden 3x2 y B es una matriz de orden 2x1 se

puede efectuar el producto de ambas y se obtendrd una matriz de orden 3x1.

14+ 2i 2\ o g (1+2iM(2—3i) + 2i(1 + 1)
c=;1-3=(2—;: 1—i)[1+_‘)= 2-D2-3D+1-DA+10)
—2 i ! —2(2 -3 +i(1 +1)

2—3i+4i—6i°+ 20 +2i° B+ 3i
= 4—6i—2£+3i3+1+i—i—13)= 3—81)

—44+6i+i+1i° -5+ 7i

7.2.4 Potencia de una matriz

Definicién: Se denomina potencia k de una matriz cuadrada A, al producto

de k veces la matriz A.

Ejemplo 2.16

1 2

Sead = (3 4

)_ Encontrar 43

Solucioén:
. /1 2y 2 7 10
A‘=(3 4)(3 4}=(15 22)

7 10yl 2y (37 54
,43=(15 22)(3 4}=(31 118)
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Ejemplo 2.17
Sﬂaﬂ—( 0 2+I_).Encontra:;4.
Solucion:

=50 00" =00 55

—3—4i —1-3i\(1—-2i —i —11+2i -3—4
‘43:( 0 l 3+4E1)( {}I zJ:r:):( 0 1 2+11:)

2.3 Matrices especiales

2.3.| Sub-matriz

Definicién: Matriz que se forma al seleccionar ciertas filas y ciertas colum-

nas de otra matriz mas grande.

Existen ocasiones en donde es aconsejable manejar matrices de 6rdenes

grandes como bloques més pequefios, es decir, sub-matrices.

La sub-matriz se usa con mayor frecuencia en la multiplicaciéon de matrices,
y se denomina multiplicacion por blogues. La multiplicacion por bloques es muy
similar a la multiplicacién ordinaria (Del Valle Sotelo, 2011).

Ejemplo 2.18
2 -1 4 -3 1] 1 3
{1 0o 2 s 2 =2
Sead—(_z 3 2 {})"E_(l 1 _1)_Enc0nttar,d.-ﬂ
1 1 5 -1 -3 4 0
Solucion:

Como vemos, A tiene orden 4x4 y B tiene orden 4x3 por lo tanto las matri-
ces A y B cumplen con la condicién para el producto y el resultado serd una

matriz 4x3.

Podemos tomar las matrices A y B y partirlas en bloques de modo que po-

damos aplicar la operacion de multiplicacién con sub-matrices.
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el g 307 )@

Donde G= (g _12
ces que las matrices A y B se reducen a matrices de orden 2x2. Aplicamos el

[C]
E]

[D]

w) (@ )

)' ([Lf]] [K]

} y H= ( ) y asi las demads sub-matrices. Vemos enton-

proceso de una multiplicacion ordinaria.

c D) (G H)_([CG+D}]

[CH + DK]
E F!'\] K) \[EG+FJ] )

,4-5:( [EH + FK]

Luego realizamos la operaciéon CGy DJ.
=1 )G 2= 1)
=G )G D=0 2)
Ahora sumamos estos resultados para obtener CG+D].
2 4 13 -8 11 —4
D+ 22)=(Cis 23)

De esta forma, se coloca el resultado en donde corresponde, y continuamos

CG+DJ = (

con los siguientes corchetes.

s ([5115}3+F2,?]] Ef:ig)
=3 9)@=6)
ok=(; $)(6)-3)
CH + DK = (;) + (:‘5) = (‘1})
i=(7 DG H=6 1)

j!—jf:(2

EG+ FJ = (2 _?)+(

o= (2 D)~

2 0

Fe=(5 (%) =(

44

01)(13 i}:
g i}z(fu _05)
)

)

(5 1)
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1 -4 [
A_Ez([CG+Dﬂ [CH+DK])= -13 23 1)

[EG + F]] [EH + FK] 8 —6] [—2]
10 0 0

11 —4 0
13 23 1
A-B=| g° _p —2)

10 0 0

2.3.2 Hipermatriz

Definicién: Hipermatriz es aquella que representa mas de dos dimensio-
nes, es decir, que tiene tres o0 més dimensiones y se la denota con la letra T.
Para entender de mejor manera esta definicién recapitulamos lo aprendido

hasta ahora:

Ejemplo 2.19

1. Veamos el vector A que equivale a una matriz en una dimension:

-

2. Para obtener una matriz en dos dimensiones podemos efectuar la mul-

tiplicacion de dos vectores, asi:

1
ﬂ=(2)3f5=(4 5 6)
3
1 4 5 6
A-B=(2)(4 5 5}=(E 10 12)
3 12 15 18

3. El producto de la matriz anterior por un vector podria verse como una

hipermatriz que tiene tres dimensiones:

1
A:(E),B:(@ 5 6)yC=(7 8 9
3
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1
T=A-B-C=(2)(4 5 67 8 9)
3
4 5 6
T=(E 10 12)(? g8 9
12 15 18

Aparentemente no cumplen las condiciones para que se realice la multipli-
cacion, pero la realidad es que la matriz A-B es un plano (2D) conformado por

tres vectores. El procedimiento que describimos a continuacion se utiliza para

multiplicar en 3D.
4 5 6
T=( 3“10“12)(? 8 9)
1211151118

Procedemos a realizar el producto de A-B por C

46

4 28 32 36
(a){? 8 9)=(56 64 ?2)
12 84 95 108
5 35 40 45
(10){? 8 9}=(?ﬂ 80 gu)
15 105 120 135

6
(12)(? 8 9)=(
18 128

3

28 32 36
=I(56 64

72

35
70

42
84

1
T=(2)(4 5 6)(7 8 9)

40
a0

48 54
96

1!]8)
144 162

42 48

45 54
)( 90 )( B4 9 11]8)]
B4 96 108 105 120 135/ \128 144 162

Podemos generalizar para la multiplicacién en 3D y decir que:

fyq
T=(a:1)(bn bz byg)(enn €1z Ci3)
O3y
Qi by ag by ag by
=(R:1b11 azybyo R:lbiz){cll €12 €y3)
g by Az by ag by
Ay bycyy @y byyce Ay by, Ay b€y Gy bya€a @yabyacys
(ﬂubucu Q21Dy5C50 R:ibucj.a)a(anbizcu. Aoy byaCyn amb,_:ﬁ'u),
T = Qg,0yy6yy  AgbyyC2 Az b0, Qgyby2€yy  Bgybiacy: @gybyacys
Ay b€y By biacia @by,
(Rnbizcn Az1by3€0 ﬁ:iblaﬁ'm)
Ag1b13€yy  Baybia€ia @aibyacys
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Podemos utilizar un esquema cartesiano con ejes x, y, z para graficar o re-

presentar una hipermatriz de tres dimensiones, podemos asignar los vectores
A,By Cde forma arbitraria.

Figura 2.1
Plano cartesiano para la representacion grifica de hipermatrices
--/H""‘x.
7 iy
T .
— ™~
_"_/ T
- et
T MH"H.
- T
- P
.-’/ -\H%H""x.
: e |
.f"f-/ R"""'h-..._\_
T .-‘\""‘Hﬂ_
/_,.—- -
k"‘m._h _‘_r,::p
T =%
P 5
Eje X s T Eje Y
J i e "'\-_\_/-_/ | 4

En este caso, A estaen el ¢je x, Ben el eje y y C en el eje z. Por consiguiente, el
producto A-B se encuentra en el plano xy. Esto se muestra en la Fig. 2.2.

Figura 2.2
Representacion del producto A-B en el eje y.

e
. S
__.-"f "'\-\.__H_.-\-
- ~
T o
.—"f -H-\"'-\.
- N
> \-\"-\
o .
- e
9
=
&8
- /.(-_H-H"' -
pre =l
T T
- - e
L —
- [ ~
- - .-H"-\.
_—_.J"/ 1 -\-."'"-.
- 1 il --"':}
e -
-;.L"‘-\.__\_H- /_.»'_"’
. El 1 - L]
g -
- S 12 - ’
I - e Eie ¥
i .
Eje X ; " e
e
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Al multiplicar A-B por C, tenemos:

Figura 2.3
Representacion del producto A-B por el vector C.

- T
-
-~ .
- T
- .""“--.H_
.-’"-— S
- e
.--"/ T
- T
%1
i I
s
ii
w2 pLI
& I A0
w N
45 - +
.-d""-_f HH T
3% - m T,
___,-"' J"‘H—.__\__
- - i - Bt
- - -H-\"-\.
- . "
w LES =
— -
T -
e e
e - i
e e
3 -
. - i
-H"'\-\. L i
L N oo
Eje X B e ) Eje ¥

Cada color representa una de las matrices que componen a T.

2.4 Clasificacion de Matrices

241 Matriz cuadrada

Definicion: Una matriz A=(a,)

nx

, se denomina cuadrada si es que es de or-

den n X n, es decir, el nimero de filas es igual al niimero de columnas.

Se llama diagonal principal para una matriz cuadrada a aquellos elementos

que van desde la esquina superior izquierda

hasta la esquina inferior derecha.

3
a3
O3z
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2.4.2 Matriz Nula

Definicién: Se denomina matriz cero o nula, a la matriz O=(a ,)

i/ mx

, siy solo si
a,=0 para todo i y para todo j.

2.4.3 Matriz ldentidad

Definicion: Matriz identidad es la matriz cuadrada I =(aij),  cuyos elemen-

nx

tos de la diagonal principal son 1.

1 0 ..
In:(u: 1 :
0 0 . 1

Lo R
e

Ejemplo 2.20

La matriz identidad de orden 3, se denota I,
1 0 0
[ = (l] 1 ﬂ)
o 0 1

2.4 4 Matriz transpuesta

Definicion: Se denomina matriz transpuesta de A = (a,) . , a la matriz A'=

i/'m
(@ ) 1, S1y sOlo si a,=a,. Esto quiere decir que, para obtenerla, podemos escri-
bir las filas como columnas, esto hace que cambie el orden si la matriz no es

ﬂ]_]_ a:l: = g
fay on "t Oap
A= "2 7= \
Ay Omz Omn
oy @y [ -
At = | Pz B2z T Gmz
0y, Ozn 7 Omn

cuadrada.

49
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Ejemplo 2.21

1 2
Sead = (3 al-).Encuﬂtmrﬁ.F_
5 6

Solucioén:

2.4.9 Matriz simétrica

Definicion: Se denomina matriz simétrica, a la matriz cuadrada A = (al.].)n en

la que se cumple que A = A".

Ejemplo 2.22

-1 2 3
Sead = ( 2 1 —1)_ Demostrar que 4 es simétrica.
3 -1 2

Solucion:

Encontramos A!

Dado que A'=A podemos afirmar que A es simétrica.

2.4 B Matriz antisimétrica

Definicion: Se llama matriz antisimétrica, a la matriz cuadrada A= (al.].)n en

la que se cumple que A'=-A.

Ejemplo 2.23
0 -2 3
Seaad = ( 2 0 - 1). Demostrar que 4 es antisimétrica.
-3 1 0
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Solucién:

Encontramos A'y -A

0 2 -3 0 2 -3
A"z(—z 0 1)}'—:1:(—2 0 1)
3 -1 0 3 -1 10

Podemos ver que A= -A por lo tanto, podemos afirmar que # es antisimé-
trica.

2.4.7 Matriz diagonal

Definicion: Se denomina matriz diagonal, a la matriz cuadrada A= (1), tal
que los elementos de no estan en la diagonal principal son 0.

a, 0 - 0
A= U:ﬂ;;: .I---:[l
o 0 Onn

Ejemplo 2.24

248 Matriz triangular superior

Definicién: Se denomina matriz triangular superior a la matriz cuadrada
A= (a,), tal que los elementos debajo de la diagonal principal son 0.

Q11 iz g
A= 0 azp ax;
0 0 ag,

Ejemplo 2.25

51
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2.4 Matriz triangular inferior

Definicién: Se denomina matriz triangular inferior a la matriz cuadrada

A=(a,), enla que los elementos encima de la diagonal principal son 0.

a,, 0 0
A= Aoy s 0
3y @zz Ozz

La La

Ejemplo 2.26

o= o
I

HC?C?
R

:
2410 Matriz conjugada

Definicion: Se denomina matriz conjugada de A=(a,), ,,, a la matriz A=(@ )
., siysolosia. eslaconjugada del nimero complejo a..
mxn Ul 1y

Ejemplo 2.27

1—1i 2 ~
Sead = (2 + 2i i j Encontrar 4.
-3 -2-—i

1+i 2
(-2 =)
3i -2+i

Solucién:

A

241 Matriz hermitiana

Definicion: Se denomina matriz hermitiana a la matriz cuadrada A=(ai],)n, en

la que se cumple que At=A
Ejemplo 2.28

3 1+2i —i
Sead = (1 —2i 1 2+ 1‘). Encontrar si 4 hermitiana.
i 2—i 2
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Solucion:
Encontramos A’y A

3 1-2 iy 30 1-20 i
Af=(1+zi 1 z—x)}rﬂ=(1+2i 1 2—:)

—1 2+i 2 —I 2+ 2

Encontramos que A=A por lo tanto, queda demostrado que A es hermitia-
na. Observe que los elementos que pertenecen a la diagonal principal de esta
matriz son reales.

2417 Matriz reducida

Definicién: Una matriz se llama reducida si cumple dos condiciones:

a. El primer elemento diferente de cero que aparezca en cada fila de iz-
quierda a derecha debe ser uno.

b. El resto de elementos de la columna donde se encuentre dicho niamero

uno (mencionado en la condicién anterior), deben ser ceros.

Ejemplo 2.29

A, By C son matrices reducidas:

1 2 0
1= o=@ De=(o 0 3

D, E y F, no son matrices reducidas:

1 2 0
SIS ()

2413 Matriz reducida

Definicion: Llamaremos matriz reducida a una matriz que cumpla dos con-
diciones:
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a. Encada fila no nula de la matriz, el primer elemento debera ser el nime-

ro uno (siempre visto de izquierda a derecha).

b. Enla columna donde se encuentre dicho nimero uno (mencionado en la

condicion anterior), los deméas elementos deben ser ceros.

Ejemplo 2.30

A, By C son matrices reducidas:
1 2 0
1 0y o0 1y .
a=(; 1)-8=(} ﬂ),c_(u 0 1)

o 0o 0

D, E y F, no son matrices reducidas:

1 2 0
SIS IS )

2.3 Operaciones de fila de una matriz

Se pueden efectuar tres tipos de operaciones de fila en una matriz, estas son

1. Multiplicar una fila Fpor una constante a distinta de cero. Es decir,
reemplazar la fila F_por su equivalente aF . Notacion: F —aF , donde n,

es el nimero de la fila.

2. Sumar a veces la fila F auna fila F.. Es decir, reemplazar la fila F, por su
equivalente aF + F . Notacion: F, — aF + F, donde n y r, son el numero
de fila.

3. Intercambiar la fila F, por la fila F . Es decir, reemplazar la fila F por la
fila F . Notacion: F, = F_.

Se emplea el simbolo ~ para indicar que se ha realizado una operacién de
fila a la matriz y se dice que este cambio produce una matriz equivalente por

filas a la matriz anterior

El objetivo de realizar operaciones de fila en una matriz es llevarla a su for-
ma reducida y debe cumplir las condiciones dadas en esta definicion.
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Ejemplo 2.31
2 3 . . .
Sead = (_ 1 3), utilice operaciones de fila sobre la matriz A
Solucion:
( 2 3) - ( 1 3/2 N(i 3;’2) M(i 3/2
-1 3 r:—»_:{_'pl -1 3 Jpar4E, 0 9/2 F;._"%Fl 0 1 F;—*%Fz
Ejemplo 2.32

1 2-3
Sead = (1 3-1 ) utilice operaciones de fila sobre la matriz A
2 6 -2

Solucion:

1 2-3 1 2-3 1 2 -3
(1 3 —1) ~ (1 3 —1) "‘(D 1 2)
2 6 =2/ am s, 0 0 0/papem OO O

7.9.] Matriz aumentada

Definicion: Es la matriz resultante de ampliar uniendo una primera matriz
con otra. Se las puede escribir una después de la otra. La representacion se la

hace dibujando una linea entre ambas matrices. Su notacion es: (A, | B,.)
El ntmero de filas de la matriz A debe ser igual al namero de filas de la

matriz B.

Ejemplo 2.33

Utilice la matriz identidad de orden 3 para crear una matriz aumentada

para la matriz A.

2 V] 1
A= (—1 2 1 )
3 -1 —4
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Solucion:

Calculemos la matriz ampliada (A | )

n n

2 0 1
(—1 2 1

3 -2 —4

Z2.0.2 Traza de una matriz

Definicion: La traza de una matriz cuadrada se la obtiene al sumar los ele-
mentos de la diagonal principal. Se denota:

T
trd= Z O
i=1

Ejemplo 2.34

1 4 0
Sead = ( 0 -3 2). Encontrar 1a traza de 4.
-2 1 7

Solucién:

tr A=1+(-3)+7=5

Ejemplo 2.35
241 3-—i 4

Sead = ( 3i -1 1- 2:‘). Encontrar 1a traza de 4.
1—¢ 14i 1-2i

Solucioén:

tr A =(2+1)+(-1)+(1-2i)=2+i-i+1-2i=3-2i
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Brcicios propuestos

Realizar las operaciones indicadas sobre las matrices definidas.

1 2 0 3 0 —4 i -1 2
Seaillasmauices;i:(u -1 3),E=(—1 4 —3)_(3:(3 -3 —3)}’

2 -1 3
D= (—2 5 —1)
-2 1 -3

o S L e W e

10.

-2 -1 4 1 4 5 3 8 4

Hallar la suma A+3D

Hallar la suma -B+2A

Hallar la suma 4A-3C

Hallar la suma 4D-2C

Hallar l1a suma D-3B

Hallar 1a suma 2A+3D-2C

Hallar el resultado de 3C-A+2B

Hallar el resultado de -3D-B+2C

Calcule 1a matriz X, dado: 3A-2C+X=B

Hallar el valor de la matriz X, dado: 3B-2C+23=D+4A

3—1 1+ 2-—3i 1+ 28 —2i 3I+1
Seanlasmatticasﬂ=(—3 2i 3+:‘),B=(—2+i -5 —2—3:’),

1-2i i 1 2+i1 i+2i 4-3i

—2i —2i i 5 —3i 3
C=(3 —4+3i —21)}',D=(—3 -5 8 )

11.

12
13

14.

15

16.
17.
18.
19.
20.

—i 6i 5 1 —3i—i 4-3i
Hallar la suma B+3D

. Hallar la suma 2A-3C

. Hallar la suma A-3B

Hallar la suma 4D-2C

. Hallar la suma D-3A

Hallar ¢l resultado de -3D-B+2C

Hallar el resultado de 2B-3A+5C

Hallar el resultado de 2A+3D-2C

Calcule 1a matriz X dado: 2A-3C+X=2B

Hallar 2] valor de la matriz 3, dado: 3D-5C-23=2B+A
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II. Multiplicacién de matrices

2 3 -1 -3 1 -1 1 2
Seanlasmatriceaﬂz(ﬁ -3 ),B=(L‘l 4 3 ),'5':(4 —1),

o=

1
-5 -1 2

. Hallar el producto de AB v BA
. Hallar el producto de AC v CA
. Hallar el producto de AD v DA

Hallar el producto de AF vFA

. Hallar el producto BC v CB
. Hallar el producto BD) v DB
. Hallar el producto BF v FB

. Hallar el producto BC v CB
. Hallar el producto CD v DC
. Hallar el producto CE v EC
. Hallar e] producto DE v ED
. Hallar el producto DF v FD
. Hallar el producto DG v GD
. Hallar el producto EG v GE
. Calcule los productos FG v GF

-1+2i -3 I

3—i 1+i 2-3i . . .
Se:mlasmatrices;l=( -3 21 3+1),B=( 1+1 21 2._1),

36.
37T.
38.
30.
40.
41.
41.
43.
44.
45.

58

1-2i & 1

1+i —-14+2i . .

c:( 0 3+m), p=(3' 5%
1—i —1-2i

—14+2i 1 1-2i 2+i _214__32; zs_ii
E:(l—EL 0 —-3-2i —1+2f)}r F= 6 44+ 3

2—1 1 1+3i -2 PR

Hallar el producto de AB v BA
Hallar el producto de AC vy CA
Hallar el producto de AE v EA
Hallar el producto de BC v CB
Hallar el producto de BD v DB
Hallar el producto de BE v EB
Hallar el producto de BF v FB

Hallar el producto de CD v DC
Hallar el producto de DF v FD)
Hallar el producto de EF v FE



II1. Potencia de matrices

2 3 -1 -3
Sﬂanlas.matrices.ﬂ.z(ﬁ -3 1),B=(D
-5 -1 2 1
_ 1 2 _f1-i =142
D= H)vE=(323 3-;)
46. Hallar Al
47. Hallar A?
48. Hallar B?
49 Hallar B*
50. Hallar C*
51. Hallar C*
52. Hallar D?
53. Hallar D?
54. Hallar E?
55. Hallar E3
IV. Matrices especiales
1 -4 4 -2
.. 2 1 -2 =2 _
Sean las matrices 4 = 3 7 3 1),3—
-1 2 -1 3
3 -4 1 2 4 =3
(2 1 2y ,_ (1 2 4
C=l-1 s ﬂ)f‘ﬂ— 0 6 5)
4 -3 2 2 =3 1
56. Hallar el producto de AB v BA
57. Hallar el producto de AC v CA
58. Hallar el producto de AD v DA
59. Hallar el producto de BC v CB
60. Hallar el producto de BD v DB
61. Hallar el producto de CD v DC
V. Operaciones elementales de fila
1 -4 4 =2
. 2 1 -2 =2
Sean las matrices A = 3 7 3 1),3
-1 2 -1 3
2 3 -1 -3 1 -1
=(6 -3 1),1):(0 4 3),&'
-5 -1 2 1 -3 2
1 2
_ o~ _f0 3 -1
SRV IR

Teoria y giercicios

1 -3 -2

1 3 0

1 2 —1) :
2 -1 4

1 -3 -2

1 3 0

1 2 —1)’
2 -1 4

2 4 -1
-1 2 3 )
-1 0 6
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62. Reducir A a una matriz triangular superior
63. Reducir A a una matriz identidad

64. Reducir B a una matriz triangular superior
65. Reducir B a una matriz identidad

66. Reducir C a una matriz triangular superior
67. Reducir C a una matriz identidad

68. Reducir D a una matriz triangular superior
69, Reducir I} a una matriz identidad

0. Reducir la mafriz E al minimo

71. Reducir la mafriz F al minimo

2. Reducir la matriz G al minimo

VI. Traza de una matriz

1 -4 4 -2 4 1 -3 -2
2 1 -2 —E)B: -1 1 3 ﬂ)

Sean las matrices 4 = —3 0 3 1 3 1 2 -1
-1 2 -1 3 0 2 -1 4
2 3 -1 -3 1 -1
4 -1 -1 -1
=6 -3 1),D=(ﬂ 4 3),1‘3’: vF=
(6 5 1)o=(0 & 3)e=(¢ Dyr=(3 D

73. Hallar la traza de A
74. Hallar la traza de B
75. Hallar la traza de C
76. Hallar la traza de D
77. Hallar latraza de E
78. Calcule latrazade F

3—i 1+i 2-3i 14+ 2i =2 I+i
SeanlasmancesA:( -3 2i 3+E)=H=(—2+i -5 —E—EE)
L1 _1+211—2i _:’ —1+121 241 i+2i 4-3i
c=(o5 3-:)v2=(3 3;)
19 Hallar la traza de A
80. Hallar latrazade B
81. Hallar la traza de C
82. Hallar latraza de D
83. Hallar latrazade E
84. Hallarlatrazade F
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3.l. Determinantes y definiciones

El determinante de una matriz es un niimero escalar asociado a esa matriz
cuadrada. Este nimero proporciona informacién importante sobre la matriz y
le da cierta caracterizacion. La notacion de un determinante correspondiente a

la matriz A se escribe de la siguiente manera:
det(4) o 4]

Los determinantes estan relacionados con las matrices, por lo cual no seria
raro que se defina a los determinantes también como funciones, donde a cada

matriz cuadrada le corresponde su determinante (Kolman, 2006).

det: M, =K

A — det (A)

Ahora es natural hacerse la pregunta ;Cuél es el nimero correspondiente
a cada matriz? El valor del determinante de una matriz depende basicamen-
te del valor de sus elementos y también depende del orden de la matriz en
cuestion. Existen métodos para encontrar el determinante de matrices de bajo
orden: 1x1, 2x2 y 3x3, pero también existen métodos generales para cualquier
orden de la matriz. Podemos comenzar estudiando los determinantes de ma-
trices de orden 1, 2 y 3, por su facilidad. Luego estudiaremos un método recur-

sivo para obtener el valor del determinante para matrices de orden superior.

3.1 Determinante de una matriz | x |

Sea A=(a,,) una matriz 1 x 1. El determinante de esta matriz se define como:
det(A)=a

11°

3.1.2 Determinante de una matriz 2 x Z

gy o
Sea A= (a“ -:z::) una matriz 2x2. El determinante de esta matriz se define

Ccomo:

detd = ay,0,;, — a0,
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Como podemos ver. se deben multiplicar los nimeros de la diagonal prin-
cipal de la matriz (a,, a,,), y a ese resultado se debe restan del producto de los

numeros de la diagonal secundaria (a,, a,,).

Se denotara como:

Qyy @2
Aoy oz

|4l o

3..3 Determinante de una matriz 3
By Oy Oy
fzy @Rz ﬂ:z)
Sea A= \a,, a,, a,,/ una matriz 3x3. Existen algunos métodos defini-
dos para obtener su determinante, se pueden mencionar el método de Sarrus,
(donde se duplican filas o columnas), o el método de la estrella. Sin embargo,

nos interesa definir el siguiente método:

faz Oz fzy Ozg Oy Qaz

For

— {dy=
fga ﬂ33| 12

detd =a a
1 gy g3 13lay, ag;

Este método es mucho mas interesante, pues es recursivo. Nos damos cuen-
ta de que reduce un determinante de orden 3 en determinantes de orden me-
nor.

Ejemplo 3.1

Calcule el determinante para B = (_21 _13)

Solucién

Para este ejemplo se tiene una matriz de orden 2x2, por tanto:

dets=|% |=@0-E3-n=-1
Ejemplo 3.2

-1 0 2
Calcule el determinante para C = ( 0 4 1)
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Solucién

Observe que se trata de una matriz de orden 3x3, por tanto, tenemos:
4 1 01 0 4
det{C):—1|2 2|—t:r|1 2|+2|1 ;

= —1[(4)(2) — (1)(2)] - 0[(0)(2) — (D(V)] + 2[(0)(2) — (4)(1)]
=—b6—0—-8=-14

Al calcular un determinante, su valor puede ser cero como en el siguiente

ejemplo:
Ejemplo 3.3

-1 1 2
Calcule el determinante para 4 = ( 0 0 1)

1 -1 2
Solucion
0 1 0 1 0 o
det (A) =—1|_1 2|—1|1 2|+2|1 )
= —1[(0)(2) — (1)(—1)] — 1[(0)(2) — (1)(1)] + 2[(0)(—1) — (0)(1)]

=—1+1+0=0

Se procede ahora a definir los términos de matriz menor y cofactor con el
objetivo de obtener un método mas general en el célculo de determinantes de

matrices de orden superior.

3.1.4 Matriz Menor M”.

Para una matriz A de orden nxn, se puede obtener una matriz M, de menor
orden (n-1)%(n-1), al eliminar la fila i y la columna j de la matriz A, se la llama

matriz menor ij de A, o simplemente menor.

Ejemplo 3.4

-1 0 2
Para la siguiente matriz, obtenga los menores M,y M,,, C= ( ":1} ; é)
De acuerdo con la definicién, la matriz menor M_12 para la matriz C de
orden 3x3 es la matriz de orden 2x2 que se obtiene al eliminar la fila 1 y la co-

lumna 2, por tanto:
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= )

Del mismo modo, la matriz M, resulta de eliminar la fila 3 y columna 3 en
la matriz original C.

My, = (—{}1 3)

3.l.a Cofactor

Sea A una matriz n x n. El cofactor ij de A que se denota como A, se define

cComo:
1‘1:';' = '[—1:|'I+j|ij|

Esto significa que el cofactor A, se calcula multiplicando el determinante
del menor M, por el numero (-1)". El valor de (-1)" tomara dos posibles valo-

res: 1si (i +j)es pary -1si (i +j) es impar.

Ejemplo 3.5 -1 0 2
4 1
Obtenga los cofactores A, y A,; para la matriz A= ( 1 2 2)

De acuerdo con la definiciéon:

A = (1)

(2l

Ap=1

o

Del mismo modo, la matriz:

A= 02|50 )l

Azz = —4

Ejemplo 3.6

Para la matriz C, obtenga el valor de los cofactores: a) C,, b) C, , c) C

1 33°
1 3 -1
E‘=( -1 2 4)
-5 -6 0
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LMy =2 =@ - -6 (4) =2
Cpy=(—1)*1 M, =1-24 =24

2 M=) M=) @ -6 -n=-6
Coy =(=1)** My, = (=1) - (—6) = 6

13 -y
3.Mp=| -1 2 4l = -6)-(5-3)=9
-5 —6 0

Coa =(=1)*" M3 = (=1)-(9) = -9

3.2 Matriz Inversa

Definicién: Podemos definir la matriz inversa para una matriz A de orden

n X n, como la matriz A de orden n x n que satisface la propiedad.

AAT=1=4T4

Observe que I corresponde a la matriz identidad # x n.

Esta demostrado que para algunas matrices no es posible obtener su inver-
sa. Por eso se dice que, si A tiene una inversa, la matriz puede llamarse como
invertible. Ademas, se ha probado que la inversa de una matriz A de orden n x

7 es unica.

Ejemplo 3.7

Demostrar que la siguiente matriz no tiene inversa.
_fa O
A= (Eb {})

Solucion:

Si suponemos que existe una matriz A” que es la matriz inversa de A, tal

que A' = (': d ) entonces podemos afirmar que A A =1.

e
d
"134:(2{1 g)(g f)=(2ab€c Zafd)

s fac  ad 1 0 . e = = =
Observamos que si (Ebc Ebd)=f=(ﬂ l)ﬂluego. ac=1, ad=0, 2bc =0, 2bd=1.
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Este conjunto no tiene solucién por tanto A no tiene inversa.

Ejemplo 3.8

Demostrar que si ad - bc # 0.

Solucioén:

byt 1 d —b
(f" d) =ad—bﬁ(—c H)
Se puede multiplicar:
¢ V&= D)=t e
~2= (0" e =G D)

Podemos utilizar el método correspondiente para determinar la inversa de

matrices de 2 x 2. Para matrices de dimensiones mayores se utilizan otros mé-

todos que veremos mas adelante.

Ejemplo 3.9

3 -1
Calcule la matriz inversa de la matriz A= (5 4 ) usando la férmula des-

crita en el ejemplo anterior.

Solucioén:

et ) oA O =2 (A DA Y-
4/17  1/17)
( 5/17 3;1?)

Comprobacion A A™* =1
4 41— (3 —41)( 4,17 1{1?}) _ (1 [l)

5 —5/17 317 0 1

A continuacion, revisaremos otras formas de calcular la matriz inversa.
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3.2 Método de la matriz aumentada

El método que se describe a continuacién es aplicable para matrices cuya

dimension es superior a 2 x 2.

Para determinar la matriz inversade A _, en caso de que exista, seguiremos

el siguiente procedimiento:
1. Escribimos la matriz aumentada (A | I).
2. Reducir por renglones a la matriz A para hallar su forma escalonada.

3. Concluido el paso anterior habremos convertido a la matriz A en una
matriz identidad, al mismo tiempo la matriz que se forma del lado dere-

cho de la barra vertical es A™.

4. Si ala izquierda de la barra vertical se encuentra un renglén de ceros,

significa que A no tiene matriz inversa.

Ejemplo 3.10

Hallar la matriz inversa A™. Sea A:
2 ] 1
A= (—1 2 1 )
3 -2 —4

Solucion:

Paso 1: Escribimos la matriz ampliada (A, | )

2 0 1)1 0 0O -1 2 10 1 0
(—1 2 110 1 D) "'( 2 0 111 0 ﬂ)
3 -2 —4lo o 1/pem 3 -2 —4lo o0 /g .,
Paso 2: Reducimos la matriz ampliada A.
2 0 111 0 -1 2 110 1 0
(—1 2 110 1 {:]]) ~ ( 2 0 1|1 0 l])
3 -2 —4l0 0 /g 3 -2 —4lo o 1/Ejmin
-1 2 1j)0 1 0 -1 2 1) 0 1 0
( o 4 111 2 D) r ( o 4 l| 1 2 ﬂ)
0 4 -1lo0 3 1/gep g 0 0 -2l-1 1 1/55_1g

-1 2 1] 0 1 0 -1 2 1y 172 -3;2 -172

0o 4 1|1 2 0 ~ ( 0 a4 1| 12 52 1;2)

o 0 1|z -z —zZ/e=—rim 0 0 1l 152 -1/2 -172/R70R
- = T Bo—F+E Fi= 2R
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-1 2 o] 2 -3/2 -1;2
( o 1 o| 1/8 5/8 1;3)
o 0 1l 12 -1/2 -172

Paso 3: Determinamos A™:

3/4
At = ( 1/8
1/2

3.2.2. Metodo de la matriz adjunta

Fy— 2 Ry,

~1/4
5/8
~1/2

o

0 0] 3/4 —-1/4 -1/
1 ol 1/8 s5/8 1;;')
o 1l 12 -172 -1/2

~1/4

1;8)
-1/2

Suponga que en una matriz A de n X n eliminamos momentdneamente el

i-ésimo renglon y la j-ésima columna para obtener una matriz de (n-1)x(n-1).

El determinante de esta submatriz se llama (i, j )-ésimo menor de A y se deno-

ta por M. El ntimero C, representa el (; )- ésimo cofactor de la matriz A y esta

dado por el valor (-1)" M,

En una matriz A de n x n, el (i, j)-esimo cofactor de A, se denota por Cl.],. La

matriz de cofactores de A expresada por Cof(A) es de la siguiente manera:

Cin
Can

C'I"I. m

La transpuesta de esta matriz de cofactores es la adjunta de A denotada por

Adj(A).

Teorema 3.1

C: L
Cﬂ 2

Cﬂ T

Cns
Cna

CF'I: n

La proposicion establece que, si A es una matriz de tamafio n x n, entonces:

A - Adj (A) = (det A)1

1
Entonces podemos definir a la matriz inversa de A como: A= gera adj (A),

siy solo si det A # 0.
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Ejemplo 3.11

Dada la matriz A hallar su inversa.

1 4 -2
A=(? -3 5)
& 0 8

Solucioén:

La matriz de cofactores es:

I
—24 -26 18
corw=| -l A It - =(—32 20 24)
42 oy L 14 -19 -31

-3 5 7 5 7 -3

Tomamos la transpuesta de la matriz Cof (A).
—24 -32 14 )

Adja=(—zﬁ 20 —19
18 24 -31

El determinante de A puede ser calculado por el método de cofactores a lo
largo de la lera. columna de la matriz A.

det A = 1(—24) + 7(-32) + 6(14) = — 164

Aplicando la férmula descrita en el teorema 3.1 y hallamos la inversa de A:

1
det 4

A=

adj (A)

—-24 -32 14 —-24/-164 —32/-164 14/-164
At _1154 (—26 20 —19) = (—26;’—154 20/-164 —19{—164)
18 -24 =31 18/-164 24/-164  31/164

(5341 8/41 —?;az)

S
L
Il

13/82 —5/41 19/164
—9/82 —6/41  31/164

3.3 Ejercicios propuestos

I. Determinantes y cofactores:

Encontrar el determinante de las matrices propuestas:
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/2 1 3 fd 1 2 /10 2
1. ﬂfl-E) 5. 023) 0. 231)
V1 0 2 V13 4 o1 3
/3 0 1 /13 2 /3 1 2
212 1 {}) 6. |0 2 1) 10.12 4 {})
V1 2 3 201 3 V10 3
/12 3 /2 1 0 /21 0
.o 1 4) .11 2 1) 11.11 2 1)
V203 1 W1 2 o1 2
/2 0 1 /3 2 1 /3 2 1
4. 11 3 {}) B0 1 2) 12,11 4 2)
W1 2 V10 3 V21 3
Determinar los cofactores segn como se indica:
2 1 3
13_ Hallar los cofactores a) 4,, . b) A, . ) Az;. De la matriz 4 = ({} 4 2)
1 0 2
3 01
14 Hallar los cofactores a) By, . b) B.. , ¢) By, De lamatriz B = (2 1 I])
1 2 3
1 2 3
15_ Hallar los cofactores a) O,5 . b) Cag , ) C3,- De lamatriz C = ({} 1 4)
2 31
2 01
16. Hallar los cofactores a) Dy, . ©) Day . €)Dyy. De la matriz D = (1 3 D)
01 2
4 1 2
17 Hallar los cofactores a) E,, ,b) D, . €)Dy5. De lamatriz E = (D 2 3)
1 3 4
1 3 2
18. Hallar los cofactores a) Fy5 , b} Fay | €)Fg,. De la matriz F = (D 2 1)
2 1 3

2 10
19_Hallar los cofactores a) Gy, . b) Goy . €)bg,- De lamatriz & = (1 2 1)
01 2
3 2 1
20. Hallar los cofactores a) G5 . b) Gag . €)Gg5- De lamatriz H = ({} 1 2)
1 0 3

II. Matriz inversa

Hallar la matriz inversa de las siguientes matrices, usando en método de la

matriz aumentada:

2 1 3 4 1 2 1 0 2
21.(0 4 2) 25. (D 2 3) 29.(2 3 1)
1 0 2 1 3 4 01 3
3 01 1 3 2 3 1 2
22 (2 1 G) 26 (D 2 1) 30. (2 4 G)
1 2 3 2 1 3 1 0 3
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Hallar la matriz inversa de las siguientes matrices, usando en método de la

matriz adjunta:

T, T, T e,
Lot B I B e T e T B o B B ]

=T s I B I == B e B

120321210312
e e e oy e

— | Al =
-+ -+ -+ -+

AT T, T e, T
[ e B Tt B I T R o R o B

L e e T B B B B B B

401102210301
T o —

~ e = =
o o o =+

T T T, T e, T,
[ T e B B R B T S B I

A B =T et B B B =R s |

201321102210
o, o,

oA = 1 =]
ial o ial i
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Una ecuacion lineal en las variables x, x,, ..., x, se define como aquella que

puede expresarse de la siguiente manera:

a,x, +-tax, =0 (41)

Donde:

a,..., a -se denomina coeficientes y pueden tomar valores reales o imagina-

rios;
n - es el subindice es cualquier valor entero positivo;
b - se conoce como término independiente;

x1, ..., xn - son las incdgnitas.

Los siguientes son ejemplos de ecuaciones lineales: Podemos ver que:
2x,-5x,=0 y V3 x,+8x,-02x,=-3

son ejemplos de ecuaciones lineales, mientras que:

X, %, -2x,+5=0y x?>+3x,=4

no estan conformadas de acuerdo con (4.1), en consecuencia, no son linea-
les.

41 Sistema lineal

A un conjunto de varias ecuaciones lineales se denomina sisterma lineal,
siempre y cuando contengan las mismas variables x, ..., x . La soluciéon de
un sistema lineal es el conjunto de nimeros {s,, ... ,s }, mismos que al ser re-
emplazados por las variables x,, ..., x, satisfacen las igualdades del sistema,

entonces:
0%, teetax, =0

@y Xy t oot App Xy, = by

Mgy Xy T+ QppXy = by

es un sistema de m ecuaciones con 1 incégnitas.
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Son ejemplos de sistemas de ecuaciones lineales:

x, —2x, =0
X, — %, =0
X, tx, =0

2%, +3x, =4 X +3x,+ T —x, =4
—x; +3x, =0 —x; + 32, +5x; —3x, =0

4.2 Solucidn de un Sistemas de Ecuaciones Lineales

Para resolver un sistema de ecuaciones lineales es necesario hallar los va-
lores de x,, ..., x , de tal manera que cumplan con las condiciones del sistema

lineal.

Ejemplo 4.1
Dar solucién al siguiente sistema de ecuaciones propuesto:

2x, +3x. =4 (1)
x5, +3x. =0 (2)

Al restar las ecuaciones (1) - (2) tenemos:

3x, =4

Luego de despejar, hallamos el valor de x,
X, =

3

Para hallar x,, colocamos el valor de x, en la primera o segunda ecuacién y

obtendremos:

=

X

I
WO e

Solucion

. . : s _ 4
Por lo tanto, los valores que satisfacen el sistema lineal son: *1 =7 %2 =7

Podemos verificar si el resultado es correcto, reemplazando los valores en-

contrados para x, y x, en las ecuaciones propuestas. Entonces:

CRER
JERIER
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Ejemplo 4.2
Dar solucion al sistema de ecuaciones propuesto:

X+ 3+ T7x; —x, =4
—x; +3x, +5x; —3x, =0

Solucién

Una solucién que cumple con las condiciones del sistema de ecuaciones es:
x,=2; x,= 2/3; x,=0; x,= 0, pero existe otro conjunto de valores que también
satisfacen el sistema, observe la solucién siguiente: x=1;x,=4/3; x=0; x~1.

Es evidente que existen sistemas lineales que tienen mas de una solucién. A
continuacion, revisaremos los tipos de soluciones que puede tener un sistema
de ecuaciones lineales.

En el primer capitulo de este libro se hizo una breve introduccién sobre los
sistemas lineales, donde se menciona que las soluciones pueden ser:

a. solucion tnica

b. un infinito namero de soluciones

c. no tener solucién

Cuando la solucion de un sistema lineal es tinica o tiene infinitas soluciones,
se dice que el sistema es consistente; por otro lado, si no tiene solucion deci-
mos que el sistema es inconsistente.

4.3 Notacidn matricial para sistemas lineales

Sea:
x t+2x, —dx; —x, =4
3x, —x, + 2x, = -1
—2x, — 3%, +5x;+x,=0
X, +5x,+x;—3x, =8

@2)

Un sistema de ecuaciones lineales, entonces podemos escribir sus coeficien-
tes de forma compacta en un arreglo rectangular que llamaremos matriz de
coeficientes, asi, el sistema de ecuaciones en (4.2) se puede escribir a la forma
matricial:
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Para completar la matriz aumentada debemos agregar en la parte derecha
la columna con los valores de los términos independientes, de la siguiente forma:
1 2 —4 14

3 -1 0 2|1

-2 -3 5 10
1 5 1 -38

4.4 Métodos de resolucidn para sistemas lineales

Hay diversas técnicas para solucionar un conjunto de ecuaciones, pero en
este anélisis nos centraremos en los métodos de reduccidn, los cuales se valen

de la representaciéon matricial de un sistema de ecuaciones.

44| Método de Gauss

La esencia de este método implica sustituir un sistema de ecuaciones por
otro equivalente que facilite la obtencion de la soluciéon de manera mas directa
y simple. Para emplear este método, usaremos las operaciones elementales de
fila de una matriz para reducir a la matriz original como se revisé en el capi-
tulo 2. La solucién del nuevo sistema lineal serd igual al de la matriz original,

dado que las dos son equivalentes por filas.

Ejemplo 4.3
Resuelva el sistema:

2x, +3x, =4
—x;, +3x, =10

Solucién

Utilizaremos la notacion matricial de un sistema de ecuaciones y realiza-

mos operaciones elementales de fila para reducirla:

(2 3|-'1-) - ( 1 3,1"2|2) w(l 3_}'2‘2) (1 3;’2‘ 2 )
-1 30 FL_%FL -1 310 Fz=Fy+Fy 0 9/212 F!*%Fz 0 1 14/9 Fz“’é-'?z

Al reducir por filas a la matriz asociada obtenemos una matriz equivalente

a la original y de ella se desprenden las siguientes ecuaciones equivalentes:
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xl+ix: =12

b
[%]
I
O

Con estas nuevas ecuaciones es facil resolver ese sistema. Reemplazamos el
valor de x, en la primera ecuacién, se despeja y obtenemos el valor para x, =

4/3; la solucion puede escribirse ast:
4 4
sot: (3-3)
Ejemplo 4.4

Halle el valor de las incégnitas x1, x2 y x3

IL + zx: - 3x3 = 1
IJ_ + SIZ _.'X:g = 2
le + ﬁx: - 21'3 - 4’

Solucién

Utilizaremos la notacién matricial de un sistema de ecuaciones y realiza-

mos operaciones elementales de fila para reducirla:

12-311 12-3)1 12-311
(13—12) ~(13—12) ~(01 21)
26245 . . 00 010/g, .., 10O O0l0O

Hemos obtenido la matriz equivalente a la original de donde podemos ob-
tener las ecuaciones siguientes:
X, +2x%,—x3=1
1, t2x;=1 (43)
0=10
Siempre que la matriz reducida presente una forma como en (4.3), se pre-
sentan dos tipos de variables: basicas y libres. Para este caso, consideramos a
X,y x, como variables basicas, por otro lado, las variables como x, se conside-
ran libres. Para presentar una solucion al sistema de ecuaciones, las variables
basicas deben estar en funcién de las variables libres. El adjetivo libre se refiere
a que la variable en cuestion puede tomar cualquier valor dentro del campo en
el que se esté trabajando.

En consecuencia, acogiendo lo antes escrito tenemos:
X, =1—2x;

x =1—2x, + 3x,
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Sabemos que x, = 1 - 2x,, por tanto:

=1—-2(1—-2x,)+3x, = -1+ Tx,

Notamos que los valores de x, y x, dependeran del valor de x, y dado que
a x, se le puede asignar cualquier valor real, entonces el sistema tiene infinitas
soluciones. Sin embargo, podemos dar un valor a x, para hallar una solucién

finita, por ejemplo, si x, = 0, entonces, x, = -1y x, = 1, la solucion seria (-1,1,0).

Ejemplo 4.5
Encontrar la solucién para el sistema de ecuaciones, si la hay.

 +2x, —dx,—x, =4
3xr, —x, +2x,=-1
—2x; —3x,+5x;+x, =0
X, +5x,+x;—3x,=8

Solucién

Utilizaremos la notacién matricial de un sistema de ecuaciones:

1 2 —4 -1 4

3 -1 o0 2|1

-2 -3 5 1 D)
1 5 1 -318

Reducimos por filas para hallar la matriz equivalente:

1 2 —4 -1 4 1 2 —4 -1 4

3 -1 0 2[-1 |3 -1 0o 2|1

-2 -3 5 1|0 -2 -3 5 1| 0
1 -5 1 _3 8 E,——Fy+F; ﬂ 3 5 _2 4'

En la primera operacion de fila se ha reducido un elemento de la fila F,. La
operacion realizada se muestra en la esquina inferior derecha de la matriz (F,
— -F, + F)), indica que hemos reemplazado la fila cuatro por la combinacion
-F, + F,, donde:

-1 2 -4 -1)
+(1 5 1 -3}
(0 3 5 -2)

El objetivo es “hacer ceros” (reducir) debajo de la primera fila:

1 2 -4 -1y 4 1 2 —4 -1 4

3 -1 0 2 —1) o -7 12 s|-13

-2 -3 5 1] 0 0 1 -3 -1| 8

0 3 5 =2l 4/ RARtR 0 3 5 =214 /.,
By=IF +F; e
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1 2 —4 -1 4 1 2 —4 -1 4
fo 1 -3 -1]| 8 Jo 1 -3 -1]| 8
0 -7 12 5|-13 0 0 -9 -2|43
0 3 5 204 /RWESE N0 14 1172075 1
1 2 —4 -1] 4 1 2 —4 —1 4
0o 1 -3 -1 8 o 1 -3 —-1| 8
“lo 0 1 2/9|-43/9 “to 0 1 279 |-43/9
0 0o 14 11-20 Fy——14F; +F, 0 0 0 -19/9]422/9 Fy—=—9/19F,
1 2 —4 -1 4
fo 1 -3 -1 8
0 0 1 2/9| —43/9
0 0o o0 11-422/19

Con en ejemplos anteriores, a partir de la matriz reducida obtenemos las
ecuaciones equivalentes:

Il+21'3—41'3—1'4,=4'
X:—3I3—I4=E

2 43

Xg +§x¢ =~73
422

ST

Se reemplaza el valor de x4 en la pendltima ecuacion para obtener x, =3/19.
Repetimos el proceso, colocando el valor de x, y x, en la segunda ecuacién y se
obtiene x, = -261/19. Finalmente reemplazamos todos los valores en la prime-
ra ecuacion y hallamos x, = 188/19.

Ejemplo 4.6

Resuelva el sistema:

2x; —bx; =4
—x, +3x, =10
Solucion

Aplicamos la notacién matricial de un sistema de ecuaciones y realizamos
operaciones elementales de fila para reducirla:

2 —6]4 1 32 1 -3j2
(5 3|-:}) 5~ (G 3|ﬁ)xﬂl+ﬂ"’(u |:r|2}

FL_'EFL

En la parte izquierda de la fila 2, se han obtenido dos ceros. Al escribir la

ecuacion equivalente que corresponde a esta fila tenemos:
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Ox, +0x, =2

Es evidente que esta ecuacion no tiene solucién, ya que no hay valores de x

1
y x, que permita que la igualdad verdadera. Por lo tanto, el sistema no tiene
solucion.

447 Metodo de Gauss-Jordan

El método de Gauss-Jordan consiste en llevar a la matriz aumentada has-
ta su forma escalonada reducida en lugar de solo reducirla, como es el caso

del método de Gauss. En este sentido el método de Gauss-Jordan actiia como
complemento del método de Gauss.

Ejemplo 4.7
Resolver el sistema:
2x, +3x, =4

—_‘Ki_-l +ng = ﬂ

Solucién

Aplicamos la notaciéon matricial de un sistema de ecuaciones y realizamos
operaciones elementales de fila para reducirla:

1 3/2]2

2 34 1 3/22 1 3/2| 2
(5 30)1?1_,%?]”(—1 Hgﬁﬂﬁp}_“(u 9/2 z)k%a”(ﬂ 1 ‘4;9)

310

Hasta este punto se ha reducido con el método de Gauss, los pasos siguien-
tes completaran la reduccion hasta llevarla a la forma escalonada reducida.

M(1 3;2‘ 2) M(1 {}4;3)
0 1149/, 3. .. \o 1l4/9

De la matriz reducida obtenemos las ecuaciones equivalentes al sistema ori-

ginal, ya no serd necesario despejar puesto que el método Gauss-Jordan nos
proporciona directamente la solucién al sistema:

| e W]
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Con lo que se llega a la misma solucién

)
3'9
Ejemplo 4.8
Resolver el sistema:
3x, + 2%, — x5 =1
—x;, +3x, —x, =2
le +.'X1: _sz = '1‘1'
Solucién

Aplicamos la notacién matricial de un sistema de ecuaciones. Luego usa-
mos el método de Gauss-Jordan para reducirla a su equivalente:

3 2-1n1 1 -3 1|-2 1 -3 1)-2
(—1 3—12) "*(3 2 -1 1) m('[} 11 — 4 ?)
2 1-214 FTJ_:T—EL 2 1-214 i::jiiiij 0 7 —-418 /¢ rqr
-7 —2
1 -3 1)-2 1 -3 1 1 1 -3 1] 1
”(l] 4-[!—1) ~1 0 1{}—3; ~l0 1 0| %
0 7-—-4l8 1 0 7 —4 0 0 —4[39
Fy=gF 8 / po—7RF, X —3—411?3
—9 Zz
1 -3 1] 1 =3 0f *
~l0 1 0| a2 ~10 1 0 3
0o 0 1({-2 0 0 1] 20
O R -R R 16 Fi—3F+F,
1 0 of 1
~10 1 0 —3
0 0 1| =20
16/ g = F+F

De la matriz equivalente se obtiene la solucion del sistema, asi

5 1 39
X, = —E:xz = —E:xz = —E

Si queremos expresar la respuesta en forma vectorial, tenemos

( (L5 1 %
Xz da _( 16 4 15)
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Ejemplo 4.9

Cuél debe ser el valor de k, si queremos que sea un sistema:
a) Consistente

b) Inconsistente

{kx+3y=l5
Jx+ky=-6

Soluciéon

Resolvemos por eliminacion:

k 316 3 k-6 1 k/31-2 1 -2
(3 k—a)FL%”(k 3 ra)rlq;}“(;.: 3 |5)Fﬁ_kp,+gf(g _éw —2k+6)

sl

Luego:

kz
(—?+3)y:—2k+6

-2k +6

y=———==_
K

El denominador debe ser diferente de cero para que la ecuacién tenga so-

lucién:

La soluciéon de esta ecuacion es k # 3 y k # -3.
Para k = 3 el sistema inicial nos da:

{3x+3y=5
3x+3y=-6

Este sistema es inconsistente ya que representa 2 rectas paralelas que no se
cruzan, por tanto, no existe una solucion.
Para k = -3 el sistema inicial nos da:

{—3x+3}f =6
Jx—3y=-6

Cambiando de signo a la ecuacién inferior:

—3x+3y=6
—3x+3y=6
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Este sistema es consistente y tiene multiples soluciones, ya que representa 2
rectas que se superponen, una sobre otra.
a. Elsistema es inconsistente para: k = 3.

b. El sistema es consistente para todo k # 3.

4.3. Sistemas lineales homogéneos

El término “sistema de ecuaciones homogéneas” se refiere a un conjunto
de ecuaciones lineales que comparten las mismas variables X, X, ..., X, cuya
solucidén es una serie de nameros (8y---,S,), que, al ser sustituidos en Xyrever Xy
satisfacen las igualdades del sistema. Asi:

@y teetax, =0

a-glxl + e + H:nxn - {}

Xy + o+ Gppx, =0

Es un sistema lineal de m ecuaciones con n incégnitas.

Ejemplos de sistemas de ecuaciones lineales homogéneas son:

X tx,+x;=0
(1) —x,+3x,+x, =0
2x, —3x.+x, =10

2 xL+3x:+?xg_x‘;={}
@ —x, + 3%, +5x; —3x, =0

x,—2x, =10
(3) x,—x2,=0
X +x, =10

La solucion trivial (x, = 0; x, = 0; x, = 0; ... x_= 0) es una de las soluciones
para los sistemas mostrados. Existen ademas infinitas soluciones cuando n >

m como el sistema en (2)

Ejemplo 4.10
Hallar la solucién del sistema de ecuaciones siguiente:
2y, +3x,—x; =10

i, +x,+ kxy; =0
3x, +4x. + x, =10

87



Algebra Lineal

Solucion

Pongamos la matriz ampliada asociada al sistema anterior.

2 3 -10
(1 1 kﬂ)
3 4 110

Aplicamos operaciones de fila para reducir de la matriz ampliada hasta su

forma escalonada.

2 3 -10 1 1 k|0 11 ke 0

(1 1 kﬂ) ~ (2 3 -1 ﬂ) ~ (l] 1 —-2k-1 U)

3 4 110 F=F; 3 4 110 i::::ﬁ::;: 01 —3k+110 Fy=—Fa+Fy
11 —k [0

(n 1 —Zk—lﬂ)

00 —k+210

Del sistema anterior:

(—k+2)x; =0

Consecuentemente, el valor de x, = 0; entonces al despejar las otras incogni-

tas tenemos: x,=0y x, = 0.
Ademas: -k + 2 = 0; entonces con k = 2 el sistema nos da maltiples solucio-

nes.

4.6. Problemas propuestos

I. Sistemas de ecuaciones lineales
Usando el método de Gauss o Gauss-Jordan resuelve los siguientes siste-

mas de ecuaciones:

2%, + X2 — X3 =5 2x, —x.+ 1, =7

1. 2%, —3x,+2x;, =—4 4. x, +3x, —2x; =-1
3x, +2x, +4x, =8 d4x, +2x, +3x; =5
x1+x:+x2=6 3xl—213+:r3=u

2_ le_x:+3x==? 5. 5.’1:1—4'1'3"'21'::1]
3x, + 2x, + 4x, = 10 O9x, —bx, +3x; =10
on+x,+x;=5 3x, —x, +2x; =8

3. 2x, + 2x, + 2x; =10 6. 2x,+2x,—x3=5
3x, +3x,+3x, =15 Xy — 3x, + 2xy = -2
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10.

11.

12,

13

14

15.

16.

17.

18.

2y, —x, +tx;=3
3x, +2x, —2x, =7
x, +3x, +4x, =9

2%, +2X, +2x, =6
—Il—xg—x3=—3
3x, +3x. +3x, =9

3xr, tx,—x,=9
2%, — 2%, +3x, =5
X +tx,+x;=10

X tx,+x;=0
2x, +2x, +2x, =10
3x, +3x.+3x, =10

4:1:1 - x: + xz = 1[:
Ii + 21’: - 2-1’: = 1
3x, +x, +2x; =7

X tx,tx;=4
2.’1:1—1'3"'31‘;3:2
3x, +2x, +4x, =8

2x, + 2x, + 2x;, =12
—X; — X2 — Xy =—6
3x, +3x, +3x;, =18

X, +2x,+ x, =4
2x;, —3x,+x;,=5
3x1+x:_x3:2

dx, —2x.+ x3=0
2x, —x, +2x, =10
6x, —3x, +3x, =10

3y, tx,—x;=9
X, —2x, +2x, =-3
2%, +x,+3x;,="5

X+ 2x, +tx3=7
2.’1:1—31'3—13=1
3x, +x,+2x; =9

2x, +2x, + 2x; =2
X, tx,+tx;=1
—31’1—31’:—31?3 = _3

19,

20.

21.

22

23.

24

25,

26.

27.

28

29

30

X tx.+x;=06
2x, —2x, +2x, =9
3x, +3x, +3x, =12

4x1+2x:_ 1'3:']
2%, +x, —05x, =0
8x, +4x, —2x,=10

le - I: + sz = 6
.'Ii + EI: - 21’: = 3
3x, +3x, +x; =10

3x, +x, + 225 =12
le - 1'3 + x: = ?
.'171 + ij - '4'1-3 = _3

2x, + 2x, + 2x;, =14
—X) — Xa —Xg =—7
3x, + 3x, +3x;, =121

2x, +3x. + x, =38
X +2x,—x;=1
3x, +5x, +2x; =13

2x, —x,+3x; =06
3x, +2x, —x, =7

rtr,try;=4
2x, —3x.+2x; =1

4x, —2x, +x, =7
.'171+3X3—21'3=2

Ix, +x.+2x,=5
2x, —2x, +3x, =06

xi_x:+2x3:3
-le+x:_x3:1

2x, +x,— x5 =3
"xy — 3x, + 2x, = -2

Teoria y giercicios

89



90

Algebra Lineal



A1
p F / /)
o (7 Hp' i
l

CAPITULO V

Fspacios Vectoriales




92

Algebra Lineal



Teoria y gjercicios

2. Introduccidn

Es interesante comparar los niimeros y sus operaciones con los llamados
espacios vectoriales. En las matematicas, el hablar de los nimeros nos lleva a
la idea de clasificarlos en conjuntos (nimeros naturales, enteros, racionales,
irracionales, etc.). Ademads, cuando aprendemos un sistema de numeracion,
vemos de inmediato operaciones relacionadas con el mismo (suma, resta, mul-

tiplicacion, etc.).

De manera general, los espacios vectoriales se definen como conjuntos de
elementos, y estos elementos se llaman vectores. Entre vectores se puede rea-
lizar las operaciones de la suma, resta, multiplicacién por un escalar, entre
otras operaciones. Entonces viene a nuestra mente la siguiente inquietud ;Los
nimeros agrupados en conjuntos, podrian ser considerados espacios vectoria-
les? Para dar respuesta con fundamentos y justificacién, tendremos que definir

formalmente a un espacio vectorial (Stanley & Flores, 2012).

a.2. Espacio Vectorial

Un espacio vectorial consiste en un conjunto de elementos conocidos como
vectores, en el cual se ha definido previamente las operaciones de suma y mul-
tiplicacion por un escalar. Estas operaciones deben cumplir con las propieda-

des o axiomas correspondientes a la suma y la multiplicacién por un escalar.

Para los siguientes enunciados se nombran a los vectores con letras mints-
culas, ejemplo: u,v,w. Y se nombran a los espacios vectoriales con letras ma-

yusculas, ejemplo: V,W. Ahora definimos las propiedades.

0.2 Propiedades de |a suma

Clausurativa:

Seaue VyveV,entonces:u+veV
Conmutativa
SeaueVyveV,entonces:u+v=v+u
Asociativa

SeaueV,veV,weV,entonces: (u+v)+w=u+ (v+w)
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Existencia de un neutro aditivo

SeaueV,3un0, €V, talque:u+0,=0 +u=0, (El0v, hace referencia al

cero vector del espacio V)
Existencia de un inverso aditivo

Seau e V,Jun-u e V, talque:u-u=0 (ElO, hacereferencia al cero vector

del espacio V).

0.2.7 Propiedades de la multiplicacian por un escalar

Clausurativa:
SeaueV,y aekK,entonces: au € V

(K es el campo de los escalares,suele considerarse el conjunto de los numeros reales
R)

Asociativa respecto de la multiplicacion de escalares
SeaueV,y a, p el entonces:a- (p-u)=(ap)-u
Existencia de un escalar idéntico multiplicativo
SeaueV,dunl e K, entonces: u-1=1-u=u

Distributiva respecto de la multiplicacién de un escalar a la suma de dos

vectores
Seau,ve VyaelK entonces:a-(u+v)=a-u+a-v

Distributiva respecto de la multiplicacién de un vector a la suma de dos

escalares

SeaueVy a,pBeK, entonces: (a+p)-u=a-u+p-u

Es importante recalcar que un espacio vectorial debe cumplir las diez pro-
piedades mencionadas. Si deja de cumplir alguna propiedad, el conjunto ya

no sera considerado un espacio vectorial.

Ejemplos conocidos de espacios vectoriales son: los Reales de dos dimensio-
nes (IR?) y los Reales de 3 dimensiones (IR?). En estos espacios se tiene definida
la suma de vectores y la multiplicacién por un escalar.

Los conjuntos R? y R* cumplen con las diez propiedades mencionadas. Asi-

mismo, las matrices, los polinomios y las funciones cuentan con definiciones
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para la suma y la multiplicacién por un escalar, y cumplen con los axiomas an-

tes mencionados. Es por esta razén que se les denomina espacios vectoriales.

0.2.3 Propiedad clausurativa de la suma

Enunciado: Si u y v € IR? entonces (u + v) € IR?

Demostracion:
X X

Suponemos u = (},t) yv= (},:) dos vectores en R®, 1a suma esta definida para vectores en
E°, ze tiene:

™ Xz \
u+v= (},1) + (},:) reemplazameos el valor de los vectores dados

+ o
= (;‘ N i‘) Aplicamos la definicion de la suma de vectores en R*

1 Z

X, T X,
Analizamos el resultado: El vector de coordenados (y1 + }r:) pertenece al

conjunto R% Dado que es un vector en IR? cual se cumple la propiedad Clau-
surativa.

0.2.4 Propiedad conmutativa de la suma

Enunciado: Si u y v € IR?, entonces u+ v=v+u

Demostracion:

Xy X
Supongamos u = (}'L) yu= (J’:) dos vectores que pertenecen a R®, con la suma definida

para vectores en B2, se tiene:

ut+vr=vr+u

Xy X Xs X
}’1) + (Jr’:) = (}':) + (J’z) reemplazamos los valores de los vectores dados.
l"kzj_ zj 22 Z,_
P S X+ X,
¥+ }’g) = (}’g + }’1) aplicamos la definicion de en B2
'&21 + z- Zxt+ 2
P T X, +x,
¥+ }’g) = (}’1 + }’g) propiedad conmutativa en los Eeales
'\21 + Za 3 + Za

El resultado evidencia que se cumple la propiedad Conmutativa.
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0.2.0 Propiedad asociativa de la suma

Enunciado: Si A, B,Ce M, entonces (A+B)+C=A+ (B+C)
Demostracion:

Sea A = (a,),,, B = (0)),,» C = (c;),,, matrices que pertenecen a M, con la

suma definida para las matrices, se tiene:

(A+B)+C=4+(B+0)

[(ﬂij]mn + (bu‘}mn] + (Eg;}mﬂ = (m;}mn + [(b,-j}m + (c[}-}mn] definicion M.,
(afj + bfj}'m;rz + (cij)m:n = (aij}mn + (bfj +ij}mﬂ suUma en an

(“z'.r' +by; + Cij}m = (ﬂe; + b+ ﬂ;-j]mﬂ sumaen M.

La ultima igualdad indica que se cumple la propiedad asociativa.

0.2.6 Propiedad de existencia de un neutro aditivo

Enunciado: Sip(x) € P_(x) , entonces 3 0(x) € P, (x); p(x) + 0(x) = 0(x) + p(x)
=p(x)

Demostracion:

Seap(x)=a,+ax+a,x*+ .. +a x"conlasuma definida para los polinomios.

Sea el elemento neutro, el polinomio nulo: 0(x)= 0 + Ox + 0x?+ ... + Ox™

Entonces:

plx) +0(x) =a, +a,x+a.x*+-+a,x"+0+0x+0x>+ -+ 0x" reemplazamos

=a,+0+(a, +0)x+(a, + 0)x*+ -+ (a, +0)x" sumaen B, (x)
=ay+a;x + a.x*+ -+ agx” suma en los Reales
= plx)

También:

0(x) +plx) =0+0x+0x* 4+ -+ 0x"4+a, +a,x+a,x> + -+ a,x" reemplazamos

=0+a,+(0+a)x+(0+a)x*+ -+ (0+a,)x" sumaen P, (x)
=ay+a;x +a.x*+ -+ ax” suma en los Reales
=plx)
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Se comprueba la existencia de un elemento neutro.

Cualquier conjunto puede ser llamado espacio vectorial Gnicamente si se de-
muestra que cumple con los 10 axiomas aqui analizados. A continuacién, se

indicara un ejemplo.

Ejemplo 5.1

Demostrar que R" es un espacio vectorial.

Solucién

Se puede demostrar usando la induccién matemaética, es decir, primero se
demostraria que es verdad para n=1, luego para n=k y finalmente para n=k+1.

Sin embargo, en esta ocasion vamos a demostrar de forma directa:

2

Xy
.  on Jdonde x; e Rparai =12, ...n
Sea el conjunto V =R = con las opera-

xﬂ.
ciones de suma y producto bien definidas, (K = IR, +, ) - un campo con sus

operaciones de suma y producto bien definidas.

Demostrar que (V, K, +, - ) es un espacio vectorial.
Respecto al conjunto R, recordemos que sus elementos son: R={-0...,-2,-
1,0,1,2,...,0}

Usamos los 10 axiomas:

Xy ¥
Xz ¥a

l-Seav=| : |Jyu=[": | eV~
xﬂ }Tﬂ

Xy Y1 n+y

Xz ¥a Xz + Vs

vtu={ . |+l |= “:}‘ =wel
n ¥n Xp t+ ¥n

Six, € V=Ry y, € R=V, entonces, por axioma de cuerpo de los reales la

suma de los dos, da como resultado otro real, por lo tanto, el primer axioma

se cumple.
Xy ¥ Zy
Xz 2 23
2-BSeav=| : Lu= yw=| . |eV
Xn ¥n Zn

v+u+w)=@w+u)+w
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Xy ¥y Zy Xy ¥y £
X Y= Zs Xa Y= Iy
H + + = + + H
xﬂ J:I:ﬂ. zn xﬂ }rﬂ zﬂ
Xty t+z, Xty tz
Xty tz | _[xty:tz
Xn+ Vn+ Zn nt+ Vnt+ Zn

Se cumple el segundo axioma.

0 Xy
0 X2
3-Seaelvector 0, =| " [yv=| : | eV =
0 X,
X 0 Xy
Xa 0 Xa
v+0,= o=l |=v
Xn 0 Xn

Se cumple el tercer axioma.

Xy —-x
) Xa —Xa
4-5iv=|; |eV &2 I—-v= : eV —
n —Xn
Xy —X 0
2 —Xz 0
v+(—v)=| |+ " ]=|:|=0,
Xn —Xp 0

Recordar que este axioma se cumple, por cuanto en conjunto V si tiene na-
meros negativos.

Xy ¥

Xz Yz
5-Seav=| ; Jyu=\|"; |eVa

xl‘l J'F'I"I.

r+u=u+t+v

X i Y1 Xy

Xa Y= ¥a Xz
N BN e B e O

xﬂ }rﬂ }?ﬂ T
X, tw ¥yt x,
Xztyz | _ [ ¥t

Xn+ ¥n Vo + Xn
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Six, € Ry a € R, entonces por axioma de cuerpo de los reales el producto

de los dos, es otro niimero real, por lo tanto, se cumple el axioma 6.

Xy Y1
Xz Y2

?.—Sﬂat‘=( : )yu=(;)el—’}r we Ko
x]‘il }ril'!

a-{vt+u)l=ag-v+ao-u

Xy Y1 Xy Y1
-
Xn ¥n Xn ¥n
Xy @y o Xy oy
oG- CEAC)
o Xy &V Xy oV
Se cumple el séptimo axioma.

Xy
Xn
E.-Seav:( EJ)EF}F ayfe K.

Xn

(a+ f)v=a-v+ f v

(e +f)-x,

la+g)-x - Xy B-xy
(a +ﬁ)-x3) _ (” '_xﬂ)+ B-xa
(tx+,§)-xn & Xn ,S-Ixn
(a+£8)-x, w-x, +f-x
(a+ﬁ)-xz): @ x,+fx;
@+F) v/ \a-x,+B-x,
(a+f5)-x, (a+p)-x,
{ﬂf+ﬁ)'xz>

(tx+,é)-xn {a+,|;i’)-xn

Se cumple el axioma.

*
Xo
9.—Sﬂav=( 5‘)51’}? ayfe K.

Xn
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a-(f-v)= (af)-v

B xy 21
o - »S.Exﬂ = ({xﬁ}.(lé:)
ﬁ'xn

(af)-x, (af)-x,
(f‘ﬁ?'x: - (f‘ﬁ?'x:

Xn

@p)-x,)  \(@p)-x,

Se cumple el axioma.

Xy
Xa
ID.—SiUZ(E)EV ~ 31
xﬂ.
Xy Xy
2 Xz
xﬂ.

n

Existe un elemento neutro llamado unidad elemento del campo K. Por lo
tanto, se cumple el axioma 10.

- (R K, +, - ) es un espacio vectorial.

A continuacion, a través de ejemplos, demostraremos algunos de los espa-
cios vectoriales elementales.

Ejemplo 5.2

Espacio vectorial trivial.
Sea el conjunto V = {0} con las operaciones de suma y producto bien defi-

nidas, (K= IR, +, -) un campo con sus operaciones de suma y producto bien
definidas.

Demostrar que (V, K, +, - ) es un espacio vectorial.

Solucioén:

Usamos los 10 axiomas:
1.Seav=0yu=0eV ..
v+u=0+0=0eV

Por lo tanto, el primer axioma se cumple.
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2.5eav=0,u=0yw=0eV ..
v+t(utw)=@w+u)tw
0+[0+0]=[0+0]+0

0=0

Se cumple el segundo axioma.

3.SeaelvectorQv=0yv=0¢e V ..

v+0v=0+0=0=v

Se cumple el tercer axioma.

4.Siv=0eV .. 3-v=0e V>
v+ (-0)=0+0=00v

Este axioma se cumple.

5.Seav=0yu=0eV ..
vtu=u+v
0+0=0+0

0=0

Se cumple axioma 5.

6.Seav=0e Vy aekK ..

a-v=a-0=0

0 € R, por lo tanto, se cumple axioma 6.

7.S5eav=0yu=0eVyaekK ..
a-v+tu)=a-v+a-u
a-[0+0]=a-0+a-0
0=0+0=0

Se cumple el séptimo axioma.

8.Seav=0e VyaypeK..
(a+P)-v=a-v+p-v
(@+P)-0)=(a-0)+(B-0)
0=0+0=0

Se cumple el axioma.

9.Seav=0e VyaypekK..

Teoria y gjercicios
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a-(B-0) = (aB) -0
a- (B-0) = (aB) -0
(@B)-0) =0

0=0

Se cumple el axioma.

10.Siv=0eV .. 31
1-v=1-0=0=0v
Existe un elemento neutro llamado unidad elemento del campo K. Por lo

tanto, se cumple el axioma 10.
- (V, K, +,-) es un espacio vectorial.

Aquellos conjuntos que dejen de cumplir al menos uno de los axiomas ya

no se consideran espacios vectoriales. Se detalla el siguiente ejemplo:

Ejemplo 5.3

Conjunto formado por un elemento distinto de cero.

Sea el conjunto V={a} con las operaciones de suma y producto bien defi-
nidas, (K = IR, +, -) un campo con sus operaciones de suma y producto bien
definidas.

Demostrar que (V, K, +, - ) es un espacio vectorial.

Solucion

El primer axioma no se cumple:
1.Seav=ayu=aecV .
vtu=ata=2a¢gV

Recordemos que el tinico elemento que pertenece al conjunto V es {a}. Por
lo tanto, el elemento 2a no es parte del conjunto V, y, por ende, no cumple con
el primer axioma.

Podriamos seguir con los otros axiomas, pero es innecesario, ya que el in-
cumplimiento de uno solo de los axiomas, lo invalida como espacio vectorial.

- (V, K, +, ) no es un espacio vectorial.
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Ejemplo 5.4

Una de las demostraciones necesarias para continuar con el entendimiento
de los espacios vectoriales, se refiere a que los subconjuntos que pertenecen a
un espacio vectorial definido pueden, a su vez, ser un espacio vectorial.

El conjunto de puntos en R*® que pertenecen a un plano que pasa por el ori-
: x
gen. Sea el conjunto: 7 — {(}’): xv.v.zeRAax+by+cz= {}}
z

Donde el vector normal (a, b, c) pasa por el origen; con las operaciones de
suma y producto bien definidas, (K = IR, +, -), un campo con sus operaciones
de suma y producto bien definidas.

Demostrar que (V, K, +, - ) es un espacio vectorial.

Solucién

Usamos los 10 axiomas:

(X, [
1-Seav = (bh)}'u = (b}*:) eV -
€2 €Zq

axy aXs ﬂ-(l—i + x:)
vtu= (b}a) + (b:v:) ={by.+y.) |=weV

cz,)  \cz ez, +2,)

a(x, + x2). b(y, +v.) ye(z, +z,) € R, entonces, por axioma de cuerpe de los reales la
suma v producto de dos reales, da como resultado otro real, por lo tanfo, el primer axioma se
cumple.

ax, ax, ax,
2-Seav= (b}h): U= (b}’:) VW= (bj’g)e Vo
cz, cz, €z,

v+u+w)=w+u)+w
ax, ax, ax,
(b}u) + (b}fg) + (b}’:a)
€z, €z, €Zs

ax, aXs fdXg
(b}u) + (b}*:) + (b}'a )I =
£z, €Z CZ,

alx, +x, +xaj) a(x, + x. +x3})

by, + vz + ya) by, +y: +y3)
c(z, + 2, +z;) clzy, + 2, + z3)

Se cumple el segundo axioma.
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0 axs
3.- Seaelvector 0, = (ﬂ) yuU= (b}’:) eV -
0 CZ-

ax, 0 ax,
v+0, = (b}ﬁ) + (ﬂ) = (bh) =v
CZy 0 CZy

Se cumple el tercer axioma.

ax, —ax
4-5iv= (b}'l) eV o 3d—v= (—b}'l)e I —

CZL —I.",'ZJ_

ax, —{x, 0
v+ (—v) = (b}'L) + (_b}"].) (D) =0,
CZy —Czy 0

Recordar que este axioma se cuomple, por cuanto en conjunto V si tiene nlimeros negativos.

(X, (X
5-Seav = (b:ﬁ) yu= (b}’:) eV .
CZ CZq

r+u=u-+w

axy (XA (XA ax,
(b}u) + (b:vg) = (b}?:) + (b}u)
€Zy CZq CZq CZy

a(xy + x2) a(xy + xz)
by, +w2) | =1 by +¥2)

c(zy +2,) c(zy +z,)

51 x;€ R, enfonces por axioma de cuerpo de los reales el orden de los factores no cambia el
resultado, por lo tanto, se cumple axioma 3.

02Xy
6.- Seav = (b}h) eVyae K=
€z,

ax, - X,
rx-v=a-(b}'L)= (ﬂf'b}'l)

€z, o0z,
@-ax,a-by.a-cze R, entonces por axioma de cuerpo de los reales el productoe de dos reales,
da como resultado otro real, por lo tanto, el primer axioma se cumple.
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ax, ax,
7-Seav = (53’1) yu= (ﬁ}':)elfy ae K-

cZ, CZy

a-{vtul=ag-v+o-u

ax, ax, ax, ax,
ool o) 3) o o) ()

CZ; s, CZy CZ,

o - axy [ o - axy - 01X,
(tx -b}u) + (fs -b}f:) = (rx : b}u) + (fs : b}?:)

g-cZy 02, og-c2y & 02y

Se cumple el séptimo axioma.

Xy
B.—Sﬂav=(b}’1)E Vyayp € K-~

CZ,

(a+ ) v=a-v+ v

(o +8)-ax, - ax, g -ax,
(a+f)-by, | = (ﬂ’ . b)’L) + (ﬁ -b}q)
(e +f)-cz, @-czy B cz,

(o +8)-ax, (o +8)-ax,
(a+ )by, |=| (@+p): by,
(e + B)-cz, (@ +B)-cz,

Se cumple el axioma.

ax,

9.—Seav=(b}’1)6 Vyayf e Ka
cz,

a-(f-v)= (af)-v

B-ax, axy
c(55) - ()
B cz,y CZy

(af) - ax, (af) -ax,
(ef)- by, | =| (af) - by,
(af)-cz, (af)-cz,

Se cumple el axioma
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ax,
10-5iv = (b}'L) € V -~ 31 porlo tanto:

£z,

ax, £Xy
1.u=1.(b}rl):(b}3):u

€I, CZ,
Existe un elemento neutro lamado unidad elemento del campo K. Por lo tanto, se cumple el
axioma 10.

- (V, K, +, -) es un espacio vectorial.

Se podria llegar a la errada conclusion de que todo subconjunto de un espa-
cio vectorial, es un espacio vectorial. Esto no es condicion suficiente. A conti-

nuacion, vemos el contra ejemplo:

Ejemplo 5.5

Revisar si el conjunto de vectores en el plano IR? que pertenecen a una recta

que no pasa por el origen es un espacio vectorial.

Sea el conjunto V = [(;) rLyeRAy=ax+ b} con las operaciones de suma y
producto bien definidas, (K=IR, +, - ) - un campo con sus operaciones de suma
y producto bien definidas.

Demostrar que (V, K, +, - ) es un espacio vectorial.

Solucioén:

Usamos los 10 axiomas:

X3

1-Seav= (;i) vu= (}?3} e V.

2 2 + X
U+”:(;i}+(;g):(axfl-l—b)+(ax:+b):(a{xLx—T-xj+2b)=w eV

a(x,+x,) +2b ¢ V. Si recordamos en la expresion ax + b, b es el corte de la
X +x.

recta en el eje Y, entonces la coordenada (
a(x, +x.)+2b

) no pertenece a la
recta original.

Entonces, ya no es necesario continuar verificando los demés axiomas,
puesto que, si no cumple uno de ellos, entonces no es espacio vectorial.

= (V, K, +, -) no es un espacio vectorial.
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Es necesario poner mucha atencion a los enunciados y condiciones que se

den para comprobar los axiomas. A continuacién, se indica un ejemplo.

Ejemplo 5.6

Conjunto de puntos pertenecientes a un semiplano de IR?

Sea el conjunto V= [(j) nyeERAay= {}} con las operaciones de suma y
producto bien definidas, (K =R, +, -) - un campo con sus operaciones de suma
y producto bien definidas.

Demostrar que (V, K, +,-) es un espacio vectorial.

Solucion:

1-Seav= (;t) yu= (;f) eV

vru=()+() = iy)=wev

Siy,20yy, 20, entonces la suma de dos nameros positivos es siempre otro
positivo, es decir y,+ y, € R, por lo tanto w € V'y se cumple el axioma 1.

2-Seav= (;i)u = (iz)ﬁ,w = (;:) E V.
vt(ut+wl=@w+ul+w

Se cumple el segundo axioma.

3-Seaelvector 0, = (g)y = (;:) EV =~

o= () (=)=

Se cumple el tercer axioma.

X

4_-311::(;)5? El—i.?:(_:Irrl

Jev-

Lo cual no se cumple porque en el Cxonjunto V no hay ntiimero negativos, es
decir, no existe el inverso del vector (}i) No se cumple el axioma

Podriamos continuar con los demés axiomas, pero al no cumplirse uno de
ellos, ya no se constituye como un espacio vectorial.

- (V, K, +, - ) no es un espacio vectorial.
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Para finalizar, se menciona el siguiente teorema:

Teorema 5.1

Para un espacio vectorial V, paratodou € V y a € K, se cumple que:
1. a-0,=0,
0-u=0,

2
3. Sia-u=0,entoncesa=0o0u=0,
4

(-1)-u=-u, paratodou € V

El1 0, pertenece a V, y el 0 pertenece a los escalares K
Los subconjuntos que cumplen con los 10 axiomas de un espacio vectorial
se denominan subespacios vectoriales. En el siguiente capitulo se desarrollan

los conceptos relacionados con los mencionados.

2.3 Subespacios Vectoriales

En el capitulo anterior, se ha definido un espacio vectorial. Un subespacio
vectorial es también un espacio vectorial. El subespacio es un subconjunto de
un espacio vectorial. En consecuencia, el subespacio vectorial también cuenta
con la operacién de suma y multiplicaciéon por un escalar definidas, asi mismo

cumple con sus correspondientes axiomas o propiedades.

Todo espacio vectorial tiene subconjuntos que son espacios vectoriales tam-
bién. A continuacién, definiremos las condiciones para comprobar que un

subconjunto sea subespacio vectorial.

Es un espacio vectorial el subconjunto no vacio perteneciente a un espacio
vectorial, si tiene bien definidas las operaciones de suma y producto de un es-
calar por un vector incluido sus propiedades. Asi, si el subconjunto no cumple
con alguna de las propiedades ya no se considera subespacio vectorial (Lay,
2001).

Llamaremos al subespacio vectorial S y al espacio vectorial V. Al ser S un
subconjunto de V, se puede comprobar que la suma y el producto por un es-
calar estardn definidas en S. Ademas, algunas propiedades se cumplirdn por

defecto, al tener S vectores de V:

De la suma:
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e ]a conmutativa,

* laasociativa

Del producto por un escalar:

* laasociativa

* las distributivas

* la de existencia de un neutro multiplicativo

Para demostrar que un subconjunto es subespacio vectorial se deben enton-

ces verificar las siguientes propiedades:
* C(Clausurativa de la suma
* Existencia del neutro aditivo
* Existencia del inverso aditivo
* (Clausurativa de la multiplicacién por un escalar

Es necesario recordar que basta que un solo axioma deje de cumplirse y se

concluiria que el subconjunto ya no es subespacio.

Se puede encerrar un poco mas la definicién a las dos propiedades clausu-
rativas si se define: S es subespacio vectorial de V si, y solamente si:

* S cumple la propiedad Clausurativa de la suma para todo vector de Sy
si S cumple la propiedad Clausurativa de la multiplicacién por un esca-

lar, para todo escalar. Es decir:
e SiScV,seauyveS,entonces:u+vesy
e SeaueS,yVaelk,entonces:au € S

El indicar que la propiedad clausurativa de la multiplicacién por un escalar
se cumple para todo escalar, asegura que exista el neutro aditivo de la suma
(0) y el inverso aditivo de la suma (-u); pues se puede obtener estos vectores

al usar los escalares 0y -1.

Ejemplo 5.7

Un espacio vectorial es un subespacio de si mismo.
De acuerdo con la teoria de conjuntos; el conjunto V, es subconjunto de
si mismo; por lo tanto, si V es un espacio vectorial, entonces también es un

subespacio vectorial. No hace falta demostrar mediante axiomas.
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Ejemplo 5.8

Subespacio vectorial trivial.

Todo espacio vectorial (V, K, +, - ) contiene al elemento {0}, si H= {0} enton-
ces H c V. En el Ejemplo 5.2 qued6 demostrado que el conjunto cuyo tnico
elemento es el {0}, es un espacio vectorial (trivial) y por lo tanto, es también
un subespacio. Sin embargo, utilizaremos los dos axiomas para formalizar la
demostracion:

1.Seav=0yu=0eH ..

v+u=0+0=0eV

2.5eav=0eHyVaeK ..

a-v=a-0=0

- (H, K, +, - ) es un subespacio vectorial.

Ejemplo 5.9
Un subespacio propio de IR?

X
Si V =1R? el subconjunto H= [(y) : x,yeE° } con escalares pertenecientes

también a Z°, cumplen con los axiomas. Entonces:
Primero recordemos que el conjunto Z° esta constituido por los enteros
positivos y negativos incluido el cero. Luego:

l-Seav = (:i)ﬂu = (E) eH .

(%1 (xg _ (xl + 2
vtu= (}’1)+ }'2) ~\y +}'2) €
La suma de dos enteros, es siempre otro entero.
X
2-Seav = (}) eHyVae T -

cv=a()=(C D) en

El producto entre enteros es otro entero.
- (H, Z°, +, -) es un subespacio vectorial.
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Ejemplo 5.10

Un subespacio propio de R*

Si V =R los subconjuntos de V, como el conjunto de puntos de un plano
que pasa por el origen o el conjunto de puntos de una recta que pasa por el
origen, cumplen con los axiomas.

X
Sea H={(§) x,wwzeR A x=at, y= bt,z = ct:donde a, b,c,t e IR} (una

recta en IR°que pasa por el origen. Demostrando:

ity ait,
l-Seav = (bh) yu = (btg) eH -~
Ctl Ctz

at, at, a(t, +t,)
v4+u = (btl) + (bfz) = b(tl + tz} eH
cty cty c(t; +t5)

El vector resultante tiene el mismo vector director de coordenadas (4, b, ¢).

at
2-Seav = (bf) eHy Vae K -
ct

at a - at
a-v=w-(bt)=(w-bt)eh’
ct a-ct

El vector resultante tiene el mismo vector director de coordenadas (4, b, c).

- (H, K, +,-) es un subespacio vectorial.

a.4. Combinaciones lineales

Con base en las definiciones previas, sabemos que, al sumar vectores que
a su vez estan multiplicados por escalares obtendremos como resultado otro
vector, llamaremos al vector resultante de esta operacién como combinacién
lineal de los vectores sumados. Es decir, la combinacion lineal se define como

sigue.
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0.4). Combinacicn lineal

Seanwv, v, ..., v, n vectores pertenecientes a un espacio vectorial V'y sean
¢, ¢, ..., ¢, escalares, entonces cualquier vector que tome la forma c, v, + ¢, v+
.. +c v se denomina combinacion lineal de los vectores v, v,, ..., v _con esca-

laresc, c, ..., c,

Ejemplo 5.11

—-12
Determine si el vector v= ( g ) en R? es una combinacion lineal de los

siguientes vectores:

-2 2 0
3 3 3
Solucioén:

—2 2 0 —12
v=cx-u1+ﬁ-u2+y-u3=a-(1)+B'(D)+}*'(1)=( 5 )
3 3 3 3

Obtenemos las siguientes:
—2a+ 28 + 0y = —12
la +0f + 1y =5

3a+3+3y=3

—6 1 1 1)1 1 01
5 |—=|0 1 O0f—-4|—=|0 1 0O
1 0 2 11-5 o 01

De donde se concluye que:

-1 1 0
1 01

1 1 1

5 1 0
—4|-l0 1
3 0 0

]
]
1

2
—4
3

o =2
B=—4
y=3

Finalmente:

(2)()()-(5)

» v es combinacion lineal de uy, 1, v ug.
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Ejemplo 5.12
1 _f3 (-3
Dados los vectores u1=(_1)= Uz = (_4) yv= ( 3 ) , determinar si v es una

combinacion lineal de u, y u,.

Solucién:

. oo (1 (3N _ (3
v=a-u +f-u,=a (_1)+3 (_4)—( 2 )
Obtenemos las siguientes ecuaciones:

a+38=-3
—a—4f =2

Usamos el método de Gauss-Jordan para hallar los valores de los coeficien-

(—11 _34‘_23) ~ (4::[} _31‘:2) - ({1) i‘—f) - (; ?‘_16)
Entonces los valores de los coeficientes son: a=-6y p =1

wo==6-(1)+1-(3)=(F)

. v es combinacion lineal de u, y u,.

tes:

Ejemplo 5.13

1 1
Demuestre que v= ( 1 ) »s una combinacion lineal de los vectores ”1=(_31)
4
3 2
u,=|-2)yu=\[-1}
2 3
Solucion:

1 3 2 -1
v=a-u; +f§-u; -I-}*-uz=w-(—1)+ﬁ?-(—2)+}f'(—1)=(1)
3 2 3 4

Realizado el producto y la suma se los vectores y escalares, se tiene las ecua-

ciones:
a+3f+2y=-1
—a—2—-y=1

3a+28+3y=4
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Usamos la matriz ampliada para resolver el sistema:

1 3 21-1 1 3 21-1 1 3 2
-1 -2 -1]1 |~|0 1 110 |~l0 1 1
3 2 34 o -7 =317 0 0 4

-1
0
7

3
1 0o —1f71 1 0 of*4
~fo 1 1|9 |~lo 1 of-;
00 13 00 1|7
4

3 7 7

Entonces los valores de los coeficientes serfan: & = 3 - B = —2YY=g

3060

~. v es combinacion lineal de u,, u, y u,

Ejemplo 5.14
1 -1 /-1 0 -3 1
Dados los vectores u,= (2 1 ) Uy —( 3 D) .Uz = ( 0 D) , v el vector
_ (—12 4 . L
v= 5 _ 1), compruebe si v es una combinacion lineal de los vectores da-
dos.
Solucion:

smawtpn eGP (G Do (3 D-(F 4

Obtenemos las siguientes ecuaciones:

a—f—3y=-—12

—a+y=4
2a+ 26 =2
a=-1

No es necesario usar matrices para resolver este sistema, ya que la solucion
es muy evidente:

= ™
Il
(Y

Il
w
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~. v es combinacion lineal de u,, u, y u,

Ejemplo 5.15
Seau=1,u= cos? x, y v= cos 2x, determinar si v es una combinacion lineal

deu,yu,.

Solucioén:

2

vr=a-uyy +f-u, =a-1+ [ cos”x =coslx

Obtenemos las siguientes ecuaciones:

a—f—3y=-12

—at+y= 4
2a+ 2= 2
= —1

No es necesario usar matrices para resolver este sistema, ya que la solucion

es muy evidente:

a=—1
B =2
y=3

o e 9ea(T (22 2)

. v es combinacion lineal de u,, u, y u,

0.42 Conjunto generador

A continuacioén, estudiaremos a determinados conjuntos de vectores que
generan espacios vectoriales. Al conjunto de vectores que generan un espacio
vectorial se lo llama conjunto generador. El término generar, en este contexto, es
usado para referirnos a que con los vectores del conjunto generador podemos

obtener nuevos vectores por medio de la combinacion lineal.
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Sea gen= {7’1/ (P v”}, un conjunto de vectores pertenecientes a V. Entonces
V es generado por el conjunto v, v,, ..., v, siy solo si, todos y cada uno de los
vectores v en el espacio V se puede escribir como una combinacién lineal de
los vectores de gen, es decir:

V=1 + Catiy + "+ £, 1,

Dondec,, ¢, ..., ¢, son coeficientes reales.

Teorema 5.2

Sea {u, u,, ..., u } un conjunto de m vectores linealmente independientes en
R", si m <n, entonces {u,, u,, ..., u_} no generan R". Si m > n entonces {u,, u,, ...

, u, } generan R" (debe comprobarse la independencia lineal) (Lay, 2001).

Ejemplo 5.16

1 3
Sean g = (—1)3-’ U; = (—2). Determinar si generan el espacio R
3 2

Solucion:

Amparados en el teorema 5.2, se necesitan tres vectores en IR® para generar

el espacio IR’ sin embargo, aplicaremos el siguiente proceso para justificar la

respuesta.
X
Dado v= (3’) e R3, entonces:
=

1 3 X
u=aul+ﬁug=cx'(—1)+ﬁ(—2)=(T)
3 2 z

Obtenemos las siguientes ecuaciones:

a+3f =x
3a+ 2=z
Usamos matrices:
1 3 |x 1 3 x 1 0] —2x — 3y
-1 -2y |~10 1| x+¥ ~l0 1 xrt+vy
3 2|z 0 —7l-3x+4= 0 old4x+7v+=
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Para que el sistema tenga solucion se debe cumplir que: 4x + 7y + z =0
Como podran notar, se obtiene una ecuaciéon que representa a un plano que
pasa por el origen. Esto significa que los vectores dados generan un plano que

pertenece a IR* y un plano no constituye todo el espacio IR°.

0.43 Espacio generado

Definicién: Seanv, v,, ..., v, un conjunto de k vectores pertenecientes a un
espacio vectorial V. Llamamos espacio generado al conjunto de combinacio-
nes lineales que resulten de los vectores {v, v,, ..., v,}. En notacién de conjuntos

tenemos:

gen{vy, v, ..., v} = {1 = vy +oov; + 0+ o }

La notacion gen se lee espacio generado por.

Ejemplo 5.17

i i —1
Determinar s1 los vectores uy; = ( ) Uy = (

Solucion:

X
Dado v= (},) e IR?, entonces:

v=a-u +8u;+y-u; :“'(11)"'3'(_33)-'_?'(—42):(;)

Obtenemos las siguientes ecuaciones:
—a+3f+4y=x

a—3f-2y=y
Usamos matrices:
(—1 3 4‘I)N(1 -3 —4| —x )N(l -3 0
1 -3 =2» W o 2+ ‘o o0 2
El altimo sistema no indica ninguna condicioén para x o y, por lo cual:

R? = gen{(_ll): (_33)(_43)}

x+2y)
x+y
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Con esto ultimo se demuestra que los espacios generados por un conjunto
de vectores es un subespacio vectorial y por consiguiente tenemos el siguiente

teorema.

Teorema 5.3

Dado un conjunto de vectores v, v,, ..., v, que pertenecen de un espacio

vectorial V, entonces, gen {v,, v,, ..., v,} es un subespacio vectorial de V (Stan-

ley & Flores, 2012).
Ejemplo 5.18
1 -1 -1
Determinar si los vectores wu; = (—1), Uy = ( 2 ),ug = ( 1 )gcﬂeran R3.
0 3 2
Solucion:

Como se detall6 en el teorema 5.2 para generar IR’, se quieren minimo tres
vectores linealmente independientes entre si, para generar IR°.

Comprobamos la independencia lineal:

X

Dado v= (T) e R?, entonces:

=

1 -1 -1 0
v=a-u +F-u; +r-u3=a-(—1)+ﬁ-( 2 )+}f'( 1 )=(G)
0 3 2 0

Obtenemos las siguientes ecuaciones:

a—f-y=x
—at+2f+ty=y
3+2y==

Usamos matrices:

1 -1 —1x 1 —1 —1] x 1 0 —-1] 2x+vy
-1 2 1|¥v]~l0o 1 ofx+y|~l0o 1 0 x+y
0 3 21z 0 3 21| z 0 0 21-3x—3y+:z
_ 1 1 1
1 0 -1 27‘:} 1 0 ofz¥~3¥*3%
~lo 1 2 xaj’ L Moo x4y
3 3,1 3 3 1
o 0 5 X 2}+22 o 0 1_2;\:_5313_'_iz
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El sistema no tiene condiciones especiales para x, y, z, significa que los tres

e f))

vectores generan IR’.

Ejemplo 5.19
2 2 -2 0
. - ] _[ 1 e | _| 3 _ -1 4
Determinar si los vectores uy; = o [H2=| 3 |-us 1 | ua | [generan E
1 0 4 1
Solucion:
w
Dado v= ; e IR3, entonces:
=
2 2 —2 0 w
- - . cua=g-| 1 1 .| 3 el P
= ul‘l‘ﬁ 'Hz""}" Usg & 0 +.B 3 -|--}.r 1 +5 1 y
—1 0 4 1 z

Obtenemos las siguientes ecuaciones:
2a+2f -2y =w
a—f+3y—46d=x
If+y+d=cz

—at+4y+d=yvy

w
2 2 =2 0w 11—10% 1 1 -1 0 2
1 -1 3 —1fx} (1 -1 3 12| |0 -2 4 —1f 1
0 3 1 1|y 0 3 1 1|y 0 3 1 1| zZWt~X
-1 0 4 11z -1 0 4 1|z -1 0 4 1 y
w w
2 11 -1 0 2
1 1 -1 0 1 1|1
0 3 11
0 1 51 ¥y 0 3 11 ¥y
2w+z 01 31 iw+z
w w
~1 0 Z tr-o Z
1] 1.1 01 —2 2 1. 1_
N -2 3 W3 N % ZW X
00 7 —%—3w+%x+}r 0o 7 _E—%w+%x+}r
01 5y 1 0 111 1
swtz 2|gwtsxtz
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11 -1 0 z 1 0 L
1 2 1 2
~ 1l 3 3 ~ 1l 3 3 1
00 ! 1wt xtoy 0 0 1 ~Ta|-—spwtgxtgy
28 14 7 28 14 4
0 0 5 1 1 1 0 0 o 5 11 4
2 gwtsx+z T [ggw—5x—gy+z
w w
1 -1 0 2z 2z
0 1 1W—l:vc Lrd E 1W—lx
N =2 3 V732 Jor =2 3 "3
7 EIE L S SR
00 1 -13 —ogWtizxt3vy 0 0 1 0f—ggwtegxtzytisz
00 o 1|1 2 5 .7 co 0l 2 5 .7
2W 3% gYTEZ W 3* T8V TE?
w w
2z 2
11 -10_5. 1,5 7 11 -10_ 7,1 ,7_ 5
“loo 1 0] 1 1 i .1 o0 1o 1 1 i .1
0 0 0 1 —ﬂw+gx+ﬁ}+ﬁz 0 0 0 1 —EW+EI+E}+EZ
1mo2 5 .7 1,2 5 .7
2w 3* YT W 3¥ 7Y TE
11 1 1 1 3 1 1
ﬁw+gx+ﬁy+ﬁz EW—E:}?‘F?Z
t1o00 7 1 .7 5 |[tooo 7 1 7 5
Lo 1 0 o T@YWTEYTIZY T 122 0 1 0 of @YW TE*TIZY T 12°
00 10 1 1 1 1 0010 1 1 1 1
00 0 I—EW+Ex+ﬁy+ﬁZ 00 0 1—Ew+3x+ﬁy+ﬁz
11 2 5 7 11 2 5 7
Ew—gk—gjf'l'gz EW—EX—EY'FEZ

No hay condiciones especiales para x, y, z, w, significa que los cuatro vecto-
res generan IR*.

2 2 —2 0
w ol ) (3)(3 ) (3
-1 ] 4 1
0.44 Independencia lineal
2 4
1wl 2

Supongamos dos vectores en IR?, \ 4 g,/ , queremos combinar estos dos

vectores mediante escalares c, y ¢, de modo que se obtenga el vector nulo, es

decir:
2 4 0
ol 1 + 1 2]1=10
4 8 0
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Entonces, ;Cuéanto deben valer c, y ¢,? Observando los vectores podemos

2 4 ]
determinar que ¢, = 2y ¢, = -1, es decir, 2 (1) - (2) = (ﬂ) De hecho, hay
4 8 0
muchas maneras de lograr esto. Cuando esto sucede, se dice que ambos vec-

tores son linealmente dependientes, esto ocurre debido a que los vectores son

2 4
multiplos entre ellos. Sin embargo, si los vectores fuesen (1) y (2) la

4 6
Unica manera de que su combinacioén sea nula es haciendo que ¢,=0 y ¢,=0.

En consecuencia, es correcto colegir que bajo esta condicion los vectores son
linealmente independientes. Esta idea se puede generalizar con la siguiente
definicion.

Definicion: Sean v, U, ..., U, unconjunto de n vectores pertenecientes a un
espacio vectorial V. Entonces diremos que v, 0, ..., v sonvectores linealmen-
te independientes si los escalares c_1,c_2,...,c_n son todos cero en la siguiente
combinacién lineal:

vy + v+t oy, =0

Si esta condicién no se cumple, colegimos que los vectores v, v, ..., v , son
1 2 n

linealmente dependientes.

Ejemplo 5.20
-2

Determinar si los vectores u; = ( 3

4 .
)= u; = (?) son linealmente depen-
dientes o independientes.

Solucién:

De la definicion escribimos la ecuacion:
b e (2) 8- ()= (0

Obtenemos las siguientes ecuaciones:
—2a+45 =10
3a+76 =0
Usamos matrices:

—2 40\ (1 -2j0y (1 —2[0 1 —2;0\/1 0]0
(3 ?‘{})_}(3 ?‘n)_}(n 13‘[1)_}(0 1‘0)(0 1|n)
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Los valores de los coeficientes son:a=0y =0

. los vectores u, y u, son linealmente independientes.

Teorema 5.4

Si para dos vectores pertenecientes a un mismo espacio vectorial se cumple
que, uno de ellos es un maltiplo escalar del otro, diremos que los vectores son
linealmente dependientes.

Ejemplo 5.21 1 7 1
Determinar si los vectores 41 = ( 0 ) Up = (_20)3’ Uz = (_5) son

11 —29 1
linealmente dependientes o independientes.

Solucioén:

Dado v=| 0], entonces:
W]

-1 7 1 0
v=a-u +f-uyty-uz=a-| 0 |+B-|-20)+y-|-5]=|0
11 —29 1 0

Obtenemos las siguientes ecuaciones:
—a+76+y=0
—208 -5y =0

1la —298+y =0

Usamos matrices:

-1 7 110 1 -7 -1
0 —-20 -50)—=|0 —-20 -5
0 0 48 12

0 1 -7 -1 10
0|—=10 1 o) —
11 —29 1 0

El sistema tiene infinitas soluciones.

0

S | = ] L
o oo

3
ﬂ-l-;’}v’:ﬂ'

1
Btyr=0
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Consideremos: y=1, entonces:

-I—3 0
o — =
4'}"

1
— ={}
ﬁ+4r

. los vectores u , u, y u, son linealmente dependientes.

Teorema 5.5

Son linealmente dependientes todo conjunto de 1 vectores en el espacio R™

siy solo sin >m (Lay, 2001).

De este teorema podemos concluir que un conjunto de vectores linealmente

independientes en R” contiene a lo sumo n vectores.

Teorema 5.6

Se necesitan exactamente n vectores en R" para generar el espacio R" (Lay,
2001).

Ejemplo 5.22

D i 1 i w = (2 —1) "o = (D —3) R (4 1 )
eterminar si1 las matrices 1 4 o)l 1 5 ¥us 7 _g
son linealmente dependientes o independientes.

Dado v = (g ﬂ), entonces:

0

R i) LY XLy B CARART

Obtenemos las siguientes ecuaciones:
2a+4y =10
—ax—3f+y=20

da+B+7y=0

56 -5y =0
Usamos matrices:
2 0 410 1 0 290 1 0 20 1 0 20
-1 3 1floy_[o 3 3ol (o1 1o} _[0o 1 1]0
4 1 7|0 o0 1 —-1|0 o 0o =210 o 0 1|0
0 5 —5Ip 0 5 -—=5lp o 0 —-10'0 0 0 o0lo
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1 0 00
o 1 olo
0 0 1o
o o olo

Solucion del sistema: a=0, =0y y=0

- las matrices u,, u, y u, son linealmente independientes.

Teorema 5.7

Sean v, v, ..., v, un conjunto de 1 vectores en R" que han sido colocados
en forma de columnas para generar una matriz A__ . Entonces los vectores v,,

v, ..., v,_son linealmente independientes si se cumple que la tnica solucion al

2
sistema Ax = 0 es la trivial, x=0.

Una forma equivalente de escribir este teorema es: detA # 0 si y solo si las

columnas de A son linealmente independientes (Stanley & Flores, 2012).

Ejemplo 5.23
Dado el sistema homogéneo siguiente:
X+ 23 —x3 =0
2x; +5x; +4x: =0

Halle los vectores linealmente independientes correspondiente a la solu-

cion.

Solucioén:

Aplicamos el método de la matriz aumentada para reducir la matriz:
1 2 —l‘ﬂ 1 2 —1‘(] 1 0 —13‘(]
—
Gs 2061 cl)=G 1 6l

Tenemos:

x1—13x3 :ﬂ

.'I.'z‘l‘ﬁx:;:ﬂ
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Hallando los vectores de este sistema equivalente:

X 13x3 13
X3 Xz 1

13
La solucién es un solo vector (—5) y es lineal independiente en si mismo.
1

.. La solucién del sistema es un vector linealmente independiente.

0.0. Bases y dimensidn

Llegados a esta instancia es facil entender que podemos escribir cualquier
vector de R? como combinacioén lineal de los vectores (;) y (?) Lo mismo es
aplicable para cualquier vector de IR los cuales podemos expresar como una

1\ /0 0
combinacion lineal de los vectores (o} (1) y (D). Estos vectores funcionan

0/ \o 1
como una base para la generacion de cualquier vector. Esta idea puede ser

generalizada mediante el siguiente concepto.

Definicion: Sean el conjunto de vectores {v,, v,, ..., v, } perteneciente al espa-
cio vectorial V, entonces diremos que {v,, v,, ..., v,} es una base para el espacio
vectorial V, si y s6lo si, el conjunto es linealmente independiente y es genera-
dor de V.

Podemos escribir la base para el espacio R® usando los vectores:

1 ] 0
0 1 0
Eyz=|0|l.Ez=|0|....E,=|0
W] 0 n

Los mismos que forman la llamada base candnica. Si colocamos a los vectores
E, E, ... E como columnas de una matriz, obtendremos la matriz identidad

cuyo determinante es igual a uno, de alli en nombre de base candnica.
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Ejemplo 5.24
La base canénica de un conjunto de matrices que pertenece al espacio M,,
seria:
/10 01 /0 0 /0 0
U1 = (D {})= Uz = ({} u)=u3 - (1 n)’u‘* - ([} 1)
Ejemplo 5.25
La base canonica de un conjunto de matrices que pertenece al espacio M__
seria:
1 0 Q o1 - 0 0 0 1
Uy = E.} E.} -:-- |5] ] Uy = EI E' ':.' :D L u, = ? E.} ) E] e Uy =
o o - 0 o o - 0 o 0 - 0
0 0 - 0
0 0 0
0 0 1

Teorema 5.8

Si el conjunto {v, v,, ..., v,} es una base para V'y si v pertenece al espacio V,

entonces existe una combinacioén lineal tnica tal que v=c, v, +¢c,0,+ ...+ ¢ v .

Definicién: Los espacios vectoriales que tienen bases con un ntimero finito
de vectores reciben el nombre de espacios vectoriales de dimension finita y el na-
mero de vectores que componen la base es la dimensién de espacio vectorial,
y la denotaremos como dimV.

La dimension de R" es n ya que una base de R" requiere de n vectores, es
decir, dimR" = n. La dimensién de las matrices de m x n es dimM_ =m -n

Teorema 5.9

Si H un subespacio que pertenecer a un espacio vectorial V que tiene finita
dimensién. Entonces H igualmente tiene dimensioén finita y se cumple que:
dimH < dimV.

Ejemplo 5.26

Encontrar una base para el conjunto de vectores que se encuentran en el

X
plano H= {( ) ER:2x—y+3z= ﬂ}

it
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Solucién:

Para resolver despejamos una de las variables, en este caso despejamos y.
Entonces:
y = 2x + 3z

Dado que la base es un conjunto de vectores en IR?, por ello:

)59 0

E

1 0
Los vectores: (2) ¥ (3) constituyen una base para el plano H, entonces

()

podemos escribir que:
dimH =2

Ejemplo 5.27

Sea S es el espacio solucion del sistema homogéneo de ecuaciones propues-
to, entonces determine una base cualquiera para S.

5_{2x-|—3y—4z=[]
|l x—y+z=0

Solucion:

Reducimos el sistema usando las operaciones elementales de fila:

1
23 O~C L Y- -1 110\ (1 -1 1oy (1 O —¢lo
1 -1 110/ 5 -slo/7\0 1 —Zlo)7\0 1 —Zo/T|p 1 _8lo
5
Entonces:

1 1

x——z=0—-x==-z

6 0 6

——z=0-2y==z

¥y ¥y 3

Z=Z

La base para este conjunto es elemento de IR?, por ello:
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1 1

x gz E
B-(2)-:
z 5% 5
E 1

La base para este espacio solucién esta formada por el vector: ; 0

= | gen | =

1
podemos multiplicar por 5 el vector y tenemos (6), que también es otra base

el

dimS =1

para este espacio. Entonces:

Teorema 5.10

Un conjunto de n vectores de dimensién n constituye una base para el es-
pacio vectorial V siy sélo si son linealmente independientes entre si y generan
aV.

0.0.] Cambio de bases

Si bien es cierto que las bases canénicas son usualmente las mas usadas y
faciles de tratar, a veces se requiere representar vectores en otras bases. Como
se debe notar, existen muchas bases para un espacio vectorial y debe ser posi-
ble pasar de una base a otra base de alguna manera.

Ahora, imaginemos al vector x= (2) que podemos expresarlo como x =
X, ({1}) + x5 ([1}) es decir que hemos representado x como una combinacién
lineal de la base canénica de R* que llamaremos B,. Usando una combinacion
lineal podemos reescribir a este vector x en términos de otros dos vectores
que formen una base no canodnica, pudiendo ser estos vectores, por ejemplo,
vy = (;) Vg = (_42) que son linealmente independientes, ya que un vector
no es multiplo del otro. A esta base llamaremos B,. Para decir que x esta escrito
en términos de B, se escribe (x),, y para decir que x esté escrito en términos de

B,, se escribe (x),,.

Luego (x)z, = x3 ({1]) + x3 ([1}) = (2)1 = (;) + o3 (_42) y cuando

- €1
encontramos ¢, y ¢, podemos escribir (x)g, = (Cz)
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Para realizar este cambio de bases, se requiere una matriz A, llamada ma-
triz de transicion de modo que (x)s, = A(x)z,. Para hallar la matriz A que
toma vectores en base canénica B, y los lleva a otra base B, nos basamos en el

siguiente teorema.

Teorema 5.11

Si A es la matriz de transicion de la base B, a la base B,, entonces A seré la

matriz de transicién de la base B, a la base B, (Stanley & Flores, 2012).
Con base en el teorema dado, podemos realizar el siguiente procedimiento

1. Escriba una matriz M= (v
de B,.

v, ...,v,),dondev, v, ..., v_sonlos vectores

Y

2. Halle M, esta es la matriz A que se busca.

Ejemplo 5.28

2 .
Al vector v,= (3) que estd en base canénica, escribirlo en funcién de una

_ -1 -1
nueva base B,= [(_2) ( 5 )}
Ponemos el vector v,, en términos de B.:

= @)= a2+ 8(3)~ () =

Hallamos a 'y f3:

—1 -2y (1 1]-2y (1 1
(—2 2‘3)“’(0 4‘—1)“’((] 1

, _7
0 1)]_1
4

Entonces:

v, es el vector v, en la nueva base B,.
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Ejemplo 5.29
3
-1
—5
0
3

Al vector v,= ) que esté en base canoénica, escribirlo en funcién de una

JC)G)

Ponemos el vector v, en términos de B,:

1
2
-2

5
2

nueva base B,= I(
0

o33 ()0

Hallamos a, Py y:

-5 1 5|2 1 —= -1 _E 1 —= _1_E
0 2 213 I~{g 2 23 |~[0 2 23
3 -2 0 3 -2 0l-1 0 -- 3|:
2 2
1 —1 —1| = _i _1_E L 1 1 _=
~1 0 15 1 S Y 0 15 1 3 1A 5 3
7 2 2| 2 o 1 1|3
0 —- 3|1t 0 0 =]z 0 0 e
5 > 10 44
27 7
1 —= pfzo 1 0 0|2z
5 43 43
~“lo 1 o]z ™0 1 0
0 0 1122 a 0 1&
44 44
Entonces:
7
22
E 43| 1 E
= —_— _ =
¥ 44 44 23 2
23
4

v, es el vector v, en la nueva base B,
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9.6 Operaciones con Subespacios Vectoriales

Existen algunas operaciones que se pueden realizar con los llamados subes-
pacios vectoriales. Al ser estos subconjuntos algunas operaciones son las mis-
mas que la de los conjuntos (interseccién, union). Otras operaciones son pro-
pias de los subespacios vectoriales (suma, suma directa).

9.6 Interseccian

Al igual que la intersecciéon de conjuntos, la interseccién de subespacios
vectoriales se obtiene al colectar los elementos que tienen en comtn dos subes-

pacios.

La intersecciéon de dos subespacios, da como resultado siempre otro subes-

pacio.

Sean Sy T dos subespacios vectoriales pertenecientes al espacio vectorial V.
Denotaremos a S N T como la interseccion de los dos subespacios, matemati-

camente se escribe:
SNnT={wmveES AT}
Los vectores de la interseccion deben pertenecer a S y a T al mismo tiempo.
La interseccién de dos subespacios de IR* es un subespacio también.
Ejemplo 5.30

Dados los subespacios

x x
H = H1={(3’): x—}'+22=ﬂ} v H, ={(J’): 2x+}'—z={}}.
z z

Ademas H, y H, ¢ IR’ y representan un conjunto de vectores de un plano

que cruza por el origen. ;Es H, N H, es un espacio vectorial? Demostrar.

Solucion:

Con ayuda de la matriz extendida podemos hallar el vector o vectores re-

sultantes pertenecientes a la interseccion de H,y H.;:

Partimos de las ecuaciones dadas en los subespacios, que son las condicio-

nes de los vectores:
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x—y+2z=10
2Zx+y—z=10

Las convertimos en un matriz aumentada:

1 -1 2
1 -1 2|D (1 -1 2‘{}
— — 5
(2 1 —1[]) 0 3 —5{}) (D 1 —3

Entonces como solucién tenemos:
x+—-z=0—- x=—-=z
3 3

5__, 1
x——z=0- y=—z
3 Y=5

Si consideramos a z=t, tendremos:

(

Observe que lo que se ha obtenido son las ecuaciones paramétricas de una
recta en R® que pasa por el origen; ya se demostré anteriormente que el con-
junto de puntos que estdn en una recta que atraviesa el origen es un espacio

vectorial.

~.H, N H, es un subespacio vectorial.

0.6.2 Unidn

A diferencia de la interseccién, la unién de dos subespacios vectoriales que
pertenecen a un mismo espacio V, no es obligatoriamente un subespacio vec-

torial.
Sean Sy T dos subespacios vectoriales pertenecientes a V. Denotaremos a
S U T como la union de estos dos subespacios, y matematicamente se escribe:

SuT={wm:veSsS vT}

Los vectores de la unién pueden pertenecera Soa T.
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0.6.8 Suma

La suma de dos subespacios vectoriales es siempre un subespacio vectorial.
Sean Sy T dos subespacios vectoriales pertenecientes a V. Denotaremos a S +

T como la suma de S y T, matematicamente se escribe:

S+T={rv=s+t;sES ALtET}

Con la definicién, la suma de dos subespacios vectoriales cumple con los

axiomas clausurativos de la suma y la multiplicacién por un escalar.
Para encontrar el conjunto generador de S + T se debe:
* Hallarlasbasesde Sy T

* Juntar los vectores de ambas bases en un solo conjunto. Ese conjunto es

el generador del espacio S+ T
S = gen{vy, va, ..., U, }
T = genfuy, usz, v, Uy }
S+ T = gen{vy,va, o, Vo Up, Uz, wony Uy }

El conjunto {v, v,, ..., v, u, u, ..., u }, no necesariamente es linealmente
independiente, por lo cual es conveniente convertir el conjunto en indepen-

diente extrayendo el o los vectores que generan dependencia.

0.6.4 Suma directa

Denotaremos a S © T como la suma directa de los subespacios vectoriales S

y T que pertenecen a espacio V.
Definicion:
54 T esdirecta sisolo si SNT = {0}

Ejemplo 5.31
Calcular H + K (verificar si es directa) y H N K, dado:

x X
H={(}F)ER3:2x+}'—32=ﬂ}yH={(jﬂ)ERE:x—Z}r+z=ﬂ}
il ¥l
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Solucion:

Primero hallamos una base para H, para ello despejamos y de la ecuacion
del subespacio H:

yv=—2x+4 3=

Luego hallamos los vectores de la base:

() ({836

=z 0

1 0
La base para este conjunto esta formada por los vectores: (—2) v (3) , en-
tonces:

1 0
H= geni(—z).(B)} por tanto, dimH = 2
0 1

Hallamos una base para K:
Despejamos x = 2y - z, y luego:

()= )-G)()0)+(2)

1

2 -1
La base para este conjunto esta formada por los vectores: (1) v ( 0 ) , en-
tonces: 0

Al

Ahora calculas H + K;

el O )

Hallados los vectores de la base debemos comprobar si los mismos son li-

nealmente independientes, para ello usamos la matriz aumentada.
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10 2 -1
1 0 2 —-1]0 10 2 —1|0 102—%0 o 1 1 20
2 3 1 ofof~f0 3 =3 20|~|0 1 -1 Zjo]~ ] [}
0 1 o0 1lo 01 0 1l0 01 0 110 oo 1 ilo
3
10 2 —1 100 -2
0 2|0
mﬂlﬂ}nmni 0o 1|o
o 0 1;[} 0 0 13(]

El sistema reducido tiene tres pivotes; significa que, de los 4 vectores, 3 son

linealmente independientes y uno debe ser dependiente. Por lo tanto:

el ()}

dim(H+K)=3
A continuacion, aplicamos el criterio de las dimensiones para la suma di-

recta:
dim(H + K) =dimH + dim K — dim(H N K)

3I=242-1

HoK = 9[(‘;’1)]

dim(HNK) =1

La interseccién H N K es:

Por lo tanto H + K no es una suma directa.

Ejemplo 5.32
Calcular H + K (verificar si es directa) y H N K, dado:

X X
H={(}')Eﬂ3:—x+y+32=0}}' K={(y)E]H’.3:x—y—z=ﬂﬁ 2x—y=0}
Z Z

Solucién:
Primero hallamos una base para H:

Despejamos y = x - 3z, y luego:
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0)-(2-6) ()0 (3)

1 0
La base para este conjunto esta formada por los vectores: (1) v (—3) , en-

()

dimH =2

tonces:

Hallamos una base para K:

Despejamos z=x -y =-x y y = 2x, luego:

()-()-+(2)

1
La base para este conjunto esta formada por los vectores: ( 2 ) , entonces:

O

dimH =1

Ahora, calculas H + K:

rir-eel((3)3)

Verificamos si los vectores de la base son linealmente independientes:

1 0 1
1 0 110 1 0 110 10 110 0 1 1|0
1 -3 2f0)~l0o =3 1(0)~{0 1 —Zl0f~ ~ 3|0
o 1 -1lo o 1 -—1lo o 1 —1l0 0o o —2o

3

1
Nﬂl-;ﬂ’“ﬂlﬂ

1 0 1fp (1{}0
oo 1|0 o 0 1

o
o
]

El sistema reducido tiene tres pivotes; significa que, los 3 vectores son li-

nealmente independientes, por lo tanto:
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cor-el(3))

dim(H + K) =3

Recordando el teorema de las dimensiones:
dim(H + K) = dimH + dim K — dim(H N K)

3=2+1-0

()

dim(HNK)=0

La interseccion H N K es:

Por lo tanto, H + K es suma directa.

a.7. Ejercicios propuestos

I. Espacios vectoriales

Determinar si los conjuntos propuestos son espacios vectoriales. De no ser-

lo, indique qué axiomas no se cumplen.

1. El conjunto de ntimeros naturales IN* como vectores, N +0 como esca-

lares y la multiplicacién para nimeros naturales.

2. El conjunto de nimeros naturales IN como vectores, Q (ntimeros racio-

nales) como escalares, suma y multiplicacién para niimeros naturales.

3. El conjunto de niimeros enteros Z como vectores, IN como escalares,

suma y multiplicacion para nameros enteros.

4. El conjunto de matrices diagonales de nxn bajo la suma y multiplicacién

por un escalar usuales.

5. {(x,y):y 20; x, y reales} con la suma de vectores y multiplicacién por un

escalar usuales.
6. Los vectores en el plano en el tercer cuadrante.

7. El conjunto de vectores en IR* de la forma (x, x, 0).
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.
20.

21.

22.
23.

24,

25.

El conjunto de vectores en IR* de la forma (x, x).

El conjunto de matrices 2x2 con determinante 0 bajo la suma y multipli-

cacion por un escalar usuales.

El conjunto de funciones polinémicas de grado < 2 bajo la suma de fun-

ciones y multiplicaciéon por un escalar usuales.

El conjunto de matrices 2x2 con todos los elementos 0 bajo la suma y

multiplicacion por un escalar usuales.

El conjunto de vectores en IR? tales que su suma de componentes sea

cero.

El conjunto de todas las funciones continuas en el intervalo [0, 1] bajo la

suma de funciones y multiplicaciéon por un escalar usuales.

El conjunto de matrices 3x3 con traza igual a 0 bajo la suma y multipli-

cacién por un escalar usuales.

El conjunto de funciones pares (f(x) = f(-x)) bajo la suma de funciones y

multiplicacién por un escalar usuales.

El conjunto de todas las funciones f(x) = kx para algtn escalar k bajo la

suma de funciones y multiplicacién por un escalar usuales.

El conjunto de vectores en R®* con la propiedad de que la suma de sus
coordenadas es igual a 1.

El conjunto de polinomios de grado < 3 bajo la suma de polinomios y

multiplicacién por un escalar usuales.
El conjunto de vectores en IR* con al menos una coordenada negativa.

El conjunto de funciones periédicas con periodo 1 bajo la suma de fun-

ciones y multiplicacién por un escalar usuales.

El conjunto de matrices 3x3 con rango 1 bajo la suma de matrices y mul-

tiplicacién por un escalar usuales.
El conjunto de nameros reales bajo la suma y multiplicacién usuales.

El conjunto de vectores en R3 tales que la suma de sus componentes sea

un namero par.

El conjunto de todas las soluciones de la ecuacion diferencial y” -y’ +y

= 0 bajo la suma de funciones y multiplicacién por un escalar usuales.

El conjunto de matrices triangulares superiores 3x3 bajo la suma de ma-

trices y multiplicacién por un escalar usuales.



26.

27.

28.
29.

30.

31.
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El conjunto de polinomios de grado impar bajo la suma de polinomios y

multiplicaciéon por un escalar usuales.

El conjunto de matrices 2x2 con traza igual a 0 bajo la suma de matrices

y multiplicacién por un escalar usuales.
El conjunto de vectores en IR* cuyas coordenadas suman 1.

El conjunto de todas las soluciones de la ecuacién x? - y? = 0 bajo la suma

de vectores y multiplicacion por un escalar usuales.

El conjunto de vectores en IR® tales que la suma de sus componentes es
42.

El conjunto de funciones constantes bajo la suma de funciones y multi-

plicacion por un escalar usuales:

II. Sub-espacios vectoriales

Determinar si los conjuntos propuestos son sub-espacios vectoriales. De no

serlo,

32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.
43.
44.
45.

indique que axiomas no se cumplen.

V=REH= (5 y) % +y*=1)
V=R}H={(xy, z); xz = 0}

V=R, H= {(xy,zw)x+y+z+w 0}
V=REH={(x y) %=y
V=R*H=elejezy el plano yz

V=R5H={(xy 2);x+y=2z}
V=R;H={(xy,z);,x=2}
V=R%H={(x y); x 20}
V=RyH={(xy,2);x=y)

V=R3H={(x,y);y <2x}
V =1R% H = el plano xz
V=R5H={(xy),x*+y* <1}
V=REH={(x,y);x*+y><1}
V=M ,H={DeM

22’

; D es diagonal}

2x2/
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46.
47.
48.
49.
50.
51.
52.
53.
54.
55.
56.
57.
58.
59.
60.
61.
62.
63.

III.

64.
65.
66.
67.
68.
69.
70.
71.

V=M, ;H={T e M, ;T es triangular superior}

2x2/ 2x2/

V = P2 (conjunto de polinomios de grado <2); H = {p € P% p(1) =0}
V=R5H=elplanox +2y +3z+ 4w =0
V=R3H={(xy);x+y=1}

V=R5H={(xvy, 2z);,x-y+z=0}

V=M

H={A e M, ,; A es simétrica}

3x3/ 3x3/

V=R5H={(xy, z);x*+y*+2z2=1}

V=R%H={(x,y);, xy =0}

V=R, H={(xy, z);, x =2y =3z}

V =P (conjunto de polinomios de grado < 3); H = {p € P% p’(x) = 0}
V=M

H={A e M, ;traza(A) =0}

2x27 2x2/

V = P* (conjunto de polinomios de grado <4); H = {p € P p’(1) = 0}
V=R, H={(xy, z);, x>+ 2y* + 3z = 1}

V=R%H={(xy),x=y

V = P? (conjunto de polinomios de grado < 2); H= {p € P% p(0) =1}
V=R5H={xvy z);,x+y+z=1}

V=R5H={(xy);,x+y>0}

V =P (conjunto de polinomios de grado < 3); H = {p € P3; p”(0) = 0}

Combinaciones lineales y Conjunto generador

Determina si los vectores (1, 2, 3) y (-1, 0, 1) generan R®.

Comprueba si los vectores (1, 0, 0) y (0, 1, 0) generan el plano xy en R3.
Verifica si los vectores (1,1, 0) y (0, 1, 1) generan R®.

Decide si los vectores (1, -1, 0) y (2, -2, 0) generan el plano xy en R®.
Comprueba si los vectores (1, 2) y (3, 6) generan R2.

Determina si los vectores (1, 0) y (0, 1) generan R2.

Verifica si los vectores (1, 1, 0) y (0, 0, 1) generan el plano xy en R®.

Decide si los vectores (1, -1, 1) y (-2, 2, -2) generan R®.



72.
73.
74.
75.
76.
77.
78.
79.
80.
81.
82.
83.

84.
85.
86.
87.
88.
89.
90.
91.
92.
93.
94.

95
96
97
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Comprueba si los vectores (1, 2, 3) y (2, 4, 6) generan R3.
Determina si los vectores (1, 2, 3) y (-1, -2, -3) generan R3.
Verifica si los vectores (1, 2, 0) y (0, 1, 3) generan R>.

Decide si los vectores (1, 0, 1) y (0, 1, -1) generan R®.
Comprueba si los vectores (1,1, 1) y (-1, 0, 1) generan el plano en R3.
Determina si los vectores (1, 2) y (-2, -4) generan R2.

Verifica si los vectores (1, -1) y (-2, 2) generan R2.

Decide si los vectores (1,1, 1) y (2, 2, 2) generan la recta en R3.
Comprueba si los vectores (1, 1, 0) y (0, 1, 1) generan R®.
Determina si los vectores (1, 0, 0) y (0, 1, 1) generan R®.
Verifica si los vectores (1, 2, 3) y (1, 1, 1) generan R3.

Decide si los vectores (1, 0, 0) y (1, 1, 0) generan el plano xy en R3. De-
termina si los vectores (1, 0, 0), (0,1, 0) y (0, 0, 1) generan R®.

Comprueba si los vectores (1, 2, 3), (2, 4, 6) y (3, 6, 9) generan R®.
Verifica si los vectores (1, 1, 0), (0, 0, 1) y (1, 0, 1) generan R3.

Decide si los vectores (1, -1, 0), (-1, 1, 0) y (0, 0, 1) generan R®.
Determina si los vectores (1,2, 1), (0,1, 0) y (-1, -2, -1) generan R>.
Comprueba si los vectores (1,0, 1), (0,1, 1) y (1, 1, 0) generan R®.
Verifica si los vectores (1, 0, -1), (0,1, -1) y (1, 1, -2) generan R®.

Decide si los vectores (1, 1, 1), (1,1, -1) y (-1, 1, 0) generan R®.
Determina si los vectores (2, -1, 0), (1, 0, 1) y (-1, 1, 2) generan R3.
Comprueba si los vectores (1, 0, 1), (0,1, 0) y (-1, 0, 1) generan R®.
Determina si los vectores (1, 0, 0), (0,1, 0), (0, 0,1) y (1,1, 1) generan R®.

Comprueba si los vectores (1, 2, 0), (0,1, 2), (1,1,1) y (-1, -1, -1) generan
Rs.

Verifica si los vectores (1, 0, 1), (0,1,1), (1,1, 0) y (1, -1, 0) generan R3.
Decide si los vectores (1, 2, -1), (2,4, -2), (0,0, 1) y (1, 0, 0) generan R®.

Determina si los vectores (1, 0, -1), (0, 1, -1), (1, 1, -2) y (-1, 1, 0) generan
R3.
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98. Comprueba si los vectores (1,1, 1), (1,1, -1), (-1, 1, 0) y (0, 1, -1) generan
R3.

99. Verifica si los vectores (1, 0, 0), (0,1, 0), (1,1, 1) y (0, 0, 1) generan R®.

100. Decide si los vectores (1, 1, 0), (0, 1, 1), (1, 0, 1) y (-1, 1, 0) generan R®.

101. Determina si los vectores (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0,0, 1) y (2, 2, 2) generan R®.

102. Comprueba si los vectores (1, 2, 3), (2, 3,4), (3,4, 5) y (4, 5, 6) generan R3.

103. Determina si los vectores (1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0,0, 1, 0) y (0, 0, 0, 1)
generan R*.

104. Comprueba si los vectores (1, 2,0, 0), (0,1,2,0), (1,1,1,1) y (-1, -1, -1,

-1) generan R*.

105. Verifica si los vectores (1,0, 1, 0), (0,1, 1,0), (1,1,0,0) y (1, -1, 0, 1) ge-

neran R*.

106. Decide si los vectores (1, 2, -1, 0), (2,4, -2,0), (0,0,1,1) y (1, 0,0, 1) ge-
neran R*.

107. Determina si los vectores (1, 0, -1, 1), (0,1,-1,1), (1,1,-2,1) y (-1, 1, 0,
-1) generan R*

108. Comprueba si los vectores (1,1,1, 1), (1,1, -1, -1),(-1,1,0,0) y (0, 1, -1,
0) generan R*.

109. Verifica si los vectores (1, 0,0, 0), (0,1, 0,0), (1,1,1,0) y (0,0, 1, 1) ge-
neran R*.

110. Decide si los vectores (1,1, 0, 0), (0,1,1,0), (1,0,1,0) y (-1, 1, 0, 1) ge-

neran R*.

111. Determina si los vectores (1, 0, 0, 0), (0, 1,0, 0), (0,0, 1,0) y (2, 2, 2, 2)

generan R*.

112. Comprueba si los vectores (1, 2, 3, 4), (2,3,4,5), (3,4,5,6)y (4,5, 6,7)

generan R*.

IV. Independencia lineal

113. Determina si los vectores (1, 0, 0) y (0, 1, 0) son linealmente indepen-

dientes en R8.

114. Comprueba si los vectores (1, 2, 3) y (2, 4, 6) son linealmente depen-
dientes en R3.
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115. Verifica si los vectores (1, 0, 1) y (0, 1, 1) son linealmente independien-

tes en R3.

116. Decide si los vectores (1, -1, 0) y (-1, 1, 0) son linealmente independien-

tes en R3.

117. Determina si los vectores (1, 2, -1) y (2, 4, -2) son linealmente depen-
dientes en R®.

118. Comprueba si los vectores (1, 1, 1) y (1, 1, -1) son linealmente indepen-

dientes en R3.

119. Verifica si los vectores (1, 0, 0), (0,1, 0) y (1, 1, 1) son linealmente inde-

pendientes en R®.

120. Decide si los vectores (1, 0, 1), (0,1, 1) y (1, 1, 0) son linealmente inde-

pendientes en R3.

121. Determina si los vectores (1, 0, 0), (0, 1, 0) y (0, 0, 1) son linealmente

independientes en R3.

122. Comprueba si los vectores (1, 2, 3) y (-2, -4, -6) son linealmente inde-
pendientes en R3.

123. Verifica si los vectores (1, 0, -1), (0, 1, -1) y (1, 1, -2) son linealmente in-

dependientes en R3.

124. Decide si los vectores (1, 2, 0) y (-2, -4, 0) son linealmente dependientes

en R3.

125. Determina si los vectores (1, 0, 1), (0, 1, 1) y (-1, 1, 0) son linealmente

independientes en R®.

126. Comprueba si los vectores (1, 0, 0), (0, 1, 0) y (0, 0, 0) son linealmente

independientes en R3.

127. Verifica si los vectores (1,1, 0), (0,1, 1) y (1, 0, 1) son linealmente inde-
pendientes en R3.

128. Decide si los vectores (1, 2, 1) y (2, 4, 2) son linealmente dependientes
en R°.

129. Determina si los vectores (1, 2, 3) y (3, 2, 1) son linealmente indepen-

dientes en R3.

130. Comprueba si los vectores (1, 0, 0), (0, 2, 0) y (0, 0, 3) son linealmente

independientes en R®.
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131. Verifica silos vectores (1, 2, 0) y (-1, -2, 0) son linealmente dependientes
en R

132. Decide si los vectores (1, 0, 1), (0,1, 1) y (1, 1, 2) son linealmente inde-
pendientes en R®.

133. ;Son los vectores (1, 0) y (0, 1) linealmente independientes en R??

134. ;Los vectores (2, 3) y (-1, -1) son linealmente dependientes en R??

135. ;Son los vectores (1, 1) y (-1, 1) linealmente independientes en R??

136. ;Los vectores (1, 2) y (3, 6) son linealmente dependientes en R??

137. ;Son los vectores (1, -1) y (0, 0) linealmente independientes en R??

138. ;Los vectores (1, 2) y (2, 4) son linealmente dependientes en R??

6)
(
4)
(-

139. ¢Son los vectores (-1, 1) y (-2, 2) linealmente independientes en R??

140. ;Los vectores (3, 4) y (-2, -2) son linealmente dependientes en R??
141. ;Son los vectores (0, 0) y (1, -1) linealmente independientes en R??
142. ;Los vectores (-1, 2) y (2, -4) son linealmente dependientes en R??

143. ;Son los vectores (1, 2, 3, 4), (-2,-1,0,1) y (0, 0, 1, -1) linealmente inde-
pendientes en R*?

144. ;Los vectores (1, 0,1, -1), (2,1, 0, 1) y (-1, -1, 1, 0) son linealmente de-

pendientes en R*?

145. ;Son los vectores (1,0, 1, 1), (0, 1, -1, 0) y (2, 2, 0, -1) linealmente inde-

pendientes en R*?

146. ;Los vectores (3, 3, 3, 3), (-1, -1, -1, -1) y (2, 2, 2, 2) son linealmente de-

pendientes en R*?

147. ;Son los vectores (1,-1,1,-1), (2,0, 2,0) y (-1, 2, -1, 2) linealmente inde-

pendientes en R*?

148. ;Los vectores (0, 2, -2, 0), (1,1, -1, 1) y (-1, -1, 1, -1) son linealmente de-

pendientes en R*?

149. ;Son los vectores (1, 0, 0, 0), (0,1, 0, -1) y (0, 0, 1, 1) linealmente inde-
pendientes en R*?

150. ;Los vectores (2, 0, 2, 0), (0, 2, -2, 0) y (1, -1, 1, -1) son linealmente de-

pendientes en R*?

151. ;Son los vectores (-1, 2, -3, 1), (4, -3, 2, -1) y (1, 1, -1, -1) linealmente in-

dependientes en R*?
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152. ;Los vectores (1, 2, 3, 4), (2, 3,4, 5) y (3, 4, 5, 6) son linealmente depen-

dientes en R*?

153. ;Son los vectores (1,0, 1,-1), (2,1, 0, 1), (-1, -1, 1, 0) y (1, 2, 1, 0) lineal-
mente independientes en R*?

154. ;Los vectores (1, 2,0, -1), (0,1, 1, 0), (-1,0,-1,1) y (0, 1, 0, 1) son lineal-
mente dependientes en R*?

155. ¢Son los vectores (1,1, 0, -1), (-1,0,-1,0), (2,1, 2,-2) y (1, 0, 1, -1) lineal-

mente independientes en R*?

156. ;Los vectores (1, 0,0, 1,-1), (0,1,1,0,0), (-1,0,-1,1,-1), (2,1, 2,-2,0) y
(0,1, 0,1,1) son linealmente dependientes en R*?

157. ;Son los vectores (1,0,1,0,1),(2,1,0,1,0), (-1,-1,1,-1, 1), (0, 0,-1, 1, -1)

y (1, 2,1, 0, 1) linealmente independientes en R°?

158. ;Los vectores (1,2,0,-1,1),(0,1,1,0,0), (-1,0,-1,1,-1), (2,1,2,-2,0) y

(0,1, 0,1,1) son linealmente dependientes en R>?

159. ;Son los vectores (1,0, 0,0, 1), (0,1,1,0,0), (-1,0,-1, 1, -1), (2, 1, 2, -2, 0)
y (0,1, 0, 1, 1) linealmente independientes en R>?

160. Los vectores (1,0,1,0,1), (0,1,0,1,0), (-1,-1,1,-1,1), (0,0,-1,1,-1) y

(1,2,1,0, 1) son linealmente dependientes en R°?

161. ;Son los vectores (1,0, 1,-1,1),(0,1,0,1,0),(-1,-1,1,0, 1), (0,0,-1, 1, -1)
y (1, 2,1, 1, 1) linealmente independientes en R>?

V. Base y dimension

Encuentra una base en R® para los conjuntos de vectores en los planos si-

guientes:
162. 2x-3y+z=10. 167. x+2y+5z=10.
163. x+2y-3z=0. 168. 2xtdy-z=0.
164 x-v+z=0 169 x+y+2z=0.
165. x+3y—z=0 170. 2x-v+3z=0.
166. dx -2y +6z=10. 171. x+y-z=10.

Encuentra una base en R® para los conjuntos de vectores en las rectas si-
guientes:
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172.
173.
174.
175.
176.

Encuentra una base Encuentra una base para los espacios de solucion de los

sistemas homogéneos siguientes:

182.

183.

184.

185.

186.

Jx=2y=-z.
x=2y=3z
x=v=-2z
x=2y=-3z
x=-y=2z

3x+2y-5z=0
2x+vy-3z=0
x-y+z=0.
x+ty+2z=0
2x-y+z=10
x+y-z=0.
x+2y-z=0
2x-y+z=10
3x-y+2z=0.
2x-y+z=10
xt+ty-2z=10
Ix+4yv-5z=0.
x-3v+tz=10
xt+ty-z=10
x+2v-4z=0.

VI. Cambio de base

Escribir el vector en R? en términos de una nueva base:

177.
178.
175.
180.
181.

187.

188.

189.

190.

191.

x-2y+3z=0
2x+4y-6z=10
3x+y-Tz=10.
dx+2y-z=10
2x+vy+z=0
bx+3y-2z=0.
x+v-z=0
x-2y+3z=10
2x-3v+5z=0.
x+2y-z=0
x+3v-2z=10
2x-v+z=10.
2x+2y-z=10
x+3v-3z=0
2x-yv+2z=10.

192. Poner el vector (2, -1) en términos de la base {(3, -2), (2, 7)}.

193. Expresar el vector (-1, 4) en términos de la base {(1, 1), (0, 2)}.

194. Escribir el vector (5, -3) en términos de la base {(2, 1), (-1, 4)}.

195. Expresar el vector (0, 1) en términos de la base {(1, 0), (2, -1)}.

196. Poner el vector (3, 2) en términos de la base {(-1, 2), (4, 3)}.

197. Escribir el vector (-2, -5) en términos de la base {(-3, 1), (1, -2)}.
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198. Expresar el vector (7, -8) en términos de la base {(2, -3), (-4, 5)}.
199. Poner el vector (1, 1) en términos de la base {(-1, 0), (0, -1)}.
200. Escribir el vector (-4, 6) en términos de la base {(2, -1), (3, 2)}.
201. Expresar el vector (9, -2) en términos de la base {(-2, 3), (1, -2)}.

Escribir un vector en R3 en términos de una nueva base:

202. Poner el vector (2, -1, 3) en términos de la base {(3, -2, 1), (2,7, 4), (2,1,
2)).

203. Expresar el vector (-1, 4, 0) en términos de la base {(1, 1, 0), (0, 2, 1), (2,
-1, 1}

204. Escribir el vector (5, -3, 2) en términos de la base {(2, 1, 1), (-1, 4, 0), (0,
-2, -1)}.

205. Poner el vector (0, 1, -2) en términos de la base {(-1, 0, 2), (2, -1, 1), (0, 2,
-2)}.

206. Expresar el vector (3, 2, 1) en términos de la base {(-1, 2, -1), (4, 3, 0), (2,
0, 1)}.

207. Escribir el vector (-2, -5, 4) en términos de la base {(-3, 1, 2), (1, -2, 0), (0,
4,-1)}.

208. Poner el vector (7, -8, 9) en términos de la base {(2, -3, 1), (-4, 5, -2), (1,
0, 3)}.

209. Expresar el vector (1,1, 1) en términos de la base {(-1, 0, 1), (0, -1, 1), (1,
1, 1)}.

210. Escribir el vector (-4, 6, -2) en términos de la base {(2, -1, 3), (3, 2, 0), (-1,
1, -2)}.

211. Poner el vector (9, -2, 5) en términos de la base {(-2, 3, -1), (1, -2, 4), (0,
1, 2)}.

Escribir una matriz 2x2 en términos de una nueva base:

212. Poner la matriz @ _11

¢ )G )G )G D)

) en térmunoz de la  base
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213, Expresar la matriz (_11 2) en términos de la  base
G 5CG D6 56 )

214 Bscribir la mawiz (0 ) en términos de la base
G 20 DQ G o

215, Poner la matnz (i 2) en términos de la base
G G D6 DG )

216. Expresar la matriz (_52 _03) en términos de la base
{(_32 —12)’(—&1 _12)‘6 _21)’(—{}3 ;)}

217, Bscribir la mawiz (1 ') en términos de la base
(G G DG Q)G 2

218. Poner la matnz (g _21) en términos de la Dbase
G G 26 96 D)

219. Expresar la matnz (_12 _12) en términos de la base
(Y B Gy N Gy G

20 Bscribit la mawiz (3 1)) en términos de la base
G 206 26 )G )

221. Poner la matriz (_22 ;) en términos de la base
G G 96 26 H)

Escribir un polinomio P? en términos de una nueva base:

222, Poner el polinomio 2 + 3x - x? en términos de la base {1 + 4x - 2x7,

2-x+=x% 1+ 3x+2x%) .

223,

224

225.

Expresar el polinomio 1 - 2x + 3x% en términos de la base {2 +x -
x% 3-2x+3x% 1 +4x - 2%}

Escribir el polinomio 3x - x? en términos de la base {1 +x - x% 2 -
2x+3x2, 3 +4x - 2%}

Poner el polinomio 4 - x + x? en términos de la base {1 +x-x2, 2 -
2x+3x2 3 +4x - 2%
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226. Expresar el polinomio 2x? - 3x en términos de la base {1 +x - %% 2
- 2x+ 3% 3+ 4x - 2%

227. Escribir el polinomio -1 + 2x + 3x? en términos de la base {1 +x -
x%, 2 - 2x+3x%, 3 +4x - 2%}

228, Poner el polinomio 2 - x + 3x? en términos de la base {1 +x-x?, 2
- 2x+3x% 3 +4x - 2x7}

229, Expresar el polinomio 1 + 2x - x* en términos de la base {1 + x -
x2, 2 - 2x+3x%, 3 +4x - 2%}

230. Escribir el polinomio -3x + 2x? en términos de la base {1 + x - x*
2-2x+3x% 3 +4x - 2%}

231. Poner el polinomio 2 - 3x + x* en términos de la base {1 +x-x2 2

- 2x+ 3% 3+ 4x - 2x7

VII. Operaciones con subespacios vectoriales

Dado H, y H,. Hallar la interseccion de H, N H,.

232. H, ={(x,y,2): x-y+2z=0}yH,={(x, y,2): 2x + y -z = 0}.
233. H, = {(x, y):x+y =0}y H, = {(x, y): x - y = 0}.

234. H ={(x,y,z2):x+y-z=0}yH,={(x,y,2): 2x -y + z=0}.
235. H, ={(x, y): x-y =0}y H, ={(x, y): x + y = 0}.
236. H, ={(x,y,2): 2x-y +z=0} yH, = {(x, y, z): x + 2y - z = O}.
237. H, = {(x, y): x+2y =0}y H, = {(x, y): x - 2y = 0}.

238. H,={(x,y,2):3x-y+2z=0}yH,={(x, y, 2): 2x +y -z = 0}.
239. H, ={(x, y,2): x+y-2z=0} yH, ={(x, y, 2): 2x -y + 3z = 0}.
240. H, = {(x,y,2): x-y+z=0} y H, = {(x, y, 2): 3x + 2y - 2z = 0}.
241. H ={(x,y,z:x+y+z=0}yH,={(x,y,2): x-2y -z =0}.

Dado H, y H,. Hallar la intersecciéon de H, U H,,.
242. H ={(x,y,2): x-y+2z=0}yH, = {(x, y, 2): 2x +y -z = 0}.
243. H, -{(X y):x+y=0tyH,={(x y):x-y=0}

244. H ={(x,y,z): x+y-z=0}yH, ={(x,y, 2): 2x -y + z = 0}.
245. H, ={(x, y):x-y =0y H, ={(x, y): x + y = 0}.

246. H = {(x,y,2): 2x-y+z=0} yH, = {(x, y, 2): x + 2y - z = O}.
(

247. H, = {(x, y): x+2y =0} y H, = {(x, y): x - 2y = 0}.
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248. H, = {
249. H, = {

250. H, = {(x,

(%,
(%,
(
(

251, Hl—{x

z):

z):

,z):x-y+z=0}yH,
, 2):

Dragon Ascendente, Aguila Desafiante

={(x,y,z):2x+y-z=0}.
x+y-2z=0}yH,={(x,y,2):2x-y + 3z = 0}.
={(x, y,2): 3x + 2y - 2z = 0}.

3x-y+2z=0}yH,

x+y+z=0lyH, ={(x,y,2):x-2y-z=0}.

Dados H1 y H2. Determinar si la suma de subespacios vectoriales es suma

0 suma directa:

252.
253.
254.
255.
256.
257.
258.
259.
260.
261.

=

EEEEEEIEII

z):x-y+2z=0lyH,={(x,y,2): 2x +y -z =0}.

= {(x, y:x+y=0}yH ={(x, y):x-y=0}

={(x,y,2):2x-y +z=0}.
={(><,y):><+y=0}-
2):2x-y +z =0}y H,={(x,y, 2): x + 2y - z = 0.
={(xy):x-y=0}

z):x—y+22=0}yH2={(x,y,z):2x+y—z=0}.
X, y):x-y=0yH,={(xy):x+y=0}

z):x+y-z=0}yH ={(x,y,2):2x-y +z=0}.

z):2x-y+z=0}yH,={(x,y,z):x+2y-z=0}.
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CAPITULO VI

Espacios Vectoriales
con producto intermo
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B.l. Producto interno

El producto interno o producto escalar en R", se define como:

Seau=(x, x, x,...,x) y v= (Y, Y, Y;..., y,), entonces:

n

u'vzzx:‘}’i =X Y1 T X2 V2 Tt X Y
i=1
Ejemplo 6.1

2 1
Determinar el producto escalar, para los vectores vy = ( 3 ) y vz = (—1)
1 2

Solucion:

Por definicién:

2 1
vl-sz:(3)'(—1)=2><1+3><(—1]+{—1]><2=—3
-1 2

Cuando el resultado del producto escalar entre dos vectores es igual a cero,
se dice que los vectores son ortogonales (ortonormales) o perpendiculares en-
tre si.

Ejemplo 6.2

3 1
Determinar el producto escalar, para los vectores 1y = ( 0 ) ¥ U, = (—1)
1 3

Solucioén:

Por definicién:

3 1
ul-vz=(n)-(—1)=3><:1+n><(—1]+(—1j><3=n
—1 3

.. Los vectores v, y v, son ortogonales
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6.2 Relaciones métricas: norma, vector unitario y angulo entre
vectores

B.2.| Norma o longitud de un vector

Con la definicién de producto interno, se puede calcular la norma de los

vectores en R".
Seav=(x, x, ..., x ). El producto interno de v - v se escribe:
1 2 n

n

_E 2 _ ..z 2 z
ver = X0 = x0T AT et xy,

i=1
Al aplicar la raiz se obtiene:

|| = v-v

Donde |v| es la longitud o norma de un vector, y por lo tanto V(v - v) 2 0

Ejemplo 6.3 ,
Hallar la norma del vector v= ( 3 )

-1
Solucién:

Por definicién:

vl =Vv-v=4y22+32+(-1)2 =14

Ejemplo 6.4 1
Yz
Encuentre la norma dev=| 1
e
]
Solucion:

Por definicion:

|1.-=|=M=‘J(i)z+(i) Lo T
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B.2.2 Vector unitario

Llamamos vector unitario a un vector en R" que tiene moédulo igual a la

unidad. Todo vector en R”, tiene un vector unitario en la misma direccion. Se

puede obtener dicho unitario con la siguiente definicion:

Donde u , es el vector unitario en la direccion del vector v.

Ejemplo 6.5 .
Hallar el vector unitario de v= ( 2 )

—1
Solucion:

Por definicién:

1

6

1 1 é 1 ; 2
u-y =—1Vv= e — — -

|| \.{12+22+{—1]2 -1 ".I"E -1 ".l'%
1
T
Verificando el mdédulo u;

= G+ -

Ejemplo 6.6 .
Determinar el unitario del vector v= ( g )
Solucion:
Por definicién: 1
ceteeptrea()4E)
N PP .j’[—l)2+22—|—22 5 3 5 3
3

155



Algebra Lineal

Verificando el mdédulo u;

rt= (- + 0+ () =

B.2.3 Angulo entre vectores

Otra definicion en donde se puede aplicar el producto punto es para hallar
el angulo entre vectores. La siguiente definicion permite encontrar 0, el angulo

entre dos vectores:

vyt 1
cos @ =
|y |||
Ej lo 6.7
jemplo 1 3
Hallar el angulo entre los vectores: ¥1 = ( 2 ) yvz= (2)
1 1
Solucion:

Por definicion:

v ()0

cosf = =
lvallval  (f(=D)2 + 2% + 12) (V37 + 22 + 1)
_(Fx3+2x2+1x1 1
(Ve)(v1a) V21
g ( ! ) 774
= arccos |— ) = 77.4°
V21
Ej lo 6.8
jemplo 0 5
Hallar el &ngulo entre los vectores: v = (—3) yv: = (—2)
4 1
Solucion:

Por definicion:

e G0

willeal (Vo2 4 (3 + #) (V22 + (—2° + 1)

cosf =
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0X2+(-3)x(-2)+4x1 10 2

(5)(3) T 15 3

8 = arccos (E) = 48.2°
3

6.3 Proyecciones ortogonales

Con la siguiente definicion es posible encontrar el vector proyeccién de v en
la direccién de cualquier otro vector w.

W
Proy,, v = -——Ww
lw|?

Ejemplo 6.9
J P 2 2
Hallar la proyeccion de v = (—3) sobre w = ( 2 )
4 —1
Solucioén:

Por definicién:

V)i

2
roy, v = —W = 7| 2
T P (VZ+Z+(10?) (—1)

4
3
_zxz+(—3sz+4x(—1](§)_ e( 3)_ 4
N 9 9 | 3
-1 -1 3
3
Ejemplo 6.10
Jemp 3 5
Hallar la proyecciéon de v = (3) sobre w = (2)
3 1
Solucion:

Por definicién:
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Ix543x2+3x1
30

v, G

5
= = 2
w2 52+22+12)2(1

I
o
= 15}
—

Il
l'.A.'I|L\..'I
=T S
P
= b L
—

[Fa N I - ol I = - I L -

b.3.! Bases ortonormales y proceso de Gram-Schmidt

Conocemos que en R", n vectores linealmente independientes conforman
una base para ese espacio. Es muy comun usar bases canénicas en los dife-
rentes espacios vectoriales. Recordemos que dichas bases en IR" estan confor-
madas por los vectores {E, E,, ..., E }. Esta base tiene dos propiedades im-
portantes: el producto escalar de un vector de la base consigo mismo es 1y el
producto escalar de un vector de la base con cualquier otro es 0. Es decir, E, -
E=1yE -E=0Vi#]

b.3.2 Conjunto Ortonormal

Un conjunto M = {u, u,, ..., u } en IR" se llama ortonormal si Vi #:

Uy oo
. u-u=1
1 1
1. u.-u.=0
L ]
Para decir que un conjunto de vectores es ortogonal no es necesario que se

cumplan las dos condiciones, basta que la ii) se cumpla.

b.3.3 Teorema del proceso de ortonormalizacion de Gram-Schmidt

Toda base de vectores puede ser transformada a una base ortonormal. Jor-
gen Pederson Gram y Erhardt Schmidt desarrollaron un proceso para trans-
formar cualquier base en una base ortonormal y se lo conoce como el proceso
de Gram-Schmidt.
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Para todo H subespacio vectorial de tamafio m en IR, existe una base orto-

normal B tal que B c H.

Se desarrolla ahora el proceso de Gram-Schmidt tomando un conjunto de
vectores § = {v,, v,, ..., v, } que conforman una base para H. Se presentan los
pasos necesarios para tomar esta base y convertirla en una base ortonormal
(Stanley & Flores, 2012).

1. Calculamos el vector unitario de v, y este serd nuestro primer unitario u,:

y
Uy =—
|1’1|

Sabemos que |u, |=1.
2. Se calcula un segundo vector ortogonal a u,

Para este punto es necesario hallar un vector perpendicular a v,, lo cual ha-

remos usando la teoria de proyecciones ortogonales, observemos la Figura 6.1:

Figura 6.1
Representacion geométrica del teorema de Gram-Schmidt

proy

De la figura se concluye que v’, = v,- (v, - u,)u,. A continuacién, calculamos

el unitario de v’z
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vy'

Ua

||

Con el procedimiento anterior hemos obtenido los vectores u, y u, que son
ortogonales entre si. El proceso contintia calculando todos los m vectores nece-
sarios para formar la base de H. Supongamos que se tienen calculados j vecto-
res con j < m. El proceso debe continuar calculando el vector unitario parav,,,,

para esto realizamos el siguiente célculo previo:

r ol - — - — T — -
Vig1 = Ujﬂ‘(‘-”jﬂ “1)“1 '[Vj+1 “z)uz (vj'l'l Hj)“j

De este modo, v’ es ortogonal a todos los vectores previos por lo que cal-

culamos su unitario:

!
¥j+1

u.?'+1=| ! |
i+l

Este proceso contintia hasta completar los m vectores de la base.

Ejemplo 6.11

1. Encontrar una base ortonormal para los vectores que componen al plano
X
H={( ) ER:3x—y+4z= u}
=z

Solucion:
Primero hallaremos una base cualquiera. Entonces:

)=o)+ (2)-+ () ()

1 (]

Diremos que V1 = (3) ¥ ¥z (4) Estos dos vectores constituyen la base de
0 1

H. Podemos determinar si estos vectores son ortogonales, al aplicar el produc-

to punto y verificar si el mismo es igual a cero:

1 0
ui-vg=(3)'(4)=1XD+3><4—+(]>(1=12
0 1
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Los vectores v, y v, no son ortogonales, entonces usaremos el proceso de or-
tonormalizacién de Gram-Schmidt, para ello hallaremos primero u, (unitario
de )

1 1 1 1 (1 V1o
uy = ——w; = 3|=—(3]=| 3
Yodwl Y V1Zx 32102 o) Vio\, =

410
0
Posteriormente hallamos v’
1 1 1
0 0 V10 V10 0 12 1] V10
'l.:"FZ = vy — (Uz . uljul =14 |- 4 |- 3 3 =14]— _:|
1 1 1/ Wi
10 v 10 v 10
W] 0 0
12 6
0 10 5
=la)-[36|=]| 2
1 10 5
0 1
Finalmente, hallamos .,:
6V5
_8 _6 sV13
1 1 5 1 5 245
uz=|ur|u’2— 6v2 222 2= 13 2= 5\.\:1:3
) z z
—=) +(=) +12\ 5 )
[9+@+\z) B\ |G
13
6
V65
B 2
| Ves
5
V65
Verificamos que los vectores u, y u, sean ortogonales:
6
'1 R —
— v 65
;D 2 1><( 6)+3x2+0x 0
Uy Uy = — | =—=x|- —=
v E \I'IE v 10 V{E m V{E V{E
5
D -
V65
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162

Los vectores u, y u, son ortogonales.

Ejemplo 6.12

Hallar una base ortogonal para el conjunto de vectores perteneciente al

x
planoH={( ) E]ES:x—E}-—l—z={}}

4

Primero hallaremos un base cualquiera:

0)-()-()+ 0= ()0)

2 1
Diremos que v; = (1) v Uz (G) Estos dos vectores constituyen la base de

0 1
H. Podemos determinar si estos vectores son ortogonales, al aplicar el produc-

to punto y verificar si el mismo es igual a cero:

2 1
0 1

Los vectores v, y v, no son ortogonales, entonces usaremos el proceso de or-

tonormalizacion de Gram-Schmidt, para ello hallaremos primero u, (unitario

dew): 5

1 L (D))= ¥
u = p = = — =
ml T V2 0R\p) VBl =

Posteriormente hallamos v’ )

2
1 1[5
TF"Z =1V — {1?2 '“1]“1 = (D) - (ﬂ) ) 1 “
1 1 E
0
1
5

=RL IR TS
Il
(%]
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Finalmente, hallamos u.;:

Vs
1 1 5v6
1 1 5 1] 5 2v/5
s | 2 |- 2|7 | 22
2 1y 2 —< -z
=) +(=2) 412 5 = 5
&+ e\ B3 | &
V6
1
V30
B 2
BERED
5
V30
Verificamos que los vectores u, y u, sean ortogonales:
1
2 JE—
— V30
\"f 2 2 . 1 . 1 « ( 2 ) « 5 0
Ty " Wa = - _— = — _ JE— R _ =
= V3o [ V5 V30 45 V30 V30
Vs 5
D JE—
V30
b.4 Ejercicios propuestos
I. Producto interno
Hallar el producto escalar de los vectores dados.
L (2.-3)yE D 12.(1.-1.2) y (0. 3. 1).
2. (L2y(G.5). 13.(4.-2.-1)y (2. 1.-3).
3. (0.-)y (3. 1) 14.2.0. Dy (-1.4.2).
4 (LOy(E2.9. 15.(3.-1. 2) y (-2.-3.0).
5. (2.3)y (0.-1). 16.(1,-2.0) y (0. 1. -4).
6. (3.-2)y(-1.-3). 17.(2.-3. 1. 0) y (-1. 4. 2. 3).
T (2.3 Dy(-1.4.2). 18.(0.2.-3. 1)y (1.-2. 4. 0).
§ (0.2.-3)y(L-2.4). 19.(5.-2. 1.9y (2.3.-1.2).
9. (G.-2.Dy(2.3.-1). 20.(-2.1.3.0) y (-4. 0. -5. 1).
10.(-2. 1. 3) y (-4. 0. -3). 21.(3.2.0.-1) y(-1.0. 4. 2).
11.(3. 2.0y -1.0. 4. 22.(1.-1.2,-3) y (0.5, 1.-2).
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II. Relaciones métricas:

Halle el vector unitario de los siguientes vectores:

23. (2, -3) 38.(1.-2. 4)
24.(4.1) 39.(5.-2. 1)
25.(-1.2) 40.(2.3.-1)
26.(3.3) 41.(-2.1.3)
27. (0, -2) 42 (-4.0,-5)
28. (3. 1) 43.(3.2.0)
29.(1,0) 44 (-1,0.4)
30. (2. 4) 45 (1,-1.2)
31.(2.3) 46.(0,3.1)
32. (0. -1) 47.(4.-2.-1)
33.(5.-2) 48 (2.1.-3)
34 (-1.-3) 49 (2.0.1)
35.(2.-3.1) 50.(-1.4.2)
36.(-1.4.2) 51.(3.-1.2)
37.(0. 2. -3) 52.(-2.-3,0)

Halle el &ngulo entre vectores siguientes:

68. (2

3y (4D

69.(-1.2) v (3. 5).

70. (0

71. (1.
72. (2.
73. (5.
74. (2.
75. (0.
76. (5.

)y (31D

Oy 2. 4.
3)y(0.-1).

-2) y (-1.-3).

S3. Dy (L4.2).
2.-3)y(l.-2.4)
-2. Dy (2.3.-1.

77.(-2.1.3) v (-4. 0. -5).

78. (3

2.0y (-1,0,4).

III. Proyecciones ortogonales

Hallar la proyeccién de v sobre w.

53.(1,-2.0)

54.(0. 1, -4)

55.(2.-3,1.0)
56.(-1.4.2.-3)
57.(0.2.-3. 1)
58.(1.-2,4.0)
59.(5.-2.1.-4)
60.(2.3.-1.2)
61.(-2.1,3.0)
62.(-4.0,-5. 1)
63.(3.2.0.-1)
64.(-1.0,4.2)
65.(1.-1,2.-3)
66.(0.3.1.-2)
67.(1.3,-2.2)

79.(1.-1.2) v (0. 3. 1).
80.(4.-2.-1) v (2. 1.-3).
81.(2.0. 1)y (-1.4.2).
82.(3.-1.2) v (-2. -3. 0).
83.(1.-2.0) v (0. 1. -4).
84.(2.-3.1.0)y(-1.4.2.-3).
85.(0.2.-3. 1)y (1. -2. 4. 0).
86.(5.-2.1. -4 v (2.3.-1.2).
87.(-2.1.3.0) v (4.0, -5. 1).
88.(3.2.0.-1)y (-1.0,4.2).
89.(1,-1.2,-3)y(0.3.1,-2)
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94. v=(2,3)y w= (0, -1).
95. v=(5,-2) y w= (-1, -3).

9. v=(2,-3,1) y w= (-1, 4, 2).
97. v=(0,2,-3) y w=(1,-2, 4).
98. v=(5,-2,1)y w= (2,3, -1).
99. v=(-2,1,3)y w= (-4, 0, -5).
(-

100. v= (3,2, 0) y w= (-1, 0, 4).

(
101. v=(1,-1,2) y w= (0, 3, 1).
102. v=(4,-2,-1) y w= (2,1, -3).
103. v= (2,0, 1) y w= (-1, 4, 2).
104. v= (3, -1, 2) y w= (-2, -3, 0).
105. v=(1,-2,0) y w= (0, 1, -4).
106. v=(2,-3,1,0) y w= (-1, 4, 2, -3).
107. v=(0, 2,-3,1) y w=(1,-2, 4, 0).
108. v=(5,-2,1,4) yw= (2,3, -1, 2).
109. v=(-2,1,3,0) y w= (-4, 0, -5, 1).
110. v=(3,2,0,-1) y w= (-1, 0, 4, 2).
111. v=(1,-1,2,-3) yw= (0, 3, 1, -2)

IV. Bases ortonormales y proceso de Gram-Schmidt

Usando el proceso de ortonormalizaciéon de Gram-Schmidt, halle una base

ortogonal para el subespacio dado.
112. W ={(x,y,z) € R%: 2x +y - 2z = 0}.
113. V={(x,y,z) € R% 2x +y - 3z = 0}.
114. D={(x,y,z, w) e Rh x+y-2z+w=0}.
115. U={(x,y,z, w) € R:3x -y + 2z + 4w = 0}.
116. P ={(x, y, z) € R% x -3y + 2z =0}.
117. Q ={(x,y, z) € R% 2x + 4y - z = 0}.
118. E={(x,y,z, w,u) e R x-y +2z-w +3u=0}.
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119. F={(x,y,z, w,u) e R 3x-y +2z+ 4w -u=0}.
120. G={(x,y, z) € R% 2x + 2y + 2z = 0}.

121. H={(x, y,z) e R%: x-y-z=0}.

122. I1={(x,y,z, w) € R: 4x + 2y - 3z - 2w = 0}.

123.

—f

={(x, v,z w) e R:3x-y+2z+w=0}.

124. K={(x,y,z) e RB:x+y+z=0}.

125. L={(x,y,z) e R% 2x-y-z=0}.

126. M ={(x,y,2z, w,u) € R 2x + 4y + 2z - w - 2u = 0}.
127. N={(x,y,z, w,u) e R:3x-y-2z+w +3u=0}.
128. ={(x,y, z) € R% 3x - 3y + 3z = 0}.

129. {x,y,z) e R x+y-z=0}
130. {xy,zw)eRix-y+2z-w=0}.

132.

P=
Q=
131. R={(x,y,z, w) e R 2x + 4y -z + w = 0}.
S={xy,z)eR:x-y+z=0}

T=

133. {(x,y,z) € R%2x + 2y - 2z = 0}.
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Dado que una transformacion lineal es en si una funcién, se puede emplear

la teoria de funciones para conceptualizar a la transformada lineal.

1.1 Definicidn y propiedades sobre el cuerpo de los reales

Definicién: Sean U y V dos espacios vectoriales en el campo de los reales,

entonces la transformada lineal se puede definir de la siguiente manera:

T:-U—=V

Como representacion de una funcién con dominio U e imagen V. Esta fun-
cion asigna a cada vector del espacio vectorial U y devuelve un vector del es-
pacio vectorial V. Si denominamos a los vectores del espacio vectorial U como

u 'y a cada vector del espacio vectorial V como v.
Podemos completar la definiciéon de transformada como una funcién:
T:U=V
u—=w

La notacién de una transformada lineal es similar a la notacién que usamos
en las funciones f(x). El argumento x es reemplazado por el vector u en las
transformadas lineales, entonces tenemos T(u). El T(u) se entendera como la
transformada de u o también, T de u.

Asi como el concepto de funcién nos indica que es una relacion que cumple

ciertas caracteristicas. La transformada lineal debe cumplir dos condiciones:
T(uy +uz) = T(uy) + T (uz)

Y sea a un nimero que pertenece a los escalares y u un vector que pertene-
cen al espacio vectorial U.
T(au) = aT(u)

Ejemplo 7.1

Compruebe que la siguiente relacion es una transformada.
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Solucion:

T: R® - R, T(;) = (yiz)
=z

Demostrando:

X Xz
Seauy = (?1) ¥ Us = (J’z)
Z Z3
Ay X Xy X2
a) T (}’1)+(}’2) =T(}’1)+T(}’z)
Xy + Xa x
_ 1 Xz
T (ii i g:) - (}’1 + .E."l) + (}"2 + 22)
Xy + Xa _ Xy X3z
(}’1 +_'}"'z +21+Zz)_(y1+21)+(}’2+22)

+ +
(yl +;: +chi +z2) - (yl +§Z +2 +zz)

Xy Xy
b) T|a (}’1) =al (}’1)
2 =]
(crxl) ( x )
T|ay: |=a
az, yvit+2z

(ayla—tlazl) - (h? zl)

(aylw—tlazl) - (txyla-lx—ltxzi)

x
=T (z) = (}' n z) es una transformacion lineal.
Ejemplo 7.2

Compruebe que la siguiente relacion es una transformada:

X
" 2 1 f—
T:R —>|1P.,T(y) x+1
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Solucién:

Demostrando:

Seau; = Gi) yuz = Gﬁ)
o 7(6)+(I)=C)+7C)
T(x1+xz

¥+ ¥
(g +22) + 1% (x5 +x5) + 2

o 7(a(3) =ar(})

T (:;i) - "1’(};1;:3 21)

(axy +1) # alx; +1)

)=+ 1D+ @ +1)

x
=T (}’) = x + 1 no es una transformacion lineal.

Z.Z. IMatr'iz asociada, nicleo e imagen de una transformacidn
inea

Como en una funcién la transformada lineal tiene un dominio y un reco-
rrido dentro de cada conjunto encontramos el nicleo y la imagen respectiva-

mente. Antes de definir el ndcleo y la imagen se revisa los siguientes teoremas:

Teorema 7.1

Sea la transformada lineal T : U — V, para todo vector que pertenece a U,
se cumple:

T(0) =0
La transformada del vector nulo es el vector nulo.

T(uy —uz) = T(uy) — T(uy)

La transformada de la suma de dos vectores es igual a la suma de las trans-

formadas de cada vector.
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T(IIIH.I + dalUa +-+ ﬂ:,zun] = aiT(ulj + ﬂng(ug] + -+ HHT(‘MH]

Es importantes saber que la transformada lineal cumple con las propieda-
des de linealidad, es decir, si sumamos 1 vectores u, y cada uno de estos vec-
tores estda multiplicado por un escalar a, (siendo k = 1,2,..., n), podemos aplicar
por separado la transformada a cada sumando y podemos sacar los escales

fuera a transformada (Stanley & Flores, 2012).

Teorema 7.2
Sea la base B={u,, u,, ..., u } de un espacio vectorial U (con dimension finita
n).
Sean T, y T, dos transformadas lineales:
T:U >V

Tp:U >V

SiT,(u)=T,(u)parai=1,2, ..., n entonces T, = T,.

Si conocemos la transformada lineal de los vectores de la base del conjunto
de partida, entonces se puede determinar la imagen de cualquier vector en U.
Debemos recordar que cualquier vector se puede escribir en funcién de los

vectores de la base, por lo tanto, aplicando el teorema:
U= @yUy + Eally + -+ Uy,

T(u) = T(eyuy + oous + -+ epu,) = e T{uy ) + axT(u;) + -+ e, T(u,)

Podemos conocer la transformada de cualquier vector.

Ejemplo 7.3

1
Sea T: R? — R® una transformacién lineal v considerando que T (D) = (_3),

-]
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Solucién:

Resolviendo:

()=o) () ) -rle) o le)

_ gT(é)+T(2)+3T(g) = 2(_13)+ (_33) +3(:

a ] 1

)

= (o)

0
0
3
)

x
Hallar una transformacion lineal en IR? para el plano H= {(}') x—2y+tz } :

=z

Resolviendo: Primero hallamos una base para H y lo asociamos con la base
estandar de IR?.

(=03 )G ()= (e)+()
<))

Entonces:

Se puede verificar el teorema asf:

2 -1 Zx —y

T(;) =T(x([1})+}'(2)) =xT(:})+}'T(2)=x(é)+y( 0 ) =( x )

1 ¥y

Teorema 7.3

Sea la base B= {u,, u,, ..., u } de un espacio vectorial U con dimension finita
n. Sea el conjunto de vectores {v,, v,, ..., v _} perteneciente al espacio vectorial

V, entonces existe una transformacion lineal tinica, tal que:

T:U—=V; T(w) = v,parai =1,2,...,n
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7.2.1 Nicleo

El ntcleo de una transformada lineal es un conjunto de vectores dentro del
dominio de la transformada lineal. Sean U y V dos espacios vectoriales corres-

pondientes al dominio y recorrido de la transformada lineal T.

:uv-Vv

Sea u cualquier vector perteneciente a U, entonces:

nuT ={u€elU; T(u)=0}

Denotamos nu T al nicleo de la Transformada, y consideramos parte del

conjunto ntcleo a todo vector cuya transformada devuelva el vector nulo 0.

1.2.2 Nulidad

La nulidad de una transformada es la dimension del ntcleo. Se puede de-
notar como:

v(T) =dimnuT

7.2.3 Imagen

La imagen de una transformada es un subconjunto del recorrido de dicha

transformada. Se denota como Im T. Para la misma transformada T:

ruv-=v

Sea v cualquier vector perteneciente a V, entonces:

imT={veV;, v="T(u)}

La imagen es el conjunto de vectores que se puede obtener con la transfor-
mada.
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1.2.4 Rango

El rango de una transformada lineal es la dimensién de la imagen, se denota
como:
p(T)=dimimT

7.2.9 Matriz asociada a una transformacian lineal

Toda transformada lineal tiene una matriz asociada. Si T es una transforma-
cion lineal:
T-R" - B™

Para todo vector x perteneciente a R", se cumple que: Tx = A_ x, siendo A la

matriz asociada a la transformada T.

Esta matriz es tinica, y; analizando la dimensién del vector (n x 1), la matriz
debe tener una dimensién m % n. También es posible demostrar que A es la
matriz cuyas columnas son los vectores de la base de R" que se obtienen de
T(e).

Utilizando la matriz de transformacion lineal es posible obtener de una for-

ma mas sencilla el nicleo y la imagen de una transformada.

Toda matriz tiene asociada a si misma un espacio nulo, dicho espacio nulo

es el nucleo de la transformada:

Ny=nuT

Por ende, seria conveniente conocer el proceso para encontrar el espacio

nulo de una matriz. Encontrar el espacio nulo de la matriz A

Una vez que conocemos el proceso para encontrar el espacio nulo de una

matriz, tendremos también el ntcleo.

La imagen de la transformada lineal Im T, se puede obtener también con el

espacio generado por las columnas de la matriz de transformacién lineal C,

Cap =ImT

Por ende, es necesario conocer el proceso para encontrar el espacio genera-

do por las columnas de la matriz:
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Encontrar el espacio generado por las columnas de A.

Es interesante también conocer que existe una relacion entre el rango de la

matriz de transformacién y el rango de la transformada lineal.

p(Ar) = p(T)

1.3 Transformaciones inyectiva, sobreyectiva y biyectiva

En las nociones sobre calculo se dice que las funciones se pueden clasificar
en inyectivas, sobreyectivas y biyectivas y que una funcién biyectiva tiene in-
versa. Estas ideas se pueden ampliar y generalizar para las transformaciones
lineales. Esto quiere decir que las transformaciones lineales pueden ser clasifi-

cadas en inyectivas, sobreyectivas y biyectivas.

1.3.| Transformada inyectiva

La transformada inyectiva es aquella en donde a cada elemento en el con-
junto de origen se le asigna un tnico elemento en el conjunto de llegada y
viceversa, para cada elemento del conjunto de llegada le corresponde un solo

elemento del conjunto de partida. Es decir que:
T:U—=V
T(u)= v
Donde v, es un tinico vector correspondiente a u. Esto quiere decir que si

T(u)=T(v) entonces u=v. Esta implicacién es una forma para demostrar que la

transformacion es inyectiva.

Teorema 7.4
La transformada lineal es inyectiva si y s6lo si nu T={0}.

Para que una transformacion lineal sea inyectiva, la dimensién de su nidcleo
debe ser 0. Es decir que el tinico vector del conjunto de partida que pertenece

al nacleo es el vector nulo.
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7.3.2 Transformada sobreyectiva

La sobreyectividad es una caracteristica estrechamente relacionada con la
imagen de una transformacion lineal. La transformada sobreyectiva es aquella
en donde para cada elemento del conjunto de llegada le corresponde algin

elemento del conjunto de salida, es decir, sea:
-V
T(u) = v

Donde Vv € V., Ju € U tal que T(u) = v.

Teorema 7.5
La transformada lineal es sobreyectiva si solo si Im T=V.

Esto equivale a decir que la dimensién de la imagen debe ser igual a la di-
mension del espacio V, dim im T =dim V. Entonces, para saber si una transfor-
macion lineal es sobreyectiva, podemos comparar la dimensién de la imagen

con la del espacio de llegada (Stanley & Flores, 2012).

7.3.3 Transtormada biyectiva

La transformada biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva a la vez. Cuando

esto se cumple se dice que la transformacién lineal es un isomorfismo.

Teorema 7.6

Una transformada lineal es biyectiva si cumple con los criterios de inyecti-

vidad y sobreyectividad, es decir, si solo si nu T={0} y Im T=V.

Se cumple también que, si las dimensiones del dominio y el conjunto de

llegada de una transformacién son iguales, entonces tenemos que:

T es inyectiva si y s6lo si T es sobreyectiva.
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1.4 Ejercicios propuestos

L.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Transformaciones lineales

T:

T

T

:R* = RY: T(x,v) = (
x+y
:R* = RY T(x,v) = (x—y)

X — z
:R* - R¥ T(x,v,2) = (}F + z)

:R* = R*; T(x,y) = (x

X
: R* = R* T(x,y) =( y )
2 + }:,.2

:Ra - Rz: T(x:}"-?;] = (

x+y
:R* = R T(x,y) = (x — y)

x + vy
R? > R?, T(x,y) = (235 - }’)

xy

:R* = R* T(x,v,2) = (Ex: }r)

3x + 2}?)
y

¥

e
e

y)

x
x-I-}'-I-z)

X — £

xy



17.T

18. T:

19.T

20.T:

21.T:

22.T:

23.T:

24.T:

25.T:

R® = R% T(x,y,2)

Ra — Rzi T(.‘X-’_, T:Z]

R® = Myys; T(x,,2) =(

R® = Myys; T(x,y) = (
RS_:'MHKS: T{XJZP:Z} = ( 0

R* = Myy3; T(x,y) = (

:R® = R%; T(x,y.z)

: R = R T(x,y.z)

x+ v
0

2x — vy

X
¥V

x—y

—X

X

)
)

yv+z
x+y 2=
3=z

0

¥

X

=z

x+v Zx—y xvy

2

)

II. Matriz asociada a una transformacion lineal

)
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Usando la matriz asociada a una transformacion. Determinar el nicleo, nu-

lidad, imagen y nulidad de las siguientes transformaciones lineales:

26.T:

27.T:

28.T:
29.T:

30.T:

31.T:

32.T:

33.T:

Rz

RE
R-‘l-
RZ

RE

R‘l-

RE

RZ

2x + vy
= R% T(x,y) = (x — }').
3y
2 i _ x + 2y + =z
—+ R% T(x,vy,z) ( . — 2 )
2, . — x+ ¥
— R% T(x,y,z,w) (z —w)'
2x — vy
2, r =
— R% T(x,v) (3x -I-}?)'
2, . _ R
> B T(7,2) = (o4 4 3)-
x+vyv— =z
- R% T(x,y,z,w) =( 2x — w )
x + 3y
x+y — =z
- R% T(x,y,z,w,u) = ( zZ —w
u
2x — vy
= R% T(x,y) = (x + 3}').

v
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34.T:R® = R% T(x,v,2) = (

35.T: R* - R, T(x,y,z,w) = (

36.T: R®

37.T:

38.T:

39.T:

40. T

41.T:

42.T:

43.T

44, T

45.T:

46.T:

47.T

RZ

R® 5 Myys; T(x,7,2) = (

R? = Mayo; T(x,¥) = ( 0

— R% T(x,y,z,w,u,v) =

- R% T(x,y) =

— R%. T(x,y,z) =

— R%. T(x,y,z,w) = (

(x+}'+z

= R% T(x,y,z) = | 2x — }'—z){x + v +z2x —y — z,z)

— R% T(x,y,z,w) =

= RY T(x,y) =

‘R o Mo T(x,¥) = (

‘R o Ms.3; T(x,¥) = (

X+ vy
y—z).
z
x+y—=
X —w )
z
x+y—=z
u+ v
z—w
¥
2x — vy
x + 3y
y
—x
G
2x + =z
x +yv — E
ZI—W).
3z

=

x — £

2=z

3w
2x — v
x + 3y

0
—x
2x

x+y

¥

X—y 3:1?)
x+y
2x—vy v

x
y

—X

X

)

x—y y+z =
R® = Mg,s; T(x,y,z) = ( 0 )

vy + w

Z

)

x+y 2=z

0 3=z

x+y 2x—y xy)
y  x°

II1. Isomorfismo de transformaciones lineales.

48.T:R* — R* T(x,y) = (

2x + y
X — v
3y

)
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4.T:R - RS T(ryz) = (F 72 7 7).

x — Z
50.T:R* > R% T(x,y,zw) = (% * 7).

Z — W
2x —
51.T:R* — R, T(x,y) = (3:'6 + i)
x =
52.T:R*® - R% T(x,y,z) = (zx + y3})

x+ v —z
53.T:R* = R% T(x,y,z,w) =( 2x —w )
x + 3y

x +y — £
54.T:R® = R*% T(x,v,z,w,u) = ( z — W )
u

2x — v
55.T:R* = R% T(x,y) = (x + 3}-).
y

x + vy
56.T: R — REJ T(x-}'-z) = (}’ - Z)-

z
xr+y—=
57.T: R* = R% T(x,y,z,w) = ( r — w )
z
xr+yv—=z
58.T:R® - R%; T(x,y,zwuv) =| 21V
y
2x — y
59.T:R? — R T(x,y) = | * ;33’
—x
+y
60.T:R® — R%; T(x,y,z) = (. :
$ T, 2) (2x+z)
x+yv—=
61.T: R* = R%; T(x,yv,z,w) = ( 2x — w )
3z
x +y+z
62.T:R* - R, T(x,v,z) = | 2x —y—z|(x + v + z,2x — y — z,2).
z
x — =z
63.T:R* > R% T(x,y,z,w) = y2+2w
3w
2x — vy
64.T:R* - R T(x,y) = | * JE_S}'
—x
2x v
. p2 . =
65.T: R? = Myys; T(x,¥) (x_y 3},)
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x+ z
66.T: R® = Myyo; T(x,y,2) = (zx _J; },)

+
67.T:R* = Myyp; T(x,y) = (x 0 g ;)

x—y ytz =z

68.T: R® = Maya: T(x,y,2) = ( 0 x+y 32)
—x 0 3z
x+ty 2x—y xﬁ’)

69.T: R* - My,.q; T(x, =(
ax3i T(x,¥) x y xZ



https://acortar ink/UkWACz

CAPITULO VIII

Valores y vectores
OroPIOS
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8. Definicidn y propiedades, sobre el cuerpo de los reales

Los valores y vectores propios son conceptos importantes en el algebra li-
neal, ya que las aplicaciones en la ingenieria son muchas. Por ejemplo, en el
campo del procesamiento de sefiales y el procesamiento de iméagenes, los va-
lores y vectores propios se emplean para realizar la descomposicién en com-
ponentes principales, lo que permite reducir la dimensionalidad de los datos
y extraer caracteristicas relevantes para el analisis y la clasificacion. En el es-
tudio de sistemas dinamicos, como circuitos eléctricos, sistemas de control y
modelos matematicos, los valores y vectores propios se utilizan para analizar
la estabilidad y la respuesta transitoria de estos sistemas. Los valores propios
estdn relacionados con los modos de vibracién y las frecuencias naturales en
sistemas mecanicos y eléctricos. Los valores y vectores propios son ttiles para
resolver sistemas de ecuaciones diferenciales lineales, lo que tiene aplicaciones
en la modelizacion y simulacién de fendmenos fisicos en ingenieria. La idea es
muy sencilla, teniendo una matriz A de dimension n X 1, es necesario determi-

nar si existe un nimero A 'y un vector v # 0 tal que, Av = Av.

8..1 Vector propio

Definicion: Sea una matriz A . Suponga que v #0 en R"y A es un nimero

tal que Av = Av.

Dado que v es un vector, es correcto asumir que Av es un maltiplo del mis-
mo. En este contexto, v se conoce como vector propio de A, y, por otro lado,
A es el valor propio asociado a la matriz A. En consecuencia, A actta como el

valor propio para v, siendo este el vector propio que corresponde a A.

Los valores y vectores propios estan definidos solamente para matrices cua-
dradas. Los vectores propios suelen ser llamados eigenvectores asi como los

valores propios suelen ser llamados eigenvalores.

8.2 Célculo de los valores propios

Para encontrar los valores propios de una matriz A _ procedemos a resol-

ver la ecuacion Av= Av.
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Av= v
Av=A(Iv); en donde I es la matriz identidad. Luego:
(A-A)v=0

Si cumple que (A-AI)v=0, entonces el sistema tiene soluciones no triviales y
A sera un valor caracteristico de A. Se puede plantear esto mediante el siguien-
te teorema.

Teorema 8.1
A es un valor propio de A si y sélo si p(A)= det(A-AI)=0.

Llamaremos ecuacion caracteristica a det(A-Al), a partir de ella obtendremos
el polinomio p(A) de grado n, al mismo que denotaremos como polinomio ca-
racteristico de la matriz A (Lay, 2001).

Ejemplo 8.1:

Para la matriz A, calcule el polinomio y valores caracteristicos:

o 1 0
A=|l0 0 1
1 -3 3

Aplicamos la ecuaciéon | A-AI| =0, entonces:

-4 1 ]
o -1 1 |=0
1 -3 3-4

Desarrollamos el determinante para calcular el polinomio caracteristico:

A(B3-AD)+1-31=0
2243822 -31+1=0

Se factoriza y se utiliza Ruffini:
(A-1)A-1)(-A+1)=0
A-DA-1)(DA-1) =0
—(A—-1)¥=0
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Resuelto el polinomio caracteristico hallamos que el valor de A se repite tres
veces (exponente +3), dando un valor A=1. De acuerdo el teorema fundamen-
tal del algebra, un polinomio de grado 1, tiene n raices de las cuales todas o
algunas pueden repetirse. El ntimero de veces que se repite una raiz se deno-

mina multiplicidad de la raiz.

Ejemplo 8.2: Para la matriz A, calcule el polinomio y valores caracteristicos:

2 0 0
A=|0 1 0|=|A-Al=0

o 0 1

Aplicamos la expresion det(A-Al)= 0, entonces:

2—-4 0 ]
] 1—-42 ]
] 0 1-4

=0

Desarrollamos el determinante para calcular el polinomio caracteristico:
2-Da-AHa-1)=0
(2-AD(1-2A+2)=0
2—4A+28 —2+282 -2 =0
—2 +41 -51+2=0

Se factoriza y se utiliza Ruffini:

(A-1)*(1—-2)=0

De este calculo se deduce que tenemos uno de los valores A, =1 que se repite
2 veces, el otro valor propio es A,=2.

8.l.3 Calculo de |os vectores propios

Para el calculo de vectores propios podemos seguir los siguientes pasos:
i. Calcule p(A)= det (A-AD).

ii. Calcule las raices para p(1) tomando en cuenta que, segin el teorema
fundamental del 4lgebra, un polinomio de grado n, tiene n raices.
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iii. Resuelva el sistema de ecuaciones homogéneo obtenido de (A-A_i )v=0

para cada uno de los valores propios A, encontrados.

Ejemplo 8.3: Para la matriz A, encuentre sus vectores propios asociados:
0 1 0
A=|0 0 1
1 -3 3

Anteriormente, se determiné que el polinomio caracteristico de esta matriz
A es (A-1)%, lo que significa que tenemos un valor propio A = 1 con multipli-
cidad 3. Ahora procede la resoluciéon del sistema homogéneo de ecuaciones
asociado (A-A, I)v= 0. Al reemplazar A = 1 y realizando la resta de matrices

tenemos el siguiente sistema homogéneo:

-1 1 Oy /4 0

0 -1 1])|*|=|0

1 -3 2/ Vs 0

Resolvemos el sistema homogéneo

-1 1 0|0 -1 1 0]0 -1 1 00
0o -1 110})—=| 0 -1 10)—={ 0 -1 1|0
0 0 -2 210 0 0 0lo

1 -3 2
Aplicando el método de Gauss-Jordan reducimos la matriz aumentada y

obtenemos lo siguiente: x,= x, y x, = x,. Si asignamos x,=1, podemos obtener el

1
vector propio asociadoa A =1 que es v; = (1)
1

Teorema 8.2

Sea A un valor propio de la matriz A,y sea EA= {v : Av = Av}, entonces EA
es un subespacio de C". Donde C" es el espacio de vectores complejos de di-

mension n (Lay, 2001).

El subespacio EA se denomina espacio propio de la matriz A correspondien-
te al valor propio A.
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Ejemplo 8.4:

En el caso del ejemplo anterior, se calcul6 el valor propio A=1 cuyo vector
1

1
propio fue v; = (1) este vector genera el subespacio propio g, = gen{(l)]_
1
1

Teorema 8.3

Dada una matriz A de tamafio n X n con valores propios distintos A, A,,...,
A,y los correspondientes vectores propios v, v,, ..., v . Por consiguiente: v,

v, ..., v _son linealmente independientes.

Ejemplo 8.5:

. posterior-

. . . . 3
Determinar los vectores propios asociados a la matriz A= ( 3 4)

mente comprobar que son linealmente independientes.

Solucion:

Calculamos el polinomio caracteristico:
_ 3—-A 2 \_ oo M e — 1 _
det(A — M) = det ( ot L2 ;\) —(B-A)E—-N-6=A-1)(A—6).

Resuelto el polinomio obtenemos A\, =1y A, = 6.

Reemplazamos el valor de A, = 1 en el sistema homogéneo (A - AI)v=0, en-
3 2\ /%1y _ (0
(3 2) (xz) o (u)

Al multiplicar las matrices se genera la ecuacion 3x, + 2x,= 0, por lo tanto,

tonces:

. . 2
un vector propio asociado puede ser v; = (_3).

Para A\,=6, obtenemos el sistema (_32 _23) (2) - (g) , lo que sugiere que

los valores x, = x,, por lo tanto, un vector propio asociado puede ser ., = G)

Observe que v, y v, son linealmente independientes ya que uno no es mul-
tiplo del otro.
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8.14 Matrices simétricas y diagonalizacian

Teorema 8.4

Sea una matriz A_, simétrica, entonces sus valores propios son reales.

Teorema 8.5

Sea una matriz A_, simétrica real, entonces, A tiene n vectores propios rea-

les ortogonales.

La propiedad fundamental de las matrices simétricas es que sus vectores
propios correspondientes para diferentes valores propios son ortogonales en-
tre si. Esto significa que si tienes una matriz real simétrica A y encuentras sus

n vectores propios, estos vectores son ortogonales entre si.

Definicion: Una matriz A_,_ es diagonalizable ortogonalmente si existe una
matriz ortogonal S tal que S' AS sea una matriz diagonal D, donde D=diag(\,

A, ..., A ) sean los valores propios de A.
Teorema 8.6

Sea A_, una matriz real, entonces A es diagonalizable ortogonalmente si y

s6lo si A es simétrica.

Para encontrar la matriz diagonalizante S se puede encontrar una base orto-
normal para cada espacio propio de A usando Gram-Schmidt. Entonces S esta
compuesta por los vectores propios ortogonales ubicados como columnas en

la matriz.

Ejemplo 8.6:

Halle la matriz Diagonal para la matriz A
3 -1
4= (_3 4 )
Se calculan los valores propios entonces det (A-AI)= 0

3—-4 -1 |_
b Fe-ne-n- a6
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=12 -7+ -2
=2 —-7i4+10
=(1-2)(A-5)=0

Los valores propios son = A= 2 \=5

Ahora, hallamos los vectores propios, usamos: (A - A)o=0
C5TDE=0

Para A =2
(3__32 4__12) (:)

=a—b=20
a=5h

(o)

()

Parad, =5

Sea b = 2. Entonces: a = -1
_ -1
V2 = ( 2 )

Una vez hallados los valores y vectores propios, podemos construir las ma-

trices Sy D:
s=( %)
2=(5 5)
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Comprobacion
D=5"14S
- 1 2 ny_1r72 1 _
1 _ = 1
S T D@ =M (5 D=3 )=s

=D = ({2} g)
Ejemplo 8.7:

Halle la matriz Diagonal para la matriz A

5 —4 4
A=|l1 0 1
-1 2 1

Se calcula los valores propios entonces det (A - AI) =0

5—1 —4 4
1 0-2 1
-1 2 1-—4

=(5— A)[-A1-A)—2]+4[1(1 - 1) + 1]+ 4[2 - 4]
=(5—DA—2)A+1)+4[2— A +4[2-1]
=(A—-2)[(5—A)A1+1)—4]

=(1—2)[4A+ 522 —8] = (1 —2)[-A% + 41 — 3]

=—(A-2)[AF—-41+3]=—-(1-2)A-3)21-1)=0

Los valores propiosson = A, =2 A,=3 A,=1

Ahora hallamos los vectores propios, usamos:

5—4 —4 4 el 0
( 1 0—2 1 )(b)=(n)
—1 2 1—A/ ‘e 0

Para A1=2
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5—-2 -4 4 3 —4 4 1 -2 1 1 -2 1
(1 0-—-2 1 )=(1 -2 1)“(3 —4 4)’“([} 2 1)
-1 o 1-2 -1 2 -1 -1 2 -1 o 0 0
1 0 2y 0
SHRION0
0 0 0/t ]

at2c=0 @=-2

2b+c=0 b=--c

Sear = —2 Entoncessa=4vb=1

()

Parad, = 3

5—-3 —4 4 2 —4 4 1 -3 1 1 -3 1
( 1 0-3 1 )=(1 -3 1)“‘“(2 —4 4)’“([} 2 2)
-1 ] 1—-3 -1 2 =2 -1 2 =2 o0 -1 1
1 -3 1 1 0 4
~ (D 1 1 )"' (D 1 1) . luego
o -1 -1 0 0 o

3206

at+4c=10 a = —4c
b+ec=10 bh=—c

Seac=—1 Entoncesca=4vb=1

()

Parad; =1

5—1 —4 4 4 —4 4 1 -1 1
1 0-1 1 |J=[1 -1 1|~ 4 -4 1) luego
1 0 1-1 -1 2 0 -1 2 0

£590-0
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at+2c=10 a=—2¢
b+c=10 b=—c¢

seac =1 Entonces:a=2yb=1

Una vez hallados los valores y vectores propios, podemos construir las ma-

trices Sy D

4 4 2
5=(1 1 1)

-2 -1 -1

2 0 0
D=(ﬂ 3 D)

o 0 1

Comprobacion:

D=5"14s8

] 2 2 5 —4 4 4 4 2
-1 0 -2 1 o 1 1 1 1
1 -4 0 -1 2 1/\-2 -1 -1
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8.2 Ejercicios propuestos:

I. Calcular los valores propios y los espacios propios para las matrices

dadas:
-2 1 1
1 3 —4
0 —1 2

4 1 2
0 -2 3
-1 3 —4

G 3) (S

_ _ 1 3 2
(; 32) (_35 ?2) (—3 2 1 )
(4 —1 2 -3 2 -t =
6 3 ) (—5 4 2 ) 5 1 7
-1 2 1 -6 2 ( 1 2 1 )
( 0 —3) (—3 2 1 —36 ; %
—4 -1 22 G) (—3 1 2 )
( 6 3 ) 11 2_2 —g 1 —5 -3
( 4 —1) (5 1 4 ) ( 1 5 2 )
-6 1 2 -3 1 2 3 1

-2 -1 -3

(_21 _12) (—35 _?'2) (—33 i ;
( 1 2) 2 1 -3 i ‘55
1 0 (—5 4 2 ) > 3
¢ S

@

N
| | I I
oL oW e
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