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OBJETIVO GENERAL

Resolver las ecuaciones diferenciales parciales clasicas, aplicando
los métodos analiticos y numéricos, determinando su grado de
confiabilidad y, presentados en forma didactica como un mate-
rial cientifico, til para el aprendizaje de las EDP'’s.
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OBJETIVOS ESPECIFICOS

Desarrollar las metodologias clasicas de solucién analitica de las
EDP's.
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OBJETIVOS ESPECIFICOS

Desarrollar las metodologias clasicas de solucién analitica de las
EDP's.

Desarrollar las metodologias de solucién aproximada de las EDP
clasicas.
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OBJETIVOS ESPECIFICOS

Desarrollar las metodologias clasicas de solucién analitica de las
EDP's.

Desarrollar las metodologias de solucién aproximada de las EDP
clasicas.

Determinar la validez de las soluciones numéricas de las EDP’s
contrastando con las soluciones analiticas en donde sea posible.
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OBJETIVOS ESPECIFICOS

Desarrollar las metodologias clasicas de solucién analitica de las
EDP'’s.

Desarrollar las metodologias de solucién aproximada de las EDP
clasicas.

Determinar la validez de las soluciones numéricas de las EDP’s
contrastando con las soluciones analiticas en donde sea posible.

Presentar un material didactico para la ensenanza de las EDP’s
a nivel superior.
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES

Una EDP es una ecuacién diferencial cuya incégnita es una
funcién que depende de mas de una variable, en donde el orden
de la ecuacién se considera el de la derivada parcial mas alta y
se representa de la siguiente manera

I ou Ou 0%u 0%u _0
(oo 2800 Oy
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES

Una EDP es una ecuacién diferencial cuya incégnita es una
funcién que depende de mas de una variable, en donde el orden
de la ecuacién se considera el de la derivada parcial mas alta y
se representa de la siguiente manera

I ou Ou 0%u 0%u _0

(oo 2800 Oy

Se usa en muchos campos de la fisica y la ingenieria, como
por ejemplo: acdstica, aerodindmica, elasticidad, transferencia
de calor, metereologia, mecdnica cudantica, electrostatica, es
ampliamente difundida y de ahi el interés y necesidad por su
estudio y conocimiento. Se abordara los tres tipos que mas se
utilizan y que son la base para formulaciones mas complejas y
reales. Las EDP’s clasicas que vamos a tratar son:

DESARROLLO ANALITICO Y NUMERICO DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES



4

ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES

Parabdlicas, corresponden a problemas que se presentan al
estudiar los procesos como conductibilidad térmica, difusién,
aplicaciones financieras. Como ejemplo se tiene el modelo uni-
dimensional del flujo de calor en un alambre aislado.
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES

Parabdlicas, corresponden a problemas que se presentan al
estudiar los procesos como conductibilidad térmica, difusién,
aplicaciones financieras. Como ejemplo se tiene el modelo uni-
dimensional del flujo de calor en un alambre aislado.

Hiperbdlicas, corresponden a problemas que refieren a fendmenos
oscilatorios: vibraciones de cuerda, membranas, oscilaciones
electromagnéticas. Un ejemplo es el modelo unidimensional
de la cuerda vibrante.
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES

Parabdlicas, corresponden a problemas que se presentan al
estudiar los procesos como conductibilidad térmica, difusién,
aplicaciones financieras. Como ejemplo se tiene el modelo uni-
dimensional del flujo de calor en un alambre aislado.

Hiperbdlicas, corresponden a problemas que refieren a fendmenos
oscilatorios: vibraciones de cuerda, membranas, oscilaciones
electromagnéticas. Un ejemplo es el modelo unidimensional
de la cuerda vibrante.

Elipticas, son problemas que aparecen al estudiar procesos
estacionarios, es decir que no cambian con el tiempo.Como
ejemplo es la funcién potencial que podria representar el régimen
permanente de un potencial electrostatico o de la distribucidon
de la temperatura en una regién rectangular del plano.
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES

Para resolver una EDP se considera dos formas una desde el
punto de vista analitico el método de separacién de variables y,
desde el punto de vista numérico el método de las diferencias

finitas.
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES

Para resolver una EDP se considera dos formas una desde el
punto de vista analitico el método de separacién de variables y,
desde el punto de vista numérico el método de las diferencias
finitas.

El método de separacion de variables se utiliza cuando la
ecuacién diferencial parcial y las condiciones de contorno son
lineales y homogéneas.
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES

Para resolver una EDP se considera dos formas una desde el
punto de vista analitico el método de separacién de variables y,
desde el punto de vista numérico el método de las diferencias
finitas.

El método de separacion de variables se utiliza cuando la
ecuacién diferencial parcial y las condiciones de contorno son
lineales y homogéneas.

Las condiciones de contorno que se tratan en los problemas
planteados, son:
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES

Dirichlet, donde la funcién se describe para cada punto de el
contorno de la regidn;

El método de Diferencias Finitas, se basa en la utilizacion de
férmulas para aproximar las derivadas de una funcién. Estas férmulas
de aproximacion de las derivadas de una funcién pueden ser cen-
tradas, progresivas o regresivas, con un orden de la aproximacién
O(h™).
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES

Dirichlet, donde la funcién se describe para cada punto de el
contorno de la regidn;

Neumann, donde se prefijan los valores de la derivada de la
funcién sobre el contorno.

El método de Diferencias Finitas, se basa en la utilizacion de
férmulas para aproximar las derivadas de una funcién. Estas férmulas
de aproximacion de las derivadas de una funcién pueden ser cen-
tradas, progresivas o regresivas, con un orden de la aproximacién
O(h™).
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES

Dirichlet, donde la funcién se describe para cada punto de el
contorno de la regidn;

Neumann, donde se prefijan los valores de la derivada de la
funcién sobre el contorno.

Algunos problemas plantean condiciones mixtas, es decir sus
datos son referidos a las fronteras de la funcién y a la derivada
de la funcién.

El método de Diferencias Finitas, se basa en la utilizacion de
férmulas para aproximar las derivadas de una funcién. Estas férmulas
de aproximacion de las derivadas de una funcién pueden ser cen-
tradas, progresivas o regresivas, con un orden de la aproximacién
O(h™).
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES

Diferencias finitas es un método general que permite la solucién
aproximada de ecuaciones diferenciales parciales definidas en
dominios finitos. Para ello, se discretiza la ecuacién con una
malla rectangular con puntos de una distancia h y k para los
ejes X ey, respectivamente.
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES

Diferencias finitas es un método general que permite la solucién
aproximada de ecuaciones diferenciales parciales definidas en
dominios finitos. Para ello, se discretiza la ecuacién con una
malla rectangular con puntos de una distancia h y k para los
ejes X ey, respectivamente.

Un mallado sobre el intervalo [a, b] es un conjunto de puntos
To, X1, - , TN, tales que:

a=zro<x1<--<xN=0b

La distribuciéon de puntos realizada tiene como objetivo re-
ducir el error cometido, en las aproximaciones, al discretizar
una ecuacién diferencial.
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES PARABOLICAS. CONDICION DE
DIRICHLET

Deduccidn de las soluciones para la ecuacion del calor: condicion
de Dirichlet

Las condiciones inicial y de contorno, son

Cl. U(z,0)=f(x), 0<zx<L
C.C. U(0,t)=U(L,t)=0, t>0

Las EDO'’s que resultan son:

DESARROLLO ANALITICO Y NUMERICO DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES CLASICAS



8

ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES PARABOLICAS. CONDICION DE
DIRICHLET

Deduccidn de las soluciones para la ecuacion del calor: condicion
de Dirichlet

Las condiciones inicial y de contorno, son
Cl. U(z,0)=f(x), 0<zx<L
C.C. U(0,t)=U(L,t)=0, t>0

Las EDO'’s que resultan son:

T +PNT =0
X"+ AX =0
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES PARABOLICAS. CONDICION DE
DIRICHLET

La ecuacién temporal T' se consigue integrando, siendo una
.z . 2
funcién exponencial T(t) = ke*t.
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES PARABOLICAS. CONDICION DE
DIRICHLET

La ecuacién temporal T' se consigue integrando, siendo una
.z . 2
funcién exponencial T(t) = ke*t.
La ecuacién espacial X" + A\X = 0, genera dos soluciones de
tipo exponencial X (z) = eV =" en donde A puede ser real e
inclusive imaginario, en donde sélo hay solucién cuando A > 0.

Al aplicar las condiciones de contorno, se consigue el valor de

A= (%){néNyX(w)zcwin(?)

La combinacién lineal de la solucién conformada por el pro-
ducto de las funciones X(A > 0) y T con (B = cg * k); serd
también solucién de la ecuacién del calor al aplicar el principio
de superposicién, formandose asi una serie infinita.
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES PARABOLICAS. CONDICION DE
DIRICHLET

U({L‘,t) = io: |:Bn sin (?) 6_(.327222-”2){|

n=1

La condicién inicial U(x,0) = f(z), permite encontrar el coe-
ficiente de Fourier B,,, para ello utiliza la propiedad de ortogo-
nalidad de los senos.

B, = E/OL f(z)sin <?> dx
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES PARABOLICAS. CONDICION DE
NEUMANN

Deduccidn de las soluciones para la ecuacidn del calor: condicién
de Neumann

Para este caso, las condiciones de contorno e iniciales, son

oU oU
S0 =S (L) =0, t>0

U(z,0)=f(z), 0<ax<L
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES PARABOLICAS. CONDICION DE
NEUMANN

Deduccidn de las soluciones para la ecuacidn del calor: condicién
de Neumann

Para este caso, las condiciones de contorno e iniciales, son

oU oU
S0 =S (L) =0, t>0

U(z,0)=f(z), 0<ax<L

Cuando X\ > 0y al reemplazar las condiciones de contorno, se

2
obtiene A = (%) , n € Ny la ecuacién espacial X (z) =

(nwx)
€1 COS = )
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES PARABOLICAS. CONDICION DE
NEUMANN

La solucién de la ecuacién del calor al aplicar el principio de
superposicion de igual forma que el proceso anterior, con A =
c1k, se obtiene

2,22

Uz, t) = i A,, cos (TLLT:U) e (Tt
n=1
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES PARABOLICAS. CONDICION DE
NEUMANN

La solucién de la ecuacién del calor al aplicar el principio de
superposicion de igual forma que el proceso anterior, con A =
c1k, se obtiene

2,22

Uz, t) = i A,, cos (LZ:U) e (Tt
n=1

Pero, cuando A = 0, se obtiene una funcién constante para
U(z,t) = A. Entonces, la solucién viene dada por

ey = e 5 o () )

n=1
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES PARABOLICAS. CONDICION DE
NEUMANN

La condicién inicial f(z) = U(x,0) al reemplazar en la solucién
permite calcular los coeficientes A y A, para ello se utiliza la
propiedad de ortogonalidad de los cosenos.

L
A= i/o f(z)dzx

A, = E/OL f(zx) cos (?) dz
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES PARABOLICAS BIDIMENSIONALES

Deduccion de las soluciones de la ecuacion del calor bidimen-
sional

Sea la EDP vy las condiciones de contorno e iniciales siguientes
ou , [0?U  0*U

— = — +t-5|,t>0,0<z<L,0<y<H
at ¢ [83:2 oy? |’ ’ v ’ Y

Cl. U(z,y,0) = f(z,y), 0<z<L; 0<y<H

cC U(z,0,t) =U(z,H,t) =0, 0<axz<L; t>0
' U,y,t) =U(L,y,t) =0, 0<y<H; t>0
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES PARABOLICAS BIDIMENSIONALES

Deduccion de las soluciones de la ecuacion del calor bidimen-
sional

Sea la EDP vy las condiciones de contorno e iniciales siguientes
ou 2 [82U 0?U

—F+—=|,t>0,0<z< L, 0<y< H
ot 8x2+8y2}’ ’ ’ ’ Y

Cl U(z,y,0) = f(z,y), 0<z<L; 0<y<H
) =

cC U(z,0,t) =U(z,H,t) =0, 0<axz<L; t>0
' U,y,t) =U(L,y,t) =0, 0<y<H; t>0
Utilizando el método de separacién de variables, en el que se
substituye U(z,y,t) = X(x)Y (y)T'(t) y se plantea la siguiente
ecuacién.
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES PARABOLICAS BIDIMENSIONALES

T/ X/l Y// 0
AT X Y
Xl/ Y//
Se asigna X =% Ty = [ e integrando, se consigue
T/
T —(a+ )
T(t) = cle*CZ(oﬁﬁ)t

"
Como ~ =@ con a > 0, tenemos la EDO X" + aX =0,

cuya solucién viene dada por: X () = ¢3 cos(y/ax)+cs sin(y/ax).
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES PARABOLICAS BIDIMENSIONALES

Al reemplazar las condiciones de contorno, se determina o =
m2m? ., _ . /mTx
2 Y la solucién particular X (x) = c3sin 5
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES PARABOLICAS BIDIMENSIONALES

Al reemplazar las condiciones de contorno, se determina o =
m2m? ., _ . /mTx
5— Y la solucién particular X (z) = ¢z sin ( ——
L B L

Y
La ecuacién v = —f, con B> 0, genera la EDOY” + Y =

0, cuya solucién general es Y (y) = c4 cos(v/By) + c5 sin(v/By),
2 2
nAm

H2

al aplicar las condiciones de contorno se obtiene 5 = y

nm
la solucién particular Y (y) = ¢5 sin (%)

2
_2p2(m?  n?
Reemplazando a y 3 obtenemos T'(t) = cie” “ " (Tz+a2)t |4
solucién producto se exhibe a continuacidn.

> 2 2
gm0y ommry . /Ny
Ulz,y,t) = E Bpne °7 (Trtuz)tgin () sin

DESARROLLO ANALITICO Y NUMERICO DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES CLASICAS



17

ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES PARABOLICAS BIDIMENSIONALES

Bpyn = By, - By, Al substituir la condicién inicial U(z,y,0),
obtenemos las ecuaciones que nos permitirdn descubrir los co-
eficientes B,,, y B,

U(z,y,0 Z ansm< Lx>sm (%)

m,n=1

— z/oLf(m) sin (?) dx
By=— /0 " fly)sin ("2 dy
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ECUACIONES EN DIFERENCIAS PARCIALES PARABOLICAS. PROBLEMA 2.5.1.

Considérese una varilla unidimensional cuya constante de difu-
sividad térmica ¢ = 1,45 y cumple las condiciones siguientes.
Encontrar una expresién para la funcién temperatura U, que
cumpla las siguienes condiciones:

t>0,0<2<?2

Cl. U(z,0)=2z, 0<zx<2
C.C. U(0,t)=U(L,t), t>0
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ECUACIONES EN DIFERENCIAS PARCIALES PARABOLICAS. PROBLEMA 2.5.1.

Considérese una varilla unidimensional cuya constante de difu-
sividad térmica ¢ = 1,45 y cumple las condiciones siguientes.
Encontrar una expresién para la funcién temperatura U, que
cumpla las siguienes condiciones:

ou 0?U

P 145 S
ot T o2’

Cl. U(z,0)=2z, 0<zx<2
C.C. U(0,t)=U(L,t), t>0

El coeficiente de Fourier B,,, viene dado por

2
2 . /nTx
B, == rsin | — ) dx
2 2
0
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ECUACIONES EN DIFERENCIAS PARCIALES PARABOLICAS. PROBLEMA 2.5.1.

Integrando por partes y reemplazando, se logra determinar U.

B, = i(_l)(nﬂ)
nm

U(x,t)=— Z ("‘H) 671'45(#% sin (?)
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ECUACIONES EN DIFERENCIAS PARCIALES PARABOLICAS. PROBLEMA 2.5.1.

Integrando por partes y reemplazando, se logra determinar U.

B, = i(_l)(nﬂ)
nm

(n+1)

Ul t) =2 Z D () g (@)

2

A través de un programa desarrollado en MATLAB, se calcula
la matriz de resultados y la grafica.
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ECUACIONES EN DIFERENCIAS PARCIALES PARABOLICAS. PROBLEMA 2.5.1.

Espacia x oo b

Figure: Gréfica de la funcién temperatura,U
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ECUACIONES EN DIFERENCIAS PARCIALES PARABOLICAS. METODO DE
CRANK-NICHOLSON

El método de Crank-Nicholson es un método implicito, utilizado
para aproximar la ecuacién del calor, consiste en encontrar una
aproximacién numérica en un punto situado entre dos filas de
la malla, punto medio.
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ECUACIONES EN DIFERENCIAS PARCIALES PARABOLICAS. METODO DE
CRANK-NICHOLSON

El método de Crank-Nicholson es un método implicito, utilizado
para aproximar la ecuacién del calor, consiste en encontrar una
aproximacién numérica en un punto situado entre dos filas de
la malla, punto medio.

Determinemos ahora cada una de los expresiones de la ecuacidn
del calor, utilizando diferencias finitas centradas, para (z, t+§),

a partir de las derivada progresiva y regresiva de la funcién.

DESARROLLO ANALITICO Y NUMERICO DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES CLASICAS



21

ECUACIONES EN DIFERENCIAS PARCIALES PARABOLICAS. METODO DE
CRANK-NICHOLSON

El método de Crank-Nicholson es un método implicito, utilizado
para aproximar la ecuacién del calor, consiste en encontrar una
aproximacién numérica en un punto situado entre dos filas de
la malla, punto medio.

Determinemos ahora cada una de los expresiones de la ecuacidn

. k
del calor, utilizando diferencias finitas centradas, para (z, t+§),

a partir de las derivada progresiva y regresiva de la funcién.

U(z,t) = Ule,t + k}i —U@t) Progresiva
t+k)— t
U(z, t+ k) = Ulz,t + ]3; Ule,?) Regresiva
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ECUACIONES EN DIFERENCIAS PARCIALES PARABOLICAS. METODO DE
CRANK-NICHOLSON

Sumando las ecuaciones planteadas, obtenemos
Uz, t+k)—U(z,t)

Ut(.%',t) + Ut<.ili‘,t + k) =2

k
k U(z,t+k)—-U(x,t
Uit s By _ Ut o)~ Ul
2 k
Ui, 1) = Lot =L

k
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ECUACIONES EN DIFERENCIAS PARCIALES PARABOLICAS. METODO DE
CRANK-NICHOLSON

Sumando las ecuaciones planteadas, obtenemos
Uz, t+k)—U(z,t)

Ut(.%',t) + Ut<.ili‘,t + k) =2

k
k U(z,t+k)—-U(x,t
Uit s By _ Ut o)~ Ul
2 k
Ui, 1) = Lot =L

k
k
Ahora, para Uy, (x,t + 5) con diferencias centradas.
U(z + h,t) —2U(x,t) + U(x — h,t)
2
U+ h,t+k)—=2U(z,t +k)+U(x—=h,t+k)

Uge(x,t) =

DESARROLLO ANALITICO Y NUMERICO DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES CLASICAS



23

ECUACIONES EN DIFERENCIAS PARCIALES PARABOLICAS. METODO DE
CRANK-NICHOLSON

Uga(z,t) + Ugy(z,t + k) _
5 =
U(z 4+ h,t) —2U(z,t) + U(z — h,t) + U(z + h,t + k) —2U(z,t + k) + U(z — h,t + k)
2h2
Uit1,5 —2U;, j+Ui—1, 5+ Uig1, j+1 —2U;, j41 + Ui, j41
2h2

k
Uga(x,t + 5) =
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ECUACIONES EN DIFERENCIAS PARCIALES PARABOLICAS. METODO DE
CRANK-NICHOLSON

Usa(@,t) + Usa(a t 4 K)

2
U(z 4+ h,t) —2U(z,t) + U(z — h,t) + U(z + h,t + k) —2U(z,t + k) + U(z — h,t + k)

2h2
ke U, C—2U; s+ U1 i +U; . —2U: . +U;_1
U:,;g;(z,t+5): i+1, j ) i—1,3 2Lh+21,]+1 i, j+1 i—1, j+1

2k
Reemplazando en la EDP, con r = ch—2 y ordenando, se obtiene

la ecuacién en diferencias finitas para i =2,---n — 1.
—2U; ; + Uiy1,j

Uigtr = Uiy _ 2Uiz1541 = 2Ui i1 + Vi1 41 ¥ Vi1
k 2h2
—rUi—1,5+1 + 2+ 2n)U; j41 —mUit1,5+41 = (2 —2n)U; j + 7(Ui—1,5 + Uit1,5)

ERICO DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES
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ECUACIONES EN DIFERENCIAS PARCIALES PARABOLICAS. METODO DE
CRANK-NICHOLSON

Ui 1,541 Wi j41 Uit j+1

T U j Wist1,j

Figure: Puntos utilizados para construir las aproximaciones
numéricas en la ecuacién del calor
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ECUACIONES EN DIFERENCIAS PARCIALES PARABOLICAS. METODO DE
CRANK-NICHOLSON

Ui 1,541 Wi j41 Uit j+1

T U j Wist1,j

Figure: Puntos utilizados para construir las aproximaciones
numéricas en la ecuacién del calor

Encontremos ahora algunas ecuaciones para i =2,--- ,n — 1,
considerando las condiciones de contorno siguientes: U ; =
Uj+1Y Unj = Unjs1
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ECUACIONES EN DIFERENCIAS PARCIALES PARABOLICAS. METODO DE
CRANK-NICHOLSON

i=2
—rUy jy1 +(2+2r)Uz jy1 —rUsz j41 = (2 —2r)Uz ; +rUy j + U3z ;
(24 2r)Uz j41 —rUs j41 = 21Uy 5 + (2 — 2r)Usz j + U3
i=3
—rUsz jy1 +(2+2r)Usz j41 —rUs j+1 = (2 —2r)Usz,; +rUz j + 71Uy 5
(24 27)Us j41 —rUs j41 = 1Uz5 + (2 = 2r)Us ; + 71Uy j
i =p
=rUp—1,j+1 + 2+ 20)Up 41 = "Up1,j4+1 = (2= 20)Up,j + rUp—1,5 + rUpt1,j
(2420 Up,j+1 = rUpt1,+41 = 1Up—1,j + (2= 20)Upj + 7Upt1,5

i=n—2
—rUp—3,j+41+ 2+ 2r)Up—2 41 —rUn—1,j4+1 =2 —2r)Up_2,; +7Up_3,; +Up_1;
(2+2r)Up—2 41 —1Un—1,j41 =7Upn—3;; +(2—2r)Up_2; +7Up_1;
i=mn—1
—rUpn—2,j4+1+ 2+ 2")Up—1,j41 —7Un jt1 =2 —=2")Up_1,5 +1Un—2,; +1Un ;
(24+2r)Up—1,j41 —7Upn j41 =7Upn—2; + (2 —2r)Up_1,; +7Up ;
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ECUACIONES EN DIFERENCIAS PARCIALES PARABOLICAS. METODO DE
CRANK-NICHOLSON

Ahora, las ecuaciones encontradas se presentan como matrices,
generando un sistema tridiagonal.
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ECUACIONES EN DIFERENCIAS PARCIALES PARABOLICAS. METODO DE
CRANK-NICHOLSON

Ahora, las ecuaciones encontradas se presentan como matrices,
generando un sistema tridiagonal.

2427 -7 0 0 0 0 0 Uz j+1
—r 242r —r 0 0 0 0 Us j+1
0 0 . 0 0 0 0 .
0 0 —r 2420 —r 0 0 Ui jt1 =
0 0 0 0 . 0 0 .
0 0 0 0 —r 2427 -7 Up—2,j+1
0 0 0 0 0 -7 24 2r Up—1,j+1

2rU1j + (2 — 2r)Usz,; + rUs ;
rUz j + (2 —2r)Uz j +rUy

rUp—1,5 +(2—=2r)Up; +rUpt1,j

rUn_3,; + (2 — 27‘)Un,2’j +rUn_1,5
rUp—2,5 +(2—=2r)Up_1,5 + 21Uy ;
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ECUACIONES EN DIFERENCIAS PARCIALES PARABOLICAS. COMPARACIONES

Con un algoritmo construido en MATLAB, se calcula los errores
absoluto y relativo promedio existente entre la solucién analitica
y la aproximada de la EDP, cuyos resultados son ilustrados en

la siguiente tabla.
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ECUACIONES EN DIFERENCIAS PARCIALES PARABOLICAS. COMPARACIONES

Con un algoritmo construido en MATLAB, se calcula los errores
absoluto y relativo promedio existente entre la solucién analitica
y la aproximada de la EDP, cuyos resultados son ilustrados en
la siguiente tabla.

Error/Tiempo t = 0.025 0.3<t<0.35 t = 0.025 t = 0.325
Error max. abs. 0.013
Error min. abs. 0.0003
Error max. rel. 0.033
Error min. rel. 0.0014

Table: Error absoluto y relativo Problema 2.5.1.
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ECUACIONES EN DIFERENCIAS PARCIALES PARABOLICAS. COMPARACIONES

Con un algoritmo construido en MATLAB, se calcula los errores
absoluto y relativo promedio existente entre la solucién analitica
y la aproximada de la EDP, cuyos resultados son ilustrados en
la siguiente tabla.

Error/Tiempo t = 0.025 0.3<t<0.35 t = 0.025 t = 0.325
Error max. abs. 0.013
Error min. abs. 0.0003
Error max. rel. 0.033
Error min. rel. 0.0014

Table: Error absoluto y relativo Problema 2.5.1.

La evolucién del error absoluto y relativo promedio, conforme
transcurre el tiempo, se representa en la siguiente figura.
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ECUACIONES EN DIFERENCIAS PARCIALES PARABOLICAS. COMPARACIONES

0.015

0.01 -

0.005 -

Error ahzoluto

T I i
0 5 10 15 20 2 30 35 40 45
Tiempo t

Errar relativo
o
=]
23

| i i i i
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
Tiempo t

Figure: Evolucién del error absoluto y relativo Problema 2.5.1.
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES HIPERBOLICAS

Supongamos una cuerda vibrante uniforme sin fuerzas externas
y con extremos fijos, modelado a través de una EDP homogénea
con las condiciones de contorno e iniciales dadas a continuacién.
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES HIPERBOLICAS

Supongamos una cuerda vibrante uniforme sin fuerzas externas
y con extremos fijos, modelado a través de una EDP homogénea
con las condiciones de contorno e iniciales dadas a continuacién.

Py _ 2%
ot? Ox?
YO0 = y(LH) =0, 150
y(z,0) = f(x)
C.I O<z< L

7 (,0) = g(a)
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES HIPERBOLICAS

Aplicamos el método de separacién de variables, substituyendo
y(x,t) = X (x)T'(t), para obtener las EDO'’s siguientes e igua-
lando a una constante —J, tenemos

T" + XTI =0
X"+ 2AX =0
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES HIPERBOLICAS

Aplicamos el método de separacién de variables, substituyendo
y(x,t) = X (x)T'(t), para obtener las EDO'’s siguientes e igua-
lando a una constante —J, tenemos

T" + XTI =0
X'+ XX =0

Reemplazando las condiciones de contorno, se obtiene A =

nm\ 2 ., s .
— ) , n=12,--- y la solucién para la ecuacién espacial

L
. nmnx ., .,
X(xz) = egsin (T) La solucién general de la ecuacién

temporal, es T'(t) = c3 cos(cv/At) + ¢4 cos(cv/At).
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES HIPERBOLICAS

Se asigna A =co-c3y B = c¢o - ¢4, entonces la solucién y por
el principio de superposicidn, se obtiene

sl . nmwx cnmt . nmwx . cnmt
y(z,t) = Z |:Ansln<T>cos< 7 >+anln( I )sln( I )]

n=1
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES HIPERBOLICAS

Se asigna A =co-c3y B = c¢o - ¢4, entonces la solucién y por
el principio de superposicidn, se obtiene

sl . nmwx cnmt . nmwx . cnmt
y(z,t) = Z [An sin (T) cos (T) + By, sin (T) sin ( I )]

n=1

Al reemplazar las condiciones iniciales, tenemos

y(z,0) = f(x) = i [An sin <?>}

W= = 3 () o (5]

n=1

0
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES HIPERBOLICAS

Se asigna A =co-c3y B = c¢o - ¢4, entonces la solucién y por
el principio de superposicidn, se obtiene

sl . nmwx cnmt . nmwx . cnmt
y(z,t) = Z [An sin (T) cos (T) + By, sin (T) sin ( I )]

n=1

Al reemplazar las condiciones iniciales, tenemos

y(z,0) = f(x) = i [An sin <?>}

W= = 3 () o (5]

Los coeficientes A,, y B,, vienen dados por

A 2 L[f( )si (mr:n)}d
= — z)sin | —— x
n

L Jy L
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES HIPERBOLICAS. PROBLEMA 3.3.1.

L
B, = 2 [g(;c) sin <w>} dx
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES HIPERBOLICAS. PROBLEMA 3.3.1.

2 L nme
B, =— [ xsin(—)}dm
Una cuerda el3stica de longitud m, fija en sus extremos con las
condiciones dadas, determinar la funcién desplazamiento y si
2
ct=4.
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES HIPERBOLICAS. PROBLEMA 3.3.1.

L
B, = % ; [g(;c) sin <?>} dx
Una cuerda el3stica de longitud m, fija en sus extremos con las
condiciones dadas, determinar la funcién desplazamiento y si
2 =4.
C.C. y(0,t) =y(m, t) =0, t>0
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES HIPERBOLICAS. PROBLEMA 3.3.1.

2 L nme
B, =— [ xsin(—)}dm
Una cuerda el3stica de longitud m, fija en sus extremos con las
condiciones dadas, determinar la funcién desplazamiento y si

=4
C.C. y(0,t) =y(m, t) =0, t>0
O<ax<m
C.I.
Jy 2

ot
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES HIPERBOLICAS. PROBLEMA 3.3.1.

Reemplazando en B,, los datos del problema, se tiene
1 ™
B,=— [ (mz —2?)sin(nz)dz
nm Jo
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES HIPERBOLICAS. PROBLEMA 3.3.1.

Reemplazando en B,, los datos del problema, se tiene
1 ™
B,=— [ (mz —2?)sin(nz)dz
nm Jo
Integrando por partes, se encuentra el valor de B,,.

0 si n es par
B, = 4

— si n es impar
™
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES HIPERBOLICAS. PROBLEMA 3.3.1.

Reemplazando en B,, los datos del problema, se tiene
1 ™
B,=— [ (mz —2?)sin(nz)dz
nm Jo
Integrando por partes, se encuentra el valor de B,,.
0 si n es par
B, = 4 . _
— Sinesimpar
™
La solucién y y la grafica de la funcién analizada se presenta a

continuacion.
o0

y(z,t) = Zl 7T(2n4_1)4 sin[(2n — 1)a] sin[(4n — 2)1)]
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES HIPERBOLICAS. PROBLEMA 3.3.1.

Espacio % Tiernpo t

Figure: Grafica de la funcién desplazamiento y
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES HIPERBOLICAS. DIFERENCIAS FINITAS

La ecuacién de ondas y sus condiciones de contorno e iniciales,
modelado por la siguiente EDP.
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES HIPERBOLICAS. DIFERENCIAS FINITAS

La ecuacién de ondas y sus condiciones de contorno e iniciales,
modelado por la siguiente EDP.

Yt = Yz 0<z<a,t>0y(0,t) =y(L,t)=0 0<t<

y(x,0) = f(x),

C.I. 0<z<a
yt(x70) = g(m)
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES HIPERBOLICAS. DIFERENCIAS FINITAS

La ecuacién de ondas y sus condiciones de contorno e iniciales,
modelado por la siguiente EDP.

Yt = Cyze  0<z<a, t>0y0,t) =y(L,t)=0 0<t<
y(z,0) = f(=),
C.I. 0<z<a
yt(x70) = g(iE)
Se construye una malla formada por un rectdngulo cuyo largo es

a subdividido en n — 1 partes y ancho b subdividido en (m —1)
partes, lo que genera (n — 1)(m — 1) recténgulos, con lados

a
h =
n—1

DESARROLLO ANALITICO Y NUMERICO DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES CLASICAS
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES HIPERBOLICAS. DIFERENCIAS FINITAS

xI 'xf x.l-.i Xy el x"": Xn

Figure: Puntos utilizados para construir las aproximaciones numéricas en

7
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES HIPERBOLICAS. DIFERENCIAS FINITAS

El proceso se inicia en la primera fila, en donde la solucién
viene dado por y (x;,t1) = f (x;). Para determinar las aprox-
imaciones en las filas sucesivas, se aplica la ecuacién en difer-
encias finitas, es decir para cada j = 2,3,...,m, se calcula
Yij Ry (xi,tj) coni=1,2,...,n.

DESARROLLO ANALITICO Y NUMERICO DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES CLASICAS



39

ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES HIPERBOLICAS. DIFERENCIAS FINITAS

El proceso se inicia en la primera fila, en donde la solucién

viene dado por y (x;,t1) = f (x;). Para determinar las aprox-
imaciones en las filas sucesivas, se aplica la ecuacién en difer-

encias finitas, es decir para cada j = 2,3,...,m, se calcula
yij =y (zi,tj): coni=1,2,..,n.
z,t+k)—2y(z, t) +y(z,t -k
R
x+h7t_2 1’,t+ $—h7t
Yoz (2, 1) = y( ) y<h? ) + y( )

Ahora, podemos plantear la ecuaciéon de onda aplicando las
aproximaciones.
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES HIPERBOLICAS. DIFERENCIAS FINITAS

Yij+1 — 2Yij + Vi j—1 2Yitlg — 2yi 5+ Yi-1,j

k2 h?
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES HIPERBOLICAS. DIFERENCIAS FINITAS

Yi,j+1 — 2Yi 5 T Yij—1  oYi+1,j — 2Yi 5 + Yi—1,j
2 —° h?
2k?
Se asigna % = R y ordenando la ecuacién planteada para

1 =2,3,...,mn— 1, se consigue

Yiojr1 = (2= 20"y 5+ 1°Wir1,j + Yie1,5) — Yi-1,j
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES HIPERBOLICAS. DIFERENCIAS FINITAS

Yi,j+1 — 2Yi 5 T Yij—1  oYi+1,j — 2Yi 5 + Yi—1,j
K2 - h2
2k2
Se asigna 72 = ——, y ordenando la ecuacién planteada para
g Y p p

1 =2,3,...,mn— 1, se consigue

Yiojr1 = (2= 20"y 5+ 1°Wir1,j + Yie1,5) — Yi-1,j

Para garantizar la estabilidad de la ecuacidn, es necesarior < 1.

DESARROLLO ANALITICO Y NUMERICO DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES CLASICAS



41
ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES HIPERBOLICAS. DIFERENCIAS FINITAS

Para calcular la tercera fila y las siguientes, se necesita conocer
las aproximaciones en los puntos de la primera fila, que viene
dada por la funcién f y de segunda fila, que se determina a
través de la segunda condicién inicial g. Para ello, se emplea
el desarrollo de Taylor que permite llegar a la siguiente aproxi-
macién mejorada.

2
r .
iz = (1— ) fi + kgi + ?(fﬂ_l - fi-1), 1=2,3,..,n—1
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES HIPERBOLICAS. DIFERENCIAS FINITAS

Para calcular la tercera fila y las siguientes, se necesita conocer
las aproximaciones en los puntos de la primera fila, que viene
dada por la funcién f y de segunda fila, que se determina a
través de la segunda condicién inicial g. Para ello, se emplea
el desarrollo de Taylor que permite llegar a la siguiente aproxi-
macién mejorada.

2
r .
iz = (1— ) fi + kgi + ?(fﬂ_l - fi-1), 1=2,3,..,n—1

Estas funciones deducidas, son utilizadas para construir el al-
goritmo que permite determinar las aproximaciones.
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES HIPERBOLICAS. COMPARACIONES

Con un algoritmo construido en MATLAB, se calcula los errores
absoluto y relativo promedio existente entre la solucién analitica
y la aproximada de la EDP, cuyos resultados son ilustrados en

la siguiente tabla.
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES HIPERBOLICAS. COMPARACIONES

Con un algoritmo construido en MATLAB, se calcula los errores
absoluto y relativo promedio existente entre la solucién analitica
y la aproximada de la EDP, cuyos resultados son ilustrados en

la siguiente tabla.

Error/Tiempo

t = 2.4 t = 1.65 t = 1.5 t = 1.65
Error maximo absoluto 0.011
Error minimo absoluto 0.0010
Error maximo relativo 0.0328
Error minimo relativo

0.0095

Table: Error absoluto y relativo Problema 3.3.1.
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES HIPERBOLICAS. COMPARACIONES

Con un algoritmo construido en MATLAB, se calcula los errores
absoluto y relativo promedio existente entre la solucién analitica
y la aproximada de la EDP, cuyos resultados son ilustrados en

la siguiente tabla.

Error/Tiempo t = 2.4 t = 1.65 t = 1.5 t = 1.65
Error maximo absoluto 0.011
Error minimo absoluto 0.0010
Error maximo relativo 0.0328
Error minimo relativo 0.0095

Table: Error absoluto y relativo Problema 3.3.1.

La evolucién del error absoluto y relativo promedio, conforme
transcurre el tiempo, se representa en la siguiente figura.
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Ecuaciones diferenciales parciales hiperbdlicas. Comparaciones

0.015 . . . .

oo b ; : : : 1

Error absoluto

0.005 - : : g

Tiermpo t

Error relativa
o
=]
]

Tiempo t

Figure: Evolucién del error absoluto y relativo Problema 3.3.1.
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES ELIPTICAS

La funcién temperatura U es analizada en un rectangulo, con
las condiciones de contorno siguientes.
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES ELIPTICAS

La funcién temperatura U es analizada en un rectangulo, con
las condiciones de contorno siguientes.
0’U  9*U B

8x2+8y2 0, O<z<L, O<y<H
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES ELIPTICAS

La funcién temperatura U es analizada en un rectangulo, con
las condiciones de contorno siguientes.

2 2
gng(ZyZ:O, O<z<L, O<y<H
C.C. U(L’y) = 92(3/)7 O<y<H
U(z,0) = fi(z), 0<z<L
U(x,H) = falz), 0<z<L
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES ELIPTICAS

La funcién temperatura U es analizada en un rectangulo, con
las condiciones de contorno siguientes.

2 2

gngrgyg:O, O<z<L, O<y<H
U@,y = aqaly), O0<y<H

C.C. U(L’y) = 92(3/)7 O<y<H
U(z,0) = fi(z), 0<z<L
Ux,H) = fax), O<zxz<L

Para determinar la solucién general U, se resuelve cada una de
las condiciones de contorno no homogéneas con las otras tres
condiciones considerando como homogéneas.
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES ELIPTICAS

La solucién general aplicando el principio de superposicién, es

Ulz,y) = Si(z,y) + Sa(x,y) + S3(, y) + Sa(x,y)
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES ELIPTICAS

La solucién general aplicando el principio de superposicién, es
U($,y) = Sl(l‘,y) + 82($7y) + S3(I’y) + 54(:67 y)
Deduccién de las soluciones para U en una placa rectan-
gular: condicién de Dirichlet
0’U  0*U
- 4+ —— =
ox?  0y?
U(z,0) =0, O<z<lL
U(z,H) = f(x), 0<z<L
U(,y)=U(L,y)=0, 0<y<H

0, O<ax<LyO<y<H
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES ELIPTICAS

La solucién general aplicando el principio de superposicién, es
U($,y) = Sl(l‘,y) + 82($7y) + S3(I’y) + 54(:67 y)
Deduccién de las soluciones para U en una placa rectan-
gular: condicién de Dirichlet
0’U  0*U
- 4+ —— =
ox?  0y?
U(z,0) =0, O<z<lL
U(z,H) = f(x), 0<z<L
U(,y)=U(L,y)=0, 0<y<H

Aplicando el método de separacién de variables e igualando a
la constante de separacién—A\, se obtiene las EDO’s
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES ELIPTICAS

X"+ XX =0
Y- AY =0
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES ELIPTICAS

X"+AX =0
Y'Y =0
X viene dada por X (z) = ¢ cos VAZ + cosin vV z. Al reem-
2
plazar las condiciones de contorno, se consigue A = (n—ﬁ> y

L
X(QT)ZCQSin(?), conn €N
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES ELIPTICAS

X"+ AX =0
Y" —AY =0

X viene dada por X (z) = ¢ cos VAZ + cosin vV z. Al reem-

. . nmH 2
plazar las condiciones de contorno, se consigue A = (—) y

L
X(QT)ZCQSin(?), conn €N

Y viene dado por Y (y) = ¢3 cosh v/ Ay + ¢4 sinh v Ay. Al reem-
plazar la condicién de contorno y el valor de ), se obtiene
Y (y) = casinh (?) con n € N. La funcién solucién U,

estd dada por
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES ELIPTICAS
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES ELIPTICAS

Ulz,y) = i {Bn sin (ﬂLx) sinh (%)}

Ahora, empleando la condicién U(z, H) = f(z), se obtiene

Ulz, H) = i [Bn sin (?) sinh <"“LH>]

n=1
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES ELIPTICAS

Ulz,y) = i {Bn sin (ﬂLx) sinh (%)}

Ahora, empleando la condicién U(z, H) = f(z), se obtiene

Ulz, H) = g [Bn sin (?) sinh <"“LH>]

El coeficiente B,,, es

2

o Lsinh <WH> /oL fl@)sin (sz) &
L
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES ELIPTICAS. PROBLEMA 4.3.2.

Encontrar la serie que representa la distribuciéon de temper-
atura U en una placa rectangular que cumple las siguientes
condiciones.
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES ELIPTICAS. PROBLEMA 4.3.2.

Encontrar la serie que representa la distribuciéon de temper-
atura U en una placa rectangular que cumple las siguientes
condiciones.

U(z,0) =U(x,1) 0<zr<l1
c.C.¢ U0,y =0 0<y<l1
Uly =yl-y) 0<y<l
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES ELIPTICAS. PROBLEMA 4.3.2.

Encontrar la serie que representa la distribuciéon de temper-
atura U en una placa rectangular que cumple las siguientes
condiciones.

U(z,0) =U(x,1) 0<zr<l1
c.C.¢ U0,y =0 0<y<l1
Uly =yl-y) 0<y<l

Reemplazando la informacién proporcionada en B,,, se encuen-
tra la siguiente integral.

9 1
= —— 1 — i d
" sinh(mr)/o y(1 = y) sin(nmy)dy
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES ELIPTICAS. PROBLEMA 4.3.2.

Resolviendo dicha integral, se determina el coeficiente B,,.
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES ELIPTICAS. PROBLEMA 4.3.2.

Resolviendo dicha integral, se determina el coeficiente B,,.

0 si n es par
B, = 8 . .
P PRI SI n es impar

m3n3 sin(n)

La solucién esta representada por

Ulz.y) = Z {851nh[(2n — D)mz] sin[(2n — 1)7y] }

73(2n — 1)3 sinh[(2n — 1)7]

n=1
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES ELIPTICAS. PROBLEMA 4.3.2.

Figure: Gréfico de la funcién temperatura U
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES ELIPTICAS. DIFERENCIAS FINITAS

La ecuacidn de diferencias finitas a los términos de la ecuacién
de Laplace, son

U(z+ h,y)+ Uz — h,y) — 2U(z,y)

Umx = 2
Uyy = h2
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES ELIPTICAS. DIFERENCIAS FINITAS

La ecuacidn de diferencias finitas a los términos de la ecuacién
de Laplace, son

U(z+ h,y)+ Uz — h,y) — 2U(z,y)

Umx — h2
U(z,y+h)+U(z,y —h) —2U(z,y)
Uyy = h2

Reemplazando en la ecuacién de Laplace, tenemos

Ul +h,y)+Ux—hy)+U(z,y+h) +U(z,y —h)
h2

Si formamos un rectdngulo con 0 < z < L, 0 <y < H y

subdivido en (n —1)(m — 1) cuadrados de lado h, con L = nh

y H = mh, como se muestra en la siguiente figura.
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES ELIPTICAS. DIFERENCIAS FINITAS

Ve

Vis1

¥i

¥y

X3 Xz Xiq X; Xivg X,

Figure: Puntos utilizados para construir las aproximaciones numéricas en
la ecuacién de Laplace
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES ELIPTICAS. DIFERENCIAS FINITAS

La ecuacién de Laplace en diferencias finitas, parait = 2,3,---n—
lyj=2,3,---m —1, viene dada por la siguiente expresion
u(@+hy) +ulz —hy) +ulz,y+h) +ulzy—h) —du,y)

h2
Uit1,j + Uim1j + Wijy1 +Uij—1 —4ui; =0

=0
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES ELIPTICAS. DIFERENCIAS FINITAS

La ecuacién de Laplace en diferencias finitas, parai = 2,3, - - -
1lyj=2,3,---m — 1, viene dada por la siguiente expresién

uw(z + h,y) +ulx — h,y) +u(z,y+ h) +ulz,y — h) — 4du(z,y) ~0
h2 -

Wit1,j + Wim1j + Wijy1 +uijo1 —4u ;=0

Las condiciones de contorno planteadas, son

u(a1,Y5) = u 2<j<m-1
u(zs, Y1) = Ui 2<i<n-—1
(T, Yj) = Un,j 2<ji<m-1
(T, Ym) = Uiym 2<i<n-—1
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES ELIPTICAS. DIFERENCIAS FINITAS

Al aplicar la ecuacién deducida a cada uno de los puntos de la
malla, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones.

Uso+Uio+Usz+ Uz —4Uz2 =0
Ugo+ Uz +Uz3+Us1 —4U32 =0
Uso+ U3+ Usz+Us1 —4Us2 =0
Usz+Ui3+Uzy+Uso—4Us3 =0
U4,3 + U2,3 + U374 + U3,2 — 4U3’3 =0
U5,3 + U3,3 + U474 + U4,2 — 4U4’3 =0
Uss+Ui s+ Uz +Usz—4Us4 =0
Usa +U 4+ U35 +Us3—4U34 =0
Usa+Uz g +Uss +Usz—4Us4 =0
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES ELIPTICAS. DIFERENCIAS FINITAS

Expresado como matrices, obtenemos el sistema diagonal por
bloques.
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES ELIPTICAS. DIFERENCIAS FINITAS

Expresado como matrices, obtenemos el sistema diagonal por

bloques.
—4 1 0 1 0 0 0 0 0
1 —4 1 0 1 0 0 0 0
0 1 —4 0 0 1 0 0 0
1 0 0 —4 1 0 1 0 0
0 1 0 1 -4 1 0 1 0

0 0 1 0 1 —4 0 0 1
0 0 0 1 0 0 —4 1 0
0 0 0 0 1 0 1 —4 1
0 0 0 0 0 1 0 1 —4

Uz 2 —2Uz2,1 — Ui,2

Us 2 —Us 1

Uy 2 —Us1 —Us

Uz 3 —Ui,3

Uss | =

Uy,s —Us,3

Uz 4 U255 —Ui,a

Us 4 —Uss

Ug,a —Us5 —Us g
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES ELIPTICAS. COMPARACIONES

Con un algoritmo construido en MATLAB, se calcula los errores
absoluto y relativo promedio existente entre la solucién analitica
y la aproximada de la EDP, cuyos resultados son ilustrados en

la siguiente tabla.
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES ELIPTICAS. COMPARACIONES

Con un algoritmo construido en MATLAB, se calcula los errores
absoluto y relativo promedio existente entre la solucién analitica
y la aproximada de la EDP, cuyos resultados son ilustrados en
la siguiente tabla.

Error/Variable espacial y y = 0.75 0.05 <y <0.10
Error maximo absoluto | 0.1181 - 10— 2
Error maximo relativo 0.0040

Table: Error absoluto y relativo Problema 4.3.2.

La evolucién del error absoluto y relativo promedio, se repre-
senta en la siguiente figura.
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES ELIPTICAS. COMPARACIONES

Ermor absoluto

02

Figure: Evolucidn del error absoluto y relativo: Problema 4.3.2.
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CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

El método analitico mas utilizado para resolver EDP’s es el
método de separaciéon de variables. Permite encontrar las solu-
ciones generales y particulares. Si se trata de casos no ho-
mogéneos, se resuelve como homogéneo y se suma una solucién
particular no homogénea.
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CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

El método analitico mas utilizado para resolver EDP’s es el
método de separaciéon de variables. Permite encontrar las solu-
ciones generales y particulares. Si se trata de casos no ho-
mogéneos, se resuelve como homogéneo y se suma una solucién
particular no homogénea.

La gran mayoria de las EDP’s son posibles de resolver por
aproximaciones numeéricas, atn aquellas que no tienen solucién
analitica. El método de diferencias finitas logra resolver reem-
plazando las funciones que tienen derivadas por las férmulas
deducidas, transformando un problema de ecuaciones diferen-
ciales en un sistema de ecuaciones.
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CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

El método aproximado por diferencias finitas, se constituye en
un método alternativo de solucién y de comprobacién para las
soluciones de las EDP's.
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CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

El método aproximado por diferencias finitas, se constituye en
un método alternativo de solucién y de comprobacién para las
soluciones de las EDP'’s.

El cuadro 5.1 resume los errores absolutos y relativos prome-

dios encontrados al comparar las soluciones analiticas con las
aproximadas, en donde se precisa lo siguiente:

Problema/Errores Error abs. max. Error abs. min. Error rel. max. Error rel. min.
Problema 251 0.0130 0.0003 0.033 0.0014
Problema 252 0.0840 0.0000 A 0.0000
Problema 254 0.1061 0.0000 0.1038 0.0004
Problema 331 0.0110 0.0010 0.0328 0.0095
Problema 332 0.0230 0.0006 0.9450 0.0072
Problema 431 0.00043 0.0000 0.0040 0.0000
Problema 432 0.000012 0.0000 0.0040 0.0000

Table: Resumen de errores absolutos y relativos
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CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

El error promedio absoluto maximo en los problemas analiza-
dos es de 0.1061; el minimo es cero, pues existen tiempos o
posiciones en que las soluciones coinciden.
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CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

El error promedio absoluto maximo en los problemas analiza-
dos es de 0.1061; el minimo es cero, pues existen tiempos o
posiciones en que las soluciones coinciden.

El error promedio relativo maximo es de 0.1038; el minimo es
0.

DESARROLLO ANALITICO Y NUMERICO DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES



60

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

El error promedio absoluto maximo en los problemas analiza-
dos es de 0.1061; el minimo es cero, pues existen tiempos o
posiciones en que las soluciones coinciden.

El error promedio relativo maximo es de 0.1038; el minimo es
0.

Los errores obtenidos al comparar entre las soluciones analiticas
y aproximadas se pueden considerar dentro de un margen de
error aceptable, por lo que los métodos numéricos propuestos
son altamente confiables.
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CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

El calculo de las soluciones aproximadas a través de los difer-
entes métodos planteados en los problemas resueltos son esta-
bles, éstas no dependen del ndmero de nodos o de intervalos que
subdividimos a las variables, con excepcién de las hiperbdlicas
en las que r < 1.
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CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

El calculo de las soluciones aproximadas a través de los difer-
entes métodos planteados en los problemas resueltos son esta-
bles, éstas no dependen del ndmero de nodos o de intervalos que
subdividimos a las variables, con excepcién de las hiperbdlicas
en las que r < 1.

Para resolver EDP’s por el método de diferencias finitas se
reemplaza por sus respectivas férmulas, cuyo orden de aproxi-
macién es de O(h) o O(h?), lo que permite construir un sistema
tridiagonal simple o por bloques y con él elaborar el algoritmo
que calcula las soluciones aproximadas.
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