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RESUMEN

El presente trabajo de Tesis presenta una propuesta didactica para la ensefianza del Analisis
de Fourier aplicado a la Ingenieria. Dicha propuesta esta disefiada para ser implementada
mediante un curso opcional en carreras de Ingenieria y el contenido se presenta no de la ma-
nera habitual que se hace en los libros de texto de Ingenieria, mas bien se eleva un poco la
abstraccién con nociones del algebra lineal como los espacios vectoriales, pero llevados a di-
mension infinita. La parte medular de la propuesta es el disefio de situaciones-problema como
instrumentos didacticos que motiven en el estudiante la necesidad y el interés por adquirir el
conocimiento referido. Dichas situaciones-problema se disefiaron para abordar cinco temas:
series clasicas de Fourier, series generalizadas de Fourier, transformada de Fourier y convolu-
cion. La propuesta aborda estas teméticas caracterizando el espacio L?(I) de forma general,
para asi tener la versatilidad de estudiar las distintas bases que lo generan. Para balancear tal
nivel de abstraccién la propuesta hace uso del Sistema de Algebra Computacional (CAS por
sus siglas en inglés), Maxima; como soporte para la ejemplificacién de ciertos conceptos refe-
rentes al tema. Adicionalmente, la propuesta busca encontrar un equilibrio entre dos modelos

de ensefar las Matematicas que son: el formal y el intuitivo.

PALABRAS CLAVES:
= ANALISIS DE FOURIER
= INGENIERIA

= SITUACIONES-PROBLEMA



ABSTRACT

The present Thesis presents a didactic proposal for the teaching of Fourier Analysis applied to
Engineering. This proposal is designed to be implemented through an optional course in Engi-
neering careers and the content is presented not in the usual way that is done in engineering
textbooks, rather the abstraction rises a bit with notions of linear algebra as vector spaces, but
taken to infinite dimension. The core part of the proposal is the design of problem situations
as didactic instruments that motivate the student the need and interest to acquire the referred
knowledge. These problem situations were designed to address five themes: classic Fourier
series, generalized Fourier series, Fourier transform and convolution. The proposal addresses
these issues by characterizing the L2(I) space in a general way, in order to have the versatility
to study the different bases that generate it. To balance this level of abstraction, the proposal
makes use of the Computational Algebra System (CAS), Maxima; as a support for the exem-
plification of certain concepts related to the subject. Additionally, the proposal seeks to find a

balance between two models of teaching mathematics that are: formal and intuitive.

KEYWORDS:

= FOURIER ANALYSIS
= ENGINEERING

= PROBLEM-SITUATIONS



CAPITULO 1. INTRODUCCION 1

Capitulo 1

Introduccion

1.1. Resumen

La necesidad de fortalecer la investigacion en la Universidad ecuatoriana tiene un acuerdo
generalizado y, para ello, es necesario potenciar la otra dimension de la Universidad, la docen-
cia, que en su mayoria ha sido el foco central de la actividad universitaria en nuestro medio
y en donde se ha puesto los mayores esfuerzos. Sin embargo, con el propésito de articular
la docencia y la investigacion se requiere replantear la practica docente en general y de la
Matemdtica en particular. En el terreno de la Ingenieria, la Ensefianza de la Matemética, ha
sido limitada y no aporta, por regla general, en aprendizajes significativos de la Matematica
necesaria para el desempenio profesional y para la Investigacion dentro de la Ingenieria. Por lo
que es importante, analizar las maneras de ensefar-aprender matematicas introduciendo si-

tuaciones que den contexto a los conceptos matematicos sin desvirtuarlos. En [6] se confirma
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las bondades de dar vida a los conceptos matematicos a través de situaciones contextuali-
zadas. El presente trabajo consiste en la elaboracién de una propuesta didactica basada en
problemas, encaminada al aprendizaje del Analisis de Fourier aplicado a la Ingenieria (AFAI).
Parte del trabajo de tesis yace en aprovechar problemas dentro de la ingenieria que hagan re-
ferencia al andlisis de Fourier, para, con la intervencién del fundamento técnico Matematico y
la Didactica de las Matematicas, incorporarlos a la ensefanza-aprendizaje del AFAI. A dichos
problemas se les ha dado un tratamiento adecuado que permita la adecuada insercién en el
sistema didactico de manera tal que se conviertan en situaciones-problemas que propicien
en los estudiantes la necesidad de adquirir los conocimientos matematicos para enfrentarlos
y de esa manera conseguir la construccion de su conocimiento. Ademas, por la naturaleza
del conocimiento y el enfoque a la Ingenieria que se hace, se recurre a la ayuda del software
matematico Maxima, con la finalidad de acercar en contexto el AFAl y hacerlo mas atractivo.

El camino hacia el disefio de la propuesta didactica considera tres etapas:

1. Busqueda de problemas de Ingenieria que hagan referencia al AFAL.

2. La conversion de los problemas en situaciones-problemas (Categoria introducida por la

Teoria de Situaciones Didacticas) que permitan su incorporacién al sistema didactico.

3. Incorporacion del software matematico Maxima en la estrategia didactica.
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1.2. Problema a abordar y justificacion

Son conocidas, en términos generales, las dificultades que manifiestan los estudiantes de
Ingenieria al aprender Matematicas. Reconociendo que, su ensefianza hace poca referencia
a los problemas referidos al tema, limitdndose a aspectos mecanicos o presentando dichos

problemas al término del estudio de una serie de conceptos.

En ese sentido, se coartan las capacidades criticas que deben desarrollar los estudiantes
para enfrentar los retos de la sociedad del conocimiento. Tal como se menciona en [25], lo
que los alumnos aprenden en su aula, se queda alli. Es decir, que la matematica ensefada
no aporta mas tarde, al estudiante, tanto en su desempeno profesional como en el estudio
e investigacion de disciplinas experimentales. En el intento de encontrar las causas de dicho
problema, en [25] se considera que las dificultades en el proceso de aprendizaje de las ma-
tematicas entre los estudiantes universitarios, no pasan por aspectos pedagdgicos o técnicos
al momento de transmitir conocimientos, sino mas bien son producidas, por la manera en que

se selecciona, articula y organiza el saber matematico con fines didacticos.

De ahi que consideramos de suma importancia para nuestros fines, no solo plantearnos el
cémo ensenfar el AFAI, sino tratar los tépicos especificos a ensefar, esto es, creemos necesa-

rio hacer una discusién del Discurso Matematico Escolar (AME) ' que nos compete; basados

1 Concepto desarrollado por matematicos educativos mexicanos, que hace referencia al conocimiento trans-

formado de la matematica desarrollada por los matematicos, conocida como erudita, en la matematica que
pueda ser expuesta en un ambiente escolar con el fin de buscar la transmisién de tal conocimiento. Una
parte del trabajo del matematico educativo consiste en llevar a cabo tal modificacion de la matematica, la
creacién de puentes que hagan posible la conexién entre el saber erudito y el saber didactico.
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en los problemas que en buena parte originan el AFAL.

En cuanto tiene que ver al Sistema Universitario Ecuatoriano, la opinién publica ha mani-
festado preocupacion y acuerdo sobre los cambios urgentes a los que debe someterse. Se ha
generado de esa manera un debate al interior de la Universidad, a partir de la politica imple-
mentada en el Sistema de Educacion Superior. Sin embargo, hay temas que no se someten
a discusion, porque se justifican por si solos; entre ellos, la necesidad urgente de que la Uni-
versidad cubra las tres dimensiones que dan vida a las Instituciones de Educacién Superior,
siendo estas, la docencia, la investigacion y la vinculacidn; cosa que en términos generales en

el caso particular de la investigacion no se ha hecho.

Por otro lado, por el afan que tiene el pais de abandonar posiciones pasivas en la divisién
internacional del trabajo, siendo un pais primario exportador, se hace necesario el esfuerzo
de varias instituciones, entre la mas importante, la Universidad. Puesto que de esta, es donde
deberian nacer las ideas que configuren una sociedad y una economia basada en el conoci-
miento, sin decir que sea la produccion y la empresa el Unico punto de mira de la Universidad,

claro esta.

En consecuencia, pensar en cambios a nivel de la docencia y en particular de la docencia
en Matematica para Ingenieria, que permita hacer una ensefianza significativa, contextualiza-
da y atada a la investigacién, constituye un aporte en la direccion de los cambios que requiere

el sistema universitario.

En lo que tiene que ver con la Ensefianza de la Matematica, es conocido el hecho del alto

indice de reprobacion en las asignaturas de matematicas, asi como el deficiente aprendizaje
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de las Matematicas en areas de la Ingenieria. En éste problema inciden muchos factores, entre
ellos los vinculados a la didactica, la manera de presentar el contenido y sobre todo la falta de
conocimiento de los profesores, que no permite una ensenanza renovada y critica. Lo ultimo
ha sido constatado in situ por los participantes de la Maestria en Ensefianza de la Matematica

de la ESPE.

En particular, el AFAI requiere de un abordaje en contexto incorporando a la vez software
matematico, que dé vida a los conceptos y haga que el estudiante de Ingenieria se apropie del
conocimiento. A la vez el contenido abordado en clases del AFAI exige renovarse, consideran-
do la dindmica investigativa que estd muy cercano a las areas de Ingenieria, tal es el caso de

las Wavelets.

1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo General

Disefar una propuesta didactica para la ensefianza del Analisis de Fourier Aplicado a la
Ingenieria.
1.3.2. Objetivos Especificos

1. Aplicar criterios de la Didactica de la Matematica para el disefio de la propuesta.

2. Realizar una seleccion de los contenidos que aborda la propuesta en base de tres ejes
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directrices: ingenieril, matematico y didactico.

3. Disenar situaciones-problema como los elementos principales de la propuesta.

1.4. Directrices de la Propuesta Didactica

La necesidad de fortalecer las Instituciones de Educacidén Superior, nos lleva a replantear
la tarea docente de la Universidad, haciendo entre otras cosas que, la docencia esté articulada
a la investigacion.

En tal empenio, nuestra propuesta didactica para la ensefianza del AFAI procura que los estu-
diantes de ingenieria con potencial para investigacion adquieran autonomia en sus estudios de
Matematicas Avanzadas. La propuesta se inscribe como una asignatura opcional de la malla

de Matematicas de la Universidad de las Fuerzas Armadas (ESPE).

La investigacion en Ingenieria, a diferencia de la investigacién en Ciencias Basicas, debe
estar vinculada a empresas de alta tecnologia que demandan investigacion y desarrollo, cosa
que por el momento es incipiente en el pais. Por otro lado se siente un retraso en hacer que
la economia ecuatoriana sea sostenida por exportaciones de alto valor agregado, asi que
estamos obligados a hacer algo para romper este circulo vicioso, siendo este: el de no tener
investigacién en ingenieria por no contar con la industria que la demande y a la vez no contar

con dicha industria por no tener investigacién en ingenieria.'Asi, es necesario fortalecer la

1 Estéa claro que la Investigacion y Desarrollo de Tecnologia no viene tan solo de las Ciencias de la Ingenieria.
También los resultados de investigacion en Ciencias Basicas y de las Ciencias Basicas dirigidas al desarrollo
de tecnologia se extienden a la Ingenieria. Se hace mencién tGnicamente a la ingenieria por ser de exclusivo
interés de la propuesta didactica.



CAPITULO 1. INTRODUCCION 7

formacion en matematica de los ingenieros, que consolide una masa critica de ingenieros con

conpetencias de investigacion.

Por otro lado, el hecho de no contar al momento con investigaciones robustas dentro de
la Didactica de la Matematica en el contexto ecuatoriano, hace que para el desarrollo de la
propuesta didactica, nos enfrentemos ineludiblemente a la discusién de dos modelos en la
formacion de ingenieros y en particular a su educacion en matematicas: el modelo estadouni-

dense y el modelo francés’.

Determinar particularidades que configuran la formacion en ingenieria de estos dos paises
y en particular su ensefianza de matematicas, conlleva una complejidad muy alta, dado que
se deberia tomar en cuenta variables de tipo econémico, politico, histérico, etc. Para nuestros
fines una caracterizacion somera, pero practica, proviene del hecho que el sistema universi-
tario de los Estados Unidos en toda su diversidad no difiere tanto en cuanto al financiamiento
entre Universidad publica y privada, siendo alto el aporte privado. Existen incluso Universida-
des con animo de lucro. Eso a la larga empuja a un pragmatismo en el sistema Universitario
y en la formacién de ingenieros, [37]. Por el lado de la Universidad europea, y francesa en
particular, esta se caracteriza por tener una fuerte financiacién del Estado. Su origen en lo que
es el sistema universitario actual tiene sus raices en el humanismo. Ademas en particular la

formacién matematica de los ingenieros se ve nutrida por la tradicion de la escuela francesa

1 La formacién reglada en Ingenieria nace con la Industrializacién y la llustracién. En el inicio dicha formacion

era practica y artistica, esta formacién se ubicoé principalmente en Inglaterra. Llega la Revolucion francesa
y la formacién en Ingenieria tiene un punto de inflexién con la creacion de la Ecole Polytechnique en Paris
a cargo de importantes matematicos y cientificos de la época, formacion ingenieril que lleva la impronta
de una formacion fuerte en Ciencias Bésicas, [51]. De manera que estos dos modelos en la formacion de
Ingenieros los ubicamos como representantes de dos visiones en la formacién de Ingenieros (anglosajén y
francés); existiendo matices, claro esta.
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de matematica, que se remonta a matematicos como Cauchy, Lagrange, etc; que aportaron en
la formalizacién del analisis matematico como en lo que tiene que ser la formacién matematica

de los ingenieros en la naciente Ecole Polytechnique, [37].

En algunas entrevistas a matematicos europeos que hiciera el grupo Amarun' se obtie-
nen algunas luces al respecto. EI matematico ganador de la medalla Fields, Cédric Villani,
manifiesta que las escuelas de ingenieria en Francia no siempre tienen contacto con el exte-
rior, llevando a no tener ingenieros innovadores, [43]. Asi mismo el matematico Yves Meyer,
en [28], sostiene en cuanto a la escuela francesa de matematica, que su caracteristica es la
abstraccion antes que lo experimental, y esta se remonta a Descartes, cuando se mantenia
que el concepto antecede a la experiencia. Meyer manifiesta que antes de la segunda guerra
mundial, los Estados Unidos veian a Europa (Alemania principalmente con la Universidad de
Gotinga) como los centros donde se hacia matematica, mientras que Estados Unidos triunfaba

mas en los sectores industriales (Empirismo anglosajon).

De la misma manera en una entrevista al ingeniero aleman Joachim Knebel al referirse a la
forma de trabajar de los ingenieros alemanes, formacién ingenieril que tiene ciertas similitudes
con la francesa; sostiene que en Alemania la forma de atacar los problemas es desde diferen-
tes disciplinas y desde lo fundamental, haciendo notar la importancia de una sélida formacion

en ciencias basicas, [18].

A grosso modo la discusién por los modelos estadounidense y el francés es equivalente

AMARUN es una asociacion de cientificos ecuatorianos, en su mayoria matematicos, con presencia en 16
paises (principalmente Francia), incluido Ecuador; que promueven el desarrollo de las Ciencias exactas en
el pais.
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a llevar la confrontacion entre la intuicién y el rigor en el contexto de la ensefianza de la
matematica. A lo largo de la propuesta se fue reflexionando desde un punto de vista didactico

entre estas dos visiones, de manera que, se logre un equilibrio en la propuesta.

Para el disefo de nuestra propuesta didactica, surgen las siguientes interrogantes:

1. ¢ A quiénes esta destinada la propuesta didactica?
Es decir, nos interesa el publico objetivo. La propuesta estd pensada como un curso
opcional en carreras de Ingenieria, por lo que se dirige a estudiantes de Ingenieria que

se ubican en la mitad de su formacion.

2. ¢/Qué se busca ensefar con la propuesta?
Es decir, nos interesa el contenido matematico que sera llevado al aula. El contenido
matematico a ser tratado por la propuesta es el Andlisis de Fourier aplicado a la Inge-

nieria.

3. ¢Cbémo se abordara el contenido matematico en la propuesta?
Es decir, nos interesa la manera en la que se ensefara el contenido matematico. Hemos
tomado como recursos didacticos: la situacién-problema y la resolucion de problemas

para didactizar el contenido.

Lo anterior nos lleva a establecer tres ejes directrices a la propuesta didactica: Eje Inge-
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nieril, Eje Matematico y Eje Didactico.

Inicialmente se considerd incluir un cuarto eje directriz, que es el Eje Cultural, siendo deter-
minante la consideracion de los modos de comportamiento de los estudiantes frente al proceso
educativo. Vastas experiencias de profesores que tienen recorrido tanto por universidades na-
cionales como extranjeras, recalcan en la necesidad de enfrentar el proceso educativo con
distintas estrategias acorde a la especificidad cultural del destinatario. Sin embargo, hemos
considerado que el Eje Didactico abarca el hecho cultural e incluso el de politica educativa
para la busqueda de las maneras de transformar un contenido matematico a ser abordado en

el aula.

1. Eje Ingenieril.-

Si bien es cierto que existen multiples definiciones para Ingenieria, para efectos de la
propuesta didactica, se presenta la definicién de Ingenieria dada por El Consejo de Acre-
ditacién para la Ingenieria y la Tecnologia de Argentina:

“La profesion en la que el conocimiento de las ciencias matematicas y naturales adqui-
rido mediante el estudio, la experiencia y la practica, se aplica con buen juicio a fin de
desarrollar las formas en que se pueden utilizar de manera econémica, los materiales y
las fuerzas de la naturaleza en beneficio de la humanidad.”

Es claro que en términos generales el Ingeniero no hace matematica. Para el Ingeniero
la Matematica es una disciplina de servicio para sus labores practicas. En tal sentido,
nuestra propuesta didactica dirigida a los estudiantes de Ingenieria trata de aprovechar

investigaciones en torno a la ensefianza de la Matematica como Ciencia en servicio a
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otra disciplina, tal es este caso de la Ingenieria.

2. Eje Matematico.-

La Matematica como Ciencia inserta en el ambiente educativo sera lo que se ensefie.
Resulta una tarea filos6ficamente grande el dar una caracterizacion de Matematicas,
asi que, con fines del disefo de la presente propuesta, buscaremos luces sobre esta
Ciencia, tomando la definicion del Diccionario de la Real Academia Esparola. Esto es
lo que dice la referida fuente sobre la Matematica: “Ciencia deductiva que estudia las
propiedades de los entes abstractos, como numeros, figuras geométricas o simbolos, y
sus relaciones”, [33].

Hay que subrayar que la Axiomatica es el método de la Matematica y que dependiendo
de los destinatarios de su ensenanza, el nivel de exposicion de su método es diferente,

pero siempre este debera estar presente.

3. Eje Didactico.-
La didactica es la disciplina que nos respondera el como afrontar la tarea educativa,
con los recursos o técnicas adecuadas para lograr aprendizajes. Tomando una de las
acepciones que da [33], para la Didactica y, tomando en consideracion el caracter de las
Matematicas, bien podemos tomar prestada una consideracion al respecto, del Dr. Juan
Mayorga Zambrano: “La Didactica de la Matematica es el arte de ensenar la Ciencia mas

exacta.”
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1.5. Maxima como software de apoyo de la propuesta didac-
tica

La computadora es el instrumento tecnoldgico que ha configurado la sociedad del cono-
cimiento; tal como, la maquina de vapor configuré la industrializacion. El acelerado desarrollo
tecnoldgico y en particular de los microprocesadores, predicho hasta ahora por la Ley de Moo-
re', ha permitido que los computadores con sus mejores prestaciones, acomparen las tareas

cotidianas.

El escenario educativo no ha estado exento de tal dinamica. Los problemas que conlleva
el proceso educativo en nuestro tiempo, ha impulsado por un lado, las investigaciones tedricas
que permiten comprenderlo y por otro, las acciones que toman los profesores que estando en
el aula, experimentan con distintas metodologias y recursos. Asi, tanto por la accién como por
la teoria, la computadora y el uso del software en particular, ha llegado al ambiente educativo
de forma natural. De manera que su pertinencia en la ensefianza, casi parece una verdad

evidente. Anotemos algunas de sus ventajas en la ensefianza de las Matematicas:

» E| software ayuda a construir conocimiento matematico, no tan s6lo conocer acerca de
matematicas sino recrearlas. El software le permite tanto al estudiante como al profesor
explorar y hacer cambios en las condiciones de problemas, lo cual provoca una recrea-

cion del conocimiento matematico. Buena parte del trabajo del matematico se podria

La Ley de Moore se refiere a una ley experimental que advirti6 Gordon Moore, ingeniero de Intel, y que
afirma que cada dos afios se duplica el numero de transistores en un microprocesador.
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considerar como un trabajo de experimentacién, lo cual se puede llevar al ambiente edu-
cativo a manera de metafora, haciendo que los estudiantes acompanados del software,

experimenten y recreen las Matematicas.

= Permite la elaboracién de conjeturas derivadas de situaciones-problema vy verificarlas.
En la etapa en que los estudiantes arman estrategias intuitivas para atacar un problema,
el software ayuda de foma eficiente en ese desarrollo, a través de la experimentacién y
exploracién a generalizar resultados por la verificacién de patrones. Asi mismo, permite
elaborar contraejemplos de conjeturas con la misma experimentacion que es potenciada

por el software.

= |La ensenanza de las Matematicas contiene componentes de trabajo rutinario, que tanto
el estudiante como el profesor, podrian relegarlo al software y poner la atencién en el

aspecto conceptual.

Estas ventajas, claro esta que, estdn condicionadas a la manera en la que el software se
inserta en el aula, por lo que la Did4ctica de las Matematicas en una de sus lineas de inves-
tigacion, que es acerca de los entornos virtuales y software educativo en aula, se plantea la
pregunta del como llevar la tecnologia al aula de manera que el proceso educativo sea eficien-
te. De tal manera, que debemos estar prevenidos en el buen uso de la tecnologia para evitar
utilizar la computadora como simple calculador, sino que sea un complemento del proceso y
fortalezca la clase magistral a fin de construir las competencias mateméticas en los estudian-
tes. Anotemos algunas de estas consideraciones que de ninguna manera son exhaustivas,

pero que dan luces en el disefio de la propuesta:
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= En muchas experiencias reportadas, donde a través de la implementacion de politicas
educativas se introduce la computadora en el aula sin una apropiacién por parte de
los actores educativos, se tiene una subutilizacién del recurso tecnoldgico, como un
mero medio de presentacion de resultados obtenidos de forma tradicinal. Por lo que,
tomaremos en cuenta el criterio de los especialistas de no introducir el software para

hacer las mismas cosas tradicionales, s6lo que ahora con un elemento novedoso, [34].

m El software al ser introducido al ambiente educativo y ser parte de un sistema de recursos
adecuadamente pensados en una propuesta didactica, toma una identidad propia de
un software educativo, de manera que, debemos pensar el software como parte de un
sistema de recursos que tiene la propuesta didactica, haciendo que los demas recursos

como el software se acoplen.

= No debemos pensar en el software como remplazo a los recursos tradicionales de en-
sefianza que aportan al estudiante en su aprendizaje, como el lapiz y el papel; y la clase
magistral. Afadido a eso, el software no es una panacea para resolver los problemas de
aprendizaje de las Matematicas, pero si aporta en la solucién en el caso de su adecuado

uso.

¢, Por qué decantarnos por el uso de Maxima? Por el hecho de ser Maxima un software
publicado bajo la licencia GNU GPL, le otorga ventajas por sobre otras opciones propietarias,
que sobretodo se acentuan en el contexto educativo y en la ensefianza de una disciplina de
servicio, tal es el caso de la Matematica para Ingenieria. Asi tenemos que, por un lado, al ser

Maxima un software libre y a la vez gratuito, facilita la adquisicion del software por parte de los
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estudiantes sin incurrir en pirateria y, a la vez evita el dilema de gestionar el proceso educativo
en un marco de ilegalidad, [48]. Y por otro lado, al ser propietarios del software, tanto docente

como estudiantes, estos pueden desarrollar trabajos con mayor autonomia.

Ademas otra ventaja de Maxima por sobre otros software en el ambito educativo es la de
ser un Sistema de Algebra Computacional, CAS por sus siglas en inglés; es decir, un software
que permite el célculo simbdlico. Lo ultimo debe ser subrayado, dado que nos permite tener
soluciones analiticas a problemas, siendo estas un insumo para la construcciéon de conoci-
miento matematico. Para fines educativos, la prioridad no estéa en la capacidad de célculo del
software, sino que la herramienta tecnolégica nos permita comprender conceptos matemati-
cos desde distintas representaciones y, esto se logra en particular con las opciones que brinda

Maxima.

Un punto adicional es que la interfaz wxMaxima y la sintaxis de programacién son muy
amigables para ser abordadas por noveles usuarios, permitiendo el rapido aprendizaje de los

estudiantes del mismo y apartando la concentracion al estudio de los conceptos matematicos.

Tenemos dos guias de referencia como introducciéon a Maxima, para los estudiantes como

para cualquier lector del presente trabajo: [44] y [47].

1.6. Mapa de Contenidos

En atencidn a las restricciones que se manifiestan en el aula, hemos disefiado un mapa de

contenidos del AFAIl y a la vez separado los conceptos en: esenciales, necesarios y optativos,
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entendiendo por cada uno de ellos lo siguiente:

1. Conceptos esenciales.- Son los conceptos que, sin su abordaje, no se puede dar por
terminado el proceso educativo y a la vez son imprescindibles en la comprensién de

todo el cuerpo de conocimiento.

2. Conceptos necesarios.- Son aquellos conceptos que frente a las restricciones en el pro-
ceso educativo pueden ser omitidos sin perder una consistencia l6gica a nivel de inge-

nieria, pero que su presencia otorga una mayor consistencia a nivel matematico.

3. Conceptos optativos.- Son aquellos conceptos que su no presencia no afecta el cierre

del proceso educativo, pero que complementaria de manera satisfactoria el proceso.

Nuestra propuesta didactica se proyecta como un curso opcional dentro de la malla de
Matematicas para la formacion de Ingenieros, por lo que hemos procurado que los contenidos
y su enfoque vayan acorde a los ultimos peldafos de formacién matematica en un pregrado

de Ingenieria.

Primeramente deberemos respondernos: ¢ Por qué la presentacion del AFAI con un mayor
nivel de abstraccién que el habitual? La presentacion del AFAI a través de elementos del
Analisis Funcional y los Espacios de Hilbert, ayuda a establecer un marco general, que dota de
versatilidad la caracterizacién del Espacio LZ(I), espacio fundamental para la Ingenieria. Esto
conlleva una economia de recursos para abordar algunas bases de dicho espacio vectorial,

ademas de las clasicas, de mucha utilidad para la Ingenieria, tal es el caso de las wavelets.

Desde el punto de vista matematico, este enfoque moderno del Analisis de Fourier refleja
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el ultimo estado de sistematizacién y rigor en este campo, de forma que su presentaciéon en
este sentido para la Ingenieria, permite ser lo mas fiel a los conceptos matematicos buscando

un equilibrio entre los tres ejes directrices.

Ademas, subir el nivel de abstraccién en comparacioén a los cursos que se habitian en
nuestro medio, genera en el estudiante de ingenieria las destrezas que lo llevan a la autonomia

en el aprendizaje de matematica superior para la ingenieria o temas cercanos.

En conversaciones con profesores con experiencia en la formacion matematica para In-
genieria en nuestro medio, tal es el caso de los Doctores: Paul Medina (UFA-ESPE), Juan
Mayorga Zambrano y Antonio Acosta (Yachay-Tech); nos han ratificado que este es el conte-
nido y el nivel de abstraccién adecuados para la educacion de un estudiante de Ingenieria.
Lo central del contenido mateméatico que abordamos en la propuesta es la caracterizacion del
espacio L?, el estudio de las distintas bases que lo generan y el estudio de la Transformada

de Fourier como un operador.

Para abordar dichos topicos, hemos disefiado un primer mapa de contenidos en el cual se
refleja una preocupacion por el cuidado de la consistencia matematica per sé, esto es, pesé

mas el Eje Matematico que los otros dos. El primer mapa de contenidos es el siguiente:
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Figura 1. Diagrama de contenidos del Analisis de Fourier aplicado a la Ingenieria. Version 1.0.
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Tomando en consideracién el Eje Ingenieril, hemos ajustado el primer mapa de contenidos,

cambiando algunos de los conceptos del AFAI de las categorias establecidas.

Un concepto central en el estudio del AFAI es el de Espacio de Hilbert, por lo que, es
necesario que el concepto de espacio vectorial sea muy bien administrado por los estudiantes.
Para ello se considera hacer un repaso a tal concepto, con la incorporacién de ejemplos que

den el salto a espacios de dimension infinita, acercando de a poco al Espacio L*(I).

Alrededor del concepto de Espacio Normado se estudia otro que en principio se considerd
como optativo, que es el de continuidad de aplicaciones lineales y al darle un tratamiento

intuitivo se convierte en un concepto esencial desde el punto de vista de la Ingenieria.

El Proceso de ortonormalizacion de Gram-Schmidt se incorpora antes de la definicién de
los espacios euclidianos con la intencién de poder ejemplificar a los conjuntos ortogonales y

ortonormales, que desde el punto de vista didactico es la mejor via para exponerlos.

El concepto de Espacio de Banach, se pasé de considerar de esencial a optativo, dado
que lo central es el concepto de Espacio de Hilbert que se lo puede abordar directamente,
evitando la secuencia matematica completa. De manera que se abordaran los Espacios de
Hilbert por medio de la definicion de Espacio Euclidiano y afnadiendo el concepto necesario,

que es el de Completitud, al cual se lo ejemplificara en su mayor parte.

Hay dos teoremas importantes que advierten la existencia de bases hilbertianas para el
Espacio L2(I). El primero es el que nos dice que un espacio de Hilbert es separable si y

so6lo si posee una base hilbertiana y, el segundo que nos indica la separabilidad de L?(1).
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Ambos quedan fuera del alcance de las Matematicas del Ingeniero; por lo que, pasaron a ser

optativos.

Las Series de Fourier no clasicas que en un principio fueron consideradas como nece-
sarias, se las coloc6 como esenciales, al tener presente las distintas aplicaciones para la
Ingenieria. Lo propio, aqui seran los ejemplos y el software maxima los que permitan didacti-

Zar.

Para el estudio de la transforma directa e inversa de Fourier y su estabilidad, concepto de
importancia desde el punto de vista de la Ingenieria; serd necesario abordar el concepto de
operador lineal y algunos conceptos alrededor de este. En este caso se han considerado dos
conceptos como necesarios: norma de un operador lineal y operadores adjunto y autoadjunto.
El concepto de operador de Hilbert-Schmidt se ha colocado como optativo, puesto que va mas

dirigida a ecuaciones de la fisica matematica.

Desde el punto de vista de la ingenieria es importante el estudio de las propiedades de la
Transformada de Fourier, por o que se considera como un concepto esencial. Las demostra-
ciones de cada una de ellas se han considerado como necesarias, pues podriamos obviarlas

en el aula por su facilidad. Asi, el segundo mapa de contenidos es el siguiente:
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Figura 2. Diagrama de contenidos del Andlisis de Fourier aplicado a la Ingenieria. Version 2.0.
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Capitulo 2

Antecedentes

2.1. Estado del Arte

Trabajos de propuestas didacticas dirigidas a la ensefianza de las matematicas a estu-
diantes de ingenieria podemos citar aquellos donde hacen intervenir la modelacion matema-
tica para asi hacer surgir los conceptos matematicos en cuestién. En [41] se plantea vincular
el curso de Ecuaciones Diferenciales con una aplicacion propia de Ingenieria, basada en la
Teoria Antropolégica de lo Didactico. En éste trabajo el problema que motiva el modelo mate-
matico a transformarlo en uno que pueda insertarse en la secuencia didactica es, el problema
de digitalizacién de voz, el cual es modelado y simulado a través de la libreria Simulink de
MATLAB. Se concluye que sigue persistiendo la ruptura entre las aplicaciones y la Teoria de
las Ecuaciones Diferenciales y por otro lado se observa que el uso de MATLAB provoca el

interés en los estudiantes para buscar soluciones a distintos problemas.
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En [8] se trabaja en la misma direccion. En el contexto del fendmeno de enfriamiento se
crea una secuencia didactica que al final a través de la interaccion entre los estudiantes de in-
genieria, motive en ellos los conceptos del conocimiento matematico escolar, en éste caso, de
las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias. Este trabajo de tesis se sustenta en el marco teérico
de la Socioepistemologia’. Entre las conclusiones a las que se llega en el momento de poner
en escena la propuesta didactica, es de que, pese a que, el grupo de estudiantes a los que se
sometié a ensayo ya habian tomado el curso de EDO y sabian plantear y resolver problemas
tipo, mostraban incapacidad para trasladar esos mismos conceptos a otros contextos, mos-
trando de nuevo la ruptura entre lo estudiado en aula y los problemas reales, por lo que, se
hace presente la necesidad de concebir la ensefianza de las matematicas a nivel de ingenieria
situada en un contexto, favoreciendo el aprendizaje propio de las matematicas y a la vez el

desarrollo de las competencias profesionales propias de la ingenieria.

Dentro de las reflexiones acerca de la matematica en servicio, destinada a profesionales
extra-matematicos, hace parte el trabajo de Tesis [23], que se propone la elaboracion de una
propuesta didactica dentro de un contexto de la Ingenieria Biomédica, utilizando para ello
modelos matematicos en uso en el area en cuestion, del cual se puede rescatar la propuesta

de cuatro fases para la elaboracién de secuencias didacticas de éste tipo, siendo estas:
1. Eleccidén del contexto extra-matematico o matematico.

2. Estudiar el contexto de la actividad, problema o ejercicio.

Socioepistemologia es la principal teoria de la educacion-matematica sobre la que se basa la Investigacién
de la disciplina llamada, Matematica Educativa. El principal centro académico de creacion es el CINVESTAV
(México).



CAPITULO 2. ANTECEDENTES 24

3. Elegir y describir el modelo matematico en uso.

4. Describir los conocimientos y técnicas matematicas necesarias para resolver la activi-

dad.

Se hace intervenir de manera colaborativa ingenieros y matematicos educativos. A la vez

se recurre a GEOGEBRA como software que ayuda a dar contexto a la propuesta.

Una Tesis desarrollada en Francia y por ello enriquecida por la larga historia en la forma-
cion de Ingenieros de éste pais como por el hecho de que, de su comunidad de Didactica de
la Matematica, aparece la Teoria Antropolégica de lo Didactico, que son los fundamentos para
que la autora de la Tesis Doctoral [36], proponga reflexiones acerca del lugar que debe darse a
las matematicas en la formacion de ingenieros para responder a las necesidades profesiona-
les. En dicha tesis doctoral se hace un estudio histérico de la formacién matematica de Inge-
nieros en Francia, centrandose en la historia de la Escuela Politécnica (Ecole Poytechnique),
lo que le permite situar la problematica de hoy. Asi mismo la autora realiza un seguimiento
por dos anos a un proyecto de profesionalizacién de ingenieros en el Instituto Universitario
Profesional de Evry, llevando a comprender las necesidades matematicas encontradas por los

estudiantes y como ellos las enfrentan.

En cuanto a propuestas para la ensefianza del Andlisis de Fourier, citamos las siguientes.

De los trabajos referentes a la ensefianza del Andlisis de Fourier, en Latinoamérica, en [6]
se encuentran los de la Matematica en Contexto para la Ciencia y la Ingenieria. Aqui se disena

un modelo de abordar el Andlisis de Fourier en el tratamiento de sefnales eléctricas.
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Un trabajo que se dirige a la ensefianza del Andlisis de Fourier a estudiantes de Ingenieria
se encuentra en [29], en el cual hace un estudio en torno de la serie de Fourier en el ambito de
un fenédmeno de transferencia de masa, en el que se introduce un escenario fisico para acercar
de mejor manera conceptos con obstaculos para el aprendizaje de los estudiantes, como son:
el infinito, convergencia de series, suma de funciones trigonométricas, etc. Este trabajo de
Tesis comprende dos componentes: i) integracion de las Series de Fourier a un fenémeno
extraido de la Ingenieria Quimica, como lo es el secado de una sustancia, a fin de derivar
los conceptos referentes al tema matematico, a partir de cuatro situaciones, y ii) comprende el

analisis de los esquemas en los estudiantes al interactuar con el campo conceptual elaborado.

En [11] se analiza epistemolégicamente la obra de Fourier, [12] (Théorie Analytique de la
Chaleur), para asi mismo dar sentido a la convergencia de series trigpnométricas infinitas a
través del estado estacionario de la conduccion de calor, estudio que le permite plantear situa-
ciones didacticas dirigidas al abordaje de las series trigonométricas infinitas con el fendémeno

fisico que justamente propicioé el aparecimiento del Andlisis de Fourier.

Hay trabajos de corte muy practico como en [14] donde se propone un disefio de médulo
de ensenanza para el analisis espectral de Fourier con aplicaciones biomédicas, en base
de los principios del HPL (How People Learn). Aqui el legado tradicional, de exposicion y
trabajo en el laboratorio se combina con un tutorial web y demostracién interactiva. Con el fin
de comparacién, se crea una rubrica que permite discriminar los resultados entre el método

planteado y el tradicional y se concluye tener mejores resultados con lo planteado.

En la misma direccion de trabajos practicos y como ejemplo de una exposicion didactica,
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tenemos a [4], en el cual se expone los conceptos principales que subyacen a la transformada
de Fourier, apoyados en graficos y utilizacion de ejemplos practicos planteados en forma clara

y ordenada.

Asi mismo de practico es el articulo [16], donde se expone una propuesta para introducir
a estudiantes de Ingenieria Civil en la Teoria de Wavelets, la cual esta basada en proble-
mas. Se aclara que el trabajo no va dirigido a remplazar los métodos clasicos, sino como un

suplemento.

Un trabajo mas teérico se encuentra en [35] donde se pone en escena una propuesta
didactica para la construccion de la nocion de Serie de Fourier Trigonométrica en estudiantes
de Ingenieria, desde la perspectiva de la construccién social del conocimiento Matematico. El

trabajo hace parte del pensamiento visual y del pensamiento matematico avanzado.

Por otro lado tenemos, libros-texto donde constatamos las bondades del uso de MAXI-
MA en la exposicidn matematica. Por ejemplo en [44] se aprovecha del CAS para hacer una
presentacion atractiva de los Sistemas Dinamicos. En el mismo sentido [27] constituye un re-
ferente para la exposicion de los conceptos del AFAI con apoyo de Maxima, lo cual lo hace en
parte de su obra. Ademas en este ultimo libro, se estudia el AFAI desde una visibn moderna
que da cuenta de las herramientas matematicas contemporaneas en torno al tema, como son

las wavelets.
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2.2. Lugar que ocupa el Analisis de Fourier en la formacién

Ingenieros

El analisis de Fourier dentro de la Matematica forma parte de una vasta area que es el
Andlisis Funcional con interconexiones a otras areas dentro de la Matematica pura y aplicada.
Las series de Fourier nacen dentro de la Matematica Aplicada y a partir de ahi han propiciado
investigaciones tanto dentro de la Matematica misma como en las aplicaciones que tienen.
Intentos por dar rigor a los planteamientos de Fourier han llevado a matematicos a investigar
sobre la convergencia de las series, provocando otras creaciones o descubrimientos matema-

ticos como son los trabajos de Cantor sobre el infinito o la Teoria de la Medida.

Nuestra propuesta restringe su preocupacion para el disefio didactico, a lo que es el Ana-
lisis de Fourier para aplicacion a la Ingenieria. Dicho cuerpo de conocimiento no forma parte
de la Matematica Aplicada, sino de las aplicaciones de la Matematica, en este caso para la

Ingenieria’.

La génesis del Analisis de Fourier son las Series de Fourier que son el resultado de los
esfuerzos de matematicos de los siglos XVII y XVIII por entender la naturaleza fisica de dos
problemas: la cuerda vibrante y la transferencia de calor. Buena parte de las aplicaciones

para la Ingenieria viene por el lado de aproximar funciones que en este contexto vienen a ser

1 Hay que distinguir entre Matematicas Aplicadas y aplicaciones de las Matematicas. Las Matematicas Aplica-

das son un cuerpo teérico que dan fundamento a areas fuera de las Matematicas en cambio que lo segundo
hace referencia a las aplicaciones de las invenciones o descubrimientos matematicos a cierta disciplina (por
ejemplo Ingenieria), sin haber creacion de conocimiento matematico en lo dltimo.
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sefnales. Las aplicaciones clasicas en este caso son el modelizar fendbmenos oscilantes como

podrian ser las series temporales econémicas, sefales eléctricas, sefales acusticas, etc.

En las Ingenierias con especializacion en Quimica, Mecanica, Alimentos, etc; donde se
llevan cursos de Termodinamica son fundamentales las series de Fourier en la resolucion de
las ecuaciones diferenciales que modelizan la transferencia de calor. Podemos decir que es

justamente ir a las aplicaciones por las cuales surgen las series de Fourier.

Dentro de la Ingenieria Eléctrica es donde mas aplicaciones tienen las series y la trans-
formada de Fourier. Concebidas como un aparato matematico que actie como soporte para
el estudio de otras areas, como ejemplo podemos citar el estudio de circuitos eléctricos con
elementos lineales. Aqui la propiedad de superposicion de las Series de Fourier nos permite

trabajar con circuitos con sefales sinusoidales por separado.

Dentro de esta misma area es vasta la aplicacién sobretodo de la transformada de Fourier
al procesamiento de sefales, que es una rama dentro de las Ciencias de la Ingenieria, poten-
ciada por la capacidad de cémputo de los ordenadores actuales. Ejemplos de esto lo tenemos
en la compresién de datos y el filtrado de sefiales. Aqui es notable rescatar el fértil didalogo
entre las Ciencias de la Ingenieria y la Matematica Aplicada, donde ambas se nutren; siendo
la Teoria y aplicacién de las wavelets un ejemplo de esto. Las wavelets en el procesamiento
de senales, presentan mejores bondades en ciertos escenarios que sus antecesoras, series y

transformada de Fourier.

En teoria de Comunicaciones Eléctricas son fundamentales las series y transformada de

Fourier, permitiendo fundamentalmente el analisis de sefales en los dominios del tiempo y de
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la frecuencia. Ejemplos en este campo tenemos la comprension de procesos como modula-
cion, demodulacién y filtrado de sefnales, donde se deben combinar apropiadamente sefales
en el dominio del tiempo para lograr que una sefnal por ejemplo pueda ser portadora de otra
para hacer posible la transmisién de la ultima sefal por radiofrecuencia o para encontrar el

ancho de banda donde una sefial concentra su mayor nivel de energia.

Dentro de la misma area ubicamos las aplicaciones en la Teoria del muestreo. La trans-
formada de Fourier nos permite determinar la frecuencia de muestreo con la que podemos
digitalizar una senal analdgica para que esta pueda ser recuperada de manera univoca, luego

de por ejemplo, ser almacenada o transmitida por un canal de informacién en forma digital.

2.3. Diagndstico y analisis situacional de la Enseinanza de

la Matematica para Ingenieria

No pretendemos ser exhaustivos en la comprension de la situacion de la Ensenanza de
la Matematica en las Escuelas de Ingenieria del pais, entendemos la dimensién que involucra

dicha tarea. Para tener una idea de este estado intentaremos contestarnos:
= ;Qué formacidn tiene el docente de Matematicas en las Escuelas de Ingenieria?

» ; Enlas Universidades Ecuatorianas existen Departamentos de Matematicas que se en-

carguen de su ensefianza?

m ; Cual es la percepcion de la Matematica en las Escuelas de Ingenieria del pais?
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Un punto que desata el debate, es acerca de la formacién que deberia tener el docente
que ensena Matematicas a nivel de Ingenieria. ;Deberia ser un matematico de formacion o
un Ingeniero investigador?; dejando claro que, dicha pregunta no pretende desentenderse de
la calidad de la formacioén, si no, de encaminar una formacién matematica en Ingenieria como

disciplina cientifica de servicio.

Al interno de nuestro pais en el contexto actual, todavia no se entiende que es imperativo
romper con el circulo vicioso: de que Ingenieros mal formados en Matematicas formen a los

futuros profesionales del ramo, algunos de los cuales seran docentes!.

Podemos separar a las Escuelas de Ingenieria en aquellas que tienen un Departamento
de Ciencias Exactas o Matematicas que articulan su ensefanza y, otras que no llegan a te-
nerlo. Revisando las paginas web de las principales Universidades de Ingenieria, como son
las Politécnicas; podemos constatar que estas forman parte del primer tipo. En dichos depar-
tamentos la planta de docentes en su mayoria tienen formacioén de pregrado como Ingenieros
con grados de cuarto nivel, en su mayoria, maestrias en Ciencias de la Ingenieria. Si bien
las Ciencias de la Ingenieria hacen mucha aplicacién de la Matematica, eso no involucra que
quienes posean dichos dominios de conocimiento, también lo tengan en los conceptos basicos

de Mateméticas que permita ensefarlos adecuadamente.

En Escuelas de Ingenieria mas pequefnas no se llega a tener un Departamento que ges-

De ninguna manera desconocemos los esfuerzos silenciosos que han hecho las Escuelas y Facultades de
Ingenieria, en formar a los profesionales que dan soporte a la infraestructura y produccion del pais; sin
embargo, reconocemos la necesidad de hacer cambios encaminados a consolidarlas a dichas Escuelas y
Facultades y en particular en lo referente a las Matematicas para la Ingenieria, que haga entre otras cosas
aparecer la opcion del perfil de Ingeniero Investigador.
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tione la ensefianza de las Ciencias Exactas; en estas, existe una suerte de subestimacion a la
buena formacién en Matematicas. Son Ingenieros los docentes que la imparten, pero no tienen
exclusividad en dictar dichas materias, sino que lo hacen de forma accidental, no produciendo
en estos al menos cierta acumulacién de experticia ganada en la ensefianza de la Matema-
tica, menos pensar en Investigaciéon referente al tema. Por otro lado debemos recordar que
estan obligadas las Universidades a cambiar esta situacién, por la exigencia de la normativa
pertinente. La Ley Organica de Educacién Superior menciona al respecto que: “Los profeso-
res titulares agregados o auxiliares deberan contar como minimo con titulo de maestria afin
al area en que ejerceran la catedra, los demas requisitos se estableceran en el reglamento

respectivo”! .

Debemos tomar en consideracién que al momento el pais cuenta con cinco Universidades
donde existe el pregrado de Matemaéticas, lo que hace pequeino aun el numero de especialista
en la rama y menos los que hagan aplicacion de esta Ciencia a la Ingenieria; por lo que, no
podemos buscar soluciones forzadas, sino ir dando pasos pequefios pero firmes en la mejora
del nivel académico de la Universidad; siendo parte de esto, la diversificacion a nivel regional
del pais de las opciones de estudio de las Ciencias Exactas. Aqui se debe hacer mencién a
Yachay Tech, pues es la Unica universidad ecuatoriana donde la totalidad de profesores de

matematicas son matematicos.

Por el momento, por los rasgos marcadamente profesionalizantes de los pregrados en

En procura de elevar el nivel académico de las Escuelas y Facultades de Ingenieria, anhelamos que la
norma en este punto particular se mantenga por parte de las autoridades y sea respetado el espiritu de esta
por parte de las Universidades. Con respecto a lo ultimo no puede ser que por el mero cumplimiento de la
norma, la planta docente de las Escuelas de Ingenieria busque doctorar a sus miembros en programas de
dudoso nivel académico o crear programas ad-hoc para sus profesores, asi también sin respaldo académico.
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Ingenieria, hace que se perciba a la Matematica, si como una Ciencia que desarrolla capaci-
dades utiles en el desempefio profesional de la Ingenieria como son; la capacidad analitica y
de abstraccién. Sin embargo, en términos generales, la Matematica ain no se la concibe en

las Escuelas de Ingenieria como una Ciencia de soporte real a la Investigacién en Ingenieria’.

Visto el panorama asi, de manera muy general, podemos decir que cambios al sistema
Universitario y en particular en las escuelas de Ingenieria son necesarios. Uno de estos cam-
bios necesarios es ciertamente fortalecer la Investigacion; teniendo muy claro que esto no
puede llevar a menoscabar la docencia, sino, asi mismo como la Investigacién, mejorarla. En
tal sentido nuestra propuesta didactica se adscribe en esta ultima preocupaciéon. Queremos

hacer un aporte en la mejora de la docencia Matematica en la formacién de Ingenieros?.

1 Este aspecto no es exclusivo de la Ingenieria en nuestro pais, es generalizado a todo nivel educativo el
hecho de que estamos habituados a trabajar con las cajas negras sin conocer su funcionamiento interno y
es la Matematica la que permite conocerlo.

2 Estamos conscientes que a nivel Universitario no se pueden separar las dos dimensiones que le dan vida y
que son la Investigacion y la Docencial, en particular, en el dictado de clases. Por lo que, somos conscientes
también que no basta con hacer buena docencia, sino que ambas dimensiones se nutren entre si y lo éptimo
es en el menor tiempo tener docentes-investigadores con al menos Maestria de Investigacion.
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Capitulo 3

Fundamentos Matematicos

3.1. Introduccion

En esta primera parte vamos a revisar el contenido matematico sobre el cual se hara la
propuesta didactica. Queremos caracterizar el espacio L?, es decir, el espacio de las funciones
cuadrado integrables o de energia finita. Para ello vamos hacer un recuento de las principales
definiciones y teoremas en un sentido restringido a la Ingenieria, tomando como referencia

principal a [1] y [27].

En una primera parte revisamos los conjuntos sobre los se caracterizara el espacio L?,
que es donde ponemos la mayor atencién. Empecemos recordando la definicion de espacio
vectorial, que a grandes rasgos viene a ser un conjunto donde podemos sumar sus elementos
y multiplicar los mismos por un escalar perteneciente a un cuerpo. A la vez revisemos el

conjunto donde podemos medir la distancia entre sus elementos,conjunto que se denomina
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espacio métrico.

La definicion de Espacio Vectorial pasa a la vez por las definiciones de operacion interna,
operacion externa, grupo, anillo y cuerpo. Las revisaremos acontinuacién.
Definiciéon 3.1. Sea A un conjunto no vacio. Se define una operacion interna sobre A a la
funcion

D:AXA—A

Definicion 3.2 (Grupo). La estructura algebraica (Z,®) es un grupo, si & es una operacion

interna sobre el conjunto de operandos Z y cumple con lo siguiente

1. Paratodo a,b,c € Z se tiene que

(a®b)dc=ad (bdc)

2. Existe un elemento neutro enZ (0 € Z) tal que para todo a € Z se tiene que

a®0=0®%a=a

3. Para todo a € Z existe un elemento inverso b € Z tal que

adb=0
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Definicion 3.3 (Grupo Abeliano). El grupo (Z,®) es abeliano si cumple la conmutatividad

aditiva, esto es, para todo a,b € Z se tiene que

adb=b>Da

Definicion 3.4 (Anillo). Se dice que la estructura algebraica (P,®,®) es un anillo, si ® y ©
son operaciones binarias sobre el cojunto de operandos P, (P,&®) es un grupo abeliano y se

cumple que

1. Asociatividad multiplicativa.- Para todo a,b,c € P se tiene que

(a®b)Oc=a® (bOc)

2. Propiedad distributiva.- Para todo a,b,c € P se tiene que

a®bdc)=(a0b)®(a®c)

Definicion 3.5 (Cuerpo). Se dice que el anillo (R,®,®) es un cuerpo si se cumple que

1. Existe un elemento neutro en R, (1 € R), tal que para todo a € R que verifica que

a®l=10a=a
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2. Paratodo a € R\{0}, existe un elemento inverso b € R tal que

a®b=bGa=1

3. Paratodo a,b € R se tiene que

a®Ob=b0Ga

Definicion 3.6 (Operacién externa). Sean A y K conjuntos no vacios. Se define una operacion

externa sobre A, con ayuda de K a la funcion

RKR:KxA—A

Definicion 3.7 (Espacio Vectorial). Sean (V,+) un grupo Abeliano, K un cuerpoy, - : K xV —
V, una operacién externa. (V,+,-) es un espacio vectorial si para a.,f € K yu,v € V se cumple

que

1. (a+B)-v=a-v+B-v

2. a-(utv)=a-u+ao-v

3 (af)-u=a-(Bu)

4. 1-u=u

Definicion 3.8 (Espacio Métrico). Un espacio métrico (V,d) es la estructura algebraica donde
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se define la funcion
d:VxV—R
llamada métrica o distancia, tal que para todo u,v,w € V se cumplen las condiciones:
1. d(u,v) >0
2. d(u,u) =0
3. d(u,v) =0siysolosiu=v
4. d(u,v) =d(v,u)
5. d(u,v) <d(u,w)+d(w,v)

Debemos de observar que la definicién de espacio métrico es independiente de la de es-
pacio vectorial, pues Unicamente necesita el primero que sobre un conjunto se defina una
métrica. Un conjunto que junta las dos definiciones anteriores es el denominado espacio nor-
mado, revisémoslo.

Definicion 3.9 (Espacio Normado). Un espacio normado (V.|| -||) es un espacio vectorial,
donde se define la funcion

|-]:V—R

llamada norma y que para todou,v € V y o € R se cumple que:
1. |lul =0

2. [Jou| = |otf[Ju]
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3. |jul| =0siysélosiu=0
4. lu+v| < flull + (vl

Como ya se hizo referencia, todo espacio normado es métrico, pues se puede definir una
métrica asi:

d(u,v) = |lu—v||. (3.1)

De manera que si || - || cumple las cuatro condiciones para ser norma, entonces, d(-,-)

como se define en 3.1, cumplira las cinco condiciones de métrica.

Si a un espacio vectorial le afiadimos el concepto de producto interno, llegamos a tener
los denominados espacios euclidianos. Dicho producto interno nos permitira analizar a estos
conjuntos con conceptos geométricos, como angulos y longitudes vectoriales. Revisemos esta
definicién, tomada de [27].

Definicion 3.10 (Espacio Euclidiano). La estructura algebraica (V,(-,-)) es un Espacio Eucli-

diano, siV es un espacio vectorial y sobre éste se define la funcion

(,):VxV—7R

llamada producto interno o producto escalar, tal que para todo u,v,w €V y @ € R
1. (utvw) = (u,w) + (v.w)
2. (u,v) = (vu)

3. (au,v) = o(u,v)
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4. (u,u) >0
5. (u,u)=0siysolosiu=0

Se puede probar que todo espacio euclidiano es normado, definiendo la norma asi:

ul| = /(1)

y verificando que las cuatro condiciones que debe cumplir un espacio normado se cumplen a
partir de las cinco de un espacio euclidiano.

Espacios de Banach y de Hilbert

Los espacios normados y euclidianos devienen en espacios de Banach y de Hilbert, res-
pectivamente, al ser completos. El concepto de completitud se define acontinuacién y para ello
se anticipa lo que es una sucesion de Cauchy.

Definicion 3.11 (Sucesién de Cauchy). La sucesion (u,),en €V, V espacio normado, es de

Cauchy si para todo € > 0, existe N € N tal que

para todo m,n > N

Mencionamos como proposicién que en un espacio normado, toda sucesion convergente
es de Cauchy. La proposicién reciproca no siempre es cierta, en caso de serlo se tiene un

espacio de Banach, que se define asi:
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Definicion 3.12 (Espacio de Banach). Un espacio normado es de Banach si es completo

repecto a la norma, esto es, si toda sucesion de Cauchy converge a un elemento del espacio.

Es decir, que cualquier sucesion de Cauchy de elementos del espacio normado, converge
a un elemento del mismo espacio, [1].
Ahora si juntamos las definiciones de espacio euclidiano y espacio de Banach, llegamos a la
definicion de espacio de Hilbert.
Definicion 3.13 (Espacio de Hilbert). Un espacio euclidiano que es de Banach es de Hilbert,

esto es, un espacio euclidiano que es completo.

Lo que quiere decir que, en un espacio euclidiano, cualquier sucesién de Cauchy que
converja a un elemento del mismo espacio, dicho espacio viene a ser un espacio de Hilbert.
Lo que se entiende por ser completo con respecto a la norma, definida a través del producto
interno. Sera en el marco de los espacios de Hilbert donde trabajaremos ciertas aplicaciones

lineales como la transforma de Fourier, [1].

3.2. El Espacio L*(])

En esta seccion revisamos lo referente al espacio LZ(I), que es el espacio de las funcio-
nes cuadrado integrables o de energia finita en un contexto ingenieril. Justamento lo dltimo
nos lleva, a prestar mucha atencion a dicho espacio, dado que es el marco para el estudio
matematico de conceptos de Ingenieria. Tomamos la definicién del espacio L? de [27], donde

se hace una buena explicacion a nivel de ingenieria.
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Definicién 3.14 (El Espacio L*(I)). Seal C R. Se define el espacio de las funciones cuadrado

integrables sobre I asi:

A1) = {f:I—>]R:/I|f(t)|2dt < oo}
Se define una relacién de equivalencia sobre A?(I) asi
PPN /I|u(t) —y(t)2dt = 0
y el espacio L?(I) queda definido como
LX) = {[u) : u e (D)},

con [u] como la clase de equivalencia de u € A%(I). Si se define un producto escalar para el
espacio L*(I) asi

(1,v) = /1 u(t)v(t)dt,

llegando a ser L?(I) un espacio euclidiano. Asi mismo la norma queda como
Jul =/ [ lute) Pt

Para la expansion de una funcién perteciente a LZ(I) en términos de una base, que es
lo que nos interesa con las series de Fourier, requerimos el calculo de las componentes de

la funcién en dicha base. Para ello, el considerar bases ortogonales facilita dicho célculo.
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Revisemos el concepto de ortogonallidad y base de Schauder.
Definicion 3.15 (Conjuntos Ortogonales y Ortonormales). Un conjunto A dentro de un espacio

euclidiano es ortogonal si para todo u,v € A con u # v se cumple que
(u,v) =0

y si ademas para todo u € A se tiene que
[Jull =1,

A es ortonormal.
Definicion 3.16 (Base de Schauder). Sea V un espacio de Banach. Se define una base de

Schauder a la sucesion (u,),en C V tal que existen tnicos escalares () < para escribir

v = i o, Uy,
n=1

paratodov V.

La siguiente proposicion, cuya demostracion se encuentra en [27], nos dice que una base
de Schauder dentro de un espacio Normado lo genera al mismo.
Proposicion 3.1. SeaV un espacio normado y (u,),cny C V una base de Schauder. Se tiene

que

V=<{u,:neN}>.
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La siguiente definicién de base ortogonal que nos sera de utilidad para caracterizar el es-
pacio L2, supondré que la sucesion (un)nen €s linealmente independiente, ortogonal y ortonor-
mal si B= {u; : i € N} es linealmente independiente, ortogonal y ortonormal, respectivamente.
Definicion 3.17 (Base Ortogonal). Una sucesion B = (u,),en €V, V espacio euclidiano, se

llama base ortogonal si se cumple que es una base de Schauder paraV y es ortogonal.
Y se dira que B es una base Hilbertiana de V si ademas B es ortonormal, [27].

De manera que para todo v € V se puede escribir

V= i Oy,
n=1

que es la denominada Serie de Fourier generalizada de v y la sucesion de a, son los coefi-
cientes de Fourier. El siguiente teorema, tomado de [27], establece la férmula para el calculo
de dichos coeficientes y constituye la serie de Fourier en forma general.

Teorema 3.1 (Coeficientes de Fourier. Igualdad de Parseval). Sea V un espacio euclidiano y

(un)nen Una base Hilbertiana de V. Para todov € V se tiene que
n=1

donde para todon € N,

Oy = (V, un)- (33)
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Ademas
viP=Y o
n=1

denominada igualdad de Parseval.

Demostracion. Se tiene que

(vu,) = (i Oy Uy, Uy, )

—_

I
D1e 3

(amumaun)

3
[

= an(unaun)

y ademas,

2
vlI= = ()
= (Zanumzanun)
n=1 n=1

(Xn(l/ln, Z anun)
1 n=1

|
gk

3
Il

I
gk

O‘n(una anun)

3
I

I
aolk
:Q[\)

3
|
_

Este dltimo teorema nos establece que si conocemos que un conjunto es euclidiano y



CAPITULO 3. FUNDAMENTOS MATEMATICOS 45

posee alguna base hilbertina, entonces sus elementos se pueden escribir como en 3.2, estan-
do los coeficientes a, dados por la expresion 3.3. Ahora lo que nos interesa es expandir los
elementos del espacio L? de esa manera. Para ello, deberemos conocer Ginicamente que L?
posee bases hilbertinas, ya que conocemos que L? es un espacio euclidiano. Los cuatro teore-
mas que los revisamos a continuacién nos encamina en tal propoésito, [27]. El primer teorema
que revisamos alude a la completitud de L.

Teorema 3.2 (Completitud de L*(1)). El espacio L*(I) es de Hilbert.

La prueba de este Teorema se puede encontrar en [5], la que segun [27] hace uso de la
Integral de Labesgue y Teoria de la Medida, lo que queda fuera de la formacién del Ingeniero.
En un contexto de Ensefanza de la Matematica como disciplina de servicio, la prueba de
Teoremas ayuda a evidenciar un resultado, sin embargo en este contexto existen restricciones
como: tiempo y conocimientos propios de la Matemética, tal es el caso de este Teorema.
Por lo que deberiamos jerarquizar los contenidos encaminados a cumplir los objetivos en la
formacion Ingenieril. Dicha jerarquizacién se hizo en el mapa de contenidos al separar estos en
esenciales, necesarios y optativos en el Capitulo 1; por ese analisis previo, algunos teoremas

se probaran y otros no.

El siguiente teorema ya nos da un indicio de aproximacién de una funcion pertenecien-
te a L?; nos encamina asi, a las series de Fourier clasicas. Antes de ello presentamos tres
definiciones que alude dicho teorema.

Definicion 3.18 (Densidad). Sean V un espacio normado y B C V. Se considera que B es
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denso enV si para cualesquier,v €V y e >0, existe u € B tal que

|lv—ul <e.

Ejemplificando podemos considerar el hecho de que el conjunto Q es denso en R, dado

que cualquier numero real se puede aproximar lo que se quiera por un racional.

El par de definiciones que sigue a continuacidén, nos seran utiles en Ingenieria en la con-
sideracion del ancho de banda de una senal, por ejemplo. Estas son las de soporte de una
funcion y funciones de soporte compacto.

Definicion 3.19 (Soporte de una Funcién). El soporte de una funcion f : D CR — R es el

conjunto

supp(f) ={t € D: f(t) # 0},

esto es, el conjunto mds pequefio que contiene a {t € D : f(t) # 0}.
Definicion 3.20 (Funciones continuas a soporte compacto). f € C(I) es una funcién continua

a soporte compacto si supp(f) es un conjunto acotado y se denotara f € Cy(I).

El siguiente teorema establece que una funcién continua a soporte compacto puede apro-
ximar a una funcién cuadrado integrable.
Teorema 3.3 (Densidad en L*(I)). El espacio Cy(I) es denso en L*(I), esto es, parav € L*(I)
y € >0, existeu € Cy(I), tal que

lv—ul]2 <0.



CAPITULO 3. FUNDAMENTOS MATEMATICOS 47

Los dos siguientes teoremas nos permiten conocer la existencia de bases Hilbertianas
para el espacio L? (I), previo a estos presentamos la definicién de separabilidad.
Definicion 3.21 (Separabilidad). El espacio normado V es separable si existe una sucesion

(un)neny CV que es densaenV, esto es, parav €V y e > 0, existe ny € N tal que

v — 1| < e

Teorema 3.4 (Existencia de bases Hilbertianas). Un espacio de Hilbert es separable si y solo

si tiene una base Hilbertiana.

Cerramos esta seccion con el siguiente teorema que nos establece la existencia de bases
Hilbertianas para el espacio L*(1).

Teorema 3.5 (Separabilidad de L*(I)). El espacio L*(I) es separable.

Los altimos dos teoremas tienen una potencia tal que, nos aseguran que el espacio L? al
ser separable posee bases hilbertianas y en consecuencia podemos buscarlas para poder ex-
presar cualquier funcién de L? como una superposicién infinita ponderada, como lo establece
3.2. A continuacién revisemos una de estas bases hilbertianas para L2, que nos lleva a hablar

de las series de Fourier.
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3.3. Series de Fourier

En esta seccién vamos a revisar la expansion de funciones cuadrado integrables o de
energia finita en series de Fourier, con bases trigométricas y polinomiales. En algunos casos
partiremos de un conjunto linealmente independiente y a través del proceso de Gram-Schmidt
se ortonormalizara dicho conjunto. Se podrd comprobar que cada uno de estos conjuntos
ortonormales es una base Hilbertiana para LZ(I). De manera que recordemos el proceso de
ortonormalizacién de Gram-Schmidt a través del siguiente teoerema.

Teorema 3.6 (Proceso de Gram-Schmidt). SeaV un espacio Euclidiano y B={vi,v;,v3,---} C

V. El conjunto C = {uy,uy,us,---} CV, que para k € N se define asi:

Wil = Vi1 — 25y (uj, vie
]

\ U1 = Wi+1

Wit ll
cumple que

< {VI7V27V31"' 7Vn} >=< {””7”27”37"' 7””} >

para todo n € N. Ademas

<B>=<C>.
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A continuacién revisemos dos bases que generan el espacio L*(I), configurando las series

de Fourier-Legendre y las series de Fourier clasicas.

3.3.1. Series de Fourier-Legendre

Para encontrar una base para L?([—1;1]), partimos de la sucesion (x,),en, € L*([—1;1]),

definida asi:

paracadan € N, yt € [—1, 1], conocidos como los polinomios canénicos. A partir del proceso
de Gram-Schmidt obtenemos una base ortonormal (e, ),cn,, denominados los polinomios de

Legendre y dados asi:

et = (251) "

parar € [—1,1] y donde

1
©2npl din

(= 1),

P,(t)

asi mismo para r € [—1,1] y (es)nen, . La sucesion de polinomios (ey),cn, forma una base
hiloertiana para L?([—1,1]), como lo establece el siguiente teorema.

Teorema 3.7 (Series de Fourier-Legendre). Los polinomios de Legendre forman una base
Hilbertiana para el espacio L*>([—1,1]), es decir para u € L*([-1,1]) yt € [-1,1] donde u es

continua, se tiene que

u(t) = i)anen(t),
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donde para n € N,, el coeficiente n-ésimo de Fourier-Legendre es
1
O = / u(t)en(t)dt.
—1

A continuacion, recordemos las series clasicas de Fourier, siendo estas las que precisa-

mente encontrd Fourier en su trabajo de propagacion de calor.

3.3.2. Series Clasicas de Fourier

Tomando como referencia a [27]. El sistema trigonométrico clasico es el conjunto
F={C,:neN}U{S,:ne N}U{l},
donde parar € [—m,w]yn €N,

Cu(t) = cos(nt)

Su(t) = sin(nt)

que es ortogonal. Ortonormalizando el conjunto F' tenemos,

= {\/l_c neN}U{\/_S neN}U{\/_ }
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El siguiente teorema exhibe al sistema trigonométrico F; como una base hilbertiana para
el espacio L?, lo que Fourier lo establecié de forma intuitiva.
Teorema 3.8 (Series Clasicas de Fourier). El sistema trigonométrico F| es una base Hilbertia-

na para el espacio L*>(|—r, 7)), es decir parau € L*([~7, 7)) yt € |-, 7] donde u es continua,

se tiene que
a() (o) [eo)
2 n=1 n=1
o también
u(t) = % + Z aycos(nt) + Z by sin(nt).
n=1 n=1

donde para n € N, el coeficiente n-ésimo de Fourier es
1 T
ag = — u(t)dt
o= [ ult)

A / " u(t) cos(nt)dt

TJ)-n

/ " (e sin(nr)de
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La igualdad de Parseval estaria dada asi,

(Lt,l/t) = az_o_'_Zancn+ansnaa_;+2ancn+zbnsn
n=1 n=1 n=1 n=1
2 (] (o]
a
= 30(1f,1f)+2a,%(cn,cn)+Zlb,%(sn,sn)
n=1 n=
ﬁ ST
|5+ Ll + bl

n=1

o también

l/ny )2 — ia+b2
T 2

-7 =1

La convergencia de la serie de Fourier queda establecida en el siguiente teorema:
Teorema 3.9 (Convergencia puntual de la serie de Fourier clasica). Sea u € L*(|-=,x)) tal
que u y u' sean continuas en [, | excepto enty,t,,--- ,t; donde existen discontinuidades de

salto. Para todot € [—m,mt|\{t1,12, - ,1x } Se tiene que

a [e] o0 .
u(t) = ?0 -+ Z aycos(nt) + Z by sin(nt)
n=1 n=1
yparai=1,2,---,k

= 6%0 + Z aycos(nt) + Z by sin(nt).
n=1 n=1

Revisemos la representacion de la serie de Fourier en forma compleja, que nos sera util

para el andlisis espectral de una sefal, esto en un contexto ingenieril.
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3.3.3. Series de Fourier complejas

Definamos el espacio
Ac(—L,L) = {f: (C—>R/ (1)|2dt < oo}
y sobre este espacio la relacion de equivalencia,

g<:>/ 1)[?dt = 0.

Ac(—L,L) es de Hilbert si se define sobre este un producto escalar dado asi

9= rwgwa

Otra base hilbertiana para el espacio L>([—L,L]) est4 dada por una sucesién de funciones
exponenciales complejas, que tiene periodicidad al igual que las funciones trigopnométricas de
la serie clasica, revisada anteriormente; esto lo establece el siguiente teorema.

Teorema 3.10 (Series de Fourier complejas). La sucesion (E,),cz C L*([~L,L]), que para
€ [-L,L] yn € Z se define asf,

E, (l) _ einm/L
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es una base Hilbertiana para L*([—L,L],C), asi parau € L*([-L,L],C)

U= Z cnkly,

N=—o0

donde para n € 7 el coeficiente de Fourier complejo n-ésimo es

1L L
Cn = 2—L/_Lu(t)e’”m/ :

La serie de Fourier clasica por estar dada en términos de funciones trigonométricas pe-
ribdicas, permite por una parte, aproximar funciones asi mismo periédicas y por otro, analizar
las componentes espectrales de sefales periddicas. El mismo anélisis de sefales no periddi-
cas, lo podemos hacer a través de la transformada de Fourier. De forma breve revisemos las

definiciones de las transformadas directa e inversa de Fourier.

3.4. Transformada de Fourier

Establezcamos el espacio sobre el cual se definira la transformada de Fourier, este sera el
espacio de las funciones integrables. Revisemos la definicién de dicho espacio tomada de [27].
Definicion 3.22 (Espacio L!(I)). Sea I C R. El espacio de funciones integrables se define

como el conjunto

{f:I—>R:/I|f(t)|dt<oo}.
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Con esta definicidon, repasemos las definiciones de las transformadas directa e inversa de
Fourier.
Definicién 3.23 (Transformada de Fourier). Se define la Transforma de Fourier de f € L'(I)

como la funcién f : R — C,

@)= [ riear

Definicion 3.24 (Transformada inversa de Fourier). La transformada inversa de g € L'(I), se

define como la funcién g : R — C, dada asi:

Flelo) =80 =5 [ s(@)edo,

2@

Para finalizar el resumen sobre la transformada de Fourier, recordemos sus propiedades,
que nos seran de utilidad en ciertos casos para el calculo de transformadas de funciones que
de forma directa por la definicion se tornan complejas; o también para interpretaciones inge-
nieriles en términos de senales eléctricas. Presentamos el siguiente resumen de propiedades,

pudiendo remitirnos a [1] para sus demostraciones.

Propiedades de la Transformada de Fourier

m Linealidad
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Sean fi,f2 € L*(R) y a1, €R,

Flayfi + wfol(0) = uZ[fi](®) + 0uZ [ fo](0).
= Simetria

Si f € L*(R) y tiene simetria par, f(t) = f(—t) para todo ¢ € R, entonces

ZIf](0) = 2/0°°f(t)cos(wt>dt.

Si f € L*(R) y tiene simetria impar, f(t) = —f(—t) para todo ¢ € R, entonces
F[f](0) = —2i / F(t)sen(ot)dt.
0
» Simetria Hermitica de la Transformada de Fourier

Si f € L*(R) y f(t) € R entonces

m Dualidad
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Sea f € L*(R),

Zf1(t) =2nf (- ).

= Desplazamiento temporal
Sean f € L*(R) y T<R entonces
Zf(t = 0)(w) = e F[f(1))(w).
= Desplazamiento en frecuencia
Sean f € L*>(R) y wy<R entonces
Fe™ f(n)(0) = Z[f(1)] (0 w).
= Modulacion

Sean f € L*(R) y <R entonces

FUO) 0 0) + 3 Z D]+ ov).

M| —

F [cos(ant) f(1)](@) =

= |nversién en el tiempo
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Sea f € L*(R)

» Escalamiento en el tiempo

Sean f € L*(R) y acR entonces

m Diferenciacién

Sea f € L*(R),
4 FD](0) =i F[F(1)](0)
y
FUfO)@) =it F[f0)](0).

Esta breve revision de los fundamentos matematicos la concluimos con la revisién de un con-
cepto de utilidad en el filtrado de sefnales, resolucién de ecuaciones diferenciales parciales e
incluso para demostracién de ciertos teoremas como el teorema de limite central. Nos referi-

mos a la convolucion.
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Convolucién
Definicién 3.25 (Convolucién). Sean dos funciones integrables sobre R, f,g € L'(R), se de-

fine la convolucion entre f y g a la funcion
fxg:R—=R,

dada asr

frel) = [ f-mg(@dz.

—o0

Las principales propiedades de la convolucién las presentamos a continuacion. En [1] en-

contramos mas detalles al respecto.

Propiedades de la Convolucion

» Conmutatividad: Si f * g esté definida entonces también lo esta g x f y se cumple:
frg=gxf.
» Para f,g.hc L'(R)y «, B € R se cumple

(ocf +Bg)xh=oa(f*h)+B(gxh).
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= Convolucién en el tiempo: Sean f,g € L' (R),

Z(f xgl(w) = [f&](w).

= Convolucién en la frecuencia: Sean f,g € L' (R),

F1f8)(0) = 5[ +8)(o).

60
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Capitulo 4

Criterios Didacticos en la Matematica

En este capitulo hacemos una breve revision de dos referentes tedricos en cuanto a la
educacion matematica. La Educacion Matematica basada en la resolucion de problemas y la

Teoria de Situaciones didacticas. Dos referentes que guian la propuesta, mas no amparan.

4.1. Aproximacion a la Educacion Matematica basada en la

Resolucion de Problemas

La Educacion Matematica Basada en la Resolucion de Problemas, en adelante EMBRP, es
un campo de investigacion activo dentro de la Didactica de la Matematica, en tal virtud, existen
diversos criterios de lo que significa la resolucion de problemas dentro del ambiente educativo.

Lo que busca EMBRP es el desarrollo del pensamiento y las competencias matematicas en
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los estudiantes, a través como lo menciona [39], desarrollar en los estudiantes su capacidad
inquisitiva.

En [39], se caracteriza la resolucién de problemas como una forma de pensar de una
comunidad de aprendizaje, entendida esta ultima como: estudiantes y profesor; donde buscan
distintas maneras de resolver una situacion. A la vez en [40] citado por [39] se establece que
la resolucion de problemas lleva a los estudiantes a pensar matematicamente, sin priorizar el

dominio de la materia, sino el manejo del conocimiento eficientemente.

¢, Por qué aprovecharse de la propuesta de EMBRP para la formacién de Ingenieros? Di-
versos marcos tedricos dentro de la Didactica de la Matematica, subrayan la importancia de
la practica social como mediadora del aprendizaje. La Resolucién de Problemas, saca a los
estudiantes de la pasividad que en su mayoria no genera el desarrollo de las competencias
matematicas y menos un gusto por matematizar situaciones en la medida de su nivel de forma-
cion; y, provoca mas bien una invitacion al estudiante a formularse preguntas que les permita
atacar cierto problema. Aspecto, este ultimo, muy importante en tanto se alinea con los propo6-

sitos de una buena formacion en cualquier nivel y profesion.

En [38] se sugiere que el estudiante debe tener la oportunidad de problematizar' su apren-
dizaje, en el sentido que debe de cuestionarse el por qué cierta situaciéon es de tal o cual
manera, como dar solucion a esta y derivar de una situacion planteada por el profesor nuevos
problemas. Incluso se recomienda que se convierta al aula en un "microcosmos"”, en el senti-

do de que se lleve a manera de metafora las practicas del quehacer matematico al ambiente

1 Se entiende como problematizar el hecho de cuestionarse un asunto con el objeto de conocerlo a profundi-

dad.
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educativo, con lo que se logra que se muestre a la Matematica como una actividad intelec-
tual justificada por si misma. Nos preguntamos, si una formacién profesionalizante, como la
de Ingeniero, se concilia con una ensefanza que promueva la recreacion del conocimiento
matematico, a través de asemejar la construccion de los conocimientos matematicos con la
investigacién propia en Matematicas. Es posible que requiramos buscar un equilibrio entre el
tipo de problema que esté destinado al desarrollo del pensamiento matematico con otro ti-
po, que muestre a la Matematica como una Ciencia de servicio, como es para el caso de la

Ingenieria.

Para evitar confusion entre otro recurso en la ensefianza de la Matemética, que es el
ejercicio, debemos distinguir la diferencia entre ambos. Ejercicio y problema como actividades
en la ensefanza de la Matematica, marcan su diferencia al considerar estas cuatro categorias,

segun [26]:

= Comportamiento del estudiante.- En un ejercicio es suficiente que el estudiante aplique
rutinariamente un conociemiento aprendido, mientras que un problema demanda otros

procesos mas complejos.

= Objetivo del profesor.- El profesor propone un ejercicio con la finalidad de que el es-
tudiante aplique un conocimiento y en el caso del problema lo que busca es que el

estudiante investigue.

= Tiempo destinado.- Un ejercicio demanda de un tiempo previsible, al contrario de un

problema.
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= Dimension afectiva.- El estudiante con un ejercicio no manifiesta mayor emotividad,

mientras que con un problema se desencadenan cargas afectivas mas fuertes.

En [38], se recalca la falta de un cuerpo teérico unificado que explique desde los distintos
aspectos la dindmica en la que se desarrolla la educacién mateméatica basada en la resolucion
de problemas, lo que lo que implica la inexistencia de caminos fijados para la experimenta-
cién con esta perspectiva educativa. Este mismo hecho nos brinda la posibilidad de explorar
distintas formas desde la Resolucién de Problemas, para ayudar a construir conocimiento ma-
tematico en los estudiantes. De manera que sera necesario tomar lo pertinente de algunas

propuestas tedricas acerca del tema y para ello revisémoslas.

4.1.1. Investigacion en la Resolucion de Problemas Matematicos

Dado que la Matematica como Ciencia ha sido siempre objeto de ensefianza y puesto
que su desarrollo esta marcado por la resolucion de problemas; tanto de aquellos dentro de
la Matematica, como de fuera de ella, hace que la Resolucion de Problemas como apoyo a
la ensefnanza de la Matematica tenga larga data. Sin embargo las mayores preocupaciones
por sistematizar y estudiar el fenédmeno educativo que se presenta al experimentar con la re-
solucion de problemas surgen en el siglo pasado. En [26] se resumen estas distintas visiones

desde lo matematco acerca del tema.

Vision de Wallas a la Resolucion de Problemas

El libro El arte del pensamiento escrito por Wallace en 1926, hace un quiebre en los estu-
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dios de la creatividad en la resolucién de problemas, operacionalizando y sistematizando los

pasos involucrados en la resolucion de problemas, los cuales quedan establecidos asi:

1. Informacién o preparacion.- Es la etapa donde el resolutor se familiariza con el problema,

pudiendo ensayar con casos particulares, casos limites o analogos.

2. Incubacién.- Segun Wallace, en esta etapa es donde el inconsciente sigue trabajando

con la informacién incubada en la etapa anterior y es donde surge la creatividad.
3. Inspiracién.- Es donde surge una estrategia de resolucion.
4. Verificacién.- Esta es la etapa donde a través de razonamientos se confirma o no la
inspiracion.
Vision de Polya a la Resolucion de Problemas

La inquietud de Polya fue si se podria generar una regla a seguir para la resolucion de
problemas, lo que constatd que es imposible. Lo que si era factible fue el tener ciertas indica-
ciones que podrian servir. Polya en su libro How to Solve it (1949), establece cuatro etapas en

resolucién de problemas, [22]:

1. Comprender el problema.

= Se deberia entender el problema.

= ;Qué es lo desconocido? ¢ Cuales son los datos? ¢ Cuales son las condiciones?

» ; Es posible satisfacer la condicion? ¢ Es la condicion suficiente para determinar lo

desconocido? ¢ Es la condicién insuficiente, redundante, contradictoria?
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= Se deberia hacer un dibujo. Introducir notacién alternativa.

m Se deberia separar las partes de la condicion.

2. Concebir un plan.

Se deberia encontrar la conexion entre los datos y lo desconocido. Si no se en-

cuentra dicha conexion, se deberia considerar problemas alternativos similares.

» Se deberia preguntar si un problema similar se ha visto antes.

= Se deberia preguntar si un teorema puede ser usado.

» Se deberia ver hacia lo desconocido y preguntarse si se conoce de algun problema

familiar que tenga la misma o similar incognita.

= Teniendo un problema similar al planteado, se deberia preguntar, si de este es
posible usar sus resultados, sus métodos de resolucién, o si es factible anadir ele-

mentos para que esto sea posible.

» Se deberia imaginar un problema similar accesible. ¢ Es posible cambiar los datos

y lo desconocido?

Se deberia preguntar si se ha usado todos los datos y condiciones.

3. Ejecutar el plan.

» Ejecutar el plan, verificando cada paso. ¢ Se puede probar que el paso es correcto?

4. Examinar la solucion obtenida.
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Se deberia preguntar si:

m ;Se puede verificar el resultado? ¢ Se puede verificar el argumento?

= ; Se podria encontrar la solucién de forma diferente?

m ;Se puede usar los resultados 0 métodos para algunos otros problemas?

Vision de Poincaré a la Resolucion de Problemas

Poincaré establece dos tipos de espiritu matematico:

1. El l6gico.- Que es el que avanza paso a paso y nada deja al azar. Conocido como

analista, y

2. Elintuitivo.- Lamado por Poincaré, gedbmetras. El que utiliza mas la intuicion.

Vision de Hadamard a la Resolucion de Problemas

A diferencia de Poincaré, Hadamard establece que el espiritu l6gico viene después del in-
tuitivo. Las distintas representaciones para un problema son las que marcan la prevalencia de
un espiritu sobre otro. Diferencia estos dos perfiles de resolutor, estableciendo que el espiritu
l6gico tiene ideas mas dirigidas y sus representaciones auxiliares son palabras, mientras que
en el espiritu intuitivo la dispersion de las ideas es grande y sus representaciones auxiliares

son imagenes.

Vision de Halmos a la Resolucion de Problemas

Halmos pone su atencion en la dimensidén afectiva, pues para él, son decisivos estos senti-
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mientos para bloquear o impulsar la solucion del problema. El resolutor se puede ver afectado
por lo afectivo en las distintas etapas. En la familiarizacion el problema puede provocar interés
o ansiedad, hasta llegar a la verificacion donde se puede tener satisfaccion o frustracion en

caso de haber resuelto o no el problema.

Vision de Miguel de Guzman a la Resolucion de Problemas

Miguel de Guzman creia que en la educacién matematica debe haber un proceso de
inculturacion, entendido este ultimo término como la incorporacion del “espiritu” matematico
en los estudiantes. En cierta medida transferir la labor del matematico experto al estudiante,

guardando las proporciones, [49].

La resolucién de problemas, en las reflexiones de Miguel de Guzman, constituye una ex-
periencia dentro de aula que persigue dicho propoésito; pues trabajando con los estudiantes
en heuristicas para la resolucién de problemas se transfiere en parte una forma de trabajar
en Matematicas. También, era critico de la llamada “matematica moderna” con su exceso de
formalismo y mas bien propugnaba un equilibrio entre la formalizacion y la intuicién, acen-
tuando la importancia en los procesos de pensamiento desencadenados con la matematica,
antes que los contenidos per sé. Dichos procesos de pensamiento los desarrolla el alumnado
cuando se pone frente a problemas disenados por el didacta matematico. En palabras de Mi-
guel de Guzman: “En el aprendizaje del pensar sélo la practica del pensar es verdaderamente

atil”, [50].

Por su experiencia y reflexiones de distintos matematicos como el propio Polya, Miguel
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de Guzman plantea una metodologia que guia los pasos del alumnado en la resolucién de

problemas:

1. Familiarizarse con el Problema

Esta fase consiste en buscar informacién, identificar los elementos que intervienen y las
conexiones que existen entre estos. Miguel de Guzman aconseja lo siguiente: analizar
el problema pausadamente, identificar los elementos que intervienen y las conexiones
entre estos, identificar la situacion de salida y la situacién de llegada, manipular el pro-

blema, etc; [50].

2. Busqueda de estrategias

Miguel de Guzman sugiere en esta fase averiguar varias estrategias, no pasar a dar la
solucion con la primera estrategia que aparezca, sino tener varias para luego escoger la

mejor. Plantea algunas sugerencias para construir las estrategias:

a) Empezar por lo mas fécil.- Para enfrentar un problema, puede ser que resulte me-
jor reducir su complejidad, resolviendo un problema parecido con menor grado de
complejidad e ir incorporando nuevos elementos hasta dar solucién al problema
original. Asi también sugiere de Guzman simplificar el problema afadiendo condi-

ciones.

b) Experimentar.- Para poder encontrar propiedades comunes en varios elementos,

de Guzman sugiere experimentar en casos particulares.

c) Hacer un esquema, una figura, un diagrama.- Si los elementos que intervienen en
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un problema se pueden esquematizar se facilita la solucién del problema, porque

pensamos mejor de forma grafica como sugiere de Guzman.

d) Escoger un lenguaje adecuado.- Para que el pensamiento sea el adecuado se de-
be utilizar un lenguaje correcto, como podria ser lenguaje geométrico, algebraico,

analitico, probabilistico, etc.

e) Buscar un problema semejante.- El trabajar en una variedad de problemas otorga

experiencia y confianza en si mismo para hacer frente a nuevos problemas.

f) Suponer que el problema esta resuelto.- Si suponemos resuelto el problema vere-
mos las relaciones de sus elementos y estara mas claro el camino desde la situa-

cién de partida a la de llegada, [50].

3. Desarrollar la estrategia

En caso de que el problema no quede resuelto con una de las estrategias construidas se
debe recurrir a la incubacién, segun de Guzman. La incubacion forma parte del proceso
creativo en Matematicas, estas son: preparacion, incubacién, iluminacion y verificacion.
La preparacion y la verificacion pueden adaptarse a secuencias sisteméaticas, no asi la
incubacion y la iluminacién que resultan de la actividad subconsciente. También puede
ser posible que aparezca la iluminacién repentina que para de Guzman todos tenemos

accesos a esta experiencia, [50].

4. Revisar el proceso y sacar consecuencias

Independiente de haber sido resuelto o no el problema, de Guzman sugiere esta ultima
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fase que es el reflexionar sobre el camino llevado y sobretodo poner atencién en los
bloqueos, aptitudes, tendencias, etc. Aqui deberiamos contestarnos: ¢ Cuales han sido
las variantes en el proceso de resolucion del problema?, ;Cuales han sido las motiva-
ciones para seguir trabajando el problema?, ;Las estrategias fueron las adecuadas?,
¢, Por qué no se acert6é con las estrategias construidas?, ;Como surgieron las nuevas
ideas?, etc; [50]. Por el lado de la reflexion propia del problema, de Guzman sugiere pre-
guntarse: ;Como los elementos del problema se entrelazan para llegar a la solucién? y

si habria un camino mas simple de llegar a la solucién.

4.1.2. Metodologia de la Resolucién de Problemas Matematicos
En [26] podemos desprender un modelo a seguir para la aplicacion de la resolucion de
Problemas, que lo resume en estas cuatro etapas:

1. Que el profesor proponga una serie de problemas con distitinto grado de dificultad que
permita a los estudiantes trabajar con hechos particulares encaminados a la generaliza-

cion.
2. Que los estudiantes registren su proceso de resolucion.
3. Que los estudiantes reflexionen sobre el proceso seguido para llegar a la solucién.

4. Que se sociabilicen las distintas soluciones para que se hagan explicitas las heuristicas.
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4.2. Aproximacion a la Teoria de las Situaciones Didacticas

Vamos a tomar para nuestra propuesta didactica algunos elementos de la Teoria de si-
tuaciones did4cticas, algunos elementos por dos motivos. Por un lado, se trata de una teoria
muy sofisticada' que toma tiempo su comprensién y por otro, estamos conscientes que la Di-
dactica de la Matematica al no tener el mismo estatus que la Matematica en cuanto a su rigor
y exactitud, convierte en desacertado el hecho de importar en su totalidad marcos teéricos

desarrollados para otros contextos?.

La Teoria de Situaciones Didacticas forma parte de la produccién teérica de la Didactica
de la Matematica de la escuela francesa. Es muy importante subrayar este hecho porque
dicha escuela nace con las inquietudes de matematicos hacia el fenébmeno educativo de la
Matematica®. Lo cual nos permite entender la direccién que toman sus investigaciones que

como lo recalca en [32] son dos aspectos medulares que la guian:
» | a necesidad de teorizar el fenédmeno de la educacién matematica, y

= Que dicha Teoria debe venir desde las particularidades de la Matematica y no de cuer-

La Teoria pertenece a los marcos teéricos de la Didactique des mathématiques de Francia, lo que le hace
heredar un rasgo muy sofisticado, caracteristico del mundo académico francés.

2 Ademas hay que tener en cuenta que el padre de esta Teoria, Guy Brousseau, a nivel personal; luego de
graduarse como matematico puro en Francia, toma la decision de ir a ensefar en la escuela Jules Michélet
de Burdeos, donde suponemos que saca las preguntas de investigacion que luego las desarrollara. Por lo
que su genesis es a partir de la inquietud por ensefar Matematica a nifos, luego se amplia a otros niveles
educativos; pero debemos tomar en cuenta aquello

En México la escuela de Matematica Educativa presenta el mismo paralelismo, puesto que nace por in-
quietudes de matematicos puros del CINVESTAYV, que frente al encargo de su Gobierno de redactar libros
de textos para secundaria en la década de los 70, se enfrentan a preguntas que rebasan a las disciplinas
como la psicologia, pedagogia, etc. Emerge asi la disciplina para entender el fendmeno educativo de la
Matematica desde la Matematica misma, problematizandola.
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pos tedricos ajenos.

Dentro de esta escuela se inscribe dicha Teoria de aprendizaje, que fue desarrollada por
Guy Brousseau y, que como lo sintetiza [32], trata de crear las condiciones para la “génesis
artificial” de los conocimientos matematicos. Se inscribe asi, en Teorias Didacticas de corte

constructivista. [32] cita al propio Brousseau al respecto:

“El alumno aprende adaptandose a un medio que es factor de contradicciones, de dificul-
tades, de desequilibrios, un poco como lo hace la sociedad humana. Este saber, fruto de la
adaptacion del alumno, se manifiesta por respuestas nuevas que son la prueba del aprendiza-
je.”

Los instrumentos que propone la Teoria para la construccién del conocimiento matematico

en el estudiante son la situacién didactica y la situacién a-didactica. ;Qué se entiende por

situacién? Brousseau, citado por [32] la define asi:

“Hemos llamado “situacion” a un modelo de interaccion de un sujeto con cierto medio que
determina a un conocimiento dado como el recurso del que dispone el sujeto para alcanzar
o conservar en este medio un estado favorable. Algunas de estas “situaciones” requieren de
la adquisicion “anterior” de todos los conocimientos y esquemas necesarios, pero hay otras
que ofrecen una posibilidad al sujeto para construir por si mismo un conocimiento nuevo en

un proceso “genético”.

Por situacion didactica se entiende como una situacion fabricada de manera adecuada

para que se logre en el estudiante la construccién del saber. Brousseau la define asi, citado
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por [32].

“Un conjunto de relaciones establecidas implicita y/o explicitamente entre un alumno o un
grupo de alumnos, un cierto medio (que comprende eventualmente instrumentos u objetos)
y un sistema educativo (representado por el profesor) con la finalidad de lograr que estos

alumnos se apropien de un saber constituido o en vias de constitucion.”

La Teoria intenta centrar en el estudiante la mayor parte de actividades que propicien
el aprendizaje en estos. Teniendo asi, la posibilidad de construccién de situaciones donde
el docente la gestiona y esta por si, hace que el estudiante en el camino de solucién por
ejemplo, perciba los errores conceptuales en los que incurre. A esta situacién, Brousseau la

llama situacién a-didactica, definiéndola asi:

“El término de situacion a-didactica designa toda situacion que, por una parte no puede
ser dominada de manera conveniente sin la puesta en practica de los conocimientos o del
saber que se pretende y que, por la otra, sanciona las decisiones que toma el alumno (buenas

0 malas) sin intervencion del maestro en lo concerniente al saber que se pone en juego.”

4.2.1. Nociones de la Teoria de las Situaciones Didacticas

Definidas asi a las situaciones a-didacticas, nos es sugerente comprenderlas mejor, pues
con ellas aportamos en los estudiantes a adquirir autonomia en su aprendizaje. Revisemos

algunas nociones que caracterizan a este tipo de situaciones.
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= Nocion de Necesidad
La situacion debe ser tal que haga surgir la necesidad de cierto conocimiento que se

pretende que construya el estudiante.

= Nocidén de sancidn o retroaccion
Se entiende que la situacién debe advertir al estudiante si comete algun error en su
resolucion, sin la intervencion del profesor. [32] menciona en este punto que es este
aspecto lo que le da a la situacion los rasgos de un instrumento de aprendizaje antes

que de ensefianza.

= Nocidén de no intervencion

Al ser la situacion la que conduzca a que el estudiante establezca las relaciones entre
sus planteamientos de solucion y lo que obtiene de ellos, se pensaria que el docente
esta ausente; sin embargo, la no intervencién se la entiende a la manera adecuada de
intervenir del docente en el desarrollo de la situacién. El docente sera el que guie a la
solucion, no el que dé con la solucién. [32] cita a Margolinas respecto al comportamiento
del docente en la fase de desarrollo de una situacion a-didactica:

“En efecto, no es el silencio del maestro lo que caracteriza las fases a-didacticas, sino lo

que él dice.”

4.2.2. Ingenieria Didactica

La Ingenieria Didactica es creada en la década de los 80 como parte de la Didactica de

la Matematica francesa. Se constituye en un instrumento que permite llevar a la accién las
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propuestas teoricas tanto de la Teoria Antropolégica de lo Didactico (TAD), como la Teoria
de Situaciones Didéacticas (TSD), con dos finalidades: por una parte, como metodologia de

Investigacién y por otra, como metodologia para el disefio de las situaciones didacticas.

La ingenieria didactica utiliza el simil del trabajo de Ingenieria; pues esta realiza disefo
de dispositivos artificiales amparandose en las Ciencias y en las Matematicas. Asi mismo, la
ingenieria didactica plantea el cdmo hacer las realizaciones didacticas bajo el paraguas de los

trabajos teoricos en la disciplina, de manera particular la Teoria de Situaciones Didacticas.

En Francia practicamente esta ha sido la metodologia de Investigacién en didactica de las
matematicas. Al respecto, [3] menciona lo siguiente: “Como metodologia de investigacion, la
ingenieria didactica se caracteriza en primer lugar por un esquema experimental basado en
las “realizaciones didacticas” en clase, es decir, sobre la concepcion, realizacion, observacion

y analisis de secuencias de ensefianza.”

Se delimitan en el proceso temporal de una ingenieria didactica, cuatro fases: analisis
preliminar, concepcién y andlisis a priori de las situaciones didacticas de la ingenieria, experi-

mentacion y, andlisis a posteriori y evaluacién.

1. Analisis preliminar

La primera fase de concepcidén de las situaciones, comprende la preparacion de las
mismas. Por ejemplo en esta etapa se podrian llevar andlisis de los contenidos que se
pretende didactizar con la ingenieria desde las dimensiones histérico-epistemoldgicas,

los obstaculos epistemoldgicos que los estudiantes enfrentan al abordar ciertas nocio-
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nes y conceptos matematicos, etc. [3] enumera los siguientes estudios preliminares a

desarrollar:

m El andlisis epistemoldgico de los contenidos contemplados en la ensefianza. Bus-

car los origenes y la génesis de los conocimientos en juego.

= El andlisis de la ensefianza tradicional y sus efectos.

» El| analisis de las concepciones de los estudiantes, de las dificultades y obstaculos

que determinan su evolucién.

= E| analisis del campo de restricciones donde se va a situar la realizacién de la

ingenieria didactica.

2. Concepcion y analisis a priori

Esta fase comprende el disefio de una situacién a-did4ctica que sera destinada a los
estudiantes. [3] menciona al respecto: “ Por lo tanto, el objetivo del analisis a priori es
determinar en qué las selecciones hechas permiten controlar los comportamientos de
los estudiantes y su significado. Por lo anterior, este analisis se basa en un conjunto de
hipdtesis. La validacion de estas hipdtesis esta, en principio, indirectamente en juego en
la confrontacion que se lleva a cabo en la cuarta fase entre el analisis a priori y el analisis

a posteriori. ”

La principal investigadora en el campo que es Michele Artigue anota que esta fase es

tanto descriptiva como predictiva y se deberia tomar en cuenta lo siguiente:

= Se deberia analizar sobre lo que podria aprender el estudiante con la situacién, en
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el momento en que trabaja independientemente.

m Se deberian prever los comportamientos posibles de los estudiantes frente a la

situacion y demostrar que el analisis realizado permite controlarlos.

3. Experimentacion

En esta fase se ponen las situaciones que se disefiaron en escena. Aqui habra que
constatar, que si lo que se previo en la etapa a priori efectivamente ocurre, a traves del
contacto del investigador/profesor con la poblacion de estudiantes. La experimentacion

comprende lo siguiente:

» Establecer los objetivos y las condiciones de la investigacion con los estudiantes

que participaran en la experimentacion.

m Establecer el contrato didactico.

= Aplicar los instrumentos de investigacion.

» Registrar las observaciones derivadas de la experimentacion.

4. Analisis a posteriori y evaluacion

Esta fase se basa en los datos recolectados en la fase de experimentacion. Datos que
abarcan las observaciones hechas por el investigador/profesor; material producido por

los estudiantes como: cuestionarios, entrevistas, videos de clase, etc.

La prueba de hipétesis queda establecida por la confrontacién entre el analisis a priori

y el andlisis a posteriori, [3]. La metodologia de andlisis es mas profunda que las prue-
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bas habituales de confrontacion por grupo de control y experimental. Al respecto, [3]

menciona:

“El proceso de validacion interna que se encuentra en juego aqui no cae en las trampas
de los esquemas usuales de validacion estadistica asociados con las experimentacio-
nes en clase, que consisten en fundamentarse implicitamente en el principio de que las
diferencias mesurables constatadas se relacionan con las variables de comando sobre
las cuales se ha influido para diferenciar clases experimentales y clases de control. Esto

no deja de ser problematico.”
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Capitulo 5

Propuesta didactica referida al AFAI

En este capitulo presentamos nuestra propuesta didactica para cinco temas, los cuales
estan en concordancia con el mapa de contenidos. Revisamos asi los siguientes temas: series
clasicas de Fourier, serie generalizada de Fourier, series no clasicas de Fourier, transformada
de Fourier y convolucién. Cada uno de estos cinco temas los abordamos en dos fases: la
situacion-problema disefiada apuntando a crear en el estudiante el interés y la necesidad
del conocimiento en juego. A partir de esta, pasamos al desarrollo de algunos de los temas
estudiados en clase', fase que la hemos denominado, tépicos de clase. Debemos aclarar que
los tépicos de clase repetiran algunas definiciones y teoremas del capitulo 3, esto, para no

romper la linea del discurso del contenido abordado en clase.

En cuanto a las situaciones-problema, luego de planteada para el trabajo auténomo del

Presentamos algunos de los temas que revisaremos en el curso donde se pondra en escena nuestra pro-
puesta didactica. Algunos, pues el objetivo es ejemplificar como abordaremos los contenidos planteados y
no anotar todos los apuntes de clase, dado que es conocimiento clasico.
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estudiante, se desarrolla en recuadros las soluciones a las mismas, las cuales se discutiran

luego que el estudiante las resuelve por su cuenta.

En el mapa de contenidos clasificamos a los contenidos en esenciales, necesarios y op-
tativos. Las pruebas a los teoremas que forman parte del contenido, en su mayoria no son
esenciales; dado que es claro que no es el objetivo en la formacién del Ingeniero extender el
estudio por el lado axiomatico, sino mas bien estudiar las Mateméaticas como una disciplina de

servicio a la Ingenieria. Por tal motivo no se presentan pruebas de algunos teoremas.

5.1. Series clasicas de Fourier

5.1.1. Situacidén-problema

Para la siguiente situacion-problema hemos tomado como referencia a [42].

Consideremos una cuerda elastica estirada en sus extremos, colocada a lo largo del eje x
de 0 a L. A la vez, supongamos que son despreciables las fuerzas de amortiguamiento como
la resistencia del aire. La cuerda al ser sometida a un pequerio desplazamiento vértical, vibra
verticalmente en el plano xy y su desplazamiento es modelizado por una funcién, u = u(x,t),

en dos variables x y ¢, donde
1. x representa la posicion horizontal de un punto de la cuerda y

2. t representa el tiempo.



CAPITULO 5. PROPUESTA DIDACTICA REFERIDA AL AFAI 82

De manera que para un instante de tiempo (¢ > 0), u(x,) representa la posicién vértical del
punto de la cuerda con coordenada horizontal x y en el instante ¢. u(-,z) representa la forma
de la cuerda en el instante de tiempo ¢ y la forma de la cuerda para el instante inicial, t =0, se

representara con la funcién de una variable f, con lo que f(-) = u(-,0).

1. Vamos a dividir la cuerda en N masas, de manera que la masa n-ésima se ubica en la
posicion x,, = % Consideremos asfi, para cada masa un movimiento arménico simple’,
con la diferencia que cada masa interactia con las masas vecinas. La posicién en y de

la n-ésima masa es

Ya(t) = u(xn,1)

Supongamos que la separacion entre x,,_1 y x,, paratodon=1,--- ,n,esh >0y seala

Figura 3. Vibracién de la cuerda como un sistema de masas discretas.

densidad de la cuerda constante, p > 0, de manera que la masa de la particula n-ésima
es

m = ph.

Aplicando la segunda Ley de Newton escribe una expresién para la tensién de la n-ésima

El tema del MAS(Movimiento Arménico Simple) es estudiado en la materia de Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias, curso previo al curso destino de la propuesta didactica.
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particula

Considerando que la masa de cada particula es ph, y puesto que el
movimiento de cada particula es vértical se tiene que la aceleracién
de cada una de estas es la segunda derivada de la posicion vértical
respecto al tiempo, y/(z). Por lo que al aplicar la segunda Ley de

Newton, tenemos que la tensién de la n-ésima particula es

phy, (1)

2. Por otro lado la tensién de la n-ésima particula es provocada por la (n — 1)-ésima y
(n+ 1)-ésima particulas. Puesto que la tensién de la n-ésima particula es directamente
proporcional a la separacion con respecto a la altura de las particulas vecinas e inver-
samente proporcional a la separacioén horizontal de las mismas. Considerando que la
constante de proporcionalidad es T > 0 que a la vez representa el coeficiente de tension

de la cuerda:

a) ¢Cuadl es la expresion para la tensién de la n-ésima particula provocada por la

particula ubicada a la izquierda (n — 1)-ésima?
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La separacion vértival de la n-ésima particula, respecto a la posi-
cion de la particula vecina izquierda es y,_1 —y, y hemos estable-
cido como la separacién horizontal, 4. Por medio de la constante de
proporcionalidad 7 se establece que la tension que experimenta la
n-ésima particula provocada por la (n — 1)-ésima particula es:

T

h(yn—l —Yn)

b) ¢Cual es la expresién para la tension de la n-ésima particula provocada por la

particula ubicada a la derecha (n+ 1)-ésima?

De la misma manera que el literal anterior se establece que la ten-
sion de la n-ésima particula provocada por la (n+ 1)-ésima particula

es:

T

Z(yn-H _yn)

c) ¢Cual es la expresién para la tension de la n-ésima particula provocada por ambas

particulas vecinas?
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La tensién provocada por ambas particulas vecinas es la suma de
las tensiones de cada una, establecidas en los dos primeros litera-
les. Por lo que dicha tension es:

T

T
= Z(yn—l _yn) + E(yn—ﬁ—l _yn)

T
= zb’n—ﬁ—l +Yn—1 _zyn]-

Para el instante de tiempo ¢, la tension para la n-ésima particula es:

T

5 Dnee1 (8) - yn—1(1) = 2y (1))

3. Gracias a los dos literales anteriores se llega a la siguiente expresion

PIY(0) = £ D1 (1) + 301 (0) =23 (0)].

Utiliza los siguientes hechos:

a) Parte del miembro derecho de la ultima igualdad se puede escribir asi

Vi1 (t) + Yn—1(t) = 2yn(t) = u(xp + hyt) + u(x, — h,t) — 2u(x,,1).
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b) Para una funcién F, doblemente derivable,

F(x+h)+F(x—h) — 2F(x)
h2

— F”(x)
cuando i — 0.

Y encuentra la ecuacion diferencial parcial que relaciona u,

u 0%
—_— ==
or? ox?’

conc= \/g, conocida como la ecuacién de onda.

Gracias a los literales a) y b) se establece la igualdad

T

3y D1 (0) 41 () =2y (1)]

phy,(t)

que se puede escribir también asi:

Si dividimos por & y hacemos que & — 0 tenemos que

du
pyn(t) = 52

phy! (1) = %[u(xn i) (i — hyt) — 2u(x0, 1))

86
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De ahi, llegamos a la ecuacion de onda

u  ,0%u
—_— ==
or? ox?

donde ¢ = %.

4. Sean las funciones u y v soluciones de la ecuacién diferencial obtenida. Prueba que

a) La ponderacion au con o € R, también lo es.

Supongamos que u es solucion de la ecuacion de onda y a € R.
Averigliemos si ccu también lo es. Si w = o y suponemos que cum-

ple la ecuacion de onda entonces

Fw  ,0%w
oz~ C o
d’au  ,0%au
T
a8_2u = czaa—zu
or? ox?’

lo cual es cierto. Por lo tanto au es solucién de la ecuacién de onda.

b) La superposicion u+ v es solucién de la ecuacién diferencial.

Si u 'y v son soluciones de la ecuacién de onda entonces

87
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u  ,0%u

— = —

ot? ox?
y

azv 282

a2~ o

Si sumamos las dos igualdades, tenemos que

%(u+v)  ,9%(u+v)
o ox

que es lo que queriamos demostrar.

Con lo que hemos demostrado que la ecuacién de onda cumple con la linealidad.

5. Hagamos la conjetura que la funcién en dos variables u resuelve la ecuacion de onda y

que la podemos escribir asi

u(x,1) = @(x)y(1).

Si ¢ =1, al sustituir u en la ecuacién de onda se obtiene que

y'(1) _ ¢"(x)
vit)  o(x)

y puesto que ¥ (()) depende s6loderyalavez (( )) depende soélo de x, quiere decir que

ambas razones son constantes, por lo que se puede escribir:

Vi) o)
v e
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con A € R. De donde tenemos el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

W (0) = Ay(t) =0

0(x) ~ A9(x) = 0.

\

a) Encuentra las funciones y y ¢ que resuelvan el sistema.

Para ambas ecuaciones se desprende la ecuacion caracteristica

2 —A=0,

de la cual extraemos soluciones no triviales, si A < 0. Supongamos
que A = —m?, m € R, entonces tenemos que las soluciones a las

dos ecuaciones diferenciales ordinarias son

y(t) = Acos(mt) + Bsen(mt)

©(x) = Ccos(mx) + Dsen(mx)

b) Recordemos que la cuerda se ubica sobre el eje x de 0 a L. Hagamos que L = 7,

de manera que la cuerda se encuentra sujeta en 0 y en . Asi, consideramos las
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condiciones de frontera

Encuentra que una solucion a la ecuacion de onda es

Um(x,1) = [ay cos(mt) + by, sin(mt)] sin(mx)

De la solucién para ¢, la evaluacion en 0 y  se anulan, por lo que

obtenemos que

©(0) = Ccos(m0)+ Dsen(m0) =0 =C=0

o(m)= Dsen(mm) =0 = D =0Vsen(mn)=0

Para evitar que ¢@(x) = 0 para todo x € [0, 7], se debe cumplir que
D # 0; entonces se deberia cumplir que sen(mm) = 0. En consecuen-
cia m € Ny por lo tanto, tenemos que una solucion a la ecuacién de
onda es

[Acos(mt) 4 Bsen(mt)|Dsen(mx).

Sia, =ADYy b, = BD, una solucion para un valorde m € N es

um(x,t) = |a,, cos(mt) + by,sen(mt)|sen(mx).

c) Consideremos también que la forma de onda inicial de la cuerda esta dada por la
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funcién f sobre el intervalo [0, ], esto es,

u(xv 0) = f(x)a

y que la velocidad inicial es cero, w = 0. Si f(x) = 3sen(4x). Encuentra una

solucién para este caso.

Para encontrar una solucién a la ecuacién de onda, considerando la

forma de la cuerda inicial, dada por la funcién f,

f(x) = 3sen(4x),

y % = 0, deberemos encontrar los coeficientes a,, y b,,. Por una

parte, tenemos que

um(x,0) = [amcos(mO)+ b,,sen(m0)]sen(mx)

= apsen(mx).

Por lo que

amsen(mx) = 3sen(4x).

De ahi, podemos decir que
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du(x,0)

a4:3.

Considerando la velocidad inicial de la cuerda, tenemos que

= [~ammsen(mOQ) + by,mcos(m0)]sen(mx)

ot

= mbpysen(mx) = 0.

Para evitar la solucién trivial, b,, = 0. Entonces la solucién a la ecua-

cién de onda es:

us(x,t) = 3cos(4t)sen(4x).

92

d) Grafica en el software Maxima la solucién a la ecuacién de onda en los instantes

t=0,r=02,t=04,r=0,6,t=08ytr=1.

(% i2)

u(x,t):=3*cos(4*t)*sin(4*x);
plot2d([u(x,0),u(x,0.2),u(x,0.4),u(x,0.6),u(x,0.8)

:U(Xa1 )] ![Xao’ o/opl])s
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u(x,) := 3cos (4t) sin (4x) (% of)

Figura 4. Grafica de la solucién a la ecuacién de onda en los instantes t = 0,
t=02,t=04,r=0,6,t=08yr=1.

e) Siuy, up y uz son soluciones a la ecuacion de onda. ¢ Puedes afirmar que u; +up +

u3 es solucion de la ecuacion de onda y que u, evaluada en x y t, dada asi:

N
Z am cos(mt) + by, sin(mt)] sin(mx)

m=1

también lo es?
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En literales anteriores se demostro la linealidad de la ecuacion de
onda, esto es, si u y v son soluciones a la ecuacién deonday o € R
entonces u -+ av también lo es. Por lo tanto, u; 4+ uy + u3 es solucion
a la ecuacion de onda.

A la vez se ha demostrado que para una cuerda colocada en el eje

x,de 0 a m, la funcion u,,,
U (x,t) = |a, cos(mt) + by, sin(mt)] sin(mx),

para cualquier m € N, resuelve la ecuacién de onda. De ahi y en

virtud de la linealidad, tenemos que

N
Z amcos(mt) + by, sin(mt )] sin(mx)
m=1

resuelve la ecuacién de onda.

6. Por el literal anterior, intuimos que para una cuerda colocada en el eje x, de 0 a «, la
funcién u,

Z am cos(mt) + by, sin(mt)] sin(mx),

es solucién a la ecuacién de onda. Ahora queremos encontrar la solucién a la ecuacion

de onda, suponiendo que la forma inicial de la cuerda esta dada por f, f(x) =x(r—x) y

qgue su velocidad inicial es cero (‘9“((;;’0) = 0). Para ello desarrolla los siguientes literales:
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a) Sean n,m € N. Considera los casos en que n =m y n # m y encuentra:

/0 ’ sen(mx)sen(nx)dx.

Consideremos el caso en que m = n,

T

T
/ sen(mx)sen(nx)dx = sen” (nx)dx
0

T 1 —cos(2nx)
2

dx

I
NA S— S—

Ahora consideremos el caso en que n # m,

" sen(mx)sen(nx)dx

T cos[(m — n)x| — cos|(m+n)x]|
2

[T cos[(m—n)x] 7 cos[(m+n)x]

= 2 /o 2 @

dx

|
S— >—

I
e

b) Sean m,n € N. Con base en el literal anterior y para un = fijo, encuentra:

x N
/0 [Y amsen(mx)sen(nx)]dx.

m=1
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\

Z amsen(mx)sen(nx)]dx

/ aysen(1x) sen(nx dx+ / azsen(2x)sen(nx)dx+ ...+

J

0

/ apsen(nx)sen(nx)dx+ ...+ / ansen(Nx)sen(nx)dx .

J/

an% 0
De ahi, tenemos que

T N .
/0 [n;l amsen(mx)sen(nx)]dx = S an-

c) Del literal anterior vamos a intuir que

/On[ i amsen(mx)sen(nx)|dx = —ay.

m=1
A partir de ahi, retomemos el problema planteado de encontrar la ecuacion de la
forma de la cuerda en el tiempo, si esta se coloca en el eje x, de 0 a &, tiene una
forma inicial dada por f, donde f(x) = x(w —x) y parte el movimiento vértical con
velocidad inicial cero.

Encuentra la solucién a la ecuacién de onda partiendo de su solucién general al
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problema,

Z am cos(mt) + by, sin(mt)]sen(mx).
m=1

De la primera condicién inicial,

f(x) =u(x,0) = i amsen(mx) = x(w —x).

m=1

Asi, deberiamos buscar coeficientes a,,, m € N, tal que la superpo-

sicién de funciones sinusoidales converja a x(w —x). Es decir,

)

Z amsen(mx) = x(m — x).

m=1

Multiplicaremos la Ultima igualdad por sen(nx), con n € N, e integra-

remos sobre [0, 7],

:amsen(mx)sen(nx) = x(m—x)sen(nx)

/0” [i amsen(mx)sen(nx)] dx = /Oﬁx(ﬂ—x)sen(nx)dx

m=1

T T
am— = / x(m — x)sen(nx)dx
2 0

2

T
am = —/ x(7m — x)sen(nx)dx
T Jo
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an = 2 5[1=(=1)]
an = —Sli= (1)

Ahora encontramos los coeficientes b, a través de la segunda con-

dicion inicial, 2% — o,

du(x,r) &

ot = mzz,l[—mamsen(mt) +mbcos(mt)|sen(mx)
du(x,0) & B
o Z mbysen(mx) =0

3
I

Para evitar la solucién trivial tenemos que

De ahi, tenemos que

i i3 1 —(—1)"] cos(mt)sen(mx).

mzl

98
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5.1.2. Topicos de clase

Para dar solucion al problema de la forma de onda de la cuerda en el tiempo, partiendo de
una forma determinada en el inicio y modelizada con una funcién f, con f(x) = x(mw —x), no
sinusoidal, hemos tenido que a través de una superposicion infinita de funciones sinusoidales
lograr que

x(m—x) = il amsen(mx).

Para lo que tuvimos que determinar los coeficientes a,, para m = 1,2,3,..., valiéndonos
del procedimiento, de multiplicar el sumatorio de infinitos términos por sen(nx). De manera
que el unico elemento del sumatorio distinto a cero, se da cuando m = n. Este es el procedi-
miento al que lleg6 Fourier para poder dar solucion al problema de la propagacion del calor y

matematicos como Euler para resolver el problema de la cuerda.

Joseph Fourier encontr6 que, una funcién f definida para —L < x < L y periddica con

periodo 2L, se puede igualar con la superposicion

(o)

flx)= %ao + Z am cos(nwpx) + i bsen(napx), (5.1)
n=1 n=1

donde ay es la frecuencia angular de f, ay = 7. Para ciertas condiciones de f, entre las cuales
que, [, |f(x)|2dx < o, existen los coeficientes

ap,a,ap,...,b1,bo,. ...

Precisamente lo que necesitaremos para encontrar dichos coeficientes son las siguientes
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condiciones, llamadas condiciones de ortogonalidad, [30].

Teorema 5.1 (Condiciones de Ortogonalidad). Seann y m enteros no negativos, entonces se

cumple lo siguiente:

1.
L
/ cos(napx)sen(mampx)dx = 0.
-L
2. Sin#m,
L L
/ cos(nwyx) cos(mapx)dx = / sen(napx)sen(mamox)dx = 0.
—L —L
3. Sin#0,
L L
/ cos? (nwox)dx = / sen*(nwox)dx = L.
-L -L

La demostracion se efectua a través de la integracién, lo cual lo podemos efectuar en Ma-

xima.

(% i1)  declare(n, integer);




CAPITULO 5. PROPUESTA DIDACTICA REFERIDA AL AFAI 101

(% i2)  declare(m,integer);

done (% 02)

(% i3) integrate(cos(n* %pi/L*x)*sin(n* %pi/L*x),x,-L,L);

0 (% 03)

(% i4) integrate(cos(n* %pi/L*x)*cos(m* %pi/L*x), X, -L, L);

0 (0/0 04)

(% i5) integrate(sin(n* %pi/L*x)*sin(m* %pi/L*x), X, -L, L);

0 (% 05)
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(% i6) integrate((cos(n*%pi/L*x))"2, X, -L, L);

L (% 06)
(% i7) integrate((sin(n*%pi/L*x))"2, x, -L, L);
L (% o7)

102

Vamos a empezar determinando el coeficiente aq y para ello integraremos la igualdad 5.1

sobre el intervalo [—L,L]. Consideremos que la serie converge para hacer lo siguiente:

L L o L o L
/ f(x)dxz/ —apdx+ Z/ ay cos(nmyx)dx + Z/ busen(nwox)dx.
-L -L2 n=17-L n=1"7-L

Por las condiciones de ortogonalidad tenemos que Unicamente el primer término del lado

derecho de la igualdad es distinto de cero. Por lo que,

de donde

L
/ f(x)dx = Lay,
L

1 (L
GOZZ/_Lf(X)dX-
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Determinemos ahora, los coeficientes a,, para m € N, para lo cual multipliquemos la igual-
dad 5.1 por cos(mmyx) e integremos sobre el intervalo [—L, L] para obtener que

L1

/L £ (x) cos(mayx)dx = / L 54 cos(mayx)dx+ ’; /LL ay cos(nampx) cos(mamyx)dx

—L —

o L
+ Z / bysen(nwyx) cos(mayx)dx.
n=17-L

Del miembro derecho de la igualdad, la primera integral y el segundo sumatorio son cero.
En el caso del primer sumatorio, todos los términos son cero exceptuando el caso en que
m = ny asi obtenemos,

/L f(x)cos(mapx)dx = ap,L
-L

y de ahi

am = %/LLf(x) cos(mayx)dx.

Determinamos los coeficientes b,, para m € N de manera similar, multiplicando 5.1 por

sen(mamypx) e integrando,

L

L 1 o oL
/ f(x)sen(mapx)dx = / ansen(ma)ox)dx—i- Z / ay cos(nwpx)sen(mmyx)dx
—L —L n=1 —L

© L
+ ;/_Lbnsen(na)ox)sen(mwox)dx.

Del lado derecho, el primer término y la primera sumatoria son cero para cualquier m € N

y la segunda sumatoria tiene sus términos iguales a cero exceptuando el caso en que m = n,
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por lo que tenemos,

/LLf(x)sen(ma)Ox)dx = byL

y finalmente

b = %/_LLf(x)sen(ma)ox)dx.

Llegamos asi a la definicion.
Definicion 5.1 (Serie Clasica de Fourier). Sea f una funcion tal que

[ 1f (x)|2dx < . Se define la serie de Fourier de f en [—L,L], asi

1 [e] (o]
Sp(x) = 540 + Z ay cos(nwyx) + Z bpsen(nayx),
n=1 n=1

donde wy = ¥. Y sus coeficientes de Fourier en [—L,L] son:
1 /L
an = —/ f(x)cos(nawyx)dx
LJ-L

paran=0,1,2,...y
1 rL
bn:—/ f(x)sen(nawyx)dx.
LJ-L
paran=1,2,...

Hemos considerado para la definicién de la serie de Fourier, la variable independiente x,
por el contexto de la situacion. Esta también podria ser ¢, que es habitual para designar el

tiempo. En la segunda situacién se hace asi.
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Consideremos un ejemplo para familiarizarnos.
Ejemplo 5.1. Determinemos la serie de Fourier de la funcién f definida en el intervalo [—1,1]
a través de la formula f(x) = —x.

Tenemos que

/11 |f(x)|?dx = /11(—x)2dx =0 < oo.

Por lo que podriamos encontrar su serie de Fourier. Determinemos los coeficientes de

Fourier de f, teniendo en cuenta que @y = % = 1. Tenemos que

ap = /11(—)6) =0,

ay = /11(—x) cos(nmx)dx =0

y
1 2(—1)"
bn:/_l(—x)sen(nnx)dx: (nn) :
Por lo tanto la serie de Fourier de f es
2 & (—1)"
— Z (=1 sen(nmx).
T n

n=1

Veamos si en efecto la serie encontrada converge a la funcion f en [—1,1]. Vedmoslo intui-
tivamente a través de Maxima. Grafiquemos una suma parcial de la serie y a la vez la funcion

f en [—1,1]. Definamos en Maxima la funcién S(c,x) que representara una suma parcial de
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la serie de Fourier de f en [-1,1], donde x es la variable independiente de f y c es el limite

superior del sumatorio.

(% i1)  S(c,x):=(2/%pi)*sum((-1)"n/n*sin(n* %pi*x),n,1,c) ;

S(c,x) := % i (—nl)" sin (nmx) (% o1)
n=1

Grafiquemos la serie de Fourier junto a la funcion f en el intervalo [—1,1]. En las figuras:

5, 6 y 7 se ven ambas para sumas parciales de la Serie de Fourier con 10, 20 y 50 términos.

La instruccion para los 10 términos es la que sigue, para 20 y 50 términos cambiaremos ¢

por el valor correspondiente.

— plot2d([-x,5(10,%)], [x,-1,1])$

En este ejemplo podemos verificar intuitivamente que la serie de Fourier de f, converge
a esta. Nos preguntamos en qué condiciones pasa esto. Dada la utilidad de las series de
Fourier para la resolucion de las ecuaciones diferenciales parciales en el siglo XIX, propicié
indagaciones acerca de la convergencia de las series. El matematico Peter Gustav Lejeune-
Dirichlet encontr6é las condiciones suficientes de f para la convergencia de su serie. Para
enunciar los teoremas de convergencia, vamos a revisar dos definiciones: funcion continua a
pedazos y funcién suave a pedazos, tomando como referncia [30].
Definicion 5.2 (Funcién continua a pedazos). Sea f una funcion definida en el intervalo [a,b]

por f(x). Se dice que f es continua a pedazos si
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1.5

-1.5

Figura 5. Suma parcial de la serie de Fourier con 10 términos de f(x) = —x
en [-1,1].

Figura 6. Suma parcial de la serie de Fourier con 20 términos de f(x) = —x
en [-1,1].

funi

1.5

-1.5

-0.5

0.5

funi

-0.53
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1.5 T T

funi

-1.5 | ; |
-1 -0.5 0 0.5 1

X

Figura 7. Suma parcial de la serie de Fourier con 50 términos de f(x) = —x
en [-1,1].

1. f es continua en [a,b] exepto en un ndmero finito de puntos.
2. lim,_+ f(x) < oo ylim, ;- f(x) < oo.

3. Sixy € (a,b) y f(x) muestra una discontinuidad en x,, entonces lim, L flx) <oy

lm, _, f(x) < oo



CAPITULO 5. PROPUESTA DIDACTICA REFERIDA AL AFAI 109

Un ejemplo de una funcién continua a pedazos es g, definida en [—6,3], por la férmula

x+1 si —6<x<-2

X si —2<x<1

cos(x) si 1<x<3

5 si x=3.

Definicion 5.3 (Funcién suave a pedazos). La funcion f es suave a pedazos en |a,b] si esta

y su derivada en [a,b] son continuas a pedazos.

Un ejemplo de una funcién suave a pedazos (tomado de [30]) es #, definida en [—3,4], por

la férmula

X si —3<x<2

I/x si 2<x<4
\

Esto es asi, puesto que & y i’ son continuas a pedazos,

1 si —3<x<?2

H(x) =

—1/x* si 2<x<4.

\
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Usemos la siguiente notacion para los limites:

lim = f(xo+)
XX

y
lim = f(xo—)
X=Xy

Enunciemos el primer teorema de convergencia

110

Teorema 5.2 (Convergencia de series de Fourier). Sea f una funcion suave a pedazos en

el intervalo [—L,L], entonces la serie de Fourier de f en dicho intervalo para un x € [—L,L]

converge a

1
S ) + )

Es decir, que si en cierto valor en [—L, L] se presenta una discontinuidad finita, la serie de

Fourier converge al promedio de los limites laterales de la funcién. Y en caso de ser continua

en un valor determinado, la serie converge a la evaluacién de la funcién en dicho valor.

Hemos partido que la funcién a la cual se expandira en una serie de Fourier es periddica,

siendo su periodo 2Ly su frecuencia angular, @y = %—’L‘ = T Esto lo consideramos dado que la

serie de Fourier de f, en caso de converger a f.

1

Sp(x) = zao+ Y ancos(nayx) + Y busen(nawyx)
n=1 n=1

2

es periddica, con periodo 2L. ; Como la serie de Fourier converge en los extremos? Revisemos
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dos definiciones, acerca de derivadas laterales, para presentar un teorema de convergencia
en los extremos.
Definicion 5.4 (Derivada derecha). Sea f una funcion definida en al menos ¢ < x < c+r, con

reR*. Si f(c+) < o, se define la derivada derecha de f en ¢ asi

f]le(c) — lim f(C+h) —f(C—l—)

h—0+ h

Definicion 5.5 (Derivada izquierda). Sea f una funcion definida en al menos c —r < x < c,

conr € RT. Si f(c—) < oo, se define la derivada izquierda de f en c asi

26—t LR ()

h—0— h

En caso de que f presente una discontinuidad en xy. La derivada derecha representa
la tangente de la pendiente a la curva dada por f, en la cercania por la derecha de xy y la
derivada izquierda, la tangente de la pendiente a la curva dada por f, en la cercania por la

izquierda de xp.

El segundo teorema de convergencia referido a lo que pasara en los extremos es:
Teorema 5.3 (Teorema de convergencia). Sea f una funcién continua a pedazos en [—L,L].

Se cumple que:

1. Si f posee derivadas derecha e izquierda en x € [—L, L], entonces la serie de Fourier en
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[—L,L] converge a

1
S ) + )

2. Si fr(—L) y f](L) existen entonces la serie de Fourier de f en [—L,L]|, converge tanto

en—-LcomoenlL a

SU-L4) + F(LA)]

Ejemplo 5.2. Consideremos la funcién f, definida en [—3,3] a través de la férmula

2x s8I —3<x< -2

h(x)=9 0 si -2<x<]l

X si 1 <x<3.

Encontremos los coeficientes de Fourier para h en [—3,3] en Maxima

(% i12) declare(n,integer);

done (% 012)
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(

(% i13) a_0:1/3*(integrate(2*x,x,-3,-2)+integrate(x"2,x,1,3));

11
— a_o0
5 (a_0)
(% i14) a_n:1/3*(integrate(2*x*cos(n* %pi*x/3),x,-3,-
2)+integrate(x"2*cos(n* %pi*x/3),x,1,3));
67n sin(%)—i@cos(%) 9(_1)”) (371:2112—54) sin(%)—i—lSﬂ:n cos(%) 54(—1)"
2n? a2 ) n3n3 +

3

(% i15) b_n:1/3*(integrate(2*x*sin(n* %pi*x/3),x,-3,-2)

+integrate(x"2*sin(n* %pi*x/3),x,1,3));

n2n2 T 7n s

2 (_9sin(273”’)67rncos(273”‘) 9(_1)”) B 18nnsin(%)+(54f3ﬂ:2n2)cos(%)

3
(2722n2—54) (—1)"
33

3

113

(@_n)



CAPITULO 5. PROPUESTA DIDACTICA REFERIDA AL AFAI

(% i16) S_h(x,c):=1/2*a_0+sum(a_n*cos(n* %pi*x/3),n,1,c)

+sum(b_n*sin(n* %pi*x/3),n,1,c);

n=1

Sp (x,c¢) :—%ao—FZancos( )+Zb s1n< > (% 016)

Tenemos que ap = 11/9 y los coeficientes a,, b, tienen expresiones simbdlicas mas exten-

sas. Definamos la funcién Sy (x,c) que nos representa la Serie de Fourier de h, con x la variable

independiente y c el limite superior del sumatorio.

(% i17) S_h(x,c):=1/2*a_0+sum(a_n*cos(n* %pi*x/3),n,1,c)

+sum(b_n*sin(n* %pi*x/3),n,1,c);

1

n=1

Sh (x,¢) :—§a0+2ancos< ) Zb sm< > (% 017)

Grafiquemos tanto la funcion h como la serie de Fourier de h, tomando sumas parciales

de 20 términos(Figura 8).

(% i18) wxplot2d([h(x),S_h(x,10)],[x,-3,3]);

Veamos a qué valores converge la serie de Fourier de h en los dos puntos de disconti-

nuidad: —2 y 1. Dado que h presenta un numero finito de discontinuidades que son a la vez

finitas, tenemos que:
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10 T T T

Figura 8. Grafica de la funcidon & con su serie de Fourier(Ejemplo 5.2)

La serie de Fourier de h en [—3,3] converge enx = —2 a
1 1
S h(=2+4) +h(=2-)] = S [0+ (2)(-2)] = -2

yenx=1a

[1+0]:%.

| =

1
SIh(14) +h(1-)] =

Verifiqueméslo en Maxima, evaluando Sy,(x,c) enx = —2 y x = 1, con un nimero de térmi-

nos de los sumatorios de ¢ = 10, ¢ = 100 y ¢ = 1000. Tenemos parax = —2.:
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(% i22) float(S_h(-2,10));
float(S_h(-2,100));

float(S_h(-2,1000));

—2,106853628041945 (% 020)
—2,006608529680503 (% 021)
—2,000613272341714 (% 022)

Y parax=1

(% i25) float(S_h(1,10));

float(S_h(1,100));

0,8222162071585952 (% 023)

0,5335073044450652 (% 024)
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(% i25) float(S_h(1,1000));

0,5033631926660322 (% 025)

Por ditimo tenemos que tanto enx = —3 y x = 3, la serie de Fourier de h en [-3,3] converge

Sh(=34) +hG3-)] = 5649 = 3.

Verifiquemdslo con Maxima, para x = —3

(% i28) float(S_h(-3,100));
float(S_h(-3,1000));

float(S_h(-3,10000));

1,489560795450111 (% 026)

1,49896672849746 (% 027)
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1,499896780264959 (% 028)

yparax=73

(% i31) float(S_h(3,100)); float(S_h(3,1000)); float(S_h(3,10000));

1,489560795450111 (% 029)
1,49896672849746 (% 030)
1,499896780264959 (% 031)

Concluimos este repaso, advirtiendo del fenémeno de Gibbs a partir del ejemplo anterior.
Podemos observar en la figura 8 que existe un leve levantamiento en los extremos, esto es,
en x = —3 y x = 3, donde se presentan las discontinuidades de salto. Esperariamos que estos
levantamientos o picos disminuyan conforme hagamos crecer el niumero de términos de los

sumatorios. Veamos a través de las siguientes dos figuras de la misma serie de Fourier de £,
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con 50 y 100 términos en sus sumatorios, si efectivamente sucede esto.

12 T T T T T T

10 F |I| fun2 —— -

Figura 9. Grafica de la funcion & y su serie de Fourier con 50 términos en las
sumas parciales(Ejemplo 5.2)
Vemos que la serie de Fourier de h converge a la funcién en los sitios con continuidad,
sin embargo, los picos se mantienen e incluso se pronuncian mas en las discontinuidades de
salto. Este comportamiento es conocido como el fendmeno de Gibbs en honor a Josiah Willard

Gibbs quién fue el matematico quien lo explico.

Una de las condiciones para encontrar la serie de Fourier en un intervalo I, es que sea

cuadrado integrable en 7 o de energia finita(Definicién 3.14); es decir, [, |f(¢)|* < < parat € I.
En la siguiente situacién vamos estudiar la Serie de Fourier en forma general, que es posible
gue un espacio euclidiano sea generado por cierta base hilbertiana. Visto asi en forma general,

para llegar a lo particular que vienen a ser las mismas series de Fourier clasicas y otras.
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I I [ I I
funi
10 - ’ : fun2 -
y
i :
o H
5 F .
0 :
3r L
; "
1 | 1 ; | | |
3 2 1 0 1 2 3

Figura 10. Grafica de la funcion h y su serie de Fourier con 100 términos en
las sumas parciales(Ejemplo 5.2)

5.2. Serie generalizada de Fourier

5.2.1. Situacion-problema

De la primera situacion se ha visto que para una funcién f cuadrado integrable en el inter-
valo [~ 7|, esto es f € L?([—nx, x]), existen las sucesiones de funciones (Cy)uen Y (Sp)nen

tal que

a oo o0
f=3°+2ancn+2bns,,
n=1 n=1

donde, parat € [-m,w]yn €N,

Cy(t) = cos(nt)
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Su(t) = sen(nt)

y los llamados coeficientes de Fourier se calculan asi:
1 T
ap = —/ f(t)dt,
TJ-zm

an = %/jrf(t)cos(t)dt,

by = - | sosenoyar.

T

Lo que constituyen las Series clasicas de Fourier, [27]. Ahora supongamos que para una
funcién cuadrado integrable en 1, f € L*(I), existe una sucesién de funciones (f,).en, que

hace el papel de las sucesiones de funciones sinusoidales en la Serie clasica de Fourier, tal

que podamos escribir
Es decirparat €1,

donde

o = [ 10 (5.2)

1. A partir del procedimiento para el célculo de los coeficientes de Fourier de la situacion

anterior, averigua cudl debe ser la naturaleza de la sucesién de funciones (f;).en para
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que el calculo de los coeficientes de Fourier o, sea como el que se establece en 5.2y

prueba dicha expresion.

Para averiguar sobre la naturaleza de la sucesién de funciones

(f1)nen que permita escribir una funcién f € L*(I), asi:
f: Z O‘nfn
n=1

y a la vez encontrar la expresién para los coeficientes de Fourier o,
vamos a proceder de la misma forma que para los coeficientes en la

Serie clasica de Fourier. Partimos que

£(0) = ianfm,

para ¢ € I. Multiplicamos en ambos lados de la igualdad por el ele-

mento m-ésimo de la sucesién evaluado en ¢, f,(¢)

f(t)fm(l) = ianfn(t)fm(t)

Si suponemos que la serie converge, integramos sobre el intervalo 1

/If(l‘)fm(t)dt = ng /Iocnfn(z)fm(t)dt'
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Nuestro propésito es reducir la sumatoria del lado derecho a un tér-
mino como se hizo en las Series clasicas de Fourier, gracias a la
ortogonalidad de las funciones sinusoidales. Por lo que, es conve-

niente que la naturaleza de la sucesion (f,),cn sea tal que

/I Falt) fnlt)dt =

0 si n#m,

\

esto es, la sucesién debera ser ortonormal para facilitar el calculo
de los coeficientes de Fourier.

Asi, el coeficiente n-ésimo de Fourier depende Unicamente de la
funcién fy el elemento n-ésimo de la sucesion (f,).en, que es lo

que muestra la expresion,

o = [ 150

2. Se define el producto escalar entre dos funciones cuadrado integrables f,g € L?(I), asi

(r.9)= [ty

Prueba que el producto escalar entre funciones cuadrado integrables es tal que para
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toda f,g,h € L*(I) y a € R se cumple que:

= (f+gh) = (fh)+(8h)

(f,8)=(8.[)

(af,g) =oa(f,8)

(f,f)=0

(f,f) =0ssi f=0

Queremos acercar las condiciones que tiene un producto escalar,
partiendo del caso especifico de Espacios Funcionales. Por lo que,
definido el producto escalar entre funciones cuadrado integrables y

aplicando las propiedades de la integral de Riemann, probaremos:

= (f+8h)=(f,h)+(gh)

(F+ame) = [1r0)+s@)h)
— [ Fyne)dr + /1 a(th(1)dr

1

= (f,h)(t)+ (g 1))
= (f,8)=(gf)

(Fo0) = [0
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— [

1

= (& ))
» (af,g) = a(f,g)

(@fg) = [are

= (f,f) =0

Como estamos considerando funciones cuadrado integrables de va-

riable real, f : I — R, entonces f2(¢) > 0. Por lo que se tiene

.00 = [roswar




CAPITULO 5. PROPUESTA DIDACTICA REFERIDA AL AFAI 126

= (f,f)=0ssif=0

Probaremos que si (f,f) = 0 entonces f = 0, la cual
quedara demostrata a través de la proposicién contrarecipro-
ca, esto es, si f # 0 entonces (f,f) #0.Si f#0y f:1 - R
entonces para t € I se tiene que f2(¢) > 0 y en consecuencia
[, f2(t)dt > 0, es decir,

[ 2w £o.

I

lo cual demuestra lo que queriamos.

Por ultimo es de demostracion inmediata que si f = 0

entonces (f,f) =0.

3. El producto escalar lo extendemos a elementos de un Espacio Vectorial.

Sea V un espacio vectorial. El producto escalar es la aplicacién

(,): VXV =R,

tal que para todo u,v,w € V y o € R se cumplen las mismas condiciones que en el caso

particular de funciones cuadrado integrables.

s (utv,w) = (u,w)+(v,w)
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= (u,v) = (v,u)
s (au,v) = a(u,v)
» (u,u) >0
» (u,u)=0ssiu=0.

Ahora extendamos las Series de Fourier para poder expandir cualquier elemento, v € V
de un espacio vectorial provisto con producto escalar, en términos de una sucesién de

vectores (u,)ner , asi,

v=Y Qulty,
n=1
donde
an - (V, ul’l)‘ (53)

Averigua cual debe ser la naturaleza de la sucesion de vectores (u,),cn para que el
calculo de los coeficientes de Fourier o, sea como el que se establece en 5.3 y prueba

dicha expresién.

Finalmente, para averiguar la naturaleza de la sucesion (u,),cn va-
mos a determinar el producto escalar entre el vector v y el elemento
m-ésimo de la sucesién, u,,. Gracias a las condiciones que cumple

el producto escalar se tiene:
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(V7”m> - (i‘%“m“m)

= (qu;+ oquy+ o3u3 . .., uy)

= (aquy,up)+ (0Qua,up) + (3uUs, uy) +
e (Ol ) + . .

= oy (uy,upm)+ 0 (uz,um) + o3 (uz, uy) +

e O (U y )+ .

Nuevamente por facilidad para el calculo de los coeficientes de Fou-

rier, conviene que la sucesion (u,),cn sea tal que

(tn t) =

De esa manera tenemos que el coeficiente n-ésimo de Fourier se

calcula efectivamente asi,

o = (v uy).
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5.2.2. Topicos de clase

En la situacion-problema se ha hecho notar, en el caso de las funciones cuadrado inte-
grables como en los vectores en general, la importancia de que el producto escalar de un
conjunto de vectores sea distinto de cero, Unicamente en el caso en que n = m, condicion
que cumplen los conjuntos ortogonales. Este concepto es atribuible a Espacios Euclidianos
y su caracterizacion comprende el estudio de una estructura anterior que es la de espacio

normado, revisémoslas.

Recordemos la definicién 3.9. Un espacio normado es un conjunto con la estructura de
espacio vectorial y donde es posible "medir"sus elementos, a través de una aplicacion que se

define para los elementos de dicho conjunto.
Algunos ejemplos de espacios normados, tomados de [19]:

= R.
El cuerpo de los niumeros reales tiene la estructura de un espacio vectorial, donde pode-
mos medir sus elementos con alguna norma, que podria ser el valor absoluto. Se puede
probar que la norma al ser el valor absoluto cumple con las cuatro condiciones anotadas.

Por lo tanto, R es un espacio normado.
» R3
Los elementos de R? que vienen a ser vectores cumplen las condiciones para ser un

espacio vectorial. La norma inmediata es la que mide cada vector a través de sus com-

ponentes por medio del Teorema de Pitagoras y que en efecto es norma al cumplir las
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cuatro condiciones.

= El espacio de funciones continuas en I C R, C(I). Si sobre este se define la norma para
fec,
‘= ma t
| 1l:= méx| £ (1),

C(I) es un espacio normado.

» El espacio L*(I). El espacio L*(I) es un espacio vectorial sobre el cual podemos definir

una norma para f € L*(I) asi:
I £ 1= [170)Par

En esta situacién estudiada pudimos constatar que la naturaleza de la base que genera
un conjunto determinado debe de cumplir cierta condicién. Dicha condicion se definié por
medio de una aplicacién, llamada producto interno o escalar, propia de un espacio vectorial

denominado euclidiano, lo que se definié en 3.10. Algunos ejemplos de estos espacios son:

= R3. Como se revisé, R? es un espacio vectorial . Se puede definir el producto escalar
acostumbrado para vectores en el espacio; esto es, el producto definido como la suma
del producto de las componentes de dos vectores. Se podria probar que dicho producto

es en efecto producto escalar.

» El espacio L*(I). Asi mismo, hemos revisado que L?(I) es un espacio vectorial, sobre el
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cual podemos definir el producto interno entre f,g € L*(I)

(1.9):= [ r'Wstar (5.4

para cualquier ¢ € I. Dicho producto interno cumple efectivamente con las cinco pro-
piedades requeridas para serlo. En caso de que f,g sean funciones de variable real,

tenemos que f*(t) = f(¢) y el producto interno que da asi:
(1.9):= [ 1) (55

Se podria a través del producto interno de un espacio euclidiano V, definir una norma para
todo f €V, asi

1f == (f50),

tal que, por medio de las cinco condiciones de producto interno se pruebe que se verifican las
cuatro de norma. Lo que equivale a decir que, todo espacio euclidiano es normado. O también
podemos colegir que existen espacios que son normados, pero cuyas normas no provienen de
productos internos. Un ejemplo de ese caso, es el espacio de funciones continuas en I C R,

C(I) que no es euclidiano.

En la primera situacion, verificamos que la base trigonométrica para el espacio L*(I), es
tal que, para expresar una funcion f € R, el calculo del coeficiente n-ésimo de Fourier de

f, depende unicamente de la n-ésima componente de la base trigonométrica y de la funcién
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f- Esta cierta “comodidad”para el céalculo de los coeficientes de Fourier es debido a estar
dotada dicha base de la condicién de ortogonalidad que nos sera de utilidad. La definicién de

Conjuntos Ortogonales y Ortonormales esta dada en 3.15.

La sucesion de funciones (fy,)nen Y (4n)nen €S UN conjunto cuyos elementos al super-
ponerse construyen cada uno de los vectores v del espacio vectorial provisto con producto
interno. Este concepto comprende lo que es una base de Schauder(definido en 3.16) y base

hilbertiana.

Definicion 5.6 (Base Hilbertiana). SiV es un espacio euclidiano. La sucesion B = (uy),eny CV
es una base ortogonal, si B es una base de Schauder deV y B es ortogonal. Si a la vez B es

ortonormal, se dice que B es una base Hilbertiana, [27].

De manera que en la situaciéon-problema, la sucesiéon de vectores (u,),cn deberia ser
una base hilbertiana para “facilitar” el calculo de los coeficientes de Fourier y garantizar que
podamos escribir un vector como una superposicién de elementos de una base. Por lo que,
la ortonormalidad de una base es de importancia. Recordemos un método para construir un
conjunto ortonormal a partir de un conjunto linealmente independiente, que es el proceso de

Gram-Schimidt. Dicho Teorema se establece en 3.6

Vistos estos conceptos, estudiaremos un teorema que aborda las Series de Fourier en
forma general y la manera de calcular los coeficientes de Fourier.
Teorema 5.4 (Serie de Fourier General). SeaV un espacio euclidiano y B = (uy),cn Una base

Hilbertiana de V . Se tiene que parav €V, existe la sucesion de escalares ()N C R tal que



CAPITULO 5. PROPUESTA DIDACTICA REFERIDA AL AFAI 133

v se escribe en una expansion en Serie de Fourier, asi:

n=1
donde para todo n € N el coeficiente n-ésimo de Fourier esta dado por:
oy = (v, up). (5.7)

Y también se cumple la igualdad de Parseval
2 v 2
vl =) o
n=1

La igualdad 5.6 se conoce como ecuacion de sintesis, en tanto que 5.7 como ecuacién de
andlisis.

Vamos a revisar dos demostraciones para este teorema, tomadas de [1] y [27]. En la
primera destacamos a la serie de Fourier como una forma de aproximar una funcion a traves

de un espacio funcional que viene a ser un espacio de Hilbert y la otra es una derivacién mas

abstracta.

Demostracion. Vamos a suponer en particular que V es un espacio euclidiano funcional y B es

una base hilbertiana para V. Supongamos que v € V es aproximado por v,, € V parat € I C R,
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a través de la superposicién ponderada de (u,),en:

2
Vin = Z oGu;.

i=ny

134

Queremos que la distancia entre v y v, ||v — vi||3, sea minima. Si definimos la funcién de

error entre v y v,, como E que depende de los coeficientes o, 04,11, ..., 0,1, Oy, €NtONCES

lo que trataremos de minimizar es E, dada asi:

E (O, Oy 1, -+ Oy 15 Ony) = [[V(1) = v (0)]]3 = /IIV(l) — (1)t

Sustituyamos 5.8 en 5.9

donde el vector & = [0, 0y, 415+ -, Oy 1, Oy | -

(5.9)

(5.10)

Para minimizar la funcion de error es necesario que el gradiente de la funcién de error sea

cero, es decir,

VE(a) =0=0,0,...,0]".

Por lo tanto, para n =ny,...,n, se debe cumplir que,
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Asi, es necesario que

2
0 _
— Z OC,'M,'(Z‘) =0.
aan 1 Py
Teniendo presente que | | — = 2x, el siguiente desarrollo nos permite averiguar la condicién

para que se cumpla lo requerido

d
aoCn 1

— nzz (X,'u,'(l‘)

i=ny

_ / [ Zalul ] o(1)]dt

i=ny

De ahi, tenemos que

/v(t)un(t)dt = /Zoc,u, up(t

Y i=ny

= /OC,M, un

znl

Puesto que para i,n € {ny,...,n»}, uj,u, € B, B base hilbertiana de V; se cumple que

uiu, = &,'y por lo tanto,
= / V(8 )un(1)di
1

Por la definicién de producto interno, para n € {ny,...,n2}, se cumple que

0y = (vyup). (5.11)

1 sii=j

' Lafuncién delta de Kronecker se define asi: &;; = {0 Siid
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Falta por probar que el resultado que hemos obtenido en efecto minimiza la distancia entre
vy v,. Para ello, deberemos constatar que la matriz hessiana es definida positiva, es decir,

que sus valores propios son positivos. La matriz hessiana de la funcién E esta dada asi:

OE O’E E
azo‘nl aanlaan]+1 aOCnlaOan
J’E J2E 92E
HE@) = | %o Power T damda,
J’E J2E PE
00,00,  00,d0, 1 9204,

Retomando,

i=ny

= 2 [vus i+ Y 20, [ty (o)

lnl

85{5;:) = -2 [/I dt—/z oGut; (1) uy (t ]

~ /1 V(£ 1t (1)dt + 205,

Tenemos que para k € {ny,...n},

J°E
00,00

0 si k#n.
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Por lo tanto, la matriz hessiana queda asi:

2 0 0
0 2 0

H(E(a)) =
0 0 2

Como los elementos de la diagonal son todos positivos, se infiere asi, que los coeficientes
o, se determinan por 5.11 y de esa manera se garantiza que la aproximacion de v por v, sea

la mejor.

Otra demostracién consiste en considerar las propiedades del producto interno aplicada a

la base ortonormal B. El siguiente desarrollo demuestra también lo que se quiere.

(vu,) =

Oy, un)

(O‘mumaun)

Il
¢ ng

3
L

am(umvun)

I
(agk

3
L

= an(”na”n)

= .
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Y la igualdad de Parseval quedaria demostrada asi:
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Este ultimo teorema nos establece que si conocemos que un conjunto es euclidiano y po-
see alguna base hilbertina, entonces sus elementos se pueden escribir como una superposi-
cion ponderada infinita como lo revisado anteriormente. Ahora lo que nos interesa es expandir
los elementos del espacio L? de esa manera. Para ello, deberemos conocer Ginicamente que
L? posee bases hilbertinas, ya que conocemos que es un espacio euclidiano. Los dos teore-
mas que los revisamos a continuacion nos encamina en tal propdésito, conociendo la existencia

de bases Hilbertianas para el espacio LZ(I), [27]. Estos dos teoremas son 3.4y 3.5.

Los Ultimos dos teoremas tienen una potencia tal que, nos aseguran que el espacio L? al
ser separable posee bases hilbertianas y en consecuencia podemos buscarlas para poder ex-
presar cualquier funcién de L? como una superposicién infinita ponderada, como lo establece

5.6. A continuacién revisemos una de estas bases hilbertianas para L.
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Series de Fourier clasicas
Revisada la serie de Fourier generalizada, nos interesa escribir una funcién f € L?>(I) como

una superposicion como la ecuacion de sintesis 5.6. Postulemos la siguiente sucesién como

una posible base hilbertiana, (s,),cz tal que

su(t) = e, (5.12)

las cuales estdn armdénicamente relacionadas con el periodo T = %’ Averigiiemos si esta

sucesién es ortogonal, por medio de la definicion de producto interno dada en la igualdad 5.4.

Sean m,l € Z,
t0+T
(sisn(®) = [ si@sul0)ar
T
— /t tl(oot * lma)()tdt
T
— /t —Lla)ot lma)otdt
T
de donde
to+T .
(5:(0),5m(1)) = / Dot gy (5.13)
T
Si | = m entonces
to+71 .
(51(8), 5m(1)) = / FO gy 7. (5.14)
T



CAPITULO 5. PROPUESTA DIDACTICA REFERIDA AL AFAI 140

Con lo que tenemos que la norma
sm(@)[* = (sm(0),5m (1)) = T (5.15)
Si [ # m tenemos

to+7 .
(isn0) = [ S Dvar

T
pilm—D)ayt 10+T
" ),
ellm=laio[gilm=l)&T _ 1]
i (m—1)

Puesto que wyT = 27 tenemos que

Asi queda demostrada que la sucesién (s,),cz es ortogonal. Faltaria demostrar que esta
engendra un espacio de Hilbert; es decir, que resulta una base hilbertiana. Dicha prueba queda
fuera del alcance de la propuesta. Con lo anterior escribimos el teorema siguiente:

Teorema 5.5 (Series de Fourier en forma compleja). La sucesion (s,),cyz, definida por

sp(t) = ema’ot,

representa una base hilbertiana para el espacio L*([ty,to+T)],C). Por lo tanto, para f € L*([to, to+
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T1,C) se tiene que

flt) = i cpe ! (5.16)

n—-—oo

donde T = % y los coeficientes de Fourier c, quedan asi:

1 to+T

Ch = — e MO £ (1)dt. (5.17)
T Ji

Tenemos de la misma forma que en la serie generalizada de Fourier que, 5.16 representa

la ecuacion de sintesis, mientras que 5.17 la ecuacion de analisis.

Revisemos una propiedad para ¢, que nos sera Util para escribir la serie de Fourier de

forma armonica.
Proposicion 5.1 (Simetria conjugada para c¢,). Para los coeficientes de Fourier complejos, c,,

de la funcién f € L*([ty,to + T],R) se cumple la simetria conjugada o hermitica, dada asi:
C_p=c,
Demostracion. Considerando que para z1,22 € Cy a € R se tiene que

azi = (az;)”

(z1+2)' =70+



CAPITULO 5. PROPUESTA DIDACTICA REFERIDA AL AFAI 142

Retomando 5.17 y suponiendo que f € L?([ty,to + T],R) , desarrollamos lo siguiente,

1 to+T ineot
Cp = 7/ "N f(1)dt
0
1 to+T .
= <[l o)
Iy
1 to+T . *
= {7/ e_mw“tf(t)dt}
fo
= C*

ne

Otra manera de representar las series de Fourier es la que se obtiene con el siguiente

desarrollo, teniendo presente que para z € C se cumple z+z* = 2Z%e[z] y los coeficientes

complejos ¢, = |c, e

f(t) — i Cneina)ot

N—=—o0

— CO+ Z Cinefmcoot_i_ Z cnezna)ot
n=1 n=1

= c¢o+ Z cheinwot]* +cneina)ot]

n=1

= co+ Y 2%e[cne™ ™
n=1

= co+ Z 2|cy| cos(napt + 6,)

n=1

= co+ Z Cpcos(nmpt + 6,),

n=1

donde ¢, = 2|c,| posee valores reales. A ¢ se le conoce en ingenieria como la componente
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de CD (Corriente Directa) de la sefal al ser modelizada por f, [1]. Se puede escribir también
la serie de Fourier asi:

f(t)= i cpcos(nawpt + 6,), (5.18)
n=1

que es la representaciéon que permite encontrar las componentes arménicas de f, las cuales

tienen una frecuencia de kay, para k € R; magnitud ¢, y fase 6,,.

Para llegar a la serie de Fourier en la forma en la que llegamos en la primera situacién,

retomemos 5.16, recordemos la identidad de Euler e*® = cos(8) +sin(0) y para f considerada

en el mismo contexto, tenemos que

[}

flt) = co+ i c_p[cos(nwyt) — isen(napt ) + Z cplcos(nayt) + isen(naot )]

n=1 n=1
= co+ Z [cn 4 c—n]cos(napt) +i Z [cn — c_nlsen(nmyt).
n=1 n=1

En virtud de la simetria conjugada para ¢,

[}

flt) = co+ i [cn+ ¢ cos(naot) +i Y [cn — cysen(naxt)

n=1 n=1
= co+ Y, 2%elcy|cos(napt) — Y 2.5 mcy]sen(nayt).
n=1 n=1

Si hacemos que ¢y = %ao, an = 2%elcy| y by = 2.m|c,]; llegamos a la representacion de

la serie de Fourier en forma trigonométrica, lo revisado en la primera situacion’.

1 En la primera situacién hemos considerado a la variable independiente de la serie de Fourier, x, por su con-
texto; mientras que ahora ocupamos ¢t. Podemos ocupar las dos variables, pues podemos tener periodicidad
espacial o temporal.
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f(t)= lao—I— i ay cos(nmpt) — i apsen(nmyt),

2 n=1 n=1

donde los coeficienes de Fourier a, y b, paran=0,1,2... quedan determinados asi:

: 1 rto+T
an = <C|(|)zc(>’:?;0at>)ot])£\(|t2)) T Ty ) costnennidt

y
(sen(noxt), f(¢)) 1 fotT
b, = =— t)sen(nwot)dt.
Ademas,
ay=cp+c,
by =ilcp+c} ).
Anotamos las siguientes propiedades que cumple la serie de Fourier, y presentamos sus

pruebas.

Proposicion 5.2. Propiedades de la Serie de Fourier

Sean las funciones f, fi, f» € L*(|—T,T)), periédicas con periodo T y con coeficientes de

Fourier complejos asociados c,,c1,,c2, paran € Z, respectivamente. Se cumple lo siguiente:
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» [jnealidad:
Sean a;,0p € R. Los coeficientes de Fourier asociados a [ fi + au f>](t) son oycy, +

e,

Demostracion. Supongamos que f = oy f1 + o f2, de manera que sus coeficientes de

Fourier complejos , gracias a 5.17, estan dados asi:

1 to+T

= = e N (o 1 + o fo)(t)dt
T )i

1 rtot+T 1 rto+T

- — e M o £ (£)dt + — e~ "D o £ (1) dt
T )i, T Ji,

1 fotT . L pot?
g [ e i@+ oo [ ¢N £y (1)t
0 0

y de ahi tenemos que

Ccn = 0C1, + 0Cy,

» Simetria par:
Si f(t) = f(—t) parat € [T, T] entonces los coeficientes de Fourier complejos de f,
¢, € R y estan dados por:
2 [z

== /0 F(8) cos(napr)dr.
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Demostracion. Por 5.17 y considerando que 79 = —%,

T

1 rz2
cp = ?/_Te nOt £ () dt

[ 20 . .
/ &N £(1)dt + /0 &N £\t

~

N -

-2
1 T ) T ‘

- 2 / O () + / o I £ (1)t
T |Jo 0

_ T/2 mwot inwotf(t)} dt

y dado que la funcién es par,

¢, = l/ () [ei"“’O’+e*"”a’°’}dt
0

o = % /0 (1) cos(naxt)dt.

» Simetria impar:
Si f(t) = —f(—t) parat € [T, T] entonces los coeficientes de Fourier complejos de f,

¢, € IR y estan dados por:

—2
l/ f(t)sen(nmpt)dt.
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Demostracion. A partir de la prueba anterior, teniamos que
1 g inwot —inwyt
en = 7/0 [N f(—1) 4 ¢~ f(1)] de
y considerando que la funcién es impatr,

1 1% . .
c, = 7/02 f(l‘) [_emwot_kefmwot] dt

o = _721 /O % £ () sen(napt ).

» Desplazamiento temporal:

Sea t € R. Los coeficientes de Fourier complejos asociados a f(t — t) son

e—mworcn

Demostracion. Sea c), los coeficientes complejos de Fourier de f(r — 7) y al hacer el

cambio de variable, u =t — 7, tenemos que

, 1 roo+T
c, = — e "Nt —1)dt
T Jy
1 to—T+T

= = e*i"“)O(”Jrr)f(u)du
T th—7T
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1 to—T+T . .
— ? t e—lna)()ue—lna)()ff(u>du
0—7T

. 1 to—T+T .
— e—lnCO()”L'_ / e—lna)()uf<u>du
T h—7T

= e "M%, .

m /nversion en el tiempo:

Los coeficientes de Fourier complejos asociados a f(—t) sonc_,

Demostracion. Supongamos que la serie de Fourier de f(z) es

f(r) = i cpem !,

N—=—o0

si hacemos que n' = —n , tenemos

f(—l) — Z Cne—in(oot

de manera que los coeficientes de Fourier complejos asociados a f(—t) son c_,,. O
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m Escalamiento en el tiempo:

Sea a € R™. Los coeficientes de Fourier complejos asociados a f(ot) son c,.

Demostracion. Determinemos la serie de Fourier de la funcién f escalada o ent, f(at),

flor) = i c et

fl——o0

_ Z cnein(awo)t_

n—=—oo

Lo que quiere decir que los coeficientes de Fourier de f(¢) y f(ot) son los mismos; ¢,

n € N. Lo que existe es un escalamiento en la frecuencia fundamental, ccay. O

» Multiplicacion:

Los coeficientes de Fourier complejos asociados a [f1 f>](t) son

Z €1;€2,;

J=—o0

Demostracion. Sean las funciones f; y f> periodicas, ambas con periodo T. Encontre-
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mos la serie de Fourier del producto f(¢) f2(2),

fl(t)fZ(t) — <i Cljeijw()l) ( i 02,1einw0t>

J=—0° n=—o°

%) (o]

_ Z Z C1j02,,€iw°(j+n)t

]:—oo n——oo

Si hacemos que p = j+n e intercambiamos los sumatorios,

fl(t)f2<t>: i (i Cle2<pn)>eiw0pt,

p:—oo ]:—oo

J

'

De manera que,

que viene a ser los coeficientes de Fourier complejos del producto entre f(¢) y f2(t) y a

la vez se denomina convolucion discreta entre ¢y, y ¢, [1]. l

m Diferenciacion:

Los coeficientes de Fourier complejos asociados a [% fl1(t) son

inwycy

Demostracién. Partamos de que f € L*(I) y que su desarrollo en serie de Fourier es

f(t): i cneina)ot7

n—=—oo



CAPITULO 5. PROPUESTA DIDACTICA REFERIDA AL AFAI 151

encontremos la Serie de Fourier de [%f] (1),

Nn=—o0

_ i c ieinwot
- n
dt

n—=—oo

d d - inwot
Ef(t) == E(che wo)

[

= Z (inwycy ) e ™!

Nn——o0

De manera que la derivacion de una funcién equivale a multiplicar sus coeficientes ¢,

por inay, [1]. O

» [ntegracion:

Los coeficientes de Fourier complejos asociados a [*_, f(t)dt son

Cn
inay

Demostracion. Debemos considerar que para la funcidén f, el coeficiente ¢y = 0, esto

para garantizar que la integral converja. Tenemos asi,

/totf(r)dr = /tot (n:f:mcnei”“’of) dt

n=-—oo fo
t
0 el}’l(l)()f
= ) o
n—=—oo l(x)()l’l ‘L‘:[O
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[e) [o]

_ Z Cn ioont _ Z Cn i@onto

p e ion p = in

Si g — —oo tenemos:

[}

t C .
dr = n_iwgnt
[ rman= Y e

y de ahi probamos los que queriamos.

152

De la serie de Fourier generalizada estudiamos la igualdad de Parseval. Revisemos para

el caso particular de la serie de Fourier clasica dicha igualdad.

Teorema 5.6 (La igualdad de Parseval para la serie de Fourier clasica). Sea /a funcion

feL*([~T/2,T/2]) periédica con periodo T y que tiene asociados los coeficientes de Fourier

complejos, ¢, paran € 7Z.. Se cumple que,

Demostracion. El siguiente desarrollo la prueba a la igualdad, considerando 5.16, 5.17, la

simetria conjugada y que ¢,c; = |c,|?,

1 ) 1 to+T )
— = —= 1) |“dt
L = 2 [0

1 to+T
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De la igualdad de Parseval desprendemos que para una senal periddica representada por
f; su potencia promedio, representada a la vez por %Hf”z; es equivalente a la suma de las

potencias medias de las componentes frecuenciales o también armoénicos, c,; [1].

La grafica de |c,,]2 Versus nay, para todo n € 7Z, se denomina densidad espectral de poten-

cia o espectro de potencia. Y a las gréficas |c,

, Zcy Versus nay, para todo n € Z; se denominan
espectro de amplitud y de fase, respectivamente, de la sefial correspondiente. Dado que para
funciones de variable real, |c_,| = |c}| = c,, tenemos que es el espectro de amplitud es una

funcion par mientras que el espectro de fase es impar.

En la siguiente situacién veremos que es posible generar el espacio L?(I) con otras bases

a parte de las sinusoidales. Veremos un ejemplo de aquello.
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5.3. Series no-clasicas de Fourier

5.3.1. Situacidon-problema

Para la siguiente situacion tomamos como referencia [27].

Nos interesa aproximar una sefal definida para el tiempo ¢ € [—1, 1] por la féormula,

f)y=eM—e 1,

por medio de polinomios ortogonales. Esto es, requerimos expandir la funcién f € L?([—1,1])

en términos de polinomios que forman parte de una base hilbertiana.

1. Para buscar dicha base, empieza considerando la sucesion de polinomios canénicos
(Xn)nen. € L2([—1,1]), dada asf

X (t) :=1"

y prueba que es linealmente independiente.

Para demostrar que la sucesién B = (x,),en. € L?([—1,1]) es lineal-

mente independiente, tomaremos cualquier A C B,

A = {Xn;, Xny s Xngs - - -, Xy }
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y probemos que es linealmente independiente. Supongamos que

k
Z OijnJ(l‘) =0,
j=1
esto es
k
Y ot =0. (5.19)
j=1

Siendot #0y,n, #n,parap#qyp,q=1,2,3,....k, entonces la

Unica manera para que se cumpla 5.19 es que

OCll‘n1 =0
Otztnz =0
Ot3l‘n3 =0
EOCkl‘nk =0

Por lo tanto tenemos que a; =0, Vj = 1,2,3,... k. De ahi con-
cluimos que A es linealmente independiente. Puesto que A C B =
(xn)nen, fue tomada arbitrariamente entonces podemos colegir que

(xn)nen, €s linealmente independiente.

2. A través de Maxima aplica el proceso de ortonormalizacion de Gramm-Shmidt a la su-

cesion de polinomios canénicos (X, )en, -
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Definamos el producto interno entre dos funciones u y v, la norma

de u y la sucesion (x,)en,:

(% i32) Pint(u,v):= integrate(u*v,t,-1,1);

1
Pint (u,v) ::/ uvdt (% 032)
-1

(% i33) Norm(u):= sqrt(Pint(u,u));

Norm(u) := +/Pint (u,u) (% 033)

(% i34) x(t,n):=t"n;

x(t,n) :=1" (% 034)

Aplicamos el proceso de Gram-Schmidt, rectificando y normalizando

los resultados:




CAPITULO 5. PROPUESTA DIDACTICA REFERIDA AL AFAI 157

(% i35) define(e0(t),x(t,0)/Norm(x(t,0))),fullratsimp;

e0(t) := % (% 035)
(% i36) w1:x(t,1)-Pint(e0(t),x(t,1))*e0(t);
t (w1)
(% i37) define(e1(t),w1/Norm(w1)), fullratsimp;
el(r) := % (% 037)

(% i38) w2:x(t,2)-Pint(e0(t),x(t,2))*e0(t)-Pint(e1(t),x(t,2))*e1(t);

2ol (w2)
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(% i39) define(e2(t),w2/Norm(w2)), fullratsimp;

2
e2(t) = % (% 039)

(% 140) w3:x(t,3)-Pint(e0(t),x(t,3))*e0(t)-Pint(e1(t),x(t,3))*e1(t)

Pint(e2(t),x(t,3))*e2(t);

- — (W3)

(% i41) define(e3(t),w3/Norm(w3)), fullratsimp;

5V -3V

e3(r): Wi

(0/0 041)

(% 142)  wa:x(t,4)-Pint(e0(t),x(t,4))*e0(t)-Pint(e1(t),x(t,4))*e1 (1)

Pint(e2(t),x(t,4))*e2(1)-Pint(e3(t),x(t,4))*e3(t),expand;
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(% i43) define(e4(t),w4/Norm(w4)), fullratsimp;

~105t*—90r2 +9

ed(t) : 5v/3

(% 043)

(% i44) w5:x(t,5)-Pint(e0(t),x(t,5))*e0(t)-Pint(e1(t),x(t,5))*e1(t)
-Pint(e2(t),x(t,5))*e2(t)-Pint(e3(t),x(t,5))*e3(t) -

Pint(e4(t),x(t,5))*e4(t),expand;

1073 5t
5 —_—— —
9 + o1 (w5)
(% i45) define(e5(t),w5/Norm(w5)), fullratsimp;
631115 — 701183 +15V/11¢
e5(1) = i (% 045)

8v/2

3. A través de Maxima verifica que los elementos encontrados con el proceso de Gramm-

Shmidt son en efecto ortogonales.

De las seis funciones, ¢, paran=0,1,...,5, vamos a tomar cinco
de los treinta pares que se pueden formar entre estas, para verificar

que son ortogonales.
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(% i46) Pint(e1(t),e2(t));

0 (% 046)
(% i51) Pint(e0(t),e1(t));
Pint(e0(t),e4(t));
Pint(e2(t),e5(t));
Pint(e3(t),e4(t));
Pint(e4(t),e5(t));

0 (% 047)

0 (% 048)

0 (% 049)

160
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0 (% 050)

0 (% 051)

Y ademas verificamos que las normas son uno. De manera que ve-

rificamos que e, paran=0,1,...,5; forman un conjunto ortonormal.

(% i52) Norm(eO(t));

1 (% 052)

(% i53) Norm(e5(t));

1 (% 053)

4. Através de Maxima verifica que el elemento n-ésimo del conjunto resultante del proceso
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de Gramm-Shmidt coincide con los que predice la férmula

(5.20)

m+1712 1 a oy
St gl = 1]

en(t) = [ 3

Definimos la funcidon que representara al polinomio n-ésimo que de-

pende de ¢ y generaremos los seis primeros

(% i54) e(t,n):=expand(((2*n+1)/2)"(1/2)*1/(2 n*factorial(n))*diff((t"2-

1)"n,t,n));

(M)%l 4" "
e(t,n) := expand 22”—11' (ﬁ (tz — 1) ) (% 054)

(% i2) fori:0 thru 5 step 1 do display(e(t,i));

1
e(t,0) = 7
e
e(t,1) = 7
352 5
e N Y
e(r3) = 5V78° 3Vt
T 2v2 22
e(r.4) — 1051 45¢2 971

SV2  av2
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63112 35112 1511t

e(t,5) = 8\/5_4\/§+8\/§

5. En Maxima grafica los cuatro primeros polinomios.

|
1fsqri(2) ——
sl : (sqri(3)*t)/sqri(2) ——
' (3*sart(5)*t2)/2(3/2)-sqrt(5)/2(3/2)
(5*sqrt(7)*t3)123/2)-(3*sqrt(7)>t)/2(3/2) — 7
1+ ! ] -
- ot . O -"'-
0.5 | / N 5 . f -
;__z \ ---._____..-f
' a g
; e /
e : \
05F / o N / .
--_._____.--' \\-\.‘_m I’y
1 - I.'III-_____.-"----; T =]
¥
1.5 H s
5 ! i !
-1 -0.5 0 0.5 1
t

Figura 11. Gréfica de los cuatro primeros polinomios e, (¢)

6. Gracias a los dos literales anteriores podemos escribir que la sucesion (e, )qcn, €S orto-
normal. Ahora nos interesa verificar si es posible expandir la funcién f en términos de

dicha sucesion, Lo que quiere decir que sea posible escribir

£(1) = ilanena),



CAPITULO 5. PROPUESTA DIDACTICA REFERIDA AL AFAI 164

donde la sucesién de coeficientes (o, ),cn, sea determinada por:

w= [ f0)ents) (5.21)

Encuentra por medio de Maxima los diez primeros coeficientes de la serie a través de

5.21 y con ello la suma parcial que aproxima a f.

A través de 5.21 y 5.20, encontraremos los primeros diez coeficien-
tes. Anticipamos que los coeficientes a,, si n es impar son ceros,
dado que f es par y del literal anterior hemos constatado que los
polinomios e,(t) son pares e impares, dependiendo de que n sea

par e impar, respectivamente.

(% i3) fori:0thru 10 step 1 do

define(a[i](t),romberg(e(t,i)*(%e"(-abs(t))-1/%e), t, -1, 1));

done (% 03)

(% i4)  fori:0 thru 10 step 1 do display(a[i](t));




CAPITULO 5. PROPUESTA DIDACTICA REFERIDA AL AFAI

ap(t) = 0,37369337232733

a1<t) = 0,0
ar(1) = —0,23766441873618
as (l‘) = 0,0

as(t) = 0,080901423534747

as (l‘) = 0,0
ag(t) = —0,038587937375138
ay (l‘) = 0,0

ag(t) = 0,022406152026311
ag(l‘) = 0,0

app(t) = —0,01461847596916

Con estos coeficientes calculados, vamos a formar la suma

10
S(t) = ;)ocnen(t).

165
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(% i5)  S(t):=sum(a[n](t)*e(t,n),n,0,10);

10
S(t):=) an(t)e(t,n) (% 05)
n=0

7. Grafica la suma parcial encontrada en el literal anterior junto a la funcion f en el intervalo

~1,1].

(%i6)  plot2d([S(t), %e"(-abs(t))-1/%el[t,-1,1]);

0.7 T T T

funl

’“* %e abs(t)-%e’1

Figura 12. Grafica de la suma parcial de la serie Sy la funcion f
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5.3.2. Toépicos de clase

A continuacion veremos el tema que suscita la situacién, que es sobre los polinomios de
Legendre; a manera de ejemplo de lo que son las series no clasicas de Fourier. En el curso
donde se pondra en accion la propuesta si se hara constar las demas series no clasicas.

Tomamos como referencia [27] y [30].

En la presente situacion hemos encontrado a partir de la ortonormalizacion de los polino-
mios canénicos, la sucesion (e,),cn, que nos resultd Gtil para aproximar la funcién f a través
de la superposicion de algunos elementos de dicha sucesién. Ahora queremos estudiar con

mas rigor algunos conceptos que los hemos verificado por medio de Maxima.

La sucesién de polinomios (ey),cn, proviene de normalizar otros, denominados los poli-
nomios de Legendre. Existen distintas maneras de obtener los ultimos y esas distintas formas
nos permitiran probar finalmente que una funcién f € L?>([—1,1]) se puede escribir como una

superposicién ponderada de dichos polinomios.

Una de las maneras de llegar a los polinomios de Legendre es a través de la solucién de
la ecuacion diferencial

(1—12)y" =2ty + Ay =0, (5.22)

la cual la resolveremos por serie de potencias.
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Como cero es un punto ordinario de 5.22 podemos suponer que la serie

Z ant”"
n=0
la resuelve. Si es asi entonces retomando 5.22 tenemos:

(1 —tz) Z n(n— l)ant”’2 —2t Z napt" '+ 24 Z at" = 0
n=2 n=1 n=0

Y n(n— Dant"2 — Y n(n—1a," =Y 2na,"+ ) Aa" = 0
n=2 n=2 n=1 n=0

o>}

Z (n+1)(n+2)apt" — Z n(n—1)a,t" — Z 2naut" + Z Aa,t" = 0
n=0 n=2 n=1 n=0

2ay + 6aszt — 2a1t + Aag + Aagt

—|—i[(n+1)(n+2)an+2—(n2+n—)~)an]fn = 0.
n=2

Para que la expresion polinomial sea cero, exige que cada uno de los coeficientes de ¢ lo sean.

Por lo que,

2ap+Aayg = 0
6az —2a;+Aa; = 0

(n+1)(n+2)apss — [n(n+1)—Ala, = 0.
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Y de ahi podemos encontrar los coeficientes

A
a = —an
2—A
ay = 31 al.

De estas igualdades y de la relacién de recurrencia

_n(n+1)—24
M2 i Dnr2)
obtenemos:

6L 6-A A A6-1)
“T T ew 2T

O 12—A 12-A2-4, (2-A)(12-A)
=S = WEET@E 3 T

20— —A(6—A)(20— 1)
“TEeYT T e

C30-4 (2=A)(12—2)(30—4)
T emt 7

169

(5.23)

Por lo que la solucién a la ecuacion de Legendre en serie de potencias quedaria asi:

y(t) = Zant"
n=0
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yt) = ao~l—alt—&aot2+2_A 3 A6—A) 4 (2-A)(12-4) s

3 3] apt 4—!a0t + 5] apt
_/1(6—12520—/1)a0t6+ (2_”(12;’1)60_“@;7_...
) = ao[l_%tz_1(6471)#_x(6—zg!(zo—x)t6_m]
+a1[t+z;/1t3+(2—1)5<!12—/1)t5+(z—x)(lz;!x)@o—z)ﬂ
4]

Podemos escribir la solucién en términos de una solucién par y,(¢) y una impar y;(z), y(t) =

aoyp(t) +a1y,-(t), donde

yp(t) = 1_%2_1(6471)#_1(6—72520_1)t6
2-2 3+(2—7L)(12—7L)t5+ (2—7L)(12—/1)(30—7L)t7+

T 51 7

yi(t) = t+

Para tener una solucion polinomial, considerando la relacion de recurrencia 5.23 haremos
que A tenga la forma n(n+1) paran =0,1,2,.... De manera que los coeficientes de uno de

los polinomios y,(t) 6 y;(t) sean cero a partir de cierto valor de n. Asi tenemos:

Paraa; =0yn=0=A1=0

y(t) = ao.
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Paraag=0yn=1=A1=2

y(t) = ayt.

Paraa; =0yn=2=A41=6

y(t)=ag [l - 3t2} :

Paraay=0yn=3=1=12

Paraa; =0yn=4=1=20
35
y(t) =ag {1 - 10t2+?t4}.

Paraap=0yn=5=1=30

14 21
y(t)=a [r — =4 —tsl :

3 5
Si tomamos ag y a; de manera que estas distintas soluciones de 5.22, sean tales que
y(1) =1, iremos obteniendo algunos de los denominados polinomios de Legendre, P,(¢). De

manera que los cinco primeros polinomios de Legendre son los siguientes y en la figura 13 se
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los grafica.

P(t) = %[3;2 —1]
P(t) = %[5t2 — 3]
Py(t) = %[35# — 3012 + 3]

1
Ps(t) = 5[639 —706% 4-151].

0.5 -

05 |

-1 II 1 I 1
-1 -0.5 ] 0.5 1
T

Figura 13. Gréfica de los primeros cinco polinomios de Legendre

En la presente situacion hemos encontrado a través del proceso de Gram-Shmidt la suce-

sién ortonormal, (e,),cn,. Veamos que esta sucesion se obtiene normalizando los polinomios
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de Legendre. Verifiguemos con algunos de estos en Maxima.

Definamos los seis primeros polinomios de Legendre:

(% i12)  P[O](t):=1; P[1](t):=t; P[2](t):=1/2*(3*t"2-1);

P[3](t):=1/2*(5"1"3-3"1);
P[4](t):=1/8*(35*t"4-30*"2+3);

P[5](t):=1/8*(63*t"5-70*t"3+15™);

Y normalicémoslos:

R(t) = 1

Pi(t) = t

P(t) = %(3#—1)

P(t) = 5 (56°31)

Py(t) = %(35t4—30t2+3)
Ps(t) = %(63t5—70t3+15t>

173
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(% i13) fori:0 thru 5 step 1 do define(e[i](t),P[i](t)/Norm(P[i](t)));

done (% 013)

(% i14) fori:0 thru 5 step 1 do display(e[i](t));

eolt) = \%
el(t) = %
V5 (312-1)
@l = " n
V7 (56 —31)
ol =

3 (35:*—3012 43
ealt) = ( )

8v2
0 V11 (631 =701 + 151)
(4 =
. 812

En efecto estos polinomios coinciden con los encontrados en la presente situacion, lo que
haria pensar que los polinomios de Legendre son ortonormales.

Teorema 5.7 (Los polinomios de Legendre son ortonormales). La sucesion de polinomios de
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Legendre (P,(t))nen, forma un conjunto ortogonal.

Demostracion. La siguiente demostracién se encuentra en [30].

Probaremos que dados dos polinomios distintos P,(¢) y P, (), cualesquiera; estos son ortogo-
nales.

Puesto que P,(7) y P,,(t) son soluciones de la ecuacion de Legendre, 5.22, se cumple para el
caso de P,(t) que

(1—12)P/(t) = 2P.(t) +n(n+1)Py(1) =0

la cual se puede escribir también,

[(1=2)Pi(1)) +n(n+1)P,(t) = 0. (5.24)

Lo propio para P, (t)

[(1=12)PL(1)] +m(m+1)P,(r) = 0. (5.25)

Multipliquemos 5.24 por P,,(t) y 5.25 por P,(t), para obtener

(1= 1) By (1)) Pua(t) +1(n+ 1) P () Pon(1) = 0

I
e

[(1=22) Py, (1)) Pu(e) + m(m+ 1) Py (1) Pa (1)
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Restando una de la otra, tenemos que
[(1=2)By ()] Pu(t) = [(1 =) By (0)]) Pa(t) + [n(n+ 1) = m(m + 1) Py (1) P (t) = O
y si integramos sobre [—1, 1],

/_ 1] n(n+1) = m(m+ D)Pa(0)Pu(t)dt = /_ 11 (1= 2P, ()] Pa(t)dit

- /_11 [(1 =) Py(0)] Pu(r)d.

Como n # m, para que P,(t) y P,(t) sean ortogonales se exige que la parte derecha de la

Ultima igualdad sea cero. Veamos si en efecto es asi,

1

[ 10 -Pr o [ [0 2B R0

-1
2\ p/ 1 ! 2\ p/ /
= (-0 - [ (1-PR R
S0-ABOEO] [ (PR

= 0.

Ahora que conocemos que la sucesiéon de polinomios de Legendre, (P,),en, €S ortogo-

nal, podemos escribir la sefial f como una superposicion ponderada de dichos polinomios y
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podemos derivar los siguiente:

f = 2:(%[%
n=0
f(t) = ;)Cnpn(t)
FOPAr) = icnpnmpm(t)
1 1 s
/ SOP)dn = / 1 L;)cnPn(t)Pm(t)] dr,

1 1
/ FOPadt = Y /_ P (P01

-1 n=0

1
/_ SO0 = o / P2(1)dt.

Y de ahi tenemos que el coeficiente ¢, se determina asi,

J4 F(O)P(n)dr
INTHO

Cp =

Por lo que, para expandir una funcién f € L?([—1, 1]) en términos de una serie de Fourier-
Legendre; deberemos conocer, para determinar la forma de ponderar la serie, la norma de los

polinomios de Legendre y para ello veremos una manera alternativa de generar los polinomios
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junto a un teorema.

FUNCION DE GENERACION DE LOS POLINOMIOS DE LEGENDRE

Consideremos la funcién en dos variables L,

1

L(t,7) = ——.
(#:2) V1=2t7+72

Si expandimos en su serie de Taylor alrededor de z = 0, encontraremos que el coeficiente de
7" es P,(t). Vedmoslo como un teorema.
Teorema 5.8 (Funcién de generacion de los polinomios de Legendre).

1 %)

L(t,2) = =
( V1—=2tz7+72 Z’o

Py(t)Z". (5.26)

En [30] se encuentra una demostracién que pasa por desarrollar el polinomio de Taylor de

L. Encontremos en Maxima el desarrollo de Taylor de L alrededor de z =0.

(%i1)

taylor(1/sqrt(1-2*t*z+z~2),z,0,10);

(B2—1)z2 (58-31)2 (35t*—3012+3) *
+ +
2 2 8
(63657083 +15¢1) 22 (2311°—315¢* + 10512 - 5) 2°
+
8 16
(42917 — 6931° +3151% —351) 7’
+ T +

L(t,z) = l+4tz+
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El CAS Maxima nos permite con estos 10 términos, verificar que los coeficientes de 7' en

efecto coinciden con P,(r).

La funcién 5.26 nos permite probar que P,(1) =1y P,(—1) = (—1)", que es lo que antici-

pamos en la grafica 13. El siguiente razonamiento lo corrobora,

1 oo
= Y R
V1217422 r;) !

1 oo
- = Pn(l)zn
V1—2z+72 ,;)

1 oo
— = ZPR(I)z”.
1—z n=0

La parte izquierda de la ultima igualdad es la suma de una serie geométrica con razon z,
asi
1
Ttz o= —.
-z

Por lo que, P,(1) = 1. También se cumple lo siguiente:

1 [o o]
Y = YR
VI+27+22 =

1 oo
= Y P(-D
1+2 ,EO n(=1)z
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Lo propio

4_ 5. 1

P4t = .
l+z

1—z4+2

Por lo que se colige que P,(—1) = (—1)".
Teorema 5.9 (Relacion de Recurrencia de los Polinomios de Legendre). Sean € N se cumple
que

(n+1)Pyr1(t) — 2n+ 1)tP,(t) + nP,—1 () = 0. (5.27)

Demostracion. Vamos a partir de la funcién de generacion de los polinomios de Legendre,

5.26 y la derivaremos respecto a z,

oL t—z
dz (1—2z+72)32
JdL t—z
1-27+4+7%)— =
( Z+7Z )az (1_2IZ+Z2)1/2
Como L(x,t) =Y., P,(t)Z" tenemos que
0 = (1-2tz+7%) Z (r—2) ) Pu(r)2"

Z 2tnP,(1)7" + i nPy (1) — i tP,(1)z
n=1 n=0

n+1

Lo
i

0 = i (n4+1)P41(1)7" — i 2tnP,(1)7" + i (n—1)P,—1(t)7" — i tP,(t)7"
n=0 n=1 n=2 n=0
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0 = Pi(t)+2P(t)z—2tP(t)z—tPy(t) —tPy(t)z+ Po(t)z

[

+ Y [(n+1)Pogr (1) = 2Py (1) + (n— 1) Py 1 (£) — 1Py (1) + Py (1)]1".
n=2

De ahi, desprendemos lo que nos interesa y esto es que el coeficiente de " en el sumatorio

debe ser necesariamente cero, es decir,

(n+1)Pyy1(t) —2tnPy(t) + (n—1)Py—1(t) —tP,(t) + Pi—1(2)

o lo que es lo mismo

(n+1)Pusy (£) — 20+ D)tPy(t) +nPy_y (1) = 0,

que es lo que queriamos. O

A partir de este teorema derivamos un corolario.
Corolario 5.1. El coeficiente de t" en el polinomio de Legendre P,(t) es

1-2-3---(2n—1)

A, =
n!

Demostracién. El maximo grado de 5.27 es t"*! y su coeficiente es (n+ 1)A,,1 — (2n+1)A,,
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el cual debe ser cero, asi tenemos

(n+1DAps1— 2n+ 1A, = 0

2n+1
An+1 - n+1 n

Si sustituimos hacia atras la ultima igualdad, tenemos

L 212Dl 204120

TR =D+ T !

A 2n+12n—12(n—2)+1 _2n+12n—12n-3

nl n+l n (n-2)+1 "ETFl n on—1 "7
2n+12n—12n-3 3

A — L ZA

m n+l n n-—1 270

Y como Ag = 1, tenemos que

2n+12n—12n—-3 3

n+1 n n—1 2

An+1 =

o lo que es lo mismo para A,,

Ahora estamos en capacidad de probar que una sefal f € L>([-1,1]) se puede expandir
en términos de los polinomios de Legendre y determinar los coeficientes que ponderan la serie.

Teorema 5.10 (Serie de Fourier Legendre). La sucesién de polinomios de Legendre, (P,)eN.
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es una base Hilbertiana del espacio L*([—1,1)), es decir, cualquier funcién f € L*([—1,1]),

para valores det € [—1,1] donde exista continuidad, se puede escribir asf,

f(t) = Z CnPn(t)a (528)
n=0

donde los coeficientes de Fourier-Legendre se determinan asi:

L @) P(r)dr _2n+1 /1 Fl)Pa(1)dt (5.29)

b LB 2 o
Demostracién. La demostracién de que, (P,),cn, forma una base Hilbertiana para L*([—1,1])
la hallamos en [27] y se basa en que cualquier funcién de L*([—1,1]) se puede aproximar lo
que se quiera con una funcién continua de C([—1,1]) y a la vez esta Ultima se puede escribir

en términos de los polinomios de Legendre.

Una vez que se tiene demostrado que los polinomios de Legendre forman una base Hil-

bertiana para L*([—1, 1]) se puede escribir 5.28 en forma general.

P
1212
Por lo que, faltaria determinar || B,||>.
Definamos q(t) asi, [30].
Ap
q(t) =P,(t) — tP,—1(1)



CAPITULO 5. PROPUESTA DIDACTICA REFERIDA AL AFAI 184

Se colige que ¢(7) tiene a lo sumo la potencia "~1. De la Gltima igualdad se obtiene

Desarrollamos la norma de P, asi,

/ ' P(ar - /_ 11 Py(1)Pu(1)dt

-1

Puesto que ¢(¢) tiene grado a lo sumo de n — 1, se puede escribir como una combina-
cion lineal de polinomios de Legendre de grado menores o iguales a n— 1y, en virtud de la
ortogonalidad de los polinomios de Legendre, se desprende que fian(t)q(t)dt = 0. Por lo

tanto,

1 A 1
/ P2(1)dt = 2 / (P, (1)Poy (1)dt.
~1 Ap—1J-1

Por otro lado, retomando la relacion de recurrencia 5.27, tenemos que

(14 )P (1) + 1Py (1)
2n+1

tP,(t) =
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y multiplicando por P, (¢),

n+1 no o,
PP, 1(t) = ——P, ()P 1 () + ———P% | (1).
(AP 1 (1) = 3 Pat (0P 1 (1) + 5 P 1)
Volvemos a la norma de F,,
1 A FTn+1 n
PX(t)dt = "/ — P, (P, (t P> (t)| dt
[ Oa = e [0+ 5 P
An n 1 2
= Py (t)dt
An_12n+1/_1 w1(t)
_ 3-5---(2n—1) (n—1) n / P2 (1)t
nl 135 (2n—3)2n+1/)
2n—1 [ ,
= Py ((t)dt.
2n+1 1 n—l()

Con la misma expresién remplazamos hacia atras y tenemos,

1 2n—12(n—1)—1 !
PX(t)dt = P2, (¢)dt
2n—12n-3 (1 ,
= P t)dt
2n+12n—1.J_, n-2(1)
2n—12n—-32(n—-2)—1 !
= L7 (n=2) P2 5(t)dt
2n+12n—12(n—=2)+1.J-
2n—12n—-32n-5 (! ,
— P 1)dt
m+12n—12n—-3 /4 =1

2n—12n—-32n-5 31 [t ,

= ez Py (t)dt
m+12n—12n—-3 53/).4 0(t)
1 1 5
= Py (t)dt
2n~|—1/_1 O()
1 1
= 1(¢)dt
2n+1/1 (1)
2

2n+1"

185
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Puesto que ||f|l» = 1/ /", P2(t)dt, tenemos que la expresion para determinar los coeficientes

de Fourier-Legendre,

1
ffpzdt /2+1/f

Podriamos escribir la serie de Fourier-Legendre en términos de la base ortonormal (e, ),en,

que encontramos por el proceso de Gram-Schimidt. Conociendo que

2n+1
en(t) = ) Bu(2),

tendriamos que la serie de Fourier-Legendre se escribe asi,

= i cpen(t)
n=0

donde los coeficientes de Fourier-Legendre, para n € N, son:

en— / 11 F()en(t)dt

que es lo que obtuvimos de forma experimental en la presente situacion.
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5.4. Transformada de Fourier

5.4.1. Situacion-problema

La siguiente situacién toma como referencia principal a [31].
La férmula de sintesis de la serie de Fourier clasica, por tener involucradas funciones sinusoi-
dales, nos permite aproximar sefales periédicas. A la vez la férmula de sintesis nos permite

hacer un andlisis espectral de una sefal periddica.

En esta situacion, nos interesa encontrar la serie de Fourier de una sefal que no cumple
con la condicién de periodicidad. Analicemos la posibilidad de encontrar la serie de Fourier de

la senal rectangular, definida por la formula,

1 si Jt]<3

() = (5.30)

0 si |f>0

\

1. Grafica en Maxima la sefal rectangular.

(% i115) Pi(t):= if abs(t)<1/2 then 1 else 0;
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1
II(r) :=if |t] < Ethen lelse 0

(% i16) plot2d(Pi(t),[t,-3,3],[y,-1,1.5]);

15 T . T T

if abs(t) < 1/2 then 1 else 0

0.5 [ -

Figura 14. Grafica del pulso rctangular IT.
2. Dado que la sefial rectangular I'(¢) no es peridédica. Hagamos que este pulso rectangular
se repita cada 2 unidades de tiempo, t =2j para j € Z, para asi tener un "tren de pulsos”,
modelizados por

TzH(Z‘) = i H(l+2j).

J=—o°

T>I1(z) tiene periodo 2 y en la grafica se observan cinco de estos pulsos.
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1.2 T T T T T

0.6 .

0.4 i .

-0.2 ; .

| | i | |
-4 -2 0 2 4
t

Figura 15. Gréfica del tren de pulsos T = 2.

Encuentra la serie de Fourier en forma compleja de este "tren de pulsos".

La serie de Fourier en forma compleja del tren de pulsos esta dada

por

oo
Z cnezwont7

n—=-—oo
donde wy es la frecuencia angular de T>I1(¢) y en este caso dado

que su periodo es 2,

Asi tenemos que c, es:

189
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1 2/2 int
chn = = TI1(t)e dt

1 1

= — | DI(t)e ™dt
2/
1 r1/2

= = I1(¢)e™ "™ dt
5/ ,,m0

— 1 1/2 e*lﬂnl‘dt
2J

B ie= 2 ed

- 2@n 2wn

Por lo que, tenemos que la serie de Fourier de T>I1(¢) queda asi:

5 sen(mn/2) e

n

N=—o0
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3. Para cada n € Z se obtienen valores reales para los coeficientes c,, debido al hecho de

que el tren de pulsos se modeliza por una funcion par. Esto facilita graficar el espectro

de TQH(I).

Grafica en Maxima la amplitud de los arménicos que hacen parte del tren de pulsos, esto

es, ¢, VS n.
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(% i18) c[0]:1;

1 (% 018)

(% i21) define(c[n], (1/(%pi*n))*sin(%pi*n/2));

sin (&2
Cp = (%) (% 021)
n

En la Figura 16 podemos ver las componentes espectrales del tren de pulsos.

0.5 T T T

0.4 | : -

c[n]
i
&

0.1 F 5 i

0.1 - ) : ] -]

0.2 1 i 1
-10 S a 5 10

Figura 16. Grafica de las componentes espectrales del tren de pulsos para un
periodo T =2
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4. Si consideramos ahora un tren de pulsos con periodo 7', modelizado por

TrI(r) Z (t+jT),

‘]7—00

para j € Z. Encuentra los coeficientes de Fourier, ¢,, para dicha senal y grafica en méaxi-

ma su espectro para cuando la sefal tiene periodos de 3, 4 y 6.

Tenemos que los coeficientes de Fourier para el tren de pulsos de

periodo T, con |T| > 3 y para n € Z son:

T/2
cp, = // *lz%mdt
/2
1/2 l nt
= — 7T dt
w0 .

— _/ —ilm‘dl
1/2

B lllTe 7 iTean]

T

27n 27n

De ahi, que los coeficientes ¢, son:

En la Figura 17 vemos las graficas del espectroparaT =3, T =4y

T =6.




CAPITULO 5. PROPUESTA DIDACTICA REFERIDA AL AFAI 193

(% i23) T:3; c[0]:1/T;

(% 023)

W | =

(% i24) define(c[n], (1/(%pi*n))*sin(%pi*n/T));

(T
Cp 1= Smyg; ) (% 024)

(% i26) plot2d([discrete, create_list([-10+1/T*n,c[-10+1/T*n]],

n,0,20*T)], [style, points],[xlabel,"n"],[ylabel,¢c[n] "]);

5. En los literales anteriores hemos encontrado que los coeficientes de Fourier para el tren

de pulsos de periodo T estan dados por:
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0.25

0.35 . - T ' '
0.3 sl g n2f : |

o i e
0.25 - B

L4 L 0.15 R
0.2 . . E

01 B

c[n]

0.2 T

Figura 17. Gréficas de las componentes espectrales de la serie de Fourier del
pulso rectangular para T =3,4,6

Por lo que, la serie de Fourier se escribe asi,

o 1 n n
Z —sen (—) e2miTt
n T

Nn=—o0

De ahi podemos observar que los distintos arménicos que hacen parte del tren de pulsos
tienen frecuencias de 7, para n € Z. Entonces, la separacion de armonico a armonico es

%. Es decir, a medida que crece el valor de T esta separacién se acorta, como se pudo

constatar en las graficas del literal anterior.
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Ademas, se pudo constatar que para valores mayores de periodo del tren de pulsos,
la amplitud de ¢,, disminuye.
Analiza qué sucede con la amplitud de ¢, y la separacién entre arménicos en el limite, si

T — oo,

Como se conoce que la separacion entre armonicos es 7, es claro
que si T — oo, dicha separacion es cero. Es decir, el espectro del

tren de pulsos cuando T — « pasaria de ser discreto a ser continuo.

Por otro lado la amplitud de ¢,

cuando 7 — oo,

1
C"_>T_>O’

puesto que sen(0) ~ 0 en tal situacion. Por lo tanto, tenemos que la

amplitud seria cero si T — oo.

6. Intuitivamente afirmamos que para una sefal en LZ(I), cualquiera, que posea serie de
Fourier, esta tiene una relacion uno a uno con los coeficientes de Fourier. Por otro lado,
como vemos que los coeficientes ¢, nos otorgan informacion espectral de la senal, es
decir informacion para estudiar a la sefial en otro dominio. Podemos asi, interpretar a los

coeficientes ¢, como una transformacion de la sefial. Para el caso particular de la senal
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rectangular I1(z), escribamos ¢, como una transformacién de la sefal(Transfor), [31].

Transfor[TTH(t)](;) = %sen (%) .

Del literal anterior hemos visto que si T — < entonces ¢, — 0, de manera que pa-
ra compensar, multiplicamos a los coeficientes ¢, por T y tenemos la transformacién

escalada(T'rans for_escalada), [31].

n 1 n
T Tr(0)](=) =T — (—)
ransfor_escalada|Tr (t)](T) —sen |,
que la podemos escribir asi:
n sen (%)

n

Transfor_escalada|TrI1(1)] (7) =
T

Si T — o, el tren de pulsos deviene en un sélo pulso rectangular, I1(z); y, la separacion
entre armonicos, # para n € Z, deviene en una variable continua, s (# — s). De manera

que la transformada escalada del pulso rectangular es:
sen(Ts)

Transfor_escalada[l1(t)|(s) = p
s

o también a través de la funcion senc de amplio uso en Ingenieria Electrénica y que se

define asi:
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Definicion 5.7 (Seno cardinal). La funcidon seno cardinal, senc, se define asi:

senc . R—R

X — senc(x) =

sen(x)

si x#0.

Podemos escribir la transformada escalada del pulso rectangular asi:

Transfor_escalada|ll(t)](s) = senc(ms).

Grafica en Maxima la transformada escalada del pulso rectangular (s es la variable in-
dependiente) y encuentra una expresién para la transformada del pulso rectangular en

términos de una integral.

Encontremos la transformada escalada del pulso rectangular par-

tiendo de que la transformada escalada del tren de pulsos es

Transfor_escalada[TTH(I)](%) =T

Cn

1 (72 -

= T—/ II(r)e 271! dt
T /)-1)
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T/2 o
= I(¢)e 2774z,
-T)2

Si T — « entonces tenemos que la transformada del pulso rectan-

gular esta dada asi:
Transfor_escalada[Il(t)](s) = / TI(r)e 2™ gy,

La grafica de la transformada escalada del pulso rectangular la ve-

mos en la Figura 18.

sin{%pi*s)/(%pi*s)

-0.4 ; i '
-10 -5 0 5 10

Figura 18. Grafica de la transformada “escalada"del pulso rectangular
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7. Generaliza los resultados anteriores para una funcién f tal que

1/2
[ 1@ldr <o
~1/2

y que se anule para valores de ¢ fuera del intervalo [—3, 3],

199

Encuentra los coeficientes de Fourier complejos ¢, para una periodizacién de f, con

periodo T vy, lleva esos resultados al limite cuando el periodo T — oo.

A partir de f, definimos la funcién periédica con periodo T,

Prf(r) = _Z fle+jT),

cuyos coeficientes ¢, paran € Z son:

: / " foe i
Cn —_ — e
TJ)-1)2

Veamos como se acotan los coeficientes ¢,,,
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- TJ1)p

T J)-1)2

cn <

donde

asi,

Transfor_escaladalP, f] (;)

1 rT/2
ol = 5[0
7/

/2 -
7 [ e

1
T

/2
A= / |
_7)2

que es finito. Por lo que si T — « entonces ¢, — 0. Nuevamente

(t)e—iZE%tdt

1 [7/2 R
= 5 [ ol ar
Puesto que |¢ 277! = 1, tenemos que

A,

f(t)ld

vamos a compensar multiplicando por T a ¢, o a la transformada

de P, f(t) como la interpretamos en los literales anteriores. Tenemos

T/2 -
= / f(t)e 271t qs.
/2

200
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Si T — o entonces la periodizacion de f deviene en fy 7 en la
variable continua s. Por lo tanto, tenemos que la transformada esca-

lonada de f es:

Transfor_escalada[f](s) = /oo f(t)e 2™ qr.

5.4.2. Toépicos de clase

En la presente situaciéon hemos encontrado una funcién, que hemos llamado transformada
escalada, de una sefial o funcion no periédica (el pulso rectangular). Dicha transformada, se
denomina transformada de Fourier y nos permitira hacer un analisis de la sefal en el dominio
de la frecuencia como se puede hacer para una sefal periddica por medio de la serie de Fou-

rier.

Veamos de manera mas general, como la llegamos a definir a dicha transformada para cual-
quier funcion que cumpla con los requisitos para ello. Tomamos como referencia en esta pri-

mera parte a [13].

Partamos de una funcion no periddica f € L?(I), I C R y definamos la funcién periddica #,

“recortando” la funcién f en una ventana de tiempo con medida T y replicaAndola con un perio-
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do de T. De manera que h esta dada por la férmula,

f(1) si |t <iT

ft—nT) si 12n—1)T <|t| < 3(2n+1)T.

\

De manera que la serie de Fourier de h es

h(t)y =Y cpe'™™ (5.31)
n——oo
y
1 r7/2 .
cn = —/ h(t)e " ™" dt. (5.32)
T J)-1)2
La frecuencia angular de & es
2z
D=7

y o, la frecuencia angular del n-ésimo armoénico es

2r
w,; = T”l
Asi, la separacion entre armonicos es:
Ao = Wy1 — Wy
2r 2r
= —(m+1)——n
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Con lo ultimo y recuperando 5.31 y 5.32 podemos escribir,

h _ - i T/Zh fia)nrd ia)ntA
=Y o (T)e 7| " Aw.

n——oo _T/Z

Definamos la funcioén ¢,

Por lo que, tenemos

Wy =Y %[cn(a)n)]ei“’”’Aa).

Nn——oo

Si T — oo se deriva por una parte que, f deviene en h y la variable discreta ®, en la variable
continua ; y la separacién entre arménicos Aw — 0. Asi,

. v |l

f(t)= lim A(t) = lim Z

A©—0 A®—0 27

N=—o0

[en(,)] € Aw.

La ultima igualdad alude a la definicién de integral de Riemann. Entonces,

0=/ = { I f(r)e‘“‘”dr] ' da (5.39)
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La integral interna

/ ) f(r)e " ®dr, (5.34)

hace referencia a la transformada que se derivé en la presente situacion, con la diferencia que
la transformada de la situacién tiene el exponente 27zs en cambio en esta integral tenemos ®.

Son distintas formas de definir la transformada de Fourier.

Debemos garantizar que 5.34 esté acotada. Para lo cual,

‘/Zf(f)eiwrdf

< [ lr@leitiar
= [ 1r@lar<e

Asi, se hace necesario definir el espacio de funciones integrables y con ello definir a la Trans-
formada de Fourier
Definicion 5.8 (Espacio L' (I)). Seal C R. El espacio de funciones integrables se define como

el conjunto

{f:I—>R:/I|f(t)|dt<oo}.

Definicién 5.9 (Transformada de Fourier). Se define la Transforma de Fourier de f € L'(I)

como la funcién f : R — C,

@)= [ riear
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En términos ingenieriles se concibe la transformada de Fourier como un operador lineal ,

Z, asi:

La transformada de Fourier nos permite estudiar una funcién o una senal, en el dominio de la
frecuencia. La manera de recuperar la funcién en el dominio del tiempo nos lo da 5.33, de tal

forma que tenemos
1 (o) oo . A
ft) = ﬂ/w {/wf(r)e’mdr] édo.

De esa manera definamos la transformada inversa de Fourier.
Definicion 5.10 (Transformada inversa de Fourier). La transformada inversa de g € L'(I), se

define como la funcion g : R — C, dada asi:

En un contexto ingenieril, si consideramos una senal eléctrica como la tensién o la corrien-
te, v(t) 0 i(t), respectivamente; tenemos que la potencia instantanea que cae sobre un resistor
de R = 1Q es v*(¢) e i%(¢t). Por lo que, es habitual relacionar a la expresion de la forma |x(7)|?

con la potencia instantanea y [ |x(7)|*dt con la energia, [1].

Asi, decimos que una funcién f € L?>(R) modeliza una sefal de energia finita y que su va-

lor es, [27]:

EAIAB= [ 1)t
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Un teorema que relaciona la energia de una sefal con la energia de su espectro de amplitud
es el siguiente, [27].

Teorema 5.11 (Teorema de Plancharel-Relacién de Parseval). Si f € L>(R) entonces fe
L*(R) y se cumple la relacién:

17112 = V27| f -

Asi, se infiere que 7 € £ (L*(R),L*(R)) y

| F|| = V2.

Demostracién. Consideremos el caso general de una funcién f € L?>(R) con f(t) € C. Debe-

2 donde z* representa el conjugado del

mos recordar que para z € C se cumple que zz* = |z
namero complejo z.

En el siguiente desarrollo calculamos || f||3.

175 = [ 1rPar

= f(o)f(t)dt
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= 5| li@Pdo

2

12 2
= I7I

De ahi, tenemos que

1F1l2 = V27| f>-

]

Ejemplo 5.3. Calculemos la transformada de Fourier del pulso rectangular planteado en la
presente situacion y su energia en el dominio del tiempo y en el dominio de la frecuencia.

Recordemos cémo se define el pulso rectangular,

(
- i
1 si Jt|<5
I(r) =
0 si |t|>0
\
M) = / II(t)e " dt
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Es claro que ||T1||3 = 1. Determinemos en Maxima ||T1|3,

(% 127) define(F(w),sin(w/2)/(w/2));

F(w) := % (% 027)

(% i28) integrate((F(w))"2,w,minf,inf);

o (% 028)

Podemos verificar que la energia del espectro en amplitud de una senal es 2w veces la

energia de la senal en el tiempo como establece el teorema de Plancherel.

Revisemos las propiedades de la Transformada de Fourier en la siguiente proposicion.

Proposicion 5.3. Propiedades de la transformada de Fourier

m [jnealidad

Sean fi,f» € L*(R) y o, € R,

Flayfi + wfol(0) = uZ[fi](®) + uZ [ f2](0).
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m Simetria

Si f € L*(R) y tiene simetria par, f(t) = f(—t) para todo t € R, entonces

Z[f](0) = 2/0°°f(z>cos(wt>dt.

Si f € L*(R) y tiene simetria impar, f(t) = —f(—t) para todo t € R, entonces
F[f](0) = —2i / F(t)sen(ot)dt.
0
» Simetria Hermitica de la Transformada de Fourier

Si f € L*(R) y f(t) € R entonces

» Dualidad

Sea f € L*(R),

ZIf)(e) = 22 f(—0).

» Desplazamiento temporal
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Sean f € L*(R) y T€R entonces

Zf(t=0))(w) = " F[f(1)]().

» Desplazamiento en frecuencia

Sean f € L*(R) y wy€R entonces

Ze™ f(1)](w) = Z[f(1)](@ — a).

s Modulacion

Sean f € L*(R) y ay<R entonces

» [nversion en el tiempo

Sea f € L*(R)
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m Escalamiento en el tiempo

Sean f € L>(R) y acR entonces

m Diferenciacion

Sea f € L*(R),

P14 D)) = 0710 (0)
y

Fl0)(0) =i F 7)) (o).

Ejemplo 5.4. Un ejemplo interesante de aplicacion de algunas de las propiedades de la Trans-

formada de Fourier lo tomamos de [1].

Encontremos la transformada de Fourier de la distribucion gaussiana g, dada asi:

(5)" (5.35)

La extensién de g depende de la varianza 6*>. Podemos constatar en Maxima que la inte-

gral de la distribucion gaussiana sobre los reales es uno."

1 Una demostracién de que la integral del impulso gaussiano es uno la puede encotrar en [31]. Hace uso de
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(% i29)  g(t):=(1)/(sart(2" %pi)"s)" Y%ee”(-((1)/(2))*((t)/(s))"2);

1 £\2
g(r) == %e(~2)(5) (% 029)
27s
(% i30) integrate(g(t),t,minf,inf);
Is
S
positive or negative?
p;
1 (% 030)

212

Veamos algunas gréficas para el impulso gaussiano con valores de ¢ de 1/2, 1 y2

Partamos de 5.35 y derivémosla con respecto at,

d t
Eg(t) = _<?> \/ﬁc
Col) = Lyl

integrales dobles.
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0.8 T

0.5 -

0.4

0.3

0.2 -

0.1 -

Figura 19. Gréfica de Distribuciones gaussianas con 6 = 1/2,1,2.

Aplicando la Transforma de Fourier junto a las propiedades de derivacion,

R i d
ing(w) = " oldo (@)
A 1 d |
ing(w) = o2do (@)
%ﬁ(a)) — —_wo?
()
Integrando, tenemos
o 4 5@ ®
/ deg(/ D iw — —/ o'c*dw’
0o go 0
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) . w?c?
Ing(@)] -n[g(0)] = ——
enlé(w)] @262
= e 2

eln[§ (0)]

Puesto que

tenemos que

El detalle que se subraya en [1], es que la transformada del impulso gaussiano sigue con-
servando la distribucion normal y su varianza ahora es 1/ o2. Lo que quiere decir que, cuando
la senal en el tiempo esta concentrada, en el dominio del tiempo se encuentra esparcida. Esto
hace referencia al principio de incertidumbre para sefales que dice que, un evento ubicado
puntualmente en el dominio de la frecuencia no se puede ubicar con precision en el dominio
del tiempo y, a la vez, un evento en el dominio del tiempo, como una discontinuidad se es-
parce en el dominio de la frecuencia. Este ejemplo ilustra dicho principio para el caso de la

distribucion gaussiana, el cual se hace extensivo para cualquier sefial o funcion.

Concluimos con esta seccién, estudiando de [27] y [30] un teorema de importancia para

el muestreo de sefales, que es el Teorema de Shannon. Previo a ello, revisemos la definicion
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de senal de banda limitada.

Definicién 5.11 (Sefal de banda limitada). La seial f € L*>(R) es de banda limitada si
JLERT: |w| > L= f(w)=0. (5.36)

Al valor minimo de L se denomina ancho de banda de f.
Teorema 5.12 (Teorema de muestreo de Shannon). Sea f una senal de banda limitada con

ancho de banda L € R", se cumple que

flt)= i f (%) senc(Lt —nm).

Nn=—oo

Demostracién. Supongamos que f € L?>(RR) representa una sefial de banda limitada con ancho

de banda L € R*. Recuperemos f a través de su transforma de Fourier £,
1=y [ F@edo
27 J oo ’
que al ser de banda limitada quedaria
1 L -
F(6) = — / F@)é do. (5.37)
27w J-
Ahora, escribamos f por medio de su serie de Fourier

F(@)=Y g.emi® (5.38)
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donde

1 L ~ A T
&n = Z/Lf(a))emLmdw. (5.39)

Tomemos 5.37 y evaluemos t = —n7 paran € Z,

1 (L, -
7 (—n%) = /_Lf(a))e_’”L“’da). (5.40)
Combinando 5.39 y 5.40,
T T
an=7f (7).

Sustituyendo la dltima igualdad en 5.37, tenemos el siguiente desarrollo,

fl1) = i/L if n%)e info it 4

L
e
L

_ <7T
- L
T

S

)
- _Li:g (nf)l n7r/L ([T)LL
_ iLi;o (T’r)l g Pisen(s —n)
- (e >—“";i;;z”>-
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De ahi y teniendo en cuenta la definicion 5.7, de la funcién seno cardinal, tenemos

f(t)= if (n%) senc(Lt —nr).

5.5. Convolucion

5.5.1. Situacion-problema

Deseamos procesar una sefal eléctrica que proviene de una sefal de sonido. Suponga-
mos que dicha sefal se modeliza por la funcién f € L?>(R) y posee transformada de Fourier, f.
Lo que queremos es realizar alguna operacion con la senal f de forma que el espectro de esta
nueva sefial modificada sea de una forma requerida. Por ejemplo, puede ser que de esta senal
nos moleste cierto ruido y que lo intentemos eliminar con una simple resta de un espectro de

una senal adecuado o queramos amplificar todas las componentes de frecuencia.

Busquemos la operacidén adecuada para f en el dominio del tiempo, de manera de obtener
otra sefial cuya transformada de Fourier nos represente cierto espectro requerido. Para ello,

puede ser que necesitemos otra sefial, g € LZ(R) que tenga como transformada de Fourier g.
Consideremos tres tipos de modificaciones al espectro de esta senal:

1. Queremos que el espectro de la sefal f, f; se superponga con el espectro de la sefal
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g, 8. Busca la operacion que deberemos realizar en el dominio del tiempo a la sefal f

para lograr aquello.

Si queremos que el nuevo espectro resulte de la superposicién del

de f'y del de g, de forma que esté representado por:

[f +8l(w). (5.41)

Deberemos de sumar las sefnales f y g en el dominio del tiempo vy;
en virtud de la propiedad de linealidad, la transformada de Fourier
de la superposicion,

[f +8l()

seria en efecto 5.41.

2. Queremos amplificar el espectro de la sefal, es decir, que todas las componentes de
frecuencia se vean multiplicadas por un escalar o € R. Busca la operacién que deberia-
mos realizar a la sefal f en el dominio del tiempo para que su espectro se vea modicado

como se menciono.

Para obtener a partir del espectro £, otro, que se encuentre amplifi-
cado por . En virtud de la linealidad de la transformada de Fourier
deberemos de multiplicar la sefial f en el dominio del tiempo por .

De manera que obtenemos el nuevo espectro asi:
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3. Ahora queremos del espectro de f, resaltar unas frecuencias y atenuar otras de la sefial.
Es decir, buscamos de manera selectiva multiplicar las componentes de frecuencia del
espectro de f. Esto lo haremos a través de la ponderacion de 7 por la transformada de

Fourier de g, g. De manera que el espectro modificado quede asi:

h(0) = f(w)g(). (5.42)

Busca la operacion que se debe realizar en el dominio del tiempo entre las senales f'y

g para que su transformada de Fourier quede ponderada como en 5.42.

Buscamos que la transformada de Fourier de g, pondere a la trans-
formada de f, de manera selectiva para cada componente de fre-

cuencia. Entonces, el nuevo espectro deberia estar dado asi:

f(@)§().

Partamos de la deficién de la transformada de Fourier y desarrolle-

mos lo siguiente:
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[} oo

/ f(t)e ’wtdt/_oog(x)e
-/ w/if
- [

Si hacemos que u =t +x, tenemos

|| ru-xse

= /_i e iou /:of(u—x)g(x)dxdu

_ /_ i { /_ i Flu —x)g(x)a’x} e Oy,

De la integral interna obtenemos una funcién que depende de u. Si

—la)xdx
—la)le—la)xdtdx

x)e ) grgx.

0 gy dx

fw)g(w) =

la nombramos como A,

— [ flu-ngax

Entonces tenemos que

= / h(u)e " du.

220
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Como el nuevo espectro modificado sera la representacion de la
transformada de Fourier de cierta operacion entre f y g. Dicha ope-
racion entre estas dos operaciones es precisamente la dada por h.

Si cambiamos la variable u por ¢, tendremos que entre f y g es ne-

cesario realizar la operacion:

para obtener un espectro como ponderacién del espectro de f por

8-

5.5.2. Toépicos de clase

En la presente situacion hemos visto tres operaciones a desarrollar en el dominio del
tiempo para obtener un espectro determinado. Dos de ellas faciles y la Ultima una operacion
basada en la integral de dos funciones, que se refiere a la convolucién de dos funciones.
Definicion 5.12 (Convolucion). Sean dos funciones integrables sobre R, f,g € L'(R), se de-

fine la convolucion entre f y g a la funcion

fxg:R—=R,
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dada asr

fre)= [ f-ojg(r.

Algunas de las propiedades de la convolucion son las siguientes, [30]:

Conmutatividad: Si f x g esta definida entonces también lo est4 g* f y se cumple:

fxg=gxf.

Para f,g,h € L'(R) y a, B € R se cumple

(af+Bg)xh=a(f+h)+B(g*h).

Convolucién en el tiempo: Sean f,g € L'(R),

Convolucién en la frecuencia: Sean f,g € L' (R),
FIfs)(@) = 5=/ 8l(0).
2

Aplicaciones de la Convolucién

Revisamos dos aplicaciones de la convolucién de importancia para estudios de Ingenieria,
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estas son: filtrado de sefiales y teorema del limite central. Aplicaciones tomadas de [31].

Filtrado de senales

Las ultimas propiedades, en particular la referente a la convoluciéon en el tiempo; nos
permitira revisar el filtrado de una senal. La idea es resaltar o eliminar algunas componentes
de frecuencia de una sefal, a través de una multiplicacién entre la transformada de Fourier de
la sefal con una funcion apropiada. Todo esto en el dominio de la frecuencia, lo que significa

que el problema del filtrado pasa por convolucionar dos funciones en el dominio del tiempo.

Si consideramos v(r) como la sefial de entrada a un filtro y w() la sefial de salida. El filtro
basado en convolucién, convolucionara dos funciones; una funcién A, llamada respuesta al

impulso y v. De forma que
w(t) = (hxv)(t) = /_ :h(t _o)w(r)dx.
Con lo que tenemos que en el dominio de la frecuencia
W() = h(0)i(o),

donde & se denomina funcion de transferencia.

Filtro Pasa bajo
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Un filtro pasa bajo ideal es aquel que permite el paso de frecuencias por debajo de cierta
valor, w. € R™, llamada frecuencia de corte, y corta las que estan por encima de este valor,

[31]. Lo que nos lleva a considerar que su funcion de transferencia seria la siguiente:

1 si |ol<o

0 si |o>o

La transforma de Fourier inversa de 7, que viene a ser la respuesta al impulso, est4 dada
asi:':

h(t) = %senc(a)ct).

En la Figura 20 vemos la respuesta al impulso para el filtro pasa bajo con @, = 100.

Filtro Pasa banda

Otra clase de filtro es el pasa banda ideal, cuya funcién de transferencia la podemos
obtener combinando la del filtro pasa bajo, h. Dicha funcién de transferencia hace que el filtro

deje pasar frecuencias que pertenecen a cierto intervalo y corta las de fuera del intervalo. La

! Este resultado lo podemos obtener considerando que la transformada de Fourier del pulso rectangular de
A si |t|<T
amplitud A y de duracién 2T, I1(¢) = ,esI(w) = 2ATsenc(wT); y gracias a la propiedad
{ 0 si [f|>T
de simetria, .Z[f](®) = 2nf(—o) .
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35 T

SIn(100*t)/(%pi*t)

-0.3 -0.2 -0.1 0 01 0.2 0.3

Figura 20. Respuesta al impulso para un filtro pasa bajo @. = 100

funcion de transferencia del filtro pasa banda se define asi:

I si op—o <|o|<a+ o

0 si caso contrario.
\

También podemos escribir en términos de 7,

h(w)=h(o—-wo,)+h(o+a,),

225

de manera que la respuesta al impulso, b, la calculamos a través de h y la propiedad de
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modulacién. Por lo que, tenemos

b(t) = h(t)e'™ +h(t)e '@
b(t) = h(t)cos(wpt)

b(t) = %Cos(a)ot)senc(wct).

En la Figura 21 vemos la respuesta al impulso para este filtro.

20 T T I T
15

10

{sinfS0*t)*cos{100* 1))/ (%pi*t)

-10

-0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3

Figura 21. Respuesta al impulso para un filtro pasa banda o, =50y wy = 100.
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Teorema del Limite Central

Como segunda aplicacion a la convolucién, consideramos un Teorema dentro de la Teoria

de probabilidades’, que es el Teorema del limite Central. En términos generales menciona
que la suma de n variables aleatorias independientes posee una funcién de distribucion de
probabilidades aproximada a una distribucion gaussiana. Para su demostracion consideremos
antes dos proposiciones.
Teorema 5.13 (Distribucion de probabilidades para la suma de variables independientes ). Si
X1,X>,...,X, son variables aleatorias independientes con funciones de distribucion de proba-
bilidad p1, p2, ..., pn, respectivamente. Entonces la funcion de distribucion de probabilidades
de la suma

S, =X1+X+...+X,

esta dada por

P (x) = (p1*pa*...%pn)

Demostracion. Sean X; y X, dos variables aleatorias independientes y con funciones de dis-
tribucion de probabilidad p; y p», respectivamente. Determinemos la probabilidad de que

a<X; <byc<X,<d.Bajo los supuestos considerados tenemos que

b d
Prob(a<X) <b AN c<X,<d)= / p1(x1)dx / pa(x2)dxy,
a C

1 Los cursos de Estadistica y Probabilidades son requisitos para tomar el curso opcional al cual se destina la

presente propuesta.
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lo cual se podria escribir también asi,
b pd
Prob(a <X, <b N c<X; <d) :/ / p1(x1)pa(x2)dxidx;
a C
ySia,c— oo, t =b+d,

Prob(X1 <bANX< d) = Prob(X1 +X, < l‘) = // pl(xl)pz()Q)dxld)Q.

x1+x1 <t

Es decir, debemos determinar la integral doble sobre la regién x; +x; <t. Si hacemos un

cambio de variable asi

tenemos que x| +x, =v =ty dx| = du, dx, = dv. De manera que tenemos que

t [}
Prob(X1+X, <t) = / / p1(u)p2(v —u)dudv
t

= [ epiay

Lo que quiere decir que la funcién de distribucién de probabilidad de X; + X, es (p; * p2)(x).
Haciendo extensivo lo ultimo, tenemos que la funcion de distribucién de probabilidad de S,

esta dada por

p(x) = (pr*pa*...%xpy)(x). (5.43)
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Y

4
Tt I < E 2\

Figura 22. Regiones de Integracion

Esto es, la funcion de distribucién de probabilidad de la suma de n variables aleatorias
independientes, es la convolucién de las n funciones de distribucion de probabilidad de cada

variable aleatoria. O]

Revisemos esta segunda proposicién que nos llevara a la demostracion del Teorema del
Limite Central.

Teorema 5.14. Sean X1,X»,...,X,, variables aleatorias independientes e idénticamente dis-
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tribuidas, con funcion de distribucion p; todas con media u = 0 y desviacion estandar ¢. La
mediade S, =X +X,+...X,, es

K(Sn) = np

y su desviacion estandar

o(S,) = vno

Demostracion. Sean X; y X, variables aleatorias con funcion de distribucién de probabilidad
p Yy media

p= [ xpdx

y si 4 =0 su varianza es

Sea §> = X| + X, tenemos que

wS) = /_ZX(P*P)(x)dx
N /ix/o;p(x —z)p(2)dzdx
B /i /0; xp(x —z)dxp(z)dz

Haciendo el cambio de variable x —z =y,

us) = [ [ oo
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_ /_Z [/w yp(y)dy—FZ/_o;)’P()’)d)’] p(z)dz
= /_Z[u +2lp(z)dz

= ptp

= 2U.
Por induccion tenemos que
W(Sn) =np. (5.44)
Para obtener la varianza de §,, recordemos los supuestos que consideramos,
o= / xp(x)dx =0

o’ = / p(x)dx =1

/:Op(x)dx =1

En el siguiente desarrollo encontramos la varianza para S,. En el proceso haremos la

misma sustitucion x —z = y.

c%($2) = /sz(p*p)(x)
N /sz / ZP(X_Z)P(Z)dzdx
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B /_i/_ixzp(x—Z)dxp(Z)dz

- /_ o;xz _Z(y+2)2p(y)d)’19(z)dz

- [ [ | ety [ aptav+2 [ p(y)dy] p(2)dz
= /Z[GZJFZZJP(Z)dz

= o’+0o°

— 202

A partir de lo ultimo se puede inducir que

6%(S,) =no* = o(S,) = vno. (5.45)

Con estas dos demostraciones probaremos el Teorema del Limite Central
Teorema 5.15 (Teorema del Limite Central). Sean X1,X>,...,X, variables aleatorias indepen-
dientes e idénticamente distribuidas por la funcion p, con media u = 0 y desviacion estandar

o = 1. Considerando que la suma normalizada de S,, es

Sn _X1+X2+...+Xn

vn vn
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y tiene por funcion de distribucion de probabilidad p,. Entonces

1
lim p,(x) = /2,

n—joo V21

Demostracion. Consideremos las variables aleatorias independientes e idénticamente distri-
buidas por p,

X1,X2,...,X,

cuya media

p= [ ) =0

y su desviacién estandar

G:/ X p(x)dx=1.

La normalizacion de S, para que tenga una media de 0 y desviacion estandar 1 en virtud

del Teorema 5.14 debe ser,

Sn—nl Sy
N
Como la funcién de distribucién de probabilidad de las variables aleatorias X;, i =1,2,...,n;

es p y del Teorema 5.13, tenemos que la funcién de distribucién de probabilidad de S, es

p(x) = (pxpx*...p)(x).
————

nveces
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Es decir para a,b € R,

Prob(a < S, <b) = / p(x)dx
a
by/n
Prob(a\/n < S, <byn) = / p(x)dx
av/n
Si hacemos que x = \/nz, tenemos
Sn b *n
Prob(a < —= < b) :/ Vnp™(v/nz)dz. (5.46)
vn a

Por lo tanto, la distribuciéon de probabilidad de S,,//n es p,

pn(z) = Vnp™(V/nz). (5.47)

Tomaremos la Transformada de Fourier de 5.47 y en virtud de la propiedad de convolucion
en el tiempo y la propiedad de escalamiento de la transformada de Fourier, desarrollamos lo

siguiente.
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Por otro lado la transformada de Fourier de p es

7 (%) = [ pte e

que por el desarrollo de Taylor de la funcién exponencial,

Asi,

2

Zp) (%) = /oo dx——/ xp(x dx——w—/:xzp(x)dx

Como se conoce que [~_x*>p(x)dx = 1 entonces

| Pep@dx=o(),

donde o(1) — 0 si n — . Por lo tanto,
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En virtud de que
n
1im (1 + f) =
n

n—oo

tenemos que sin — o

Como

o)~ { 71 ()}

236

y del Ejemplo 5.4, obtenemos la transformada inversa de Fourier de .% [p,] y llegamos a la fun-

cion de distribucidén de probabilidad para la suma de las n variables aleatorias independientes

e identicamente distribuidas,

Jim plx) = 5=
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Capitulo 6

Conclusiones y Recomendaciones

Conclusiones

m Sobre el equilibrio entre lo formal y lo intuitivo. Podemos decir que, hemos encontrado
dicho equilibrio a nuestro parecer, siendo intuitivos al principio de cada tema con las
situaciones-problemas; para luego presentar los contenidos con cierto nivel de abstrac-
cion coherente con los estudios en Ingenieria. Dicho equilibrio al finalizar la propuesta
podemos ubicarlo mas cercano de la intuicién que de lo formal; pues, creemos que esto
lo dio la naturaleza propia de la Ingenieria y el instrumento en que se basa la propuesta,

que es la situacién-problema.

= EI CAS Maxima ciertamente ayud6 a la ejemplificacion de ciertos proposiciones, cuya

demostracién quedan fuera del alcance de los estudios en Ingenieria. Sin embargo,
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con la herramienta tecnol6gica, de manera a priori podemos decir que hemos logrado

acercarlas de forma intuitiva.

= Nuestra propuesta didactica no llega a ser una Ingenieria didactica como la metodologia
establecida por la Teoria de situaciones didacticas. Para que sea asi, deberiamos de
profundizar mas en los estudios preliminares que llevan al disefio de una situacién a-
didactica, tal es el caso de los estudios epistemoldgicos e histéricos. Y por otro lado
deberiamos someter las situaciones-problema a experimentacion, completando asi las

dos ultimas fases de la Ingenieria junto al analisis a posteriori.

» Al finalizar la propuesta estamos convencidos que esta podria generar mas impacto
en lo didactico, si hubiésemos profundizado en los estudios histérico-epistemol6gicos
de los conocimientos matematicos referidos. Estamos convencidos que dichos estudios
nos permiten ir a la raiz y génesis de las matematicas, dando muchos elementos para el

diseno didactico.

Recomendaciones

» Para abordar conceptos que de principio se muestran descontextualizados, como es el
de convolucion, recomendamos que para estudios a nivel de Ingenieria se sacrifique un
poco lo formal, con fines didacticos; con la condicién de que luego si se formalice con el

grado adecuado para el nivel.

= |La Ingenieria didactica como metodologia de Investigacion nos parece sugerente. Para
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futuros trabajos recomendariamos que se tome dicha metodologia, pero para su correcto
y exhaustivo desarrollo; que se haga Ingenierias por temas puntuales, dado que la tarea
es grande. Por ejemplo, hacer una Ingenieria didactica sélo para abordar el concepto de

Base Hilbertiana.

= En el mismo sentido recomendamos que para futuros trabajos se tome bien en cuenta el
profundizar en estudios histérico-epistemolégicos, para un diseno didactico de impacto.
Por ejemplo, una nocién que la aplicamos en los estudios matematicos en Ingenieria es
la de limite. Rastrear la evolucidén de dicha nocion en el tiempo seria un trabajo con real

impacto.

= Una recomendacion un poco mas general es acerca de la formacién matematica a nivel
de Ingenieria. Estamos conscientes de que en las actuales condiciones es una quimera
pretender tener Departamentos de Matematicas en todas las Universidades del pais’;
sin embargo, nos parece que en las Universidades calificadas como de investigacion y
docencia si deberian existir y en las demas Universidades un Departamento que gestio-

ne correctamente su ensefanza.

m Refiriéndose a lo anterior que ciertamente es un problema grande de las Universidades;
problema que consiste en no poder constituir Departamentos que al menos gestionen
la ensefianza de las Matematicas. Las mismas Universidades deberian de apoyar las

propuestas que vayan encaminadas a contribuir en la solucion de dicho problema, en

Lo anotamos como quimera, pero esa deberia ser la realidad de la Universidad. La contradiccion viene en
el hecho de pretender tener tantos Departamentos de Matematicas como Universidades en el pais, lo cual
nos lleva a decir que existen muchas Universidades en el pais.
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particular, apoyar a los programas de postgrado con potencial de crecimiento y en vias
de constituirse en programas de investigacion, que alimentarian a los Departamentos

por crearse, tal es el caso de la MEMAT.
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