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Prélogo

El texto de ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS DE PRIMER
ORDEN, UNA PERSPECTIVA DIDACTICA CON LA UTILIZACION DE
SOFTWARE LIBRE aborda la problematica de la ensefianza y aprendizaje de las
ecuaciones diferenciales en su etapa inicial, por lo que, se promueve la utilizacién de
software matematico como una estrategia didactica que permita vincular el desarrollo
analitico con la exploracién y experimentaciéon de las soluciones de las ecuaciones
diferenciales, la variacion en las condiciones del problema permite visualizar y analizar
diferentes escenarios de solucién de una ecuacion diferencial ordinaria, de esta forma
el estudiante da consistencia a los resultados que obtiene logrando una vision global,
integradora y holistica que articula sus campos del conocimiento.

Este libro presenta en cada una de las secciones multitud de ejercicios resueltos de
ecuaciones diferenciales ordinarias asi como también ejercicios planteados de tal manera
que el estudiante esté en la capacidad de dominar todos los métodos y herramientas
para resolver los problemas de forma clara y concisa. La obra contiene cuatro unidades
didacticas formadas por: Unidad I, en la que se aborda los fundamentos teéricos sobre
el estudio de las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden. L.a Unidad 11, se
presentan los métodos clasicos de la solucion. La Unidad III, presenta una variedad de
ejercicios de aplicacion en diferentes campos de la ingenieria y la Unidad IV, presenta
una Guia didactica sobre las principales funciones para resolver ecuaciones diferenciales

con la utilizacién del software matematico.

El ideal de los autores del presente libro, es compartir una nueva metodologia para
la solucion grafica y analitica de las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden.
Esta metodologfa consiste en la utilizacion del software libre “Maxima y Geogebra” y el
software comercial “MATLAB”, que con la ayuda de estas herramientas informaticas se
ve claramente que el estudiante ha podido mejorar su capacidad de reflexion, criticidad
y creatividad de tal manera de alcanzar aprendizajes significativos en estos contenidos

que tiene una variedad de aplicaciones en diferentes campos de la ingenierfa.
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DEFINICIONES BASICAS
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UNIDAD I

1.1. DEFINICIONES BASICAS Y TERMINOLOGIA

En los cursos de Célculo Diferencial se analizé las condiciones para que una funcién real y continua
Yy = f(x), tenga su correspondiente funcién derivada, la misma que es representada por
dy
—~ =7F/(
= x) 1.1
~ = (11)
Por ejemplo:
. x2
siy = e* entonces
d 2 . d
2 = 2xe*” obien = =2xy
dx dx

El problema que enfrentamos en este curso no es: dada una funcién y = f(x), encontrar su derivada;
. . . ., dy

mas bien, el problema es: si se da una ecuacioén tal como el 2xy, encontrar de alguna manera una
X

funcién y = f(x) que satisfaga la ecuacién. En una palabra, se desea resolver ecuaciones

diferenciales.

Definicion 1.1. ECUACION DIFERENCIAL

Siuna ecuacion contiene las derivadas o diferenciales de una o mas variables dependientes con respecto
a una o mas variables independientes, se dice que es una ecuacion diferencial.
(Zill Dennis, 2000)

1.2. CLASIFICACION DE UNA ECUACION DIFERENCIAL
Las ecuaciones diferenciales se clasifican de acuerdo con las tres propiedades siguientes.

1.2.1. CLASIFICACION SEGUN EL TIPO
* §i una ecuacion contiene solo derivadas ordinarias de una o mas variables dependientes con
respecto a una sola variable independiente, entonces se dice que es una ecuacion
diferencial ordinaria. Por ejemplo:

a) dy _
ix 5y=1

b) (x+y)dx—4ydy =0

c) du dv

dx dx_x




d d*’y _dy
—Z2—2-24+6y=0
dx? dx+ Y

e y+xy=5
Representan ejemplos de ecuaciones diferenciales ordinarias.

* Una ecuacién que contiene las derivadas parciales de una o més variables dependientes con
respecto a dos o mas variables independientes, se llama ecuacién diferencial parcial. Por

ejemplo:
a) OJu_  0v
dy  ox
b) ou 4 ou 0
Yox T Vay T

c) 0%u _d%*u ou

dx2  Ot2 ot
d d*y _dy

e) Yy +xy+x =0

Representan ejemplos de ecuaciones diferenciales parciales.

1.2.2. CLASIFICACION SEGUN EL ORDEN
La méxima derivada de la funcién incégnita se denomina orden de la ecuacion diferencial. Por

ejemplo:
Tipo d Orden de 1
Ecuacién diferencial o e rden deta
ecuacion ecuacion
a) d'y dy o
—Z 482 —2y= Ordinaria Cuarto orden
dx* ax
b) d?y _dy o
— 2 2= t+6y= Ordinaria Segundo orden
dxz “ax Y i
3 4
) d_y -5 (d_y) —4y=x Ordinaria Tercer orden
dx3 dx
d y"+x@)*+y =0 Otrdinaria Tercer orden
3 2
©) a_u — a_u _ a_u Parcial Tercer orden
dx3  Ot? dat
10
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Ejemplos J

Aunque las ecuaciones diferenciales parciales son muy importantes, su estudio exige una buena base
en la teorfa de ecuaciones diferenciales ordinarias. En consecuencia, en la discusién que sigue, asi como
en las proximas unidades de este modulo, limitaremos nuestra atenciéon a ecuaciones diferenciales
ordinarias.

Definicion 1.2.2. ECUACION DIFERENCIAL ORDINARIA

Una ecuacién diferencial ordinaria de orden # esta dada mediante la ecuacion
F ( dy d"y) =0 1.2
x'y'dx""'dx" = (1.2)

Donde:
" X representa la variable independiente de la ecuacién diferencial,

® 1y representa la funcién incégnita de la ecuacion diferencial,

. &y db representan las n-primeras derivadas de la funcion incognita
dx’ dx? """ dxn p p & ’
(Edwards, 2009)

1.2.3. CLASIFICACION SEGUN LA LINEALIDAD O NO LINEALIDAD

Definicion 1.2.3. ECUACION DIFERENCIAL ORDINARIA LINEAL (EDO)

Una ecuacién diferencial ordinaria de orden 7 de la forma
n n—1

d
an () 5+ s () T + o+ () 2+ ap()y = g0) (13)

Se dice que es una ecuacion diferencial ordinaria lineal, si cumple:
* Los coeficientes a;(x) Vi = 1,2,...n son constantes o dependen unicamente de la
variable independiente X.

* La funcién incégnita y junto con sus N-primeras derivadas son de grado uno.

Donde g(x) es una funcién continua, si g(x) = 0, entonces la ecuacién (1.3) se denomina
ecuacion diferencial ordinaria lineal homogénea, caso contrario no homogénea.

Nota:

* i la ecuacién (1.3) no cumple con las condiciones de linealidad descritas en la definicion

anterior, entonces representara una ecuacion diferencial ordinaria no lineal.

11




Ecuacioén diferencial Tipo de ecuaciéon

a) xdy+ydx =20 EDO Lineal de ptimer orden
by y"—2y'+y=0 EDO Lineal de segundo orden
c) d3y d?y dy .

3~ _—x2— - = e* EDO Lineal de tercer orden

x Ix3 X dx2+3xdx+5y e

d (x—-1y" " +y =0 EDO Lineal de tercer orden
e) d°y 1d?%y

2= ———=43x—=sen(x

dx5 xdx? dx ) EDO Lineal de quinto orden

A continuacién explicamos ejemplos de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales.

El coeficiente El exponente no
depende de y esl

N /

n 1] das3
y'=2y'=x y Z+y?=0

dx3

Por lo tanto, representan ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales de segundo y tercer orden,
respectivamente.

Ejercicios 1.1

Describa las siguientes ecuaciones diferenciales dadas, segun su tipo, orden, grado y linealidad.

1. (%)2 +x(%)3 +%= 0 6. y%+6x=ln (x)

2. %+p(x)y = q(x) 7. xyzz—i]—x =2

3. ZZT(;+R(Z—§+%=O 8. xz(%)+%+xy=0
4. 32712‘+2(g—1;)=0 9. x3(Z—Z)+%+xy3=0
5. ld_y+sen(x)y = x2 10. J2_y+y— 1=x

x dx




1.3.SOLUCION DE UNA ECUACION DIFERENCIAL ORDINARIA

La solucién de una ecuacion diferencial también se denomina como el arco integral de la ecuacion
diferencial, en el presente texto se analiza e identifica la forma de una ecuacion diferencial ordinaria de

primer orden, y se procede aplicar el método adecuado que conlleve a su solucién.

Definicion 1.3. SOLUCION DE ECUACION DIFERENCIAL ORDINARIA

Se dice que una funcién f cualquiera, definida en algun intervalo I € R, es solucion de una
ecuacion diferencial en el intervalo, si sustituida en dicha ecuacién la reduce a una identidad.

En otras palabras, una solucion de una ecuacion diferencial (1.2) es una funciéon y = f(x) que

tiene por lo menos n derivadas y satisface la ecuacion. Es decir,

F (2, fG), £/ G, e, fP () = 0

Para todo xel c R..

Ejemplo 1
4

La funcién y = :—6 es una solucién de la ecuacion no lineal
dy 1
—_— =X 2 =
ax Y

en —o0 < x < 00, Puesto que
dy A x* X3
dx 16 4

16

1
dy y x3 x4 /2 x3  x3
vemos que = — Xy 2=:—x =

para todo numero real.
Ejemplo 2

La funcién y = xe* es una solucion de la ecuacion no lineal

y'=2y'+y=0

en —0 < x < 0. Para comprender esto se evaluan
y' =xe* +e* y y"'=xe* + 2e*
Obsérvese que
y'—=2y'+y=(xe*+2e*) —2(xe* +e*)+xe* =0

para todo numero real.

13




Noétese también que en los Ejemplos 1y 2, la funcién constante y = 0, en la recta real —oo < x < 00,
también satisface la ecuacion diferencial dada. A una solucién de una ecuaciéon diferencial que es

idéntica a cero en un intervalo I, se le denomina a menudo solucién trivial.

No toda ecuacion diferencial tiene necesariamente una solucion, como vemos en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 3
(a) Las ecuaciones diferenciales de primer orden

dy\? ’
() +1=0 v  O)P+y*+4=0

No tiene soluciones reales. ¢Por qué?
(b) La ecuacién de segundo orden (y")? + 10y* = 0 tiene solamente una solucion real ;Cual es?

Soluciones explicitas e implicitas
La solucién de una ecuacion diferencial también puede ser diferenciada entre soluciones

explicitas o implicitas. Ya vimos en nuestra discusion inicial que y = e*” es una solucién
explicita de Z—z = 2xy; asi como las funciones, y = :—: y ¥y = xe* son soluciones explicitas
de Z—z - xy1/2 =0yy"— 2y 4y = 0 respectivamente. Se dice que una relacién G(x,y) =
0 define implicitamente una ecuacién diferencial en un intervalo I, si define una o mas

soluciones explicitas en [.

Ejemplo 4

Para —2 < x < 2 la relacién x2 + y2 — 4 = 0 es una solucién implicita de la ecuacién diferencial
dy x
dx y

Derivando implicitamente se obtiene

d d d
a(x2)+a(y2)—a(4) =0

dy x

2x+2y2—z= 0 o bien ™ "

14




YA

xV

Fignra 1. Familia de cutvas, solucién de la EDO
Fuente: Autores

Larelacion  x2 4+ y? —4 = 0 del ejemplo anterior define dos funciones en el intervalo —2 < x <

2;dadaspor y = V4 —x? y y = —V4 — x2. También obsérvese que cualquier relacion de la forma

dx
naturalmente se sobreentiende que la relacién debe siempre tener sentido en el sistema de los numeros

. d x . .
x% +y%—c =0 satisface formalmente == —, Daa cualquier constante ¢. Sin embargo,

reales; por lo tanto, no podemos decir que la expresién x2 + y% + 1 = 0 determina una solucién de

la ecuacién diferencial.

Dado que la diferencia entre solucién explicita e implicita deberfa ser intuitivamente clara, no
insistiremos en repetir la expresion “aqui se tiene una soluciéon explicita (implicita)”

El estudiante debe saber que una ecuacion diferencial dada tiene generalmente una familia de curvas
que representa su solucion. Por sustitucion directa, podemos demostrar que cualquier curva, esto es,

funcion, de la familia uniparamétrica y = ce* , donde ¢ es cualquier constante arbitraria, también
satisface la ecuacién (1). Tal como se indica en la figura 1, la solucién trivial es un miembro de esta

familia de soluciones correspondiente a ¢ = 0.

Ejemplo 5
Para cualquier valor de ¢, la funcién y = 5 + 1 es una solucién de la ecuacion diferencial de primer

orden. Se observa en la figura 2.

15




En el intervalo 0 < x < 00. Se tiene que

dy —d | d _ ., C
a_cdx(x )+dx(1)__cx T x2

dy c c
de modo que x— =x(——) (— 1)=1
9 dx +ty x? + x +
Dando a c¢ distintos valores reales es posible generar un numero infinito de soluciones. En particular,

para ¢ = 0 se obtiene una solucién constante y = 1.

e
N4

y A

<V

c<0

Figura 2. Curvas uni-paramétricas de la EDO
Fuente: Autores

. . Cc .y ., . . . .
En el ejemplo anterior, y = -t 1 es una solucién de la ecuacion diferencial en cualquier intervalo que

no contenga el origen. La funcién no es diferenciable en x = 0.

Ejemplo 6
(a) Las funciones y = ¢, cos(4x) y y = ¢, sen(4x), en donde ¢; y ¢, son constantes arbitrarias,
resultan ser soluciones de la ecuacién diferencial

y'+16y =0
Para y = ¢; cos(4x), las derivadas primera y segunda son

!

y' = —4c; sen(4x) y y" = —16¢; cos(4x)

y por lo tanto y" + 16y = —16¢; cos(4x) + 16(c; cos (4x)) =0
Anilogamente, paray = C, sen (4x)
y" + 16y = —16¢, sen(4x) + 16(c, sen (4x)) =0

(b) También puede demostrarse que la figura y = ¢; cos(4x) + ¢, sen(4x) es una solucion de la
ecuacion dada.

16




Ejercicios 1.2

En los problemas 1 -10, diga si las ecuaciones diferenciales dadas son lineales o no lineales. Indique el
orden de cada ecuacion.

1. (1 - x)y" — 4xy' + 5y = cos (x) 6. 22+ 9y = sen (y)
2xgE=2() +y=0 ne= i (82)
3.yy + 2y =1+x? g ¥r_ _k

dt? r2
4. x%dy + (y —xy —xe¥)dx = 0 9.sen (x) y"' —cos(x) y' =2
5.x3y® — x2y" + 4xy' —3y =0 10. (1 —y®)dx+xdy =0

En los problemas del 11 — 20, verifique que la funcién indicada es una solucién de la ecuacion

diferencial dada. Donde sea apropiado, ¢; y €, son constantes.

11.y,+4’y=32, y=8 dy y 2
l6. == | y=Wx+c), x>0

12.2y' +y=0; y=e*? 17. y' +y=sen(x); y=§sen(x)—%cos(x)+
10e™*

B2 2y =% y = ¥ + 10> 18.20ydx + (P +2y)dy = 0; ¥’y +y’=c

4.2 420y =24 y =2-2e720t 19.x%dy + 2xydx =0; y=——

x2

15.y' = 25 + y?%; y = 5 tan (5x) 20 ()3 +xy' =y; y=x+1
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UNIDAD II
2.1.TEORIA PRELIMINAR

Problema del valor inicial

A menudo nos interesa resolver una ecuacion diferencial de primer orden

2= f(x,) @)

Sujeta a la condicién adicional y(xy) = ¥y, donde Xy es un nimero en un intervalo I y Y, es un
namero real arbitrario. El problema

d
Resuelva: ﬁ =f(x,y)
2.2)

Sujeta a: Y (Xo) = Yo
se llama problema de valor inicial. A la condicién adicional se la conoce como condicién inicial.

Ejemplo 7

Hemos visto que ¥y = ce* es una familia uniparamétrica de soluciones de y' =y en el intervalo
—o00 < x < 00. Si por ejemplo especificamos que y(0) = 3, entonces, sustituyendox =0 e y =3
en la solucién general de la ecuacion diferencial resulta 3 = ce® =c. Por consiguiente, como se

muestra en la Figura 3,

y = 3e*
es una solucién del problema de valor inicial
y' =y
y(0) =3

Si se hubiese pedido que una solucién de Yy = y pase por el punto P,(1,3) en lugar de P;(0, 3), se
tendrfa y(1) = 3 donde ¢ = 3e~! y por lo tanto y = 3e*~1. La grafica de esta funcion se visualiza a

continuacién en la Figura 3

19




oy =3e’

(113) <_y = 3ex_1

c>0

\é/

<y

Fignra 3. Familia de curvas de una ecuacién diferencial
Fuente: Autores

Al considerar un problema de valor inicial expresada mediante la ecuacion (2.2), surgen dos preguntas

fundamentales:

1. ¢Existe una solucion del problema?, y si ésta existe
2. ¢Es la unica solucion?

Geométricamente, la segunda pregunta es: De todas las soluciones de una ecuacién diferencial (2.1)

que existen en un intervalo I, chay alguna cuya grafica pase por (xq, ¥o)?. Véase la Figura 4.

Curvas
y A solucion

1 x

Fignra 4. Condicién inicial del problema
Fuente: Autores

El préximo ejemplo muestra que la respuesta a la segunda pregunta a veces es negativa.

20




Ejemplo 8
La Figura 5 muestra que el problema de valor inicial % — xy/? = 0 tiene al menos dos soluciones en

el intervalo —o0 < x < 00,
Las funciones

_ X
y=0 e Y=

satisfacen la ecuacion diferencial y tienen graficas que pasan por P(0, 0).

YA

Y )%6
~a

\/

0,0) / X

y=0

Figura 5. Anilisis de la solucién de una ecuacién diferencial
Fuente. Autores

Nota al estudiante: Al resolver una ecuacion diferencial, a menudo se tendra que utilizar, por
ejemplo, integracion por partes, fracciones parciales, o posiblemente sustituciéon. Valdra la pena
dedicar unos minutos a repasar algunas técnicas de integracion.

2.2.CAMPOS DIRECCIONALES

El estudio de las ecuaciones diferenciales se fundamenta en el analisis sobre la existencia y unicidad de
sus soluciones, pero éste aspecto esta directamente relacionado con el hecho de poder analizar el
comportamiento de la solucién alrededor de un punto o cuando la variable independiente tiende al
infinito.

Para poder explicar éste hecho recurtiremos a un repaso de la derivada de una funcion real  y = f(x).
Recordemos que si f(x) es una funcién continua y detivable en algin I € R, entonces su funcion
derivada también es una funciéon continua en I € R; es decir, no tiene cortes y se puede determinar

rectas tangentes en cada punto P (%, f (x)), formalicemos esta explicacién en la siguiente definicion.
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Definicion 2.2.1. FUNCION PENDIENTE

Si f(x,¥) = 0 es una funcién real, continua y derivable en algin I € R, entonces su PENDIENTE
esta dado por

v _ ok
il G (2.3)
A la ecuacién (2.3) se le denomina FUNCION PENDIENTE o FUNCION RAZON,

mediante la cual podemos determinar rectas tangentes a la curva f(x,y), en cada punto
P(x, f (x)). (Dennis, 2009)

Entones si podemos determinar rectas tangentes a una curva en cada punto de ella, y si en estas rectas
tangentes consideramos un médulo o segmento pequefio de ellas, entonces el conjunto de todos estos
segmentos describiran el campo direccional de la ecuacion diferencial, formalizando tendremos.

Definicion 2.2.2 CAMPO DIRECCIONAL DE UNA ECUACION DIFERENCIAL

Si evaluamos sistematicamente a la funcién f(x,y) = 0 en cada punto P(x,f(x)), entonces al
conjunto de todos estos elementos lineales se le llama campo direccional o campo de pendientes de

d
la ecuacion diferencial dada por d_ic, = f(x,y)

Visualmente, la direcciéon del campo indica el aspecto o forma de una familia de curvas solucién de la
ecuacion diferencial dada y, en consecuencia, se pueden ver a simple vista aspectos cualitativos de la

solucion.

Ejemplo 9

Determinar el campo direccional para la ecuacion diferencial sujeta a una condicién dada.
dy X
dx y

En la tabla 1, se determina el valor de las pendientes en diferentes puntos del plano cartesiano, con la
finalidad de poder determinar el campo de direccional.
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Tabla 1

Valor de la pendiente
x y dy Interpretacion
dx
1 1 -1 En el punto A(1,1) la pendiente es negativa
-1 1 1 En el punto B(—1,1) la pendiente es positiva
-1 -1 -1 En el punto €(—1, —1) la pendiente es negativa
1 -1 1 En el punto D(1, —1) la pendiente es negativa

Nota: Elaboracién propia

En la figura 6 tenemos la siguiente representacion.

/ ~ T— N
/ s T— AN
/ / B(—/:)) ‘“\ \<(1.|) \
| | J |
N = | 3 Oy | T :
\ \ (‘(5.7;1,__ D(1,-1) /
\ ~ 4 %
N ~ + ~

Figura 6. Campo direccional de una ecuacién diferencial
Fuente: Autores

Ejemplo 10
Determinar el campo direccional para la ecuacion diferencial sujeta a una condicién dada.
dy
2L 22
dx Y
y(=2) =1

Se realiza la practica utilizando un CAS como es el software Maxima.

Para esto procedemos a activar el médulo de graficas en Maxima de la siguiente manera
F——.:::— load (plot) ;

Luego definimos el lado derecho de la ecuacién diferencial; es decir

ﬂ( $14) plotdf (x*2-y"~2, [trajectory at,-2,1])
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En la figura 7 verificamos el resultado, en la cual se especifica la curva que pasa por el punto P(—2,1).
y
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Figura 7. Solucién de una ecuacién diferencial y su campo direccional
Fuente: Autores

2.3.METODOS CLASICOS DE SOLUCION DE UNA EDO

2.3.1. VARIABLES SEPARABLES

Se puede mencionar que el método de separacion de variables constituye el método analitico mas
elemental dentro de la solucién de una ecuacion diferencial, pero algunos de los métodos que
estudiaremos posteriormente tendran como objetivo conseguir la separacién de variables.

Definicion 2.3.1 ECUACION DIFERENCIAL A VARIABLE SEPARABLE

Una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden se dice que es a Variable Separable si la
podemos expresar de la siguiente forma:

d
M(x) + N(y) % -0 (2.4)

Donde:

M(x) y N(y) dependen tnicamente de X e Yy respectivamente, siendo funciones continuas
enalgin] C R.

24




La integracion de una ecuacion diferencial a variable separable esta dada por la expresion

fM(x)dx + fN(y)dy =C (2.5)

[ EJERCICIOS RESUELTOS J

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales

Ejemplo 11
dy 1-x%
dx  y?
Desarrollo:

De acuerdo a las ecuaciones (2.4) y (2.5) se tiene

y2dy = (1 — x%)dx Separacién de vatiables

f y2dy = f dx — f x2dx Integracién

y3 = —x34+3x+C Solucién general
Ejemplo 12

1+x)dy —ydx=0

Desarrollo:

dy dx . .

- = Separacion de variables

y 1+x
dy dx . .. . .

f - = f Aplicando las técnicas de integracion
y 1+x

In(y) =In(1+x)+C Solucién general

y=([1+x)k Donde k = e€

Ejemplo 13

Y_ X ujer 4) =3

ax~ "y sujeta a y4) =
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Desarrollo:
ydy = —xdx Separacién de variables
f ydy = — f x dx
x2+y?2=C Solucién general
424+32=C =C=25 Aplicando condiciones del problema
x4+ y? =52 Solucién particular

El problema de valores iniciales determina que de la familia de curvas x2 4+ y? = C la curva dada por x? +

y?2 = 25 es la tnica circunferencia que pasa por el punto P(4,3). Véase la Figura 8.

yA

c=5

Fignra 8. Cutvas solucién de una ecuacién diferencial
Fuente: Autores

Ejemplo 14
dy 2-x .
dx y+1 sujeta a y(3)=0
Desarrollo:
(y+ Ddy = (2 —x)dx Separacion de vatiables
f (y+ Ddy = f (2 —x)dx Aplicando las técnicas de integracion
1, 1, -
Ey +y=2x— Ex +C Solucién general

Aplicando problema de valor inicial

1(0)2 +0= 2(3)—1(3)2 +C
2 B 2
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Ejemplo 15

dy sec’(y)
dx 1-—x2

Desarrollo:

dy  dx
sec2(y) 1—x2

J‘ dy _J‘ dx
sec2(y) J 1-—x2

x+1
x—1

1,1 (2)_1l|
Y tgsen(Zy) =-ln

Ejemplo 16

xsen(x)e Ydx —ydy
Desarrollo:

fyeydy = fxsen(x)dx

|+c

=0

Solucién particular dada en forma implicita

Separacion de variables

Aplicando las técnicas de integracion

Solucién general en forma implicita

sujeta a y(m) =0

Separacion de variables e integrando

e¥(y —1) = —x cos(x) + sen(x) + C
e%(0 —1) = —m cos(n) + sen(w) + C

C=nmn—-1

e¥(y—1) = —xcos(x) + sen(x) —m—1

Solucién general

Aplicando las condiciones del problema

Solucién particular




2.3.2. REDUCCION A VARIABLES SEPARABLES

Definicion 2.3.2 Ecuacion diferencial REDUCIBLE A VARIABLE SEPARABLE

Una ecuacion diferencial de la forma

d
% = f(ax + by + ¢) (2.6)
Se dice que es reducible a la forma de variable separable

Donde:

a, by c son constantes con @ y b no nulos a la vez.

METODO DE SOLUCION
Para resolver la ecuacion diferencial (2.6) se realiza la siguiente sustitucion

z=ax+by+c 2.7)
Derivamos con respecto a la variable independiente x
dz dy

- = + b -2

ax ° dx

. d
Despejando ﬁ tenemos

dy 1dz a

dx bdx b

reemplazando en la ec. (2.6) tenemos la forma de la ecuacién diferencial

1dz a

bdx b 1
_ 2 s
bf(z)+a * (%)

La ecuacién ( * ) representa una ecuacion diferencial a vatiable separable.

Presentamos algunos ejercicios que permitan una mejor comprension de la solucién de las ecuaciones
diferenciales que se puedan reducir a una ecuacion diferencial a variable separable.

[ EJERCICIOS RESUELTOS J

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales
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Ejemplo 17

dy
— = 2y — 31)2
ax (B3x+2y-31)

Solucién

z=3x+2y—31

dz dy
ax 2T
dy 3 1dz
dx 2dx
3 ldz )
2dx —7
dz—z +3
dx Z
()f2z2+3 fdx
V6 V2(3x + 2y — 31)
—arctyg =x+C
6 V3

Presentamos el desarrollo de la integral (¥)

Realizamos sustitucion
trigonométrico

Sustitucién por ecuacion (5)

Derivamos con respecto a la variable x

Despejando % Yy reemplazando en la

ecuacién original

Realizando la separacion de variables
Ecuacién diferencial a variable separable
Integrando obtenemos la solucién

Solucién general de la ecuacion

Desarrollo de la integral

\/ésecz(e)

3
zZ= \/;tg(ﬂ)

[z
272 4+3

Ejemplo 18

4y _ +y+1
dx—sen(x y+1)

32 @) + 1) %
Jé

3 e
dz =\/;sec2(9)d9 6

——fd@—£ —£arctg(@)

f sec?(0)
sec?(0)

6 V3
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Solucion
z=x+y+1

dz
— =sen(z) +1
dx

dz _
sen(z) +1

o[t o

tgx+y+1)—sec’(x+y+1)=x+C

dx

Presentamos el desarrollo de la integral (*)

9 f sen(iﬁ - f (sen(zl) + 1) (zzzgg : 1

Sustitucion

Despejando % y reemplazando en la

ecuacion original

Realizando la separacion de variables
Integrando obtenemos la solucién

Solucién general en forma implicita

_ 1 —sen(z)
)dz = _f—cosz(z) dz

Primera integral Segunda integral
f ! dz + f sen(z) d sustitucion
_ — _ _— —_ U u
cos?(2) z cos?(2) z f sec?(z)dz
u = cos(z)
du 1 1
uz  u  cos?(z)
dz
K - = t + 2
f sen(z) +1 9(2) + sec*(2)
Ejemplo 19
ﬂ = e**y)
dx
Solucion
z=x+y Sustitucién
dz dy derivamos con respecto a la variable x
- = 1 + —
dx dx
d_y =1+ % Despejando Z_y y reemplazando en la ecuacién
dx dx x

original
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dz Realizando la separacion de variables

-1+—=¢?
dx
dz 241 Ecuacién diferencial a variable separable
—=e
dx
S f dz f d Integrando obtenemos la solucion
* = x
ez+1

_ln(e(xﬂ/) + 1) +x+y=x+C Solucién general

Presentamos el desarrollo de la integral (*)

J‘ dz _J‘e‘zdz
e?+1 Jez+1

sustitucion Entonces
u=e“?+1 e ?dz du ,
fe‘z+ = |5 " —In(u) =—-In(e™* + 1)
du = —e~%dz e“+1
=—ln( )=—ln(ez+1)+z
eZ
= —In(e™ +1) + (x +y)

Ejercicios 2.3

En los problemas del 1 -10, resuelva la ecuacion diferencial dada, por separacion de variables.

@ _ x Ay _
1.~ = cos (2x) 6. e dx—Zx
dy _ 2 7.xy' =4
2.2 = (x+1) y' =4y
3.dx—x%dy =0 S.Z—z+2xy=0
4.dx +e3*dy =0 9d_3’=3’_3
‘dx  x2
ay _ dy _ y+1
5.(x+1)dx—x 10.dx— "

En los problemas del 11 — 18 resuelva las ecuaciones diferenciales dadas sujetas a la condicion inicial
que se indica
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1 sen(x)(e™ + 1)dx = (1 + cos(x))dy, y(0) = 0. 16.% — y2-1 (2) =2
“ax  xz-1’ Y -

12. 14+ xHdy +x(1+4y>dx =0, , y(1) =0 17.x%y' =y —xy, y(-1) = -1
13. ydy = 4x(y? + 1) 2dx, , y(0) =1 18.y'+2y =1, y(0) = z
14.2—3;+ty =y, ,y(1)=3

15. 2 = 4(x? + 1), x(%) =1

En los problemas 19 y 20 halle una solucién de la ecuacién diferencial dada que pase por los puntos

que se indican

v _ 2 _ _ v _ .2 _
19. 2 —y2=—9 20.x_—=y>—y

@00 ®03) ©(1) @O  ®»ON ©(I)
En los problemas 21 y 25 halle una solucién de la ecuacién diferencial dada

dy
21, = =
I Inx+y+1)

dy
22, =~ = - 2
I (3—x+5y)

23. y' ' =sec(x —y)
24. y' =exp(5y —x+2)

25. y'=cos(y+1)

2.4. ECUACIONES HOMOGENEAS
2.4.1. FUNCIONES HOMOGENEAS

Definicién 2.4.1 FUNCION HOMOGENEA

Sea f(x,y) = 0 una funcién real. Se dice que f(x,y) es una funcién homogénea de grado n.
Si Vt €R\{0} secumple que f(tx,ty) =t"f(x,y) con n €R

Donde:

n Determina el grado de Homogeneidad de la funcién real. (RAMOS, 2004)
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[ EJERCICIOS RESUELTOS J

Verificar la homogeneidad de funciones reales.
Ejemplo 20

f(x,¥) = x+5,/xy + y es una funcién homogénea de grado 1.

Comprobacion
fltx, ty) = tx +5\txty +ty
f(tx, ty) = t(x+5\/5+y)

f(tx,ty) =t f(x,y) se verifica que t tiene exponente 1, que representa el grado.

Ejemplo 21

_ (3,3 . . 3
f(x,y) = {/Xx" + )" esuna funcién homogénea de grado >

Comprobacion
flex,ty) = \(x) +(1y)’
fltxey) = \J£x +15°
f(tx, ty) = t%\/m

3
f(tx,ty) = > f(x,y) se verifica que t tiene exponente %, que representa el grado.

Ejemplo 22
X
(x,y) = — +4 es una funcién homogénea de grado 0.
7 2 g
Y

Comprobacion

(t t)—ti+4
flexty Ty

X

flo,y) =t° (2— + 4) se verifica que t tiene exponente 0, y representa el grado.
y

Ejemplo 23

fxy)=x*+y*+1
No es una funcién homogénea porque todos los términos no tienen el mismo grado.
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NOTA:

* Para verificar la homogeneidad de una funcién real se observa cada término tenga el mismo

grado (exponente).

* Sif(x,y) esunafuncién homogénea de grado n, entonces
—_ N y
> fx,y)=x (1 +x)
_n (X
> fey =y (3+1)

Ejercicios 2.4.1

Verificar si las siguientes funciones son homogéneas, en el caso de serlas identificar su grado.

2 2\ 3
1 f(x.y)=<x ”)

xy
x
2 flx,y) = ;+ 1
3. fG,y) =In(x) +In (y)
_Y x
4, flx,y) = 2 + sen (y)
5. flx,y)=x"%2y2+3

2.4.2. ECUACIONES HOMOGENEAS

Definicién 2.4.2 ECUACION DIFERENCIAL HOMOGENEA

Una ecuacion diferencial de la forma
M(x,y)dx + N(x,y)dy =0 (2.8)
Se dice que es una ecuacién diferencial homogénea si, M(x,y) y N(x,y) son funciones

homogéneas del mismo grado.

Integracién de una EDO homogénea

Una ecuacion diferencial homogénea puede expresarse siempre en la forma alternativa
Y@
dx x
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Para ver esto, supongase que escribimos la ecuacion M (x, y)dx + N(x,y)dy = 0 como
Z_Z = f(x,y), en donde

MG, y)
N(x,y)

foy) =

Cuando M y N son homogéneos de grado 1, la funcion f(x, y) debe ser necesatiamente homogénea
de grado cero.

en(12) w2
(1) R0

f(x'Y) = -

Se ve que el tltimo cociente es una funcién de la forma F (y/x). Se deja como ¢jercicio demostrar que
una ecuacion diferencial homogénea también puede escribirse como Z—z =f (g)
Es decir, M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 puede ser expresada como Yy’ = f (%) con la finalidad

de utilizar una funcién incoégnita U que liga las variables de la ecuacién diferencial de la siguiente

manera:
sustitucion y =ux
. dy du
derivando U4 x—
dx 4T Y
reemplazando en =f (X) se tiene + du _
p v =f(; u+x= f@
dx du
donde

x  fw)-—u
representando una ecuacién diferencial a variables separables, donde f constituye una funcién

continua en algun intervalo de R.
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[ EJERCICIOS RESUELTOS J

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales homogéneas.
Ejemplo 24

2(x? + y*)dx — xydy = 0

M(x,y) =2(x* +y*) y N(x,y) = —xy son funciones homogéneas de grado 2, de acuerdo a la
ecuacion (2.8).

Desarrollo:
dy 2(x*+y?
d = (x—y) Dividimos por x?
dx xy
Sustitucion
2
Yy y
2+ 2= = =Z
d_y _ X2 y=ux - u=%
dx Y
X dy 4 du
dx dx
u 1 | |
f du = f —dx Por separacion de variables
2 +u? X
1
Eln(z +u?)=In(x)+C Integrando
1 [(2x? +y? . .
5 In — | = In(x) +C Por propiedades de los logaritmos
X
2x% + y? = kx* con k=e? Solucién general en forma implicita
Ejemplo 25

4x-3y+y'(2y-3x)=0

M(x,y) y N(x,y) son funciones homogéneas de grado 1.
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Desarrollo:

sustitucion y = ux N U= Yy
X
derivando dy du
dx T ax
ecuacién dy_4x—3y dividi , dy_4_3%
dx = 3y — Zy wiaimos para x, luego dx = 3 ZX
X
reemplazando N du 4-3u d du 2u? —6u+4
u xdx_3—2u agrupanaco xdx_ 3—-2u
separando (3-2u) du = dx ) it Ip= 252 — 6u+4
S e 4t = paraprimeraintegralp = 2u u
integrando 1 f 1 dx
2)p x
1 ) y
—Eln|p|=ln|x|+C comop = 2u*—6u+4 vy uz;
Solucién 1 Vi 2 y
—Eln|2(;) —6(;)+4|=ln|x|+C
Ejemplo 25

(22 + y*)dx + (x2 —xy)dy = 0

M(x,y) y N(x,y) son funciones homogéneas de grado 2.

Realizando la sustitucién ¥y = ux, y derivando se obtiene dy = x du + u dx, que reemplazando en
la ecuacién dada permite la solucion.

Desarrollo:

(x% + u?x?)dx + (x?> —ux®)[udx + xdu] =0
x*A+wdx+x3(1—-wdu=0

1—u dx
du+—=0
14+u X
dx
-1+ ——|du+—=0
1 X

—u + 2In|1 + u| + In|x| = In|c|
Y +2in |1 + X| + In|x| = In|c|
X X
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Usando las propiedades de los logaritmos, la solucion de arriba puede escribirse en la forma alterna

c(x +y)? = xe’/x

Ejemplo 26
(2(/xy —y)dx —xdy =0

M(x,y) y N(x,y) son funciones homogéneas de grado 1.
Desarrollo:

Los coeficientes M(x,y) y N(x,y) son a homogéneos de grado 1. Si hacemos y = ux, la ecuacién
diferencial se transforma, luego de simplificar, en
du dx
u—2u2 X
La integral del primer término puede calcularse mediante la sustitucion adicional t = u'lz.
El resultado es

0

t—1 «x
In|t — 1| + In|x| = In|c|

\/2—1|+ln|x| = In|c|
x
x(\/z—1>=c
x

dt dx
— =0

n

Ejemplo 27
x% =y+ xe’/x sujetaay(1) =1
Desarrollo:

Escribiendo la ecuacion en la forma

dx x
es claro que la funcién en el segundo miembro de la igualdad es homogénea de grado cero. La forma
de esta ecuacién sugiere utilizar u = % Derivando y = ux mediante la regla del producto vy

sustituyendo obtenemos
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du
utx—=u+e"

dx
dx
e %du=—
x
Por lo tanto —e "+ ¢ = In|x|

Y
—e x4+ ¢ = In|x|

Como y = 1 cuando x = 1, se obtiene —e™! + ¢ = 0 o bien ¢ = e, Por consiguiente, la solucién
del problema de valor inicial es

PR
et —e x =In|x|

Ejercicios 2.4.2

En los problemas del 1-10 determine si la funcién dada es homogénea. Si lo es, indique su grado de

homogeneidad.
1 f(x,y) = x% + 2xy — ’;—3 6. f(x,y) = sen (ﬁ)
2. f(x,y) = x+y(4x + 3y) 7. f(x,y) = In(x)* = 2Iny
3. f(x,y) = 222" 8. f(x,y) = In(x)*/In(y)?

x+8y

4. f(x,y) = ﬁ 9. f(x,y) = (x 1 +y™1)?

5. cos (ﬁ) 10. (x + y + 1)?

x+y

En los problemas del 11 — 15 resuelva la ecuacién diferencial dada usando una sustituciéon apropiada

1. (x —y)dx+xdy =0

12. (x +y)dx + xdy =0

13. xdx + (y — 2x)dy =0
14. ydx = 2(x + y)dy

15. (y? + yx)dx — x?>dy = 0
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En los problemas del 16 — 20 resuelva la ecuacion diferencial dada, sujeta a la condicién inicial que se

indica.
16. xy? 2 = y3 — x3 y(1) =2
dx i
17. (x? + 2y?)dx = xy dy, y(-1) =1
18. 2x? Z—z = 3xy + y?, y(1) = -2

19. xydx — x2dy = y/x2 + y2dy, y(0) =1

20. (x + yey/x) dx — xey/Xdy =0, y(1)=0

2.4.3. REDUCCION DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS
A HOMOGENEAS

Definicién 2.4.3 Ecuacién diferencial REDUCIBLE A HOMOGENEA

Una ecuacion diferencial de la forma
dy ax+by +c
—=fl (2.9)
dx a'x+b'y+c
Se dice que una ecuacién diferencial es reducible a homogénea.
Donde:

a,b,c,a’,b’, yc” son constantes con a y b;a’y b” no nulos a la vez.

INTEGRACION DE UNA ECUACION DIFERENCIAL ORDINARIA REDUCIBLE A
HOMOGENEA.

. . ax+by +c
Analisis de la funcién f

— ., | en términos de sus coeficientes, para lo cual tenemos los
ax+by+c

siguientes casos:

a. Sic = c' = 0laecuaciéon diferencial es la siguiente forma

a+b Y

d _ (M)_ X
dx a'x+b'y a,+b,(y)
X
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Y . , . :
= = f| = | es decir, es una E.D.O. homogénea; la misma que es resuelta mediante la
X

Representan los ejemplos realizados en el apartado 2.4.2

b. Sic#0 o c #0conc#c
Las rectas se intersecan

En la figura 9 tenemos dos funciones lineales que se intersecan en un unico punto P(h, k); es
decir, sean

L:ax+by+c=0

Lyax+by+c =0

Si realizamos una traslacion de ejes al punto P(h, k) donde se intersecan las rectas Ly ¥ Lo,
estaremos consiguiendo que la ecuacion diferencial se pueda reducir a una EDO homogénea

mediante las siguientes sustituciones.

\/
c

\/
X

Figura 9. Traslacion de ejes para la homogeneidad
Fuente. Autores

Realizando las sustituciones

{x=h+u {dx=du
y=k+v dy = dv
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Tenemos que

dy ax+by+c dv_, au + by
dx "\ a'x+b'y+c du "\ qu+b'v
v

B a+ba

La expresion (*) representa una ecuacion diferencial ordinaria homogénea y es resuelta por la técnica descrita
en el apartado 2.4.2

[ EJERCICIOS RESUELTOS J

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales reduciéndoles a homogéneas.

Ejemplo 28

dy  4x+3y+15
dx  2x+y+7

Al considerar la ecuacion (7), se tiene que M(x,y) y N(x,¥) no son funciones homogéneas porque todos sus

elementos no tienen el mismo grado.

Desarrollo:
S {L1:4x+3y+15=0
MLy 2x+y+7=0




Verificamos en la figura 10 que las rectas son intersecantes

» Vista Grafica
L1 L2

Figura 10. Interseccién de las funciones lineales de la EDO
Fuente. Autores

Como se intersecan en el punto A(—3, —1), entonces las sustituciones estan dadas por:

{x=—3+u N {dx=du
y=—-1+v dy = dv
Reemplazando tenemos
dy  4x+3y+15 dv  4u+3v
dx  2x+y+7 S dw 2use W

Luego (*) representa una ecuacion diferencial homogénea, que al realizar la sustitucion

v=w.u
dv N dw
d du
Tenemos la ecuacion
dw 4+3w | %
w+u—=———— siendo w=-—
du 24+w u

dw w? 4+ 5w+ 4

du 2+w
Separando las variables e integrando

du_ f 2+w

—d
u w2+ 5w+ 4 w
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Inful +¢ = — 3 arctan 5 +5) o In(w +4) - 2
nju Cc = 3arcan3W ) 3nW 3

Expresando en las variables originales, tenemos

Injx+3|+c= 4 t 2<y+1+5) +4l <y+1+4) 1
n|x | +¢c= 3arcan3x_|_3 > 3n

Obteniendo la solucién general de la ecuacion diferencial.

Ejemplo 29
dy x+y-1
dx x-y-1

Al considerar la ecuacion (2.9), se tiene que M(x,y) y N(x,Yy) no son funciones homogéneas porque

todos sus elementos no tienen el mismo grado.

Desarrollo:
S {Lll X + y — 1=0
MLy x—y—1=0

Verificamos en la figura 11 que las rectas se intersecan

» Vista Gréfica
fx+y=1

g.x-y='12

Figura 11. Interseccién de funciones lineales de la EDO
Fuente. Autores

Como se intersecan en el punto A(1,0), entonces las sustituciones estan dadas por
{x =1+4+u {dx =du

y=0+4+v dy = dv
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Reemplazando tenemos

dy x+y-1 dv u+v
it S )
dx x—-y-1 du u-v
Luego (*) representa una ecuacion diferencial homogénea, que al realizar la sustitucion
v=w.u
dv N dw
du du
Tenemos la ecuacion
dw 1+w v
w+u—=—— donde w=-—
du 1-—w u
dw w?+1
u—=
du 1—-w

Separando las variables e integrando

fl—wd _ du
W2+1W u

1
arc tan(w) — Eln(w2 +1) =In(u) +C

Expresando en las variables originales, tenemos

arctan(le) —%ln((le)z + 1) =ln|x—1|+c

c. Las rectas no se intersecan
Entonces las funciones lineales no se intersecan. Véase la figura 12
Sean

L:ax+by+c=0
Ly ax+by+c =0

N, (a,b)

N, (a,b)

» X

o
Figura 12. Funciones lineales paralelas. Fuente. Autores

ComolLiN L, =0
Entonces los vectores N;(a,b) y N,(a’,b") sonnormalesa L, y L,
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Es decir, son paralelos o colineales, entonces Ny =a N, & a’'=aa y b = ab
Luego, tenemos que

dy ax+by +c o dy ( ax + by +c )
dx a'x+b'y+c dx ' \aax+ aby+c
dy ( ax+by+c )
= _— =
dx a (ax + by) + ¢’
d
& Z=glax+by) ()

Por lo tanto, la sustituciéon z = ax + by, transforma a la ecuacién (¥) en una ecuacién diferencial a
variable separable.

[ EJERCICIOS RESUELTOS J

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales reduciéndoles a homogéneas.

Ejemplo 30

(x—2y—-1)dx+Bx—-6y+2)dy=0

M(x,y) y N(x,y) no son funciones homogéneas.

Desarrollo:
S {Ll: x—2y—-1=0
“ML,: 3x—6y+2=0

Verificamos en la figura 13 que las rectas no se intersecan.

» Vista Grafica X

L2: 3x— 6y = -2

Figura 13. Funciones lineales paralelas de la EDO
Fuente. Autores
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Entonces a la ecuacion diferencial lo podemos expresar de la siguiente forma
dy —(x—2y-1) dy —(x—-2y)+1

dx 3x—6y+2 < dx  3(x—2y)+2

Realizando la sustitucién z = x — 2}y, lo transformamos a una ecuacién diferencial homogénea,

dz d ,
donde Z=1-2% , asi tenemos
dx dx

1 1dz_—z+1

2 2dx 3z+2

Separando las variables e integrando

3242 _ [ - 3, 2(d_(,
5z Z_f x Sf Z+5fz_f x

Expresando en las variables originales, determinamos la solucién general.

dz_ 5z
dx 3z+2

3 2
g(x—Zy) +§ In(x —2y)=x+C
Ejemplo 31

Bx—-2y+1)dx+ 3B3x—-2y+3)dy=0

M(x,y) y N(x,y) no son funciones homogéneas.

Desarrollo:
S {Ll: 3x—-2y+1=0
L, 3x—2y+3=0

Verificamos en la figura 14 que las rectas no se intersecan.

> Vista Grafica X

L2
L1

L2:3x—2y—-3 °

| 73 // - 2 3 4 5 G 7
-1
-2

Fignra 14. Funciones lineales paralelas de la EDO
Fuente. Autores

Entonces a la ecuacion diferencial lo podemos expresar de la siguiente forma
dy 3x—-2y+1
dx 3x—-2y+3
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Realizando la sustitucion z = 3x — 2y, lo transformamos a una ecuacion diferencial homogénea,

dz d p
donde £ =3-2% , asi tenemos
dx dx

3 1dz z+1 dz _z+7

2 2dx z+3 dx z+3
Separando las variables e integrando

z+3 dz
f dz=fdx<:)fdz—4f =fdx
z+7 z+7

Expresando en las variables originales, determinamos la solucién general.

3x-2y—-4nBx—-2y+7)=x+C

FORMA ALTERNATIVA DE REDUCIR A ECUACIONES DIFERENCIALES HOMOGENEAS

Una forma alternativa de reducir ecuaciones diferenciales no lineales a ecuaciones diferenciales

homogéneas, es mediante la sustitucion
y=z% (8) con a€ER,

Donde
dy a1 92
dx Y dax

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales reduciéndoles a homogéneas.

Ejemplo 32
4xy*dx + 3x’y —1)dy =0

Se puede evidenciar que se trata de una ecuacion diferencial no lineal.
Desarrollo:

Al utilizar la sustituciéon dada en (8), se tiene

Sustitucién y=2z“
Derivamos con respecto a X dy =x z%ldz
Reemplazamos en la ecuacion 4xz%%dx + (3x%z* — 1) x z°"1dz = 0
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Agrupando
Igualando los exponentes

Reemplazamos a en (¥)

Obtenemos una ecuacion

homogénea
Ahora z = ux
dz=udx+xdu =

Separando  las  variables e

integrando

Solucién general

Ejemplo 33

4xz>%dx + (3x%z** 1 =z N xdz=0 (¥
2+1=2«x+1=x-1 = a= -2
4xz *dx + (3x%z7> —z73)(=2)dz =0

2xzdx — (3x2 —2z®)dz =0

2ux?dx — (3x? — (ux)?)(udx + xdu) = 0

1 1
—3In () +In (=5 - 1)
xy xy
1
+ln<—2+ 1) =In(x)+C
xy

y:+x2y6 =0

(x+y3) + (6xy*)y =0

Se puede evidenciar que se trata de una ecuacion diferencial no lineal.

Desarrollo:

Sustitucion
Derivamos con respecto a X
Reemplazamos en la ecuacién

Agrupando

Igualando los exponentes

Reemplazamos a en (*)

Ahora z = ux

dz_ N du:>
dx_u xdx

y=2z°
dy =x z*"ldz
(x + z3%)dx + (6xz%%) x 2% 1dz =0

(x + z3%)dx + 6a(xz3*"Ndz=0 *

1
1=3x=3x = a=§
(x+2)dx+2(x)dz=0
dz_ x+z=> N du 14+u _z
dx 2x u xdx_ 2 con u_x
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du = dx
1+ 3u u= X

Separando  las  variables e
integrando

2
§In|1 + 3u| =—In|x|+C

3

1+3y7 = _In|x| +C

Solucién general —In

2.5. ECUACIONES DIFERENCIALES EXACTAS
2.5.1. DIFERENCIAL TOTAL

Definicion 2.5.1 DIFERENCIAL TOTAL

Si f: R* =R , es una funcién diferenciable en (X, )€ Rz, entonces la diferencial total de f es

la funcién af , estd dado por:

e af(;;y)dx+ af((;;y) dy (2.10)

Observamos que la ecuacion simple

ydx+xdy =0
es separable y homogénea; también debe notarse que ademas es equivalente a la diferencial del
producto de x y y. Esto es,
ydx+xdy=d(xy) =0

Integrando se obtiene de inmediato la solucioén implicita xy = c.

Recuérdese que si z = f(x,y) es una funcién con derivadas parciales de primer orden continuas en

una regién R del plano xy, entonces su diferencial total es
_or of
dz = " dx + 3y dy (2.11)
Ahora bien, f(x,y) = c, de (10) se deduce que

or f gy =
P dx + 3y dy =0 (2.12)
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En otras palabras, dada una familia de curvas f(x,y) = c, es posible generar una ecuacion diferencial

de primer orden calculando la diferencial total
Ejemplo 34
Six? —5xy + y3 = ¢, entonces de (2.12) resulta que
(2x — 5y)dx + (=5x + 3y?)dy = 0 o bien
dy  5y—2x
dx —5x + 3y?2

Es mas importante para los fines de este curso invertir el problema, esto es, dada una ecuacién como

dy _ 5y-2x
dx  -5x+3y2

2.13)

Puede identificarse la ecuacion como equivalente a

d(x? —5xy +y3) =0?

Notese que la ecuacion (2.13) no es ni separable ni homogénea.

2.5.2. DIFERENCIAL EXACTA

Definicion 2.5.2 DIFERENCIAL EXACTA

Una expresion diferencial de la forma

M(x,y)dx + N(x,y)dy
Se denomina diferencial exacta en una region R del plano x si existe una funcién continua
f:D cR?> >R talque df(x,y) =M(x,y)dx + N(x,y)dy (2.14)
es decir, toda expresion que es la diferencial total de alguna funcién de x e ¥y se llama
diferencial exacta. (Cornejo Serrano, 2012)

Se presentan algunos ejemplos para explicar la diferencial exacta dada en la ecuacion (2.14).
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[ EJERCICIOS RESUELTOS J

Ejemplo 35
x’y3dx + x3y*dy

Es una diferencial exacta, pues se verifica que
d (§x3y3) = x2y3dx + x3y?dy
Ejemplo 36

xdy—ydx
x?2 =0

Es una diferencial exacta, pues se verifica que
yy _ xdy—ydx
d (x) B x?2
Ejemplo 37
xdy+ydx 0
xy a

Es una diferencial exacta, pues se verifica que

xdy +ydx
d(n (xy)) = ———

Xy

El siguiente teorema constituye un criterio para determinar si una diferencial es exacta

Teorema 2.5.2 ECUACION DIFERENCIAL EXACTA

Sean M(x,y) y N(x,y) funciones continuas y con derivadas parciales de primer orden
continuas en una regién R del plano xy. Entonces una condiciéon necesaria y suficiente para

que

M(x,y)dx + N(x,y)dy=0

sea una diferencial exacta es que cumpla con

OM(x,y) _ ON(xY)
dy  ox
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Método de solucion

Dada la ecuacién

M(x,y)dx + N(x,y)dy =0 (2.15)
Como (14) es una diferencial exacta, entonces existe una f(x,y) = 0 tal que
f(x,y) f (x,y)
S M(x,y) 3y - N(x,y) (2.16)

Reemplazando (2.16) en la ecuacion (2.15) se tiene

of (x, of (x,
f(x,y) dx + f(x,y)

dx dy
Como existe una funcién continua z = f(x,y) entonces su diferencial total estd dado por

of (x, of (x,
fy) o y)dy
0x 9]

Igualando las ecuaciones (2.17) y (2.16) se tiene que dz =0 = z =cesdecitr f(x,y) =c que

dy =0 (2.17)

=dz (2.18)

representa la solucion de la ecuacion diferencial.
Ahora como

of %, y)
—_— =M 2.19
Ix () (2.19)
Asi es posible encontrar f integrando M (x, y) con tespecto a X mientras se mantiene Y constante.
floy) = M(x,y)dx + g(v) (2.20)

donde la funcién arbitraria g(y) es la “constante” de integracion. Derivando (2.20) con respecto a Y,
. af (x,
ademas considerando que % = N(x,y)

_0f(y) _
=% "

De esto resultan g'(y) = N(x,y) — 2 m (x, y)dx integrando obtenemos g(y) la misma que es
% g q

d
N(x,y) @f M(x,y)dx + g'(y)

reemplazada en (2.20) para obtener la solucién de la ecuacion diferencial exacta.

[ EJERCICIOS RESUELTOS J

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales exactas.
Ejemplo 38

2xydx+ (x* —1)dy =0
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Desarrollo:
Con M(x,y) =2xy y N(x,y) = x? — 1 tenemos

6M_2 _ON
dy x_ax

La integracion de la diferencial exacta esta dada por

flx,y) = foydx+g(y)
fl,y) = x*y+g9)

Derivando parcialmente la ltima expresion con respecto a y e igualando el resultado a N (x, y) resulta

Of _ 2 100y — (o2
T AORICREY
Se deduce que

gy»=-1 - g =~y

No es necesario incluir la constante de integracion en el renglon precedente ya que la solucion es

f(x,y) = c. Algunas curvas de la familia x>y —y = ¢ se dan en la Figura 15.

Nota
La solucién de la ecuacion no es f(x,y) = x?y —y. Mas bien es f(x,y) = ¢ obien f(x,y) = 0si
se usa una constante al integrar g'(y). Obsérvese que la ecuacién podria haberse resuelto también

por separacion de variables.

<V

c=1

Figura 15. Representacién geométrica de la solucion de la ecuacién diferencial
Fuente. Autores
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Ejemplo 39

(ezy -y cos(x}’)) dx + (2xe?’ — x cos(xy) + 2y)dy = 0

Desarrollo:
La ecuacién no es ni separable ni homogénea pero si es exacta, puesto que

OM(x,y)
dy

ON(x,y)
0x

= 2e?Y + xy sen(xy) — cos(xy) =

Por lo tanto, existe una funcion f(x,y) tal que

fO,y) = [MQx,y)dx + g(v)
f,y)=[ (ezy -y COS(xy)) dx
f(x,y) = xe®” —sen(xy) + g(¥) (*)

af (x,y)
ay

Derivando con respecto a y, ademas = N(x,y) entonces se tiene

of (x,
% = 2xe? — x cos(xy) + 2y = 2xe®” — x cos(xy) + g'(¥)
gM=2y = gO) =y

Reemplazando en (*) se tiene
xe? —sen(xy)+y*=C

Ejemplo 40

(cos(x)sen(x) — xy?)dx + y(1 — x?)dy = 0 sujetaa y(0) =2

Desarrollo:
ILa ecuacion es exacta puesto que

Ahora bien,
fO,y) = [MQx,y)dx + g()

£ = [ (cos@sen(x) - xy?)dx + g )

1 1
fey) =7 cos(2x) - gxzyz +9») (*)
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af;’;)’) =y(1— x?) = N(x,y) se tiene

Derivando con respecto a y, ademas
y(1-x?) =—=x*y +g'(y)
=y = g0) =5y
Reemplazando en (*) se tiene

1 1 1
7 c0s(2x) — Exzy2 + Eyz =C (%)

La expresion (**) representa la solucion general de la ecuacién diferencial, ahora aplicaremos las
condiciones iniciales del problema para determinar su solucioén general.

La condicién inicial Yy = 2 cuando x = 0  exige que iCOS(O) -0+ % (2)2=C obien que

9 .
¢ = 7. De esta manera, una solucion del problema es:

—2y%(1 — x%) + cos(2x) =9
Ejemplo 41

e + 6x) dx + (In(x) —2)dy =0

Desarrollo:
M(x,y)=(1+6x) = M=l
X dy X
.. EDO Exacta
ON(x, 1
N(x,y) = (ln|x| - 2) IN(x,y) =—
ox X

La solucién de la ecuacion diferencial esta dada por

fx,y) = [M(x,y)dx + g(y) donde g(¥) es una funcién por determinar

1= f| S oxfice )

f(x,y)=yInx+3x" + g(»)

Detivamos con respecto ay consideramos que w = N(x,y) tenemos
lnjx| -2= ln|x| +g'(»)
Integrando con respecto a y
[-2dy=[g'(y)
56
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-2y=g(y)

.'.c=yln|x| +3x° -2y
Ejemplo 42

(e*sen(y) — 2y sen(x)) dx + (e* cos(y) + 2 cos(x))dy = 0

Desarrollo:

M(x,y) = e sen(y) - 2y senx)) » 20D

=e" cos(y) - 2sen(x)
ay

~« EDO Exacta
N(x,y)= (ex cos(y) + 200s(x)) = %x’y) =e” cos(y) — 2 sen(x)
X

La solucién de la ecuacion diferencial esta dada por

fx,y) = [M(x,y)dx + g(y) donde g(¥) es una funcién por determinar
19 = flesen(y) - 2y sen() i + g ()

f(x,y)=e"sen(y) +2ycos(x) + g(y)

Derivando con respecto a y

f (x,y)

=e" cos(y) +2cos(x) + g'(y)
dy

Como M = N(x, y); reemplazamos
ay

e” cos(y) +2cos(x)=e" cos(y) +2cos(x) + g'(»)
luego €'()) =0 integrando con respecto a y

g(y)=k donde k=cte

c=e'seny +2ycosx+k k y ¢ son constantes

. c=e'seny +2ycosx Soluci6n general
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Ejemplo 43

(sen( ) —y sen(x) + 1) dx + (x cos(y) + cos(x) + 1) dy=0
y)—=y X Yy y Yy

Desarrollo:
1
M(x,y)= (sen<y) ~ ysen(x)+ ;) - D) oy - sento
Y
.. EDO Exacta

N(x,y) = (xcos(y) +cos(x) + 1) = D o) sentr)
y X

La solucién de la ecuacion diferencial esta dada por

fx,y) = [M(x,y)dx + g(y) donde g(¥) es una funcién por determinar

X

5.9 = [ sen) = ysento) o | v 0)

f(x,y) = xsen(y) + y cos(x) + Injx| + g(») (%)
Derivando con respecto a y

@ = xcos(y) + COS(X) + g'()’)

Como M = N(x, y); reemplazamos
ay

xcos(y) + cos(x) + i = xcos(y) +cos(x) + g'(y)
y
Integrando con respecto a y
i Ly - [ )
y
ln| y| =g(y)  Se hadeterminado la funcién desconocida que remplazamos en (%)

" ¢ =xsen(y)+ ycos(x) + Inx| + Inly| Solucién general

58

R



Ejercicios 2.5

En los problemas del 1-10 determine si la funcién dada es exacta. Si lo es, resuélvala

1. 2x+4)dx+ By —1)dy =0 6. <2y _i+ COS(3x))Z_Z+xl 43 4

2
3ysen(3x) =0

2. 2x+y)dx — (x +6y)dy =0 7.(x +y)(x —y)dx + x(x — 2y)dy =0
3. (5x + 4y)dx — (4x — 8y*)dy = 0 8. (1 +in(x) + %) dx = (1 —In(x))dy
4.(sen(y) — ysen(x))dx + (cos(x) + 9.(y® — y?sen(x) — x)dx + (3xy? +
xcos(y) —y)dy =0 2y cos(x))dy =0

5. 2y?x — 3)dx + 2yx? + 4)dy = 0 10. (x3 + y®)dx + 3xy?dy =0

En los problemas del 11 — 15 resuelva la ecuacién diferencial dada sujeta a la condicion inicial que se
indica

1. (x +y)%2dx+ Qxy+x2—1dy =0, y(1)=1

12.(e*+y)dx+ (2 +x+yeY)dy =0, y(0) =1

13. (4y + 2x —5)dx + (6y + 4x — 1)dy =0, y(—-1) =2

()2 X2 0, y(1) =1

yS dx = 2y*

15. (y2%cos (x) — 3x2y — 2x) dx + (2y sen(x) — x* + In(y))dy = 0, y(0) =e

En los problemas del 16 — 19 halle el valor de k de modo que la ecuacion diferencial dada sea exacta.

16. (v3 + kxy* — 2x)dx + (3xy? + 20x%y3)dy = 0,
17. (2x — y sen(xy) + ky*)dx — (20xy® + x sen(xy))dy = 0,
18. (2xy? + ye®)dx + (2x%y + ke* — 1)dy = 0

19. (6xy3 + cos (y))dx + (kx?y? — x sen(y))dy = 0,

2.6.FACTOR INTEGRANTE

De acuerdo al desarrollo de la tematica en lo relacionado a los métodos clasicos de soluciéon de una
ecuacion diferencial ordinaria de primer orden, hemos estudiado el cémo identificar y resolver una
ecuacion diferencial exacta, pero ¢qué sucede cuando no se cumple la condicion de diferencial exacta
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de una funcién?, ante este cuestionamiento surge lo que se denomina factor integrante, que representa
una funcién real continua y diferenciable en alguna region de R, tal que permite resolver la ecuacion

diferencial.

Nota:

No siempre es facil determinar el factor integrante, pero en los casos practicos este factor generalmente
depende de las variables independientes como se vera al resolver ecuaciones diferenciales ordinarias
lineales de primer orden.

Lo mencionado anteriormente ilustramos en el siguiente ejemplo.

Resolver la ecuacion diferencial dada por
A -x?y)dx+x*(y—x)dy =0  (»)

Donde
Mxy) __ a
M(x,y) =1—x2y dy
=
N(x,y) = x%(y — ON (x,
(x,y) =x*(y —x) (gx ) _ 3x% + 2xy

Determina diferenciales parciales distintas
oM (x,y) ON(x,y)
. +
dy dx
Por lo tanto, no representa una ecuacion diferencial exacta, pero si a la ecuacion (*¥) lo multiplicamos

1
or —
por 5
Conseguiremos transformarlo es una ecuaciéon diferencial exacta; es decir, tendriamos la ecuacion dada

por

(xiz_ ) dx+ (y—x)dy =0 (x%)

Donde
1 oM(x,y)
x =
Nx,y)=y—x M=_
O0x

oM(x,y) _ ON(x,y)
dy 0x

Es decir, representa una ecuacion diferencial exacta la misma que puede ser resuelta aplicando la técnica
estudiada en el parrafo 2.5.
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Como hemos evidenciado se podré tratar de conseguir una funcién u(x) = 0 que convierta una

ecuacién diferencial no exacta en una exacta, donde al término u(x) se denomina FACTOR

INTEGRANTE.

Definicion 2.6.1 FACTOR INTEGRANTE

Dada una ecuacion diferencial

M(x,y)dx + N(x,y)dy =0 1)
Donde M(x,y) A N(x,y) son funciones continuas en algin I € R?, siendo (2.21) una
ecuacién diferencial no exacta, entonces existe una funciéon u(x,y) = 0 continua y sin ceros
en I c R?, tal que

u(x, y)[M(x,y)dx + N(x,y)dy] =0 (22)

Constituye una ecuacion diferencial exacta.

Demostracion.-

Si la funcion u(x, y) = 0 es un factor integrante de la ecuacion diferencial

M(x,y)dx + N(x,y)dy =0 (2.21)

entonces
u(x,y)M(x,y)dx +u(x,y)N(x,y)dy =0 (2.22)

representa una ecuacion diferencial ordinaria exacta; es decir, se cumple

5 0
5y (REIME ) = - (NG Y))

De donde se deduce que
ou(x,y) oM(x,y) ou(x,y) ON(x,y)
M(x,y) 6—+ u(x,)’)T = N(x,y) T'F u(x.}’)T
du(x,y) du(x,y) oM(x,y) ON(x,y) B
M(x,y) 3y —N(x,y) I +u(x,y) < 3y — EP ) =0 (2.23)
Nota:

Para determinar un factor integrante para la ecuacién diferencial (2.21), es necesario determinar una
solucion particular de la ecuacion (2.23).

Examinemos algunos casos mediante los cuales podremos determinar un factor integrante para una
ecuacion diferencial no exacta.
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Ejemplo 44

Si u(x,y) = 0 depende unicamente de la variable independiente X; es decir,

u(x,y) = f(x)
Entonces la ecuacion (22)
M) LD Gy Py, (P2 HED ) g
Se transforma en
) aM  dN
Nf G+ £ (5 5 ) =0
Que es equivalente a
oM 0N
f)_dy o
f) N
De donde
oM ON

w) =) =ew| [ L—Zax | @)

Representa el factor integrante de la ecuacion diferencial (2.21), tomando en cuenta que el lado derecho

de la ecuacién (B) depende tnicamente de x.
Ejemplo 45

Resolver (xy — 1)dx + (x2 —xy)dy =0 (*)
Solucién:

oM
dy
N
ox

X

2x—y

oM ON . . .. . .
Como oy * o debemos determinar un factor integrante para poder resolver la ecuacion diferencial

dada.
Determinamos

oM _ oN
dy 0x x—2x+y —(x—y)
N ox2—-xy  x(x—Y)
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Reduciendo términos semejantes

oM _ N
dy ox 1

N X

Podemos ver que el factor integrante depende unicamente de X, entonces

1
u(x) = f(x) =exp (f —;dx)
De donde obtenemos el factor integrante

1
U(X) = —;

Ahora multiplicamos el factor integrante en la ecuacién original (*) y tenemos

L (xy = 1)dx — = (2 — xy)dy = 0
~ Gy x——(x* = xy)dy =

equivalente a

1
(C-y)ac+@-ndy=0 9
donde
oM
dy
ON 1
ox
oM ON ., . . . .
Como oy - ox entonces la ecuacion diferencial (**) es exacta, aplicando el procedimiento

estudiado anteriormente, se tiene

f(x,y) = fM(x, ydx + )

1
foy) = [ (5= v)dx + 80
fxy) =Inx) —yx+g(y) ()
Esta dltima expresién la derivamos con respecto a y; ademés consideramos que

ifxy)
ay - N(X' Y)

Entonces tenemos

y—x=-x+g(y)
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De donde

1
g =y »> =3y’

Reemplazando en la ecuacién (**x), obtemos la solucioén general dado por
1
In(x) — yx + Eyz =C
Ejemplo 46

Si u(x,y) = 0 depende unicamente de la funcion incognita y; es decit,

u(xy) = f(y)
Entonces la ecuacion (2.23)
ou(x,y) ou(x,y) oM(x,y) ON(xy) \ _
M&y) =50 = Nxy) =5 =+ uley) | =50 % =0
Se transforma en
ME(y) + £ )<6M oN )_
y Y dy ox /
Que es equivalente a
oM _ oN
F(y) 3y~ ox
f(y) —M
De donde
oM ON

a) =) =exn| [ F a4y ] ®

Representa el factor integrante de la ecuacion diferencial (2.21), tomando en cuenta que el lado derecho

de la ecuacién (B) depende tnicamente de y.

Ejemplo 47
Resolver (2xy? + 2xy + 3x2y)dx + (3x2%y + 2x% + 2x3)dy = 0 (%)

Solucion:

aM—4 + 2x + 3x?
ay_ Xy X X

aN—6 + 4x + 6%>
% Xy + 4x + 6X
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oM ON . . .. . .
Como oy * ox debemos determinar un factor integrante para poder resolver la ecuacion diferencial

dada.
Determinamos
oM _ 0N
dy ~ ox _ (4xy +2x+3x?) — (6xy +4x+6x°)  x(2y+2+3x)
-M —(2xy? + 2xy + 3x%y) ~ y[xQy + 2 + 3%)]

Reduciendo términos semejantes

oM_ oN
dy  0x _1

Podemos ver que el factor integrante depende tnicamente de y, entonces
1
() = £) = exp ([ )

De donde obtenemos el factor integrante

u@y) =y
Ahora multiplicamos el factor integrante en la ecuacién original (*) y tenemos

y(2xy? + 2xy + 3x2y)dx + y(3x%y + 2x? + 2x3)dy = 0

equivalente a

(2xy3 + 2xy? + 3x2y?)dx + (3x2y? + 2x%y + 2x3y)dy = 0 (*%)
donde
oM 5 5
W—6xy + 4xy + 6x“y
ON 5 5
a—6xy + 4xy + 6x°y
Como Z—A; = g—: entonces la ecuacion diferencial (**) es exacta, aplicando el procedimiento

estudiado antetriormente, se tiene

fy) = f M, y)dx + g()

fooy) = f @xy® + 2xy2 + 32%2)dx + g(y)
FGoy) = 2y + a2y 4 xPy2 + g(y) (o)
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Esta ultima expresion la derivamos con respecto a y; ademas consideramos que

0f (x,y) _
o =NxY)

Entonces tenemos
3x2y? + 2x%y + 2x3y = 3x%y? + 2x%y + 2x3y + g’ (y)

De donde

gy)=0 >»> gy)=k con kER

Reemplazando en la ecuacién (**x), obtemos la solucion general dado por

x2y3 +x2y2 +x3y2 = C
Ejemplo 48
Si u(x,y) = 0 depende del producto de dos funciones, una que depende de x, y otra que
depende de y; es decir,
u(x,y) = f(x) xg(y)

Entonces la ecuacion (23)

9 ! d , oM (x, ON(x,
Se transforma en
oM ON
Mf(x) g’ (y) = Nf'(x)gy) + f(x) g(») <W — a ) =0
Que es equivalente a
oM ON ’ .
D T D vy @

ay ox f(x) 9w
De donde el factor integrante sera determinado a partir de la ecuacién (f8), donde debemos identificar

a las funciones f(x) y g(¥) que en la mayoria de los casos resultan faciles determinar.

Ejemplo 49

Resolver (%(y) - Ze‘xsen(x)) dx + (Cos (y)+2;_x Cos(x)) dy =0 (*)

Solucion:

oM _ sen(y) 4 cos(y)

Iy Y y
oN 2 @ 2 w0
ax ye Cos(Xx ye sen(x

oM aN . . .. . .
Como oy * ox debemos determinar un factor integrante para poder resolver la ecuacién diferencial
dada.
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Determinamos el factor integrante de la forma

u(x,y) = f(x) »g(»)
De donde se tiene

A Oy - T Dy

dy ox fx)

Reemplazando en (B) tenemos

(_ sengy) 4 COS(Y)) _ (_ Ee—x cos(x) — Ee"‘ Sen(x)>
y y Y Y

_f®) (cos O +2e™* cos{x)) 9O (sen(y) _
f(x) y g\ vy
Que es equivalente a

(cos V) +2e™ cos(x)) 1 (sen(y) B

y y\ y

Ze‘xsen(x)>

Ze‘xsen(x)>

@ (cos () +2e~ cos(x)) IO )
£ y g\ y
De esta ultima ecuacion se puede deducir que
fo_, ,  gw_1
f) 9@ vy
De donde
fx) =ce” y 9 =cy

Asignando a ¢; = ¢, = 1 tenemos el factor integrante u(x,y) = ye*

Ahora multiplicamos el factor integrante en la ecuacién original (*) y tenemos

cos + 2 e *cos(x
ye* (ser;(y) - Ze"‘sen(x)> dx + ye* < ») y ( )> dy =0
equivalente a
(e*sen(y) — 2y sen(x))dx + (e*cos(y) + 2 cos(x))dy = 0 (x%)
donde
oM

— — e* —
ay e*cos(y) — 2 sen(x)

N
—=e* —_ 2
Fp e*cos(y) sen(x)
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oM ON ., . . . ..
Como 3y — ax chtonces la ecuacién diferencial (**) es exacta, aplicando el procedimiento

estudiado anteriormente, se tiene

fy) = f M y)dx + g()

fly) = f (e*sen(y) — 2y sen(x))dx + g(y)
fx,y) = e*sen(y) + 2y cos(x) + g(y) (%)

Eista dltima expresién la derivamos con respecto a y; ademas consideramos que
of (x, )
—— = N(x,

ay (x.)

Entonces tenemos
e*cos(y) + 2 cos(x) = e*cos(y) + 2 cos(x) + g'(¥)
De donde simplificando tenemos
gy)y=0 >»> gly)=c con ceER
Reemplazando en la ecuacién (**x), obtemos la solucién general dado por

e*sen(y) + 2y cos(x) = C

FORMA ALTERNATIVA DE RESOLVER UNA EDO CON FACTOR INTEGRANTE
ulx,y) = f(x) g

La forma alternativa al método presentado anteriormente consiste en considerar al factor integrante
como u(x,y) = x™y"™ con m,n €R.

Ejemplo 49

Resolver (3xy? — 4y)dx + (3x — 4x%y)dy =0 (*)
Solucion:

aM

E = 6xy —4

dN

Frie 3 —8xy

om aN . . .. . .
Como oy * ox debemos determinar un factor integrante para poder resolver la ecuacién diferencial

dada.

Determinamos el factor integrante de la forma  u(x,y) = x™y"
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Ahora multiplicamos el factor integrante en la ecuacién original (*) y tenemos

x™y™(3xy? — 4y)dx + x™y™(3x — 4x%y)dy = 0 (*%)

De donde
oM +1,,n+1
3y =@Bn+6)x™y" — (4n + 4)xmy"
oN 1 i1
a = (3m + 3)xm}’n - (4'm + 8)xm+ yn+

oM aN ., . . .. .
Luego 3y ox Paraque la ecuacion diferencial dada sea exacta, es decir igualando las derivadas

parciales se obtiene

3n+6=—-4m-—8 3n+4m = —-14
=
—4n—-4=3m+3 dn+3m = -7
Resolviendo se tiene quen =2 y m = —5 por lo tanto el factor integrante esta dado por
u(x,y) = x°y?

Reemplazando u(x,y) en la ecuacioén (*¥*), entonces tenemos

x75y2(3xy? — 4y)dx + x5y2(3x — 4x%y)dy = 0

Luego
Bx™ty* — 4x72y)dx + Bx~*y? — 4x73y¥)dy = 0 (x*%)
donde
oM
E = 12x~*y3 — 12x75y?
dON
— = 12x7*y3 — 12x75y°
ox xy Xy
oM N ., . . . ..
Como 3y = ax cntonces la ecuacién diferencial (***) es exacta, aplicando el procedimiento

estudiado anteriormente, se tiene

fy) = f M(xy)dx + g(y)

fy) = f By — dxSyNdx + g(y)
flo,y) ==x3y*+x7*y3 +g() (0

Esta tltima expresion la derivamos con respecto a y; ademas consideramos que

of(x,y)
Ty N(x,y)
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Entonces tenemos
3x*y? — 4x73y? = 3x7ty? — 4x3y3 + g'(y)
De donde simplificando tenemos
g =0 >»>>» gy)=k con kER
Reemplazando en la ecuacién (@), obtemos la solucién general dado por

—x 3yt 4 xty3 =
Ejemplo 50

Resolver la siguiente ecuacion diferencial:

(6y + x2y?)dx + (8x + x3y)dy = 0 (1)

Solucion:

oM

—_— 2
3y 6 + 2x°y
ON

_—= 2
P 8 + 3x°y

Se plantea para verificar si el factor integrante se encuentra con respecto a “x” o “y”

Dependiente de “x”

oM oON
9y  oax _6+2x’y—8-3x%y
N B (8x + x3y)
. 2+x%y
~ (8x +x3y)
Dependiente de “y”
ON oM
ax 9y 8+3x’y—6—2x%y
M (6y+x%y?)
2+ x%y
 (6y +x2y?)

Como el factor integrante no se encuentra con respecto ni a “x” ni a “y”” entonces aplicamos el factor

integrante: X™y™ la cual multiplicamos en la ecuacion diferencial (1).

x"y™ (6y + x2y?)dx + x™y™ (8x + x3y)dy = 0
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Cuyas derivadas parciales son:

aM

- mx™y™ 1 (6y + x2y?) + x"y™(6 + 2x%y)
a_M — 6mxnym + mxn+2ym+1 + 6xnym + zxn+2ym+1
dy

aM

e (6m + 6)x™y™ + (m + 2)x"2ymt1

dN

Pl nx™ly™(8x + x3y) + x"y™(8 + 3x%y)

a_N — 8nxnym + nxn+2ym+1 + 8xnym + 3xn+2ym+1
ax

dN

i (8n + 8)x"y™ + (n+3)x"H2ym+1

Igualando las derivadas parciales
(6m + 6)x™y™ + (m + 2)x™*t2yM*1 = (8n + 8)x"y™ + (n+3)x"+2ym+1
Se deduce
6m+6=8n+8 6m —8n = 2
-m+2=n+3 m-—n=1
Resolviendo se tiene quen = 2 y m = 3 por lo tanto el factor integrante estd dado por
uCr,y) = x%y?
Reemplazando el factor integrante en la ecuacion (1).
x2y3 (6y + x%y?)dx + x?y3 (8x + x3y)dy = 0
(6x2y* + x*y>)dx + (8x3y3 + x>y")dy =0
Obteniendo sus derivadas parciales
om
a7 _ 2.3 40,4
3y 24xy° + S5x*y
N
av _ 2.3 40,4
Y 24xy° + S5x*y

Se tiene una ecuacién diferencial exacta y su resolucion esta dado por

fy) = f M(xy)dx + g(y)

71

S



fy) = j 6x%y* + x*y%)dx + g(»)

1
fOoy) =2x%y* +x°y° + 90 (0
Eista dltima expresién la derivamos con respecto a y; ademas consideramos que

oD~ Nwy)
Entonces tenemos

8x3y® + x°y* = 8x3y3 + x°y* 4+ g'(y)
De donde simplificando tenemos
gy =0 >»>» gly)=k con kER
Reemplazando en la ecuacién (@), obtemos la solucién general dado por

1
2x3y* + §x5y5 =C

Ejemplo 51
Si u(x,y) = 0 es una funcién de (x + y); es decir,

u(x,y) = f(x+y)

Recordemos que la ecuacion diferencial multiplicada por el factor integrante tiene la forma

du(x,y) dM(x,y) ON(x,y) B
oy +u(x.y)( ay ox >—0 (*)

Ahora para resolver utilizamos la sustitucion Z = x + Y, entonces la ecuacioén (¥) esta expresada

por

du(x,y)
ax

M(x,y) N(x,y)

duodz duadz

M aa—]\] E£+u(x,y)(

De acuerdo a la sustitucion lo podemos expresar como

oM ON )
dy Ox

, , aM N
MP@-NF@ (5~ 5 )=
De donde
oM 0N

fz) ay  ox
fz N-M
Por lo tanto, se ha determinado el factor integrante que esta en funcién de la suma de las variables

X ey

Ejemplo 52

Resolver la siguiente ecuacion diferencial:

x?—y*+1dx+ (x> —y?>*—1)dy =0 (*)
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Solucion:

oM

oy - Y
dN

— =2

ax x

om aN . . .. . .
Como o 7 o debemos determinar un factor integrante para poder resolver la ecuacién diferencial

dada.

Consideramos el factor integrante de la forma  u(x,y) = f(x +y) con z=x+Yy
Para integrar una ecuacién diferencial que tenga esta forma de factor integrante, utilizamos la expresion

oM 9N
f@_dy ox
f(zy N-M
Donde
[ (z) -2y —2x _2(x+y) _
f@ -y -D-@—yr+D -2 Y77
Es decir,
f@ o
o2 T f@=ew z7)

Que es equivalente a

U = exp (% (x + y)z)

De esta manera se ha determinado el factor integrante, ahora procedemos a la solucién de la ecuacion

diferencial, para lo cual multiplicamos la ecuacién con el factor integrante.

Ejercicios 2.6

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales

d
1) (xy?+x%y2+3)dx+x%ydy =0 6) xd—z +y(xctg(x) +1) =0
x
2) (2x*y+y*)dx+ (2x* —xy)dy =0 7) dx+ (; - Sen(y)) dy =0

3) 3x+2y+y2+2x+2xy+5y)y =0 8) (x—x%y)dy+ydx=0
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4 2xy+y>+ (x?+3xy?)y’ =0 9) y(1+xy)dx—xdy=0

5) ydx+ (2x—yeY)dy=0 10) dx+ (xtg(y) —2sec(y))dy =0

2.7. ECUACIONES LINEALES

En la unidad I se defini6 la forma general de una ecuacién diferencial /ineal/ de orden n como

n n—1

dy a*y dy
an(x)m‘*' a"_l(x)W+ ot a1(x)a+ ap(x)y = g(x)

Se recuerda al lector que la linealidad significa que todos los coeficientes son solamente funciones de
X y que la funcién incégnita Y junto con sus n-primeras derivadas son de grado uno. Ahora bien,

cuando n = 1, se obtiene la ecuacion lineal de primer orden dada por:

dy
a; (x) ax ag(x)y = g(x)
Dividiendo entre a, (x) resulta la forma mas util

21 P(x)y = g(x) 2.24)

Se busca la solucién de (2.24) en un intervalo [ en el cual P(x) y g(x) son continuas. En la discusion

que sigue se supone tacitamente que (2.24) tiene solucion

Un factor integrante
Supodngase que la ecuacion (2.24) se escribe en la forma diferencial
dy + [P(x)y —g(x)]dx =0 (2.25)
Las ecuaciones lineales tienen la conveniente propiedad de que siempre es posible encontrar una
funcién

p)dy + u()[P(x)y — g(x)]dx =0 (2.26)

es una ecuacion diferencial exacta. Por el Teorema anteriormente citado se sabe que el primer miembro
de la ecuacion (3) serd una diferencial exacta si

2 2
a H) = )P ()y — g(x)] (2.27)

. dp _
o bien . = H P(x)
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Esta es una ecuacion separable a partir de la cual puede determinarse @ (x). Se tiene

d
o _ P(x) dx
u

Inlul = [ P(x) dx (2.28)
de modo que

u(x) = el P dx (2.29)

A la funcion p(x) definida en (2.29) se la llama factor integrante de la ecuacion lineal. Notese que no
es necesario usar una constante de integracioén en (2.28) ya que (2.26) no es afectada si se la multiplica
por una constante. Ademas, f(x) # 0 para todo x de I y es continua y diferenciable.

Es interesante observar que la ecuacion (27) sigue siendo una ecuacién diferencial exacta incluso

cuando g(x) = 0. De hecho, f(x) no desempefia ningtin papel en la determinacién de u(x) puesto

que por (28) vemos que % ux)g(x) = 0. Asi,

y el PO dxgy 4 o/ PG dxp(x)ydy

son, ambas, diferenciales exactas. Ahora se escribe (2.20) en la forma

efP(x) dxdy + efP(x) d"p(x)ydx — efP(x) dxg(x)dx
y se advierte que la ecuacion puede escribirse como

d[efP(x) dxy] = /Pt dxg(x)dx

Integrando la ultima ecuacion resulta
el PG dxy — f el PG dxg(x)dx +c

o bien y = e JPO dx [ o[ P()dx g(x)gx + c e~ PO dx (2.30)

En otras palabras, si (2.25) tiene solucion, ésta debe ser de la forma (2.30). Reciprocamente, se puede

verificar que (30) constituye una familia uniparamétrica de soluciones de la ecuacién (2.25). Sin
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embargo, no se debe tratar de memorizar la férmula (2.30). El procedimiento debe seguirse cada vez,
por eso es conveniente resumir los resultados.

Método de solucidon

Para resolver una ecuaciéon diferencial lineal de primer orden, primero escribala en la forma (2.25); o
sea, haga el coeficiente de Y’ igual a la unidad. Multiplique después toda la ecuacién por el factor

integrante el P dx,

El primer miembro de

d
efP(x) dx% + P(x)efp(x) dxy = efP(x) dxg(x) (2.31)

es la derivada del producto del factor integrante por la variable dependiente, es decir la ecuacién (8) lo
podemos escribir como:

d
—[efPdry] = el P g ) (2.32)

Por dltimo, integrando ambos miembros de la ec. (2.32) se tiene la solucién general de la ecuacion
diferencial dada por:

y = e_fp(x) dxf efp(x) dxg(x)dx + Ce—fP(x) dx

[ EJERCICIOS RESUELTOS J

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales.
Ejemplo 53

2 4y = x%e*

dx

Solucion

Escriba la ecuacion como

dy 4 5 x

— ——-y=xve *
dx x y ( )
y determine el factor integrante

— — —4 —
e—4) dx/x — p—4inlx| — plnx™" _ -4
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Aqui se usa la identidad basica b'°8N = N. Ahora multiplique (*) por éste término

—4d_y_ -5, — X Kok
X 4x7°y = xe (%)

y obtenga % [x~*y] = xe* (%)

Por integracién por partes queda
xty =xe* —e*+c

obien... y = x°e* —x*e* + cx*

Ejemplo 54

dy
E—3_’y—0

Solucién
La ecuacion ya esta en la forma (1). Por consiguiente, el factor integrante es

ef(—3)dx = g3

En consecuencia e 3% Z—z —3e ¥y =0
d
_ [,—3x —
e =0
e ¥y =
y por lo tanto y = ce®*
Ejemplo 55
d
_y+ 2xy =x sujeta a y(0) = -3
dx
Solucién

Las funciones P(x) = 2x y g(x) = x son continuas en —00 < x < 00
El factor integrante es
2
e2 [xdx — eX

2d 2 2
de modo que e* ﬁ + 2xe* y = xe*
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d

—[e¥'y] = xe*’

exzy = fxe"2 dx
2

e"y=5ex2+c

Por consiguiente, la solucién general de la ecuaciéon diferencial es

_ 1 —x?
y= 5 +ce
De la condicién y(0) = —3 se obtiene ¢ = _7/ 2 por ello la soluciéon del problema de valor inicial en
el intervalo es
— 7 —x?
y=5- 2 e

Véase la Figura 16

(Ov '3)

Figura 16. Solucién del problema de valor inicial
Fuente. Autores

Ejemplo 56
dy .
xa+ y =2x sujetaa y(1)=0

Solucion

Escribir la ecuacién dada como




1 . . . .
y observe que P(x) = = es continua en cualquier intervalo que no contiene al origen.
X

En vista de la condicion inicial, se resuelve el problema en el intervalo 0 < x < oo.
El factor integrante es
efdx/x — elnlxl =x

y por consiguiente :—x [xy] = 2x dalugaraxy = x? + ¢

La soluciéon general de la ecuacion es

= <
y=x+5 0
Pero y(1) = 0 implica ¢ = —1. Por lo tanto se obtiene
y=x—i, 0<x <o (**)

La grafica de la ecuacién (*), considerada como una familia uniparamétrica de curvas, se presenta en la
Figura 17. La solucién de la ecuacion (*) del problema de valor inicial esta indicada por la porcion en
color de la grafica

b 4

Figura 17. Representacién geométrica de la solucion patticular de la EDO
Fuente. Autores
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Ejercicios 2.7

En los problemas del 1-10, halle la solucién general de la ecuacion diferencial. De un intervalo en el
cual la solucién general esté definida

1.2 =4y 62 =y+e*
2.2+2y=0 7.y" +3x%y = x?
3.22+10y =1 8.y + 2xy = x°
4xZ+2y =3 9.x%y" +xy =1
5_%+y=e3x 10.y' =2y +x*+5

En los problemas del 11 — 19 resuelva la ecuacién diferencial dada sujeta a la condicion inicial que se
indica

dy _ _
.=+ 5y =20, y(0) =2
12,y = 2y + x(e3* — e?*), y(0) =2
13. Lz—i +Ri=E; LR, y E son constantes; i(0) = i,
@ _ 92 _
14.1) ™ x =2y y(1)=5
15.y' + (tanx)y = cos?x, y(0) = —1
Q _c. 4 - _
16.22 = 5¢Q,  Q(0)=-7
1755 = k(T = 50),  k constante, T(0) = 200
8. (x+1) Z+y=In@), y1)=10

X

19.xy'+y=¢e*, y(1)=2

80

R



2.8.ECUACION DE BERNOULLI

Definicion 2.8. ECUACION DE BERNOULLI

Definicién. Una ecuacion diferencial de la forma

dy n
2 = Py +aCy (*)
Se denomina ecuacién diferencial de Bernoulli,

Donde: p(x) ¥ q(x) funciones reales continuas en algin I € R, y n es un nimero real.

Para la integracion de la ecuacion de Bernoulli se deben considerar los siguientes casos:

»> Sin=0 o n=1, setene que la ecuacién de Bernoulli representa una ecuacion diferencial a
variable separable.

» Sin # 1 entonces a la ecuacién de Bernoulli (¥) lo procedemos a dividir por el término y™, con lo
que se obtiene

1 dy
S = =4 ()
De donde
1
Realizando la sustitucion z= yn-1
d dy
Derivando con respecto a X —=(n+DH—= yn dx
1 \dz
Remplazando en (**) (1 — n) v p(x)z = q(x) (xx%)
Obteniendo una ecuacién diferencial lineal (***), que lo podemos resolver mediante el factor
integrante.
[ EJERCICIOS RESUELTOS ]
Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales
Ejemplo 57
dy y 1
- = ——(x 1 34,2
dx * x+1 2 (x+ 1%
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Desarrollo

Dividimos la ecuacién por y?2

y2dx \x+1/y 2
1

Realizando la sustitucién z= ;

dz 1 dy
Derivando con respecto a x dx Fa

dz 1 1 3

Reemplazando en (¥) i + (x n 1) Z=-5 (x+1)
Ecuacién diferencial lineal dx \x+1 z= ) x

ERJUTL IR L VA

Q)

(%)

Como la ecuacién (**) representa una EDO lineal, entonces para su solucién aplicamos el factor

integrante dado por
ﬂ(x) = efp(x)dx

€
uix) =e o x+1

Luego multiplicando u(x) en (**) tenemos

(xj—l)dz_<(x+%)z)dx=%(x+1)z

( z ),—1(x+1)2dx

x+1/ "2
Integrando esta ultima expresion
z 2 f x+1)?d
x+1 2] g

Escribiendo en términos de las variables originales tenemos

1 1 x3+ 2 4
yx+1) 2837 %

Ejemplo 58

dx




Desatrrollo

3dy (3) 1 oyt
e g ., 4 —_— —_— =
Dividimos la ecuacién por y yrdx ' \x/y3 x
1

Realizando la sustitucion z= y3

dz 3 dy
Derivando con respecto a x dx F&

dz (3 4

Reemplazando en (¥) “dx (;) z=12x

dz (3 4
Ecuacion diferencial lineal dx (‘) z=—2x

x \x

()

(%)

Como la ecuacién (¥*) representa una EDO lineal, entonces para su solucién aplicamos el factor

integrante dado por
‘u(x) = efp(x)dx

3 1
ulx) = e_f(f)dx = x_3
Luego multiplicando (x) en (**) tenemos
1 3z
Fdz - (w> dx = —2x dx
VA !
(x_3) = —2xdx

Integrando esta dltima expresion

[(&) =2 xar

Escribiendo en términos de las variables originales tenemos

— 2
Xys —x“+C
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Ejemplo 59

y

I — 2,5 4 2

y 5x°y° + 2%
Desarrollo

La ecuacion diferencial dada es equivalente a

dy 'y _ , «
dx 2x 5x%y
C 5 1 1
Dividiendo por y 1dy_ =5x2 (%)
yS>dx 2xy*
Realizando la sustitucién z =yl™n
n mayor grado de y
1
=3
. dz dy
Derivand toax —=—4y5 =
erivando con respecto a P y I
R | q y 1dz =z 5,2
eemplazando en (*) ide 2z X
., . R dz 2
Ecuacion diferencial lineal o +—z = —20x2 (%)
x X

Como la ecuacién (**) representa una EDO lineal, entonces para su solucién aplicamos el factor
integrante dado por
ﬂ(x) = efp(x)dx

w0 = @ = 2

Luego multiplicando pu(x) en (**) tenemos

x?dz + 2xzdx = —20x* dx
(x? z)) = —20x* dx
Integrando esta ultima expresion
J-(x2 z) = —ZOJ-X4 dx
Escribiendo en términos de las variables originales tenemos

x2

}7=—4x5+C
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Ejemplo 60

dy
Ix x—2

y =5(x—2)y

Desarrollo

La ecuacion diferencial dada es equivalente a

dy 1
-z = -2
Tty =5(x-2)y

Dividiendo (*) por 1d
) porfy Ly, sy o

ﬁ dx  (x—2)

Realizando la sustitucion z=yltm
n mayor grado de y
2=y

. dz 1 d

Derivando con respecto a x ez _2 y~1/2 4
dx 2 dx

Reemplazando en (* &L —5k-2)

eemplazando en (*) P O

d 5

Ecuacion diferencial lineal . —— (x—2) (%)

dx 2(x—2) 2

Como la ecuacién (**) representa una EDO lineal, entonces para su solucién aplicamos el factor
integrante dado por

ﬂ(X) — efp(x)dx
1
uo = S EED)™ =3

Luego multiplicando pu(x) en (**) tenemos

5 3
Vx — 2dz + zdx = 3 (x —2)2dx

1
2Vx — 2
(\/x -2 z)’ = ;(x — 2)%dx

Integrando esta ultima expresion

[z =} [e-viar
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Escribiendo en términos de las variables originales tenemos

Vx =2 ﬁ=(x—2)%+c

ﬁ=C(x—2)_%+(x—2)2

Obtenemos la solucién general dada en forma implicita.

Ejercicios 2.8

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales

R S

-y xy— 2y

2. 6y?dx—x@Bx3+y)dy=0
dy 1

3. =—
dx xy+ x?y3

4 dy 3072

Cdx x3+y+1
dy  4x’y

5 Ax T xtty2

2.9.ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN DADAS EN FORMA NO
NORMAL.

2.9.1. ECUACION DIFERENCIAL DE LA FORMA x = f(y")

Para integrar este tipo de ecuaciones diferenciales se utiliza la sustituciéon y' = p.

Donde p es una funcién continua en el intervalo que f(y") es continua y diferenciable.

Luego la ecuacién diferencial lo podemos expresar como

x = f(p) ()
Siala ecuacion (1) la derivamos con respecto a X, se tiene
dp
1=f"(p)—
NG

o dpdy
1—f(p)dydx
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dy

dy_ ,
d—p—pf(p)

Integrando tenemos

y = fpf’(p)dp+6

Es decir, la solucién general de la ecuacion (1) esta dada en forma paramétrica de la siguiente
manera

x = f(p)

y= fpf’(p)dp+C

Ejemplo 61
Resolver la ecuacion la siguiente ecuacion diferencial

x=@)P-4@) -2y

Solucion
Sustitucién y =p
La ecuacién (*) es equivalente a x=({p)°®—4P)?*-2p
4 dp _dp
Derivamos con respecto a X 1=3p? dx 8p dx Cdx
_ ,.pdpdy dpdy _dpdy
Aplicando la regla de la cadena 1=3p Ea — op Ea - Ea
dp dp dp
Comop = % entonces 1=3p? E — 8p? E - ZPE
De donde tenemos fdy = f(3p3 — 8p% —2p)dp
3 , 8 3
Integrando resulta Yy=3P —3p ~0P +C

Por lo tanto, se obtiene la solucién de la ecuacién diferencial dada en forma paramétrica.

x= () - 4(p)* - 2

3

8
— _nd _ _»n3 _ I
y 4P 3P p+
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2.9.2. ECUACION DIFERENCIAL DE LA FORMA y = f(y)

Para integrar este tipo de ecuaciones diferenciales se utiliza la sustituciéon y' = p.
Luego la ecuacién diferencial lo podemos expresar como

y=[f() (2.33)

Siala ecuacion (2.33) la derivamos con respecto a X, se tiene

N
= f'(p) Ix
De donde
dx _['®)

dp p

Integrando tenemos

f (P)

Es decir, la soluciéon general de la ecuacién (1) esta dada en forma paramétrica de la siguiente
manera

f (p)

y =1

Ejemplo 62

Resolver la ecuacion la siguiente ecuacion diferencial

y=y Inly’| Q)
Solucion
Sustitucién y=p
La ecuacion (*) es equivalente a y =plnfp|
dy dp dp
Derivamos con respecto a X dx =In|p | - d_
dp
=1 LTt
nIpl d

d
Como p = d—z entonces

p = (nlpl +

ln|p| +1
De donde tenemos f dx f ) dp
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In|p| + 1)?
x=( Ip| )+

> C

Integrando resulta

Por lo tanto, se obtiene la solucién de la ecuacion diferencial dada en forma paramétrica.

In|p| + 1)?
x=( Ip| )+

> C

y = pIn|p|

Ejercicios 2.9

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales
1. x(¥)2-2yy +x=0
2. x2(y)+xyy —6y2=0

2.10. ECUACION DIFERENCIAL DE CLAIRAUT

La importancia del estudio del tipo de ecuaciones diferenciales que vamos analizar radica en el hecho
de que tiene como solucién a una familia de rectas. Ademas, la envolvente, es decir, la curva cuyas
tangentes estan dadas por la familia, también es solucién, en este caso una solucién singular, de la
ecuacién de Clairaut.

Definicion 2.10. ECUACION DE CLAIRAUT

Una ecuacion diferencial de la forma

y=x%+f(%) ()

Se denomina ecuacién de Clairaut, donde f tiene derivadas primeras y segundas continuas en

algin ] Cc R..

La integral de la ecuacion diferencial de Clairaut se lo realiza mediante la sustitucion y' = p,
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Entonces la ecuacion (*) la podemos expresar como

y=xp+f(p)

Derivando con respecto a x

dy dp . .dp
a—lﬂ'xa"‘f(ﬁ)a

Como y' = p, entonces tenemos
b .. 9P
p=p+tx_—+f P

b \1dP
[x + f'(p)] T 0
De donde

dp— ! = *okok
L0 0V xHfE)=0 ()

*  De (2) se sigue que p = C que al sustituir en y = p x + f(p) se obtiene la solucion general

y=Cx+f(C)
*  De (3) se elimina p del sistema
y=px+fp)
0=x+f(p)
y se obtiene una solucién singular, 1a misma que representa la envolvente de la familia de curvas
y=Cx+ f(C).

[ EJRCICIOS RESUELTOS J

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales

Ejemplo 63

y=xy +(@)? (*)
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Solucion

Sustitucion

La ecuacioén (*) es equivalente a

Derivamos con respecto a X
dy
Comop = -, entonces

De donde tenemos

dy
p = ——X -
dx
Si @ _ 0, entonces 1
dx = —Zx (**)
1 1 4?
Reemplazando (**) en (¥) y=x (— Ex) + (— Ex )
. 1
Solucién singular y=- 7 x2
Ejemplo 64
8x2+2y(y)2%2 —-x(¥)3%*=0 ()
Solucion
Sustitucion y=p
La ecuacion (*) es equivalente a 8x% +2yp* —xp* =0
X2
Despejamos y 2y=px-— 8p_2 (*)
dy dp x 2dp

Derivamos con respecto a X
dy
Comop = -, entonces

De donde tenemos

X
22 =p+ x—— 16—+ 16— —

dx dx p? p3dx
2p =p+x3—z_161%+ 16;—23—2
p=x P 16X 162
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dp dp

Multiplicamos por p3 p* = P?’xa — 16px + 16x? Ix
3 dp
Agrupando los términos tenemos (p* + 16x) (p -X a) =0
dp
De donde P*+16x)=0 o (p - &) =0
. . d

Sl(p—xZ—Z)=Osetlene p:xd—i = p=Cx (xx)

Reemplazando (**) en (*¥) tenemos

Ahora, si (p3 + 16x) = 0 se tiene

Reemplazando (**) en (¥) tenemos

Ejercicios 2.10

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales
1. y=xy —cos(y’)
2. y=xy' - ()’
3. y=xy +J1+0)?

4. y=0)3-y

5. x=ye¥

2y = Cx? — 8C

pP+lex=0 = p=3—16x (**)

_3
Y=z

x4/3




Capitulo 3

APLICACIONES
DE LAS ECUACIONES
DIFERENCIALES
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UNIDAD III

3.1. APLICACIONES DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES DE
PRIMER ORDEN
3.1.1. APLICACIONES GEOMETRICAS

Dado una curva suave € C R descrita por y = f(x), al considerar un punto de la curva Py(xg, yo) €

f(x), en la figura 18 se puede determinar los siguientes elementos geométricos.

Figura 18. Aplicaciones geométricas de las EDOs
Fuente. Autores

v La pendiente de la recta tangente (t)

dy ,
me= - =y(x)

Po
v" 1a ecuacién de la recta tangente se determina al aplicar punto Py(Xg,Yo) y pendiente m;
t: Y — Yo =¥ (x)(x — x0) (3.1)

v" La pendiente de la recta normal (1), por la condicién de perpendicularidad entre la tangente y

la normal se tiene




v" La ecuacion de la recta normal

n y—Yo=-— (x — xo) (3.2)

y' (xo)
Ahora se determina el punto A que es la interseccion entre la recta tangente (t) y el eje x.

Yo
¥'(x0)

—_ ! —_ xO
Y= Yo=Y (x)(x = x0) _

A=tnNnejex =
y

y=0

Es decir, las coordenadas del punto A estan dadas por

A(xo —%,0)

Ahora se determina el punto B que es la interseccion entre la recta normal () y el eje x.

1 x = xo + Yoy (%o)
annejex = y_y()__yl(xo)(x_ 0)=>
Es decir, las coordenadas del punto B estan dadas por

B(xo + ¥0y'(x0),0)

Para determinar las diferentes longitudes, se procede a calcular la distancia entre dos puntos.

% Longitud de la tangente |P0A| denota con Ly

—_— Yo \2
Ly = [PyA| = (x —Xot———< )—( —0)?
T |o| \[ 0 0 ¥ (xo) Yo

Yo

= - ! 2
Ly ¥ (o) V1+ (' (%))

< Longitud de la normal |PyB| denota con Ly

Ly = [PoB| = (0 — x0 = 70/ G0))" = (30 — 0)
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Ly = yov1 + (' (x))?

% Longitud de la subtangente |R| denota con Lgy

= lacl = - _Yo ’ —(0 —
Lsr = |AC| = \/(xo Xo +y'(x0)) (0 —0)?

__ Yo
STy (%)

Longitud de la subnormal |R| denota con Lgy

e 2
Lgy = |BC| = \/(xo —x0 — Yoy’ (x%0))” — (0 — 0)?2
Lsy = yo *y'(x0)
Generalizando estas longitudes en cualquier punto  Py(xg, ¥o) € f(x), de la curva C, se tiene

% Longitud de la tangente |P0A| denota con Ly
Yo 7
LT=7\/1+(y)2 3.3)

% Longitud de la normal | P, B]|

Ly = yov1+ (¥)? (3.4)

% Longitud de la subtangente |R|

Yo
Lo = — 3.5
ST y 3.5)

% Longitud de la subnormal |R| denota con Lgy

Lsy =yo*y' (3.6)
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Ejemplo 65

La normal en el punto P(X,y) de una curva corta el eje de las x en un punto M y
al eje de las y en un punto N, como se muestra en la figura 19. Hallar la ecuacién

de las curvas nara las cuales nunto P(X.Vv) es el nunto medio del seemento MN.

2 0 / \4 3 ) 10 12

Fignra 19. Interpretacién geométrica del problema. Fuente. Autores

Solucién
Condiciones del problema se tiene que NP = PM

v" T.a ecuacién de la recta normal esta dado por
(- xp)
n y—y,=————-x
0 y'(x0) 0

Para determinar los puntos My N debemos intersecar la recta normal con los ejes
coordenados,

Para determinar el punto N

x=0
1 x
{ Yy — Yo = _F(x — Xo) entonces N (0 2 +y)

Para determinar el punto M

y=0
{ Y=o = _}%(x_xo) entonces M (x+yy',0)

Como P(x,y) es punto medio, se tiene
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G INNOVACION PARA LA EXCELENCIA

M
72
_x+yy
2
2x =x+yy
x=yy'
Separar variables
_ .,
~Vdx
Al integrar
j xdx = j ydy
X2 y?
2-27¢

De donde se tiene que la curva esta dada por
x2—y?=c
Ahora se resuelve considerando la coordenada en y.

Entonces

Al integrar

De donde se tiene que la curva esta dada por

y2—x2=c




Ejemplo 66

Determinar la curva que pasa por el punto A(0,2) tal que la proyeccion de la
tangente sobre el eie x siempre tenga una longitud de 2. (Figura 20)

| © Edo_Ap Geo3ggb - =] <
Archivo Edita Vista Opciones

sy
= [e) =

1R

Entrada

Figura 20. Visualizacién del problema en Geogebra
Fuente. Autores

Solucion

Por condicién de problema se tiene que FE = 2

Pero el segmento FE representa la longitud de la recta subtangente; es decir,

y
Lgg=—==2 1
1= ¢Y)
Se tiene
d d
27y=dx = 2 7y=fdx = 2In(y)=x+C

Como la curva pasa por el punto A(0,2) entonces 21In(2) = 0 + C de donde
C =2In (2)
Por lo tanto, la solucién del problema esta dada por la ecuacion

2In(y) = x + 2In (2)
yz — ex+ln 4)

y2 — 4ex
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Ejemplo 67

Hallar la curva, para la cual, la normal a cualquiera de sus puntos es igual a la
distancia desde este punto hasta el origen de coordenadas.

De acuerdo al enunciado del problema, se realiza un bosquejo del problema para identificar elementos

geométricos y plantear las correspondientes relaciones. (Figura21l)

Figura 21. Interpretacion grafica del problema en Geogebra
Fuente. Autores

Soluciéon

Tomando el segmento AB como la normal, se infiere que este segmento es igual al segmento AC, que

comprende el punto A(x,y) y el origen O(0,0).
En este sentido se requiere determinar la distancia |AB | y |AC | para posteriormente igualarlas.
Distancia |AB |

Ecuacion de la normal:
1

Y=y, =——((x-xp)
Y ©
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INNOVACION PARA LA EXCELENCIA

Tomando al punto B en el ¢je x como B(x,0), se procede a determinar la abscisa X, despejandola
de (1), con y=0.

1
0-y,=-—(x-x)
y

Yo(¥") =x-x,

xX=yy'+x,

Entonces las coordenadas son B(y oY Xo5 0)

Se procede a determinar la distancia entre los puntos A(x, y) y B(yuy'+x,0)

AB=J(x=(x+ )’ +(y-0)
AB=\(y*(y))+)’
Distancia |AC |

A(x,y) y C(0,0)

Se determina la distancia entre los puntos

AB =J(x=0)* +(y-0)’

AB = \Jx* + )’

Al igualar las distancias|AB | y |AC | :

AB = AC
V(Y +y =xt+)y’

Yy =x’
w'=x @)
wi=x ©

Al resolver la ecuacion (2) se tiene la siguiente solucion

w'=x
ydy = xdx
2 x2

—=+c
2 2
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yz—x2 =C

Solucién 1:

Al resolver la ecuacién (3) se tiene la siguiente solucion

wy'=-x
vdy = —xdx
2 2
SR
2 2
x’+y'=C

Solucién 2:

Ejemplo 68

ecuacion de la curva.

Una curva que se halla en el primer cuadrante pasa por el punto A(0, 1), si la longitud
del arco comprendido entre A(0,1) y un punto de la curva P(x,y) es
numéricamente igual al area limitada por la curva, el eje “X”, el eje “Y” y la
coordenada del punto P(x,y), como se muestra en la figura 22. Encontrar la

3
2.5 /
PGk y)

AfO0, 1)

—1 —0.5 o 0.5 1 1.5 2

2.5

Figura 22. Animacién del problema mediante Geogebra

Fuente. Autores
Solucién
Datos:

Lap = Area
A(0,1) A P(x,y) € f(x)

Lip = [° 1+ (¥)? dx

Area = [°ydx
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INNOVACION PARA LA EXCELENCIA

Igualamos las ecuaciones (1) y (2)

X0 Xo
f V1+(y')? dx=f y dx
0 0

1+()? =y
1+ =y*
o) =y"-1

y'=4y?-1
dy
ooVl

Separando variables

Al integrar

d
| =]
y:-1
Se aplica el método de integracion por sustitucion trigonométrica

Sea:

y = sec(6)
dy = sec(0) tan(@) d6

fsec(@) do = fdx

In[sec(8) + tan(@)] =x + ¢ (3)

Entonces

Sustituir 6 en (3)

In[ly + Jy2—1]=x+c¢ “)

Como A(0,1) entonces x=0 A y=1
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€ 2 €c_2

Reemplazar “x” e “y” en (4), se tiene

Sustituir c en (4)

ln[y+ \/ﬁ]=x

Por propiedades del logaritmo

eln[y+ \/yz—l] — X

Se despeja “y”

y+m=e"
y?—1=(e"—y)?

y? —1=e? —2ye* + y?
—1 =e? — 2ye*

_ex+e‘x
Y=

Por lo tanto, la curva que satisface las condiciones del problema esta dado por:

_ex+e‘x
Y=

Ejemplo 69

Hallar la linea que pase por el punto A(2, 0) y cuya propiedad sea la siguiente: el
segmento de la tangente entre el punto de contacto N y el eje de las ordenadas
tiene longitud constante e igual a 2. (Figura 23)

Datos:
Pasa por el punto A(2,0)

P(xOJyO) = P(XrY)
INP| =2
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N(0,y — zy')
8

NP

P (20, y0)

A(2,0)

Figura 23. Planteamiento del problema en Geogebra
Fuente. Autores

Solucién

Las coordenadas del punto N estan dadas por

Punt N{ x=0
nto ’
" Y=y =Y (x— xp)

Donde N(0,y — xy")

La longitud del segmento NP| esta dada por la distancia

INP| = V(0 —x)* + (v —xy" = ¥)?
Por la condicién del problema se tiene
2 =|NP|
2 =+/x%+ (xy")?

4 =x? + (xy")?

4 —x? = (xy")?
4—-x*
X =Yy
4 — x2
dx =dy

f\/?dx=fdy

1 1
y+C=ln[5\/4—x2—1]—1n[5\/4—x2+1]+ 4 — x2
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La cutrva buscada pasa por el punto A(2,0), entonces satisface su ecuacion
1 1
0+C=1n[z\/4—4—1] —ln[§V4—4+1]+\/4—0

C=0

Al determinar la constante de integracion se reemplaza en la solucion

1 1
y+0=ln[§\/4—x2—1]—ln[E\/4—x2+1]+ 4 — x?

De donde se tiene

Que representa la solucién de la ecuacion buscada sujeta a las condiciones dadas en el problema.

[Z—W
X

y= 4—x2(21n

3.2. TRAYECTORIAS ORTOGONALES

3.2.1. Curvas ortogonales

De sus estudios de geometria analitica recuerde que dos rectas Ly y L, que no son paralelas a los ejes
coordenados, son perpendiculares si y solo si sus pendientes respectivas satisfacen la relacion m;m, =

—1. Por esta razén, las graficas de
y = (— %) x+1 e y = 2x+ 4 son obviamente perpendiculares. En general, dos curvas C; y C,

se dice que son ortogonales en un punto, si y solo si sus tangentes Ty y T, son perpendiculares en
el punto de interseccion. Véase la Figura 24. Excepto en el caso en que T; y T, son paralelos a los
ejes coordenados, esto significa que la pendiente de una tangente es la reciproca negativa de la otra.

yA T
T, c

G,

X

Fignra 24. Curvas ortogonales
Fuente. Autores

Ejemplo 70
Demuestre que las curvas C; y C, definidas por y = x3 y x? + 3y? = 4 son ortogonales en su
(s) punto (s) de interseccion
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Solucion
En la Figura 25 se ve que los puntos de interseccion de las graficas son (1,1) y (=1,—1). Ahora

. . . d
bien, la pendiente de la recta tangente a y = x3 en un punto cualquiera es ﬁ = 3x2

L]

S
axly=1 dx

x=-1

de modo que

d . U
Para obtener ﬁ de la segunda curva se utilizara derivaciéon implicita:

dy dy x
2x+6y—=0 oseaque —=——
+ ydx q dx 3y

.. dy dy 1
y por consiguiente —— = =—c
axl(1)  axl(-1,-1) 3

Asi tanto en (1,1) como en (=1, —1) se tiene que
@), @), =
dx Cy ' dx Cy B

YA

my,=-1/3

/ (1.1
/ x
('1"1)

X’ +3y" =4

Figura 25. Trayectoria ortogonal
Fuente. Autores

Es facil demostrar que cualquier curva C; de la familia y = c1x3, ¢, #0,es ortogonal a cada curva

C, dela familia x? + 3y = ¢,, ¢, > 0. La ecuacién diferencial de la primera familia es:

d . d 3
= = 3c,x% o bien 2_2
dx dx x

ya que ¢; = % Ahora bien, derivar implicitamente x? + 3y? = ¢, conduce exactamente a la misma

ecuacién diferencial que la obtenida para x? + 3y? = 4; a saber,
dy  x
dx 3y
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Consecuentemente, en el punto (x,y) sobre ambas curvas

(@), (@), = () (5=

Como las pendientes de las tangentes son, cada una, la reciproca negativa de la otra de las curvas C; y

C, scintersecan de manera ortogonal.

Esta discusion lleva a la siguiente definicion.

Definicion 3.2 TRAYECTORIAS ORTOGONALES

Cuando #odas las curvas de una familia de curvas G(x,y,¢;) = 0 cortan ortogonalmente a Zodas las
curvas de otra familia H(x,y, c;) = 0, se dice que las familias son, cada una, trayectorias ortogonales
de la otra. (Dullius, 2011)

Ejemplo 71
(a) La graficade y = (— %) x + 1 es una trayectoria ortogonal de y = 2x + ¢;.

Las familias y = (— %) X+ ¢, y y=2x+ c; son trayectorias ortogonales.

(b) La grafica de y = 4x3 es una trayectoria ortogonal de x2 + 3y? = c¢,.
Las familia y = ¢;x® v x% + 3y?% = ¢, son trayectorias ortogonales.

(c) En la Figura 26 se ve que la familia de rectas por el origen y = ¢;x y la familia de circulos

concéntricos con centro en el origen x% + y2 = ¢, son trayectorias ortogonales.

A

y

\4

Figura 26. Familia de curvas ortogonales
Fuente. Autores

Las trayectorias ortogonales aparecen naturalmente en la elaboracién de cartas meteoroldgicas y en el
estudio de electricidad y magnetismo. Por ejemplo, en el campo eléctrico que rodea a dos cuerpos da
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carga opuesta, las lineas de fuerza son perpendiculares a las curvas equipotenciales (esto es, lineas a lo
largo de las cuales el potencial es constante). En la figura 27 las lineas de fuerza se indican mediante
lineas punteadas.

Fignra 27. Lineas de Fuetza
Fuente. Autores

Método general

Para encontrara las trayectorias ortogonales de una familia de curvas dada, se halla en primer lugar la
ecuacion diferencial

dy

2 =@y
que describe a la familia. La ecuacion diferencial de la segunda familia, ortogonal a la familia dada, es
pues

dy -1

dx  f(x,y)
Ejemplo 72

Hallar las trayectorias ortogonales de la familia de hipérbolas rectangulares.

€1
Y=
Solucion
La derivadade y = Cx—l es
dy —¢
dx ~ x?

Reemplazando ¢; por ¢; = Xy se obtiene la ecuacion diferencial de la familia dada:

dy_
dx

4
X
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2 INNGVACIGN PARA LA EXCELENCIA

En tal caso, la ecuacion diferencial de la familia ortogonal es

dy -1 x
dx — (=y/x) "y

Se resuelve esta ultima ecuacion por separacion de variables:

ydy =xdx

fydy=fxdx
2 x

2
==+, o bien y?—x% =g,

en donde, por conveniencia, se ha reemplazado 2¢’, por ¢,. Las grificas de las dos familias se dan en
la Figura 28 para diferentes valores de ¢; y 5.

y
¢ = -1 q =1
\ ¥
XL
¢, =-1
¥
AN
¢ =1
Fignra 28. Curvas ortogonales
Fuente. Autores
Ejemplo 73
Obtener las trayectorias ortogonales de
C1X
Y 1+x
Solucion
Por la regla del cociente se tiene
d c . d
= - obien = 4

dx x(1+x)

dx  (1+x)2
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i  INNOVACION PARA LA EXCELENCIA

ya que ¢; = y(1 + x)/x. La ecuacién diferencial de las trayectotias ortogonales es pues

dy x(1+x)
dx y

Nuevamente por separacion de variables se tiene

ydy = —x(1+ x)dx
fydy= —f(x+x2)dx
y? _ x? x3 ! . 2 2 3 _
ST =535 tc obien 3y“+3x“+2x°=¢,
Ejemplo 74
Encontrar las trayectorias ortogonales de la familia

y =xtan(%(y+k))

Solucion

Despejar la constante k

v =xtan(%(y+k))




it Py
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dion  INNOVACION PARA LA EXCELENCIA

Y
x 1
2 " -y'=0
1+
x2
xy'=y
2
2| =X |-y'=0
X'+ Y
x2
xy'=y
2 —y'=0
x>+’ Y

2xp'=2y - y'(x’ +*) =0
2xy'=(x* +y*)y'=2y

v__
dx 2x-x"-)"
Aplicar el criterio de ortogonalidad
@__1
dc dy
dx
dy X’ +y’-2x
dx 2y
Resolver la EDO
dy _x'-2x 'y
dx 2y 2
dy y x’ =2x
dx 2 2y
dy 1 , x-2x
A 1
Y dx 2 Y 2 @
Aplicar la sustitucion:
2=y’ @)
dz dy
dx 4 dx
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Reemplazar (2) y (3) en (1)

2dx 2 2
%—z=x2—2x
dx

dz )
—+(-Dz=x"-2x
o (-Dz

% + p()z = g(x)

Es una EDO Lineal, por lo que se procede a encontrar el factor integrante:

u(x) = ef P
u(x) = o/

u(x)=e™
Aplicar el método alternativo de resolucion:
u(x)z =fu(x)q(x)dx
ez = f e (x* = 2x)dx
e'z= f e x’dx -2 f e " xdx
f e xdx
f e xdx

Derivar Integrar

Derivar

Integrar
2
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INNOVACION PARA LA EXCELENCIA

—x 2 - - - _
=—e"'x " =2¢e'x-2e" =—e'x-¢e"
e z=—e"x =2e " x=2e" =2 (—e"‘x —e" ) e
e z=—e"x =2 x -2 +2¢ 7 x+2e" +¢
e z=—-"x*+¢

Reemplazar z en términos de “y”

z=y
2 -x_ 2
ey =—e"x"+c
2
5 e'x c
y = —x + -x
e e

Conjunto de trayectorias ortogonales
* Solucién: y* =e'c—x’
Ejemplo 75
Encontrar la trayectoria ortogonal que pase por P(1,2), de la familia x? + 3y? = cy

Soluciéon

Despejar la constante de la ecuacion
x* +3y*
y

c

Derivar respecto a “x”

d d
y (Zx + 6yd—3cl) —(x%+ 3y2)d—¥

y? =0
dy
2 2 _ 21—
xy + 3y x)dx 0
dy  —2xy
dx 3y? —x2

Como la ecuacién diferencial de las trayectorias ortogonales es:

af -1
dx dg
dx
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Entonces
dy 3y?—x? )
dx  2xy
Como M(x,y) y N(x,y) son funciones homogéneas de grado 2, entonces la ecuacion (1) representa
una EDO homogénea
y = ux (2)
dy = udx + xdu 3)

Sustituir (2) y (3) en (1)

udx + xdu  3(ux)? — x?

dx T 2x(ux)

2ux?(udx + xdu) = (3u?x? — x?)dx

Separando variables

dx _ 2udu

X uz—-1

dx 2udu
f7 - f uz—1
In(x) =In(w?-1)+c¢
In(x) —In(u?-1)=c

Integrando

Por propiedades del logaritmo se tiene

X &k 4
Sustituir (2) en (4)
Xk
W
() -1
x3
k= —" (5)




Una de las condiciones del problema es que pasa por el punto P(1,2) entonces sustituit x =1 *

y=2 en (5

(1)°

=2 -ay

k_1
3

Sustituir (k) en (5)

1 x3

37 yZ—x2
3x3 = y? — 2
y2=x?Bx+1)
Por lo tanto, la curva que satisface las condiciones del problema esta dada por

y2=x23x+1)

Ejercicios 3.2

En los problemas del 1-20, obtenga las trayectorias ortogonales de la familia de curvas dada

X

Ly=oax 1y =
2.3x+4y=¢ 124:%

3.y =c;x? 132x% + y? = 4¢;x.
4y = (x — ¢;)? 14.x% + y? = 2¢;x
5.c,x2+y%=1 15. y3 + 3x%y = ¢
6.2x% + y% = ¢ 16.y%? — x% = ¢;x3
T.y=ce™ 17.y =5

8.y =e¥ 18.y = —

c1t+x




9.y% = ¢,x3 19.4y + x> + 1+ c;e?Y =0

10. y* = ¢;x?, a y b constantes 20,y =—x—1+ce*

3.3.APLICACIONES FiSICAS DE LAS ECUACIONES LINEALES
3.3.1. CRECIMIENTO Y DECRECIMINETO

El problema del valor inicial

dx

ol kx 1)

x(to) = xo

en donde k es una constante, aparece en muchas teotfas fisicas que involucran crecimiento, o bien,
decrecimiento. Por ejemplo, en biologfa a menudo se observa que la rapidez con que, en cada instante,
ciertas bacterias se multiplican, es proporcional al nimero de bacterias presentes en dicho instante.
Para intervalos de tiempo cortos, la magnitud de una poblaciéon de animales pequefios, como de
roedores, puede predecirse con bastante exactitud mediante la solucién de (1). La constante k se puede
determinar a partir de la solucién de la ecuacién diferencial usando una medida posterior de la
poblacién en el instante t; > t.

En fisica, un problema de valores iniciales como (1) proporciona un modelo para aproximar la cantidad
restante de una substancia que se desintegra radiactivamente. La ecuacion diferencial en (1) también
podria determinar la temperatura de un cuerpo que se enfria. En quimica, la cantidad restante de una
sustancia durante ciertas reacciones también se describe mediante (1).

Ejemplo 76
Un cultivo tiene inicialmente una cantidad Ny de bacterias. Para t = 1 hora, el nimero de bacterias
medido es (E) Njy. Si la rapidez de multiplicacién es proporcional al nimero de bacterias presentes,

determine el tiempo necesario para que el numero de bacterias se triplique
Solucién

Primero se resuelve la ecuacion diferencial
dN
i kN 2)
Sujetaa N(0) = N,.
3

Una vez que se ha resuelto este problema, se emplea la condicién empirica N(1) = (E) Ny para

determinar la constante de proporcionalidad k.
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Ahora bien, (2) es a la vez separable y lineal. Cuando se la lleva a la forma

an kN =0
dt N

es posible ver, mediante un simple examen, que el factor integrante es e ~*¢. Multiplicando ambos
miembros de la ecuacién por esté término, de inmediato resulta

d
— —kt =
7 [e7®*N] =0

Integrando ambos miembros de la dltima ecuacion

e MN = o bien N(t) = ce*t
Para t = 0 se deduce que Ny = ce® = ¢y por lo tanto N(t) = Nye*t. Para t = 1 se tiene

3 . 3
SNy = Nyek o bien ek = 5

de donde se obtiene con cuatro cifras decimales,

3
k=1In (E) = 0.4055

En consecuencia, N(t) = Nye4055¢
Para determinar el valor de t para el que las bacterias se triplican, despejamos t de

3 NO — N0e0.4055t
Se deduce que
0.4055t = In(3)

= In(3)

=—==2.71 horas.
0.4055
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Véase la Figura 29

Figura 29. Solucién particular de la EDO
Fuente. Autores

3.1.2. Semivida

En fisica se llama semivida (o impropiamente “vida media”) a una medida de la estabilidad de una
sustancia radiactiva. La semivida es simplemente el tiempo necesario para que se desintegren la mitad
de los atomos en una cantidad inicial Ay. Cuanto mas larga es la semivida de una sustancia, es mas
estable. Por ejemplo, la semivida del radio altamente radiactivo es aproximadamente de 1700 afios,
mientras que el isétopo de uranio que mas comunmente aparece, el U-238, tiene una semivida de cerca
de 4 500 000 000 afios

Ejemplo 77

Un reactor transforma el uranio 238, que es relativamente estable, en el isétopo plutonio 239. Después
de 15 afios se determina que 0.043% de la cantidad inicial Ay de plutonio se ha desintegrado. Determine
la semivida de esté isétopo si la rapidez de desintegracion es proporcional a la cantidad restante.

Solucion
Sean A(t) la cantidad de plutonio que queda en un instante cualquiera.
Como en el Ejemplo 1, la solucién del problema del valor inicial

A _ kA
dt
A(0) = Ay
es, por consiguiente A(t) = Age™t

Si 0.043% de los atomos en Ay se han desintegrado, queda 99.957% de la sustancia.
Para evaluar k se debe resolver

0.99957 A, = Aye'5*
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Por lo tanto, 0.99957 = ek
15k = In(0.99957)

 — [n(0.99957)

= —0. 2867
15 0.0000286

De modo que A(t) = A e™0:00002867¢

Ahora bien, la semivida es el valor de t para el cual A(t) = %. Despejando t resulta

Ao _
= A e0-00002867¢

. 1 —
o bien E = e 0.00002867t

1
—0.00002867t = In (E) = —In(2)

=@ 24180 afios
0.00002867

3.1.3. Determinacion de edades por el método del carbono 14

Alrededor de 1950, el quimico Willard Libby ide6 un método en el cual se usa carbono radiactivo para
determinar la edad aproximada de los fésiles. La teoria se basa en que el isétopo carbono 14 se produce
en la atmosfera por la acciéon de la radiaciéon cosmica sobre el nitrégeno. El cociente de la cantidad de
C-14 y la cantidad de carbono ordinario presentes en la atmodsfera es constante, y en consecuencia, la
proporcién de isétopo presente en todos los organismos vivos es la misma que en la atmoésfera. Cuando
un organismo muere, la absorcién de C-14 cesa. Asi, comparando la proporcion de C-14 que hay en
un f6sil con la proporcion constante encontrada en la atmosfera es posible obtener una estimacion
razonable de su edad. El método se basa en que la semivida del C-14 radiactivo es de aproximadamente
5600 afios. Por su trabajo, Libby gané en 1960 el premio Nobel de quimica. El método de Libby ha
sido utilizado para determinar la antigiiedad del mobiliario de madera hallado en las tumbas egipcias,
as{ como la de las envolturas de lienzo de los manuscritos del Mar Muerto.

Ejemplo 78

Se ha encontrado que un hueso fosilizado contiene 1/1000 de la cantidad original de C-14.
Determinar la edad del fosil.

Solucion
Nuevamente el punto de partida es

A(t) = Aoekt
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Cuando t = 5600 afios, A(t) = %, de lo cual es posible determinar el valor de k, como sigue:

A
0 _ 5600k
— = 4,e

2
1
5600k = In (—) = _In(2)

2
In(2) _

k=-— 5600 —0.00012378

Por lo tanto A(t) = Aoe—0.00012378t

Cuando A(t) = % se tiene que
Ay

— A —0.00012378t
1000 ¢

consecuentemente, —0.00012378¢ = In (ﬁ) — —In(1000)

__1n(1000)
"~ 0.00012378

~ 55800 afos
3.1.4. Enfriamiento, circuitos eléctricos y mezclas quimicas

Enfriamiento

La ley de Newton del enfriamiento dice que en un cuerpo que se esta enfriando, la rapidez con que la
temperatura T(t) cambia es proporcional a la diferencia entre la temperatura del cuerpo y la
temperatura constante Ty del medio que lo rodea. Esto es,

% = k(T — Tp) 3)

en donde k es una constante de proporcionalidad.
Ejemplo 79

Al sacar un pastel del horno, su temperatura es de 300°F. Tres minutos después, su temperatura es
de 200°F. ;Cuénto demorara en enfriarse hasta una temperatura ambiente de 70°F? (Figura 30)
Solucién

Se debe resolver el problema de valores iniciales

% = k(T —70) 4
T(0) =300
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Y determinar el valor de k de modo que T(3) = 200

La ecuacion (3) es lineal y separable; usando este ultimo procedimiento resulta

dT
—(T ~70) =k dt
In|T — 70| = kt + ¢,
T —70 = c,e’t
T =70+ c,e’t

Cuando t = 0 se tiene que T = 300, de modo que 300 =70+ ¢, da ¢, = 230 y, por lo tanto,
T =70 + 230e™
De T(3) = 200 se obtiene

ek =8 hien k=1m (E) — —0.19018
23 3 23

En consecuencia, T(t) = 70 + 230019018t 5)

Por desgracia, (5) no da una solucién finita para T(t) = 70 puesto que lim;,, T(t) = 70. No
obstante, de modo intuitivo se sabe que el pastel alcanzara la temperatura ambiente después de un
periodo razonablemente largo de tiempo. ¢Cuanto tiempo significa esto? De todos modos, no deberia
preocuparnos en lo mas minimo que el modelo (4) no corresponda del todo a nuestra intuicion Fisica.
En la tabla 2 se muestra con claridad que el pastel estara casi a la temperatura ambiente después de
media hora.

Tabla 2.
Variacién de Temperatura
T(t) t (minutos)
75° 20.1
74° 21.3
_________ I=10
> o
1 30 p 73 22.8
790 24.9
Figura 30. Variacién de Temperatura
Fuente. Autores 71° 28.6
70.59 32.3

Nota: Elaboracién propia
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Ejemplo 80

Un quimico desea enfriar desde 80°C hasta 60°C una sustancia contenida en un matraz, se
coloca el dispositivo en un recipiente amplio por el que circula agua a 15°C. Se observa que
después de 2 minutos la temperatura ha descendido a 70°C. Estimar el tiempo total de
enfriamiento.

Datos

Se considera a t como el tiempo de enfriamiento, y a X como la temperatura, entonces las
condiciones del problema son:

> Ent=0min setiene x=80°C
> Ent=2min setiecne x=70°C

Solucién
Aplicando la Ley de enfriamiento de Newton tenemos

dx
% = k(x - 15)

Integrando la ecuaciéon diferencial en funcién de las condiciones se determina la constante

[2smefa

80

In(x — 15)'80 = k(t)|g

de proporcionalidad.

55
In (65) —2k =  k=-0083527

Para estimar el tiempo total de enfriamiento, se evalua

60 t

f b _ 008fdt
x—15

80 0

In(x — 15)|89 = —0.083527 ()[4

45
In (@) = —0.083527t = t = 4.40 minutos

Conclusién

El tiempo necesatio para que la temperatura descienda de 80°C hasta 60°C, es de 4.40
minutos.
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Ejemplo 81
Un termémetro que marca 75°F se lleva fuera donde la temperatura es de 20°F. Cuatro
minutos después el termémetro marca 30°F. Encontrar:

a) La lectura del termémetro siete minutos después de que este ha sido llevado al exterior

Y
b) El tiempo que le toma el termémetro caer desde 75°F hasta mds o menos medio grado

con respecto a la temperatura del aire.
Datos

Se considera a t como el tiempo de enfriamiento, y a X como la temperatura, entonces las
condiciones del problema son:

> Ent=0min se tiene x=75°C
> Ent=4min setiene x=30°C

Solucién
Aplicando la Ley de enfriamiento de Newton tenemos

X
E—k(x—ZO)

Integrando la ecuacion diferencial en funcién de las condiciones se determina la constante

[ igmefa

75

In(x — 20)[32 = k(®)I5

de proporcionalidad.

l (10)—4k = k =-0.4262
nlzg) = = —0.

a) La lectura del termémetro siete minutos después de que este ha sido llevado al

exterior,
X 7
f W 04262 f dt
x—20
75 0

In(x — 20)|%s = —0.4262 (t)|}

x — 20
ln( cc ) = —0.4262 (7) > x =22.78°C
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b) El tiempo que le toma el termémetro caer desde 75°F hasta mas o menos medio

grado con respecto a la temperatura del aire.

20.5 t

f dx __ 04262fdt
x—20

75 0

In(x — 20)|22° = —0.4262 ()|}

0.5
In (E) =—0.4262t = t = 11.03 minutos

Conclusién

El tiempo necesario para que la temperatura descienda desde 75°F hasta mas o menos medio
grado con respecto a la temperatura del aire, es de 11.03 minutos.

Circuito eléctrico L-R en serie
La segunda Ley de Kirchoff dice que en un circuito en serie que contiene sélo una resistencia y una

inductancia, la suma de las caidas de voltaje a través del inductor (L(di / dt)) y del resistor (iR) es

igual a la tension (E (t)) aplicada al circuito, Véase la Figura 31.

Se obtiene asi la ecuacion diferencial lineal para la corriente i(t).

L=+ R; = E(1), ©)

(®)

R

Fignra 31. Circuito L-R en serie
Fuente. Autores

en donde L y R son constantes conocidas como inductancia y resistencia, respectivamente. A veces, a

la corriente i(t) se la llama respuesta del sistema

Circuito eléctrico R-C en serie

La caida del voltaje a través de un capacitador con capacitancia C esta dada por q(t)/C, en donde q
es la carga en el capacitador (o condensador). Por consiguiente, para el circuito en serie mostrado en
la Figura 32, la segunda ley de Kirchoff da:
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Figura 32. Circuito R-C en serie
Fuente. Ecuaciones Diferenciales Ordinarias. Dennis Zill

Ri+2q=E() Y

Pero la cotriente i y la carga q estan relacionados por i = dq/dt; por lo tanto, (7) se transforma en la
ecuacion diferencial lineal.

R4, 1

e =E@ ®

Ejemplo 82

Una baterfa de 12 V (volts) se conecta a un circuito simple en setie en la cual la inductancia es 1/2 H
(henrys), y la resistencia, de 10 € (ohms). Determinar la corriente I si la intensidad inicial es cero.

Soluciéon

De (6) vemos que se debe resolver

1di+10'—12
2dt b=

sujeta a 1(0) = 0. Primero multipliquese la ecuacién diferencial por 2 y dedizcase que el factor
integrante es 2%, Luego se obtiene asi

d
_ [eZOti] — 24820t

dt
24
20t; _ 20t
eli=-oe +c
6
P -20t
[ 5+ce

Ahora bien, i(0) = 0 implica 0 = 6/5 + ¢, o bien ¢ = —6/5. Por lo tanto, la respuesta es
6 6
8 — o 2 =20t
i(t) TS e

que resulta en amperes (A).
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Términos transitorios y estacionarios

La ecuacioén (7) en la seccion 2.4 permite escribir de inmediato una solucién general de (6)

e—(R/L)t

i(t) = ——— [ e®/DE(t)dt + ce R/ )
En particular, cuando E(t) = E es una constante, (9) se transforma en
i(t) = % + ce”®/L)t (10)

Notese que cuando t — 00, el segundo término de la ecuacion (10) tiende a cero. A un término como
este se le llama usualmente término transitorio; al término (o a los términos) que resta (n) se le (s)
llama parte estacionaria de la solucion. En este caso, a Ey/R también se le denomina cotriente
estacionaria; para valores grandes de la variable tiempo, la corriente en el circuito se comporta como
si estuviese gobernada simplemente por la ley de Ohm (E = iR).

Ejemplo 83
Un circuito en serie tiene un resistor y un inductor como se muestra en la figura 33. Determine una

ecuacion diferencial para la corriente i(t) si la resistencia es R, la inductancia es L y el voltaje aplicado

es E(t).

Solucion
Datos:

R

Figura 33. Circuito L-R
Fuente. Ecuaciones Diferenciales Ordinarias. Dennis Zill
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Desarrollo:

Voltajes en:

Eninductor Fi= L% =141 1
= Xk — = k ——
n inductor Ei It a2 (D
. , dq
Enresistor Er = R xi(t) =R * It 2
Se sabe que en un circuito en serie la suma de los voltajes individuales nos da el voltaje total o
equivalente
E(t)=Ei+Er 3)
Reemplazando (1) y (2) en (3)
d*q dq
E(t)=L*x——+Rx*x—
®) I TZRRT:
Equivalente a
di
E(t)=L*x—+Rx*i
() =L+ +Rxi

Respuesta:

Ecuacion diferencial para la corriente i(t):
. 1 _R,
i(t) = R E+e L
Ejemplo 84

Un circuito en serie contiene un resistor y un capacitor como se muestra en la figura 34. Determine
una ecuacién diferencial que exprese la carga q(t) en el capacitor si la resistencia es R, la capacitancia
es Cy el voltaje aplicado es E(t).

Solucion
Datos:

dg 1
E(t)) =R*x—+—=
) Tz
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INNOVACION PARA LA EXCELENCIA

Desarrollo:

Fignra 34. Circuito eléctrico
Fuente. Ecuaciones Diferenciales Ordinarias. Dennis Zill

Se sabe que en un circuito en serie la suma de los voltajes individuales nos da el voltaje total o
equivalente

E(t) = Eq + Er (1)

Voltajes en:

1
En el capacitor Eq = Eq (2)
. , dq
Enresistor Er = R xi(t) =R * I 3)
Reemplazando (3) y (2) en (1)
dq 1q
R—+—=V
i’ C
dgq 1g V
T 4
dt * RC R )
Para integrar buscamos el factor de integracion:
==
PRV = ke

1 1
u(t) = efﬁdt = eﬁt

Luego multiplicamos por (4)

1 dq 1 V 1
RC' —~ 4 eRCtg = — eRC
e dt+e q Re

o~

Lt‘ 1] 4 iif
f(eRC q) = fEeRC dt

129



VRC 1,
erc" + K

qeﬁt =

_1,
q=VC+ Ke RC

Respuesta:

Determine una ecuacién diferencial que exprese la carga q(t)

1,
q=VC+Ke RC

Problema de mezclas

A veces, el mezclar dos liquidos da lugar a una ecuacién diferencial lineal de primer orden. En el
proximo ejemplo se considera la mezcla de dos soluciones salinas de concentraciones diferentes.

Ejemplo 85

Se disuelven inicialmente 50 libras (Ib) de salen un gran tanque que contiene 300 galones (gal) de agua.
Se bombea salmuera al tanque a razén de 3 galones por minuto; y luego la solucién adecuadamente
mezclada se bombea fuera del tanque también a razén de 3 gal/min. Véase la Figura 35. Si la
concentracién de la solucién que entra es de 2 1b/gal, determine la cantidad de sal que hay en el tanque
en un instante cualquiera. ;Cuanta sal hay después de 50 min? ;Cuanta después de un tiempo largo?

volumen
constante:
300 gal

Figura 35. Problema de mezclas
Fuente. Ecuaciones Diferenciales Ordinarias. Dennis Zill
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Solucion

Sea A(t) la cantidad de sal (en libras) que hay en el tanque en un instante cualquiera. En problemas de

esta clase, la rapidez neta con que A(t) cambia estd dada por

dA _ ( rapidez con que )_ (rapidez con que ) —R _R
dt la sustancia entra la sustancia sale 1 2

(1)
Ahora bien, la rapidez con que la sal entra al tanque es, en libras por minuto,
R, = (3 gal/min).(21b/gl) = 6 Ib/min

en tanto que la rapidez con que la sal sale es

A A
R, =(3 gal/min).(E lb/gal) = mlb/min

En consecuencia, la ecuacion (11) se transforma en

dA A
5—6—1—00 (12)

la que resolveremos sujeta a la condicion inicial A(0) = 50

. t oo
Puesto que el factor integrante es / 100, puede escribirse (12) como

%[et/looA] = 6et/100

Y por lo tanto e"/1004 = 600e /100 + ¢
A =600+ ce 7100 (13)
Cuando t = 0 se tiene que A = 50; se halla asi que ¢ = —550. Finalmente, se obtiene
A(t) = 600 — 550e /100 (14)

En la Tabla 2 tenemos para t = 50 se tiene que A(50) = 266.411b. Ademis, cuando t — oo, de (14)
y de la Figura 36 se puede ver que A = 600. Por supuesto, esto es lo que se esperaria; después de un

periodo largo, el nimero de libras de sal presente en la solucién debe ser

(300 gal)(2 lb/gal) = 600 lb
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Tabla 3.
Concentracion de la sustancia

t (minutos) A(libras)
A=600

________________ 50 266.41
100 397.67
- 150 477.27

500 ¢
200 525.57

Fignra 36. Vatiacién de la concentracién de la sustancia

Fuente. Autotes 300 572 ,6 2
400 589.93

Nota: Elaboracién propia

En el Ejemplo 85 se supuso que la rapidez con que la solucién se bombea al tanque es igual a la rapidez
con que la solucién se bombed hacia afuera. Sin embargo, esto no tiene por qué ser asf; la salmuera
mezclada podria ser bombeada hacia afuera con una rapidez mayor o menor que la rapidez con que la
otra solucion se bombea hacia el interior. La ecuacién diferencial que resulta en este dltimo caso es
lineal con un coeficiente variable.

En el ejemplo anterior, si la solucion adecuadamente mezclada se bombea hacia afuera con una rapidez
menor de 2 gal/min, entonces la solucion se acumula con una rapidez de

(3—-2)gal/min =1gal/min

Después de t minutos hay 300 + t galones de salmuera en el tanque. En tal caso, la rapidez con que
la sal sale es

24
lb/gal) - Ib/min

R2=(Zgal/min).< =~ 30051

300+t
Por consiguiente, la ecuacién (11) se transforma en

) dA 24
=6— obien —+ =6
dt 300+t dt = 300+t

Encontrando el factor integrante y resolviendo la dltima ecuacién resulta
A(t) = 2(300 +t) + c(300 + )72
La condicién inicial A(0) = 50 da ¢ = —4.95 X 107; luego

A(t) = 2(300 +t) — (4.95X107)(300 + t)~2
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Drenado de un tanque

Ejemplo 86
Suponga que esta saliendo agua de un tanque a través de un agujero circular de area Ay que estd en el
fondo. Cuando el agua sale a través del agujero, la fricciéon y la contracciéon de la corriente cerca de

agujero reducen el volumen de agua que sale del tanque por segundo a “C.Ah.\/2gh, donde

¢(0 < ¢ < 1) es una constante empirica. Determine una ecuacion diferencial para la altura h del agua

al tiempo t para el tanque cubico que se muestra en la figura 3.20. El radio del agujero es de 2 pulg

yg =32—.

seg

Solucion

Datos:

Ah.\J2gh, donde c(0 < ¢ < 1)
El radio del agujero es de 2 pulg
g = 32 pies/seg.

agujero
circular

Figura 37. Drenado de un tanque. Zill (s. f.)
Solucién

Ta ecuacion diferencial es:

oh

A
= -1 [2gh (Ley de Torriceli) (1)
ot Ay

Volumen del Agua del tanque
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5)4

E = Ahﬂ Zgh

av

Ez_C-Ah 2gh C - cte

oh 1 ov

at A, dt
Reemplazando —
eempazanoat
oh 1

5= E.(—C.Ah,/Zgh)

oh Ay

—=—C.—./2

o~ ~Cg Vigh
En donde, sabemos que:

lpie 1
12pulg 6 pres

radio agujero = 2pulg.

Area del agujero:
2

5 1 T .,
Ap=nrc=nm gples =3—ples (2)

Atea del cubo contenedor:
A, = 1?2 = (10)? = 100 pies? 3)
reemplazando (2) y (3) en (1)

oh T pies? :
bYA les
—_¢c367 " | (32 p )h

at 100 pies? seg?
oh T
s C.3600\/64h
oh T
P —c.—3600.8x/ﬁ
oh C.mw
2= 10"
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Respuesta:

., . . . -y oh
La ecuacion diferencial para la altura h del agua al tiempo t para el tanque cubico es: Pl
C.m
——+h
450

Ejemplo 87

Del tanque cénico rectangular recto que se muestra en la figura 38 sale el agua por un agujero circular
que esta en el fondo. Determine una ecuacion diferencial para la altura h del agua al tiempo t. El radio

del agujero es r = 2 pulg,

ies .., s,
g =32 ps_z y el factor de friccion/contraccion es € = 0,6

Solucion:
DATOS
pies
— 2 pulg = ~pi T A
r=2pulg = pies :
|
pies I
g == 32 _Sz 1
| 20 pies
c=06 :
|
1

Agujero circular‘ix
\

Figura 38. Drenado de un cono invertido. Zill (s.f.)

La ecuacion diferencial es:
oh A

Frinie A—h,/Zgh (Ley de Torriceli) (D

w

Relacionamos los radios:
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El volumen del cono es:

Veoro = l1T r?h
cono 3

1 /2 \?
o = (1)

4 3
Veono = %ﬂh
dV  4rm dh
— =—3h%2—
dt 75 dt
dh _ 25 dV
dt  4mh? dt
dv

E = _Ahﬂ Zgh

2
1

A, = 20 == A :(—) == A, = —

h rem > h 6 Vs > n 367T

Reemplazando en (1) tenemos:

dh 25

dt ~ 4mh? (~cAny2gh)
dh 25 1n
& = i (09 (35) V6en)
dh 5
— =
dt 3

Respuesta:

Ecuacion diferencial para la altura h del agua al tiempo t:

dh 5
dt

-3
6h2
Modelos matematicos adicionales

Ejemplo 88

Teoria del aprendizaje. En la teorfa del aprendizaje, se supone que la rapidez con que se memoriza
algo es proporcional a la cantidad que queda por memoriza. Suponga que M denota la cantidad total
de un tema que se debe memorizada y que A(t) es la cantidad memorizada al tiempo t. Determine una
ecuacion diferencial para determinar la cantidad A(t).
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Solucion
Datos

M = Cantidad total que se debe memorizar.
A(t) Es la cantidad memorizada al tiempo t
Desarrollo

La propagacion de una enfermedad se da mediante la siguiente formula:

dx .
a Y
Donde
N+A=M
M—-—A=N
La ecuacion diferencial es:
aa = K(MN
Respuesta:
La ecuacion diferencial es:
aa = K(MN

Ejemplo 89

Falta de memoria con los datos del problema anterior suponga que la razén con la cual el material es
olvidado es proporcional a la cantidad memorizada al tiempo t. Determine una ecuacién diferencial
paraA(t), cuando se considera la falta de memoria.

Solucidn:

Datos

Partiendo del ejercicio anterior tenemos:

dA—kM A
7 = k1 = A)

Tomando en cuenta el enunciado del ejercicio podemos encontrar una pérdida de memoria la cual
plantea lo siguiente

P,, = Pérdida de memoria.
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Tomando en cuenta que q va a ser una constante de la falta de memoria.

Donde
P = qA(t)
Desarrollo
Con estos datos concluimos que
dA
—=k(M-A@®) - P, (*)

dt

Remplazando P, en *

dA
YT k(M — A(t)) — qA(t)

Respuesta:

La ecuacidn diferencial es:

dA
YT k(M — A(t)) — qA(t)

Ejemplo 90

Suministro de un medicamento. Se inyecta un medicamento en el torrente sanguineo de un paciente
a una razén constante de I gramos por segundo. Simultaneamente, se elimina el medicamento a una
razén proporcional a la cantidad x(t) presente al tiempo t. Determine una ecuacion diferencial que
describa la cantidad x(t).

Soluciéon
Datos:

Razoén constante de I gramos por segundo

Elimina el medicamento a una razén X(t) presente al tiempo t

Desarrollo:

La propagacion de una enfermedad se da mediante la siguiente férmula:
0x

i k.x(t).y(t) (Leyde Propagacion)
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O0x
Ezr—k.x(t) (k>0)

Respuesta:

Ta ecuacion diferencial es:

Ox

Ezr—k.x(t) (k>0)

Modelos fisicos

Ejemplo 91

Un hombre y un bote pesan juntos 320 Ib. Si el empuje del motor es equivalente a 10 1b, en la direccion
de movimiento que, si la resistencia del agua al movimiento es numéricamente igual a dos veces la
velocidad en, y si el bote esta inicialmente en reposo. Encontrar:

a) La velocidad del bote al tiempo t
b) La velocidad limite

Solucion
Datos:

W = peso =320Ib

2
m=masa=K—3—Ol?=IOlb
& 3227

seg
Ra = resistencia,,,, = 2v

P.
v, =Velocidad,,,,, = 0>

seg

F =10lb

Fignra 39. Diagrama de cuerpo libre

Fuente. Autores
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Desarrollo:
El bote esta en movimiento, por lo que se procede a aplicar la segunda Ley de Newton para

L]
cuerpos en movimiento con aceleraciéon producida por una fuerza externa:

F-R,_. —mﬂ
“ dt
10—2v=10ﬂ
dt
SQ=5—V
dt
@_ 5-v
dt 5

La dltima expresion representa una EDO de variable separable, cuya solucion esta dada por

v _dr
5-v 5

Ldv Lt
e

. L
_Lnls_vl():gli)
—Ln|5—v|—[—Ln|5—0|]=(t;_—O)

Ln|5|—Ln|5—v|=é

[ I
5-v 5
5 t
eLn[S_V] : eg
5 — eO.2t
5-v
5
S-v=
eOAZt
v=5-5¢""

’s
seg

v(t) =5(1-e"")




Que representa la respuesta del inciso a)

* Para determinar el valor limite de la velocidad procedemos a calcular el limite de v(¢)cuando

t tiende al infinito

Vim = }1_93["(1‘)]
Vim = }1_2} [5(1 - e_O'ZI)]

Vim =9 }1_{2(1 —e)

Vim = 5 [}1_{2(1) _ }gg(e—o.zt )]
Vi, =9 [1 _6—0.2(00)]
Vi =9 [1 —e” ]

De donde se sabe que la funcién € tiende a cero cuando se aproxima al infinito negativo, entonces:

Vim = 5[1-0]
Viim = 5[1]
Viim =9
Ps
seg

Por lo tanto, la velocidad limite del bote es de 3 , respuesta del inciso b)

Ejercicios 3.3

1. Se sabe que la poblacién de cierta comunidad aumenta, en un instante cualquiera, con una rapidez
proporcional al nimero de personas presentes en dicho instante. Si la poblacion se duplica en 5
afios, ;Cuanto demorara en triplicarse? ;Cuanto demorara en cuadruplicarse?

2. Suponga que se sabe que la poblaciéon de la comunidad en el Problema 1 es de 10 000 habitantes
después de 3 afios. ¢Cual era la poblacion inicial? ¢Cual sera la poblacién en 10 anos?

3. Lapoblacién de una pequefia ciudad crece, en un instante cualquiera, con una rapidez proporcional
a la cantidad de habitantes en dicho instante. Su poblacién inicial es de 500 aumenta 15 % en 10
afios. ¢Cual sera la poblacién dentro de 30 afos?
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4. ILa cantidad de bacterias de un cultivo crece, en un instante cualquiera, con una rapidez
proporcional al nimero de ellas que haya en dicho instante. Después de 3 horas se observa que se
tienen 400 bacterias, y que al cabo de 10 horas hay 2000. ;Cual es el nimero inicial de bacterias?

w

El isétopo radiactivo de plomo, Pb-209, se desintegra, en un instante cualquiera, con una rapidez
proporcional a la cantidad presente en dicho instante, y tiene una semivida (o periodo medial) de
3.3. horas. Si inicialmente hay 1 gramo de plomo, ¢cuanto tiempo transcurrird para que se
desintegre el 90% de dicho elemento?

6. Inicialmente habfa 100 miligramos (mg) de una sustancia radiactiva. Después de 6 horas la masa
disminuy6 en 3%. Si la rapidez de desintegracion es, en un instante cualquiera, proporcional a la
cantidad de sustancia en dicho instante, halle la cantidad que queda después de 24 horas.

7. Determine la semivida de la sustancia radiactiva descrita en el problema 0.

8. Demuestre en forma general que la semivida de una sustancia radiactiva es
_ (tz - tl)lnz
In(A,/4,)

En donde A1 == A(tl) y A2 = A(tz), t1 < t2

9. Cuando un rayo vertical de luz pasa a través de una sustancia transparente, el grado con que su
intensidad I disminuye es proporcional a I(t), en donde t representa el espesor del medio,
expresado en pies. En agua de mar limpida, la intensidad a 3 pie bajo la superficie es 25% de la

intensidad inicial Iy del rayo incidente. ;Cuanta es la intensidad del rayo a 15 pie bajo la supetficie?

10. Interés compuesto capitalizado continuamente significa que en un instante cualquiera la cantidad
S de dinero aumenta con una rapidez proporcional a la cantidad presente en dicho instante:
dS/dt = rS, en donde 1 es la tasa de interés anual.

(a) En una cuenta de ahorros se depositan $5000 a un interés compuesto, que se capitaliza
continuamente, del 5 3/ 4 70 anual. Calcule la cantidad de dinero acumulada después de 5

aflos.
(b) ¢En cuantos afios se duplicara la suma depositada inicialmente?

(c) Use una calculadora para comparar el nimero obtenido en la parte (a) con el valor

0.0575)5<4)

S =5000 (1 +

Este valor representa la cantidad que se acumularia si el interés se capitalizara
trimestralmente

11. En un trozo de madera quemada se encontr6 que 85.5% del C-14 se habia desintegrado. Utilice la

informacién del ejemplo 3 para determinar la edad aproximada de la madera. (Es precisamente este
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

dato el que los arquedlogos usaron para determinar la edad de las pinturas prehistoricas
encontradas en una caverna de Lascaux, Francia)

Un termémetro que estd en el interior de una habitacion se lleva al exterior, en donde la
temperatura del aire es de 5°F. Después de 1 minuto el termdémetro marca 55°F y después de 5

minutos marca 30°F. ;Cual es la temperatura inicial de la habitacion?

Un termoémetro se saca de una habitacion, en donde la temperatura del aire es de 70°F, al exterior,
en donde la temperatura es de 10°F. después de 1 / o minuto el termémetro marca 50°F. ;Cuanto

marca el termémetro cuando t = 1 minutos? ¢Cuanto tiempo demorara el termémetro en

alcanzar 15°F?

Cuando un objeto absorbe calor del medio que lo rodea, se obtiene también la formula (3). Una
pequefia barra de metal, cuya temperatura inicial es de 20°C, se deja caer un recipiente con agua
hirviendo. Calcule el tiempo que dicha barra demorara en alcanzar los 90°C si se sabe que su

temperatura aumentd 2° en 1 segundo. ;Cudnto demorara la barra en alcanzar los 98°C?

A un circuito en serie, en el cual la inductancia es de 0.1 H y la resistencia es de 50 €2, se le aplica
una tension de 30 V. Evalué la corriente i(t) si i(0) = 0. Determine también la corriente cuando

t > oo,
Resuelva la ecuacion general (6) suponiendo que E(t) = Ey senwt y i(0) = ij.

A un circuito en serie, en el cual la resistencia es de 200 Q y la capacitancia es de 107*F, se le

aplica una tension de 100 V. Calcule la carga q(t) en el capacitor si g(0) = 0,y obtenga la corriente

i(t).

A un circuito en serie, en el cual la resistencia es de 1000 Q y la capacitancia, de 5 X 107°F, se le
aplica una tension de 200 V. Encuentre la carga q(t) en el capacitor si i(0) = 0.4. Determine la

carga y la corriente para t = 0.005 s; y la carga, cuando t — oo.

Un tanque contiene 200 litros de un liquido en el cual se disuelven 30 gramos (g) de sal. Una
salmuera que contiene 1 g de sal por litro se bombea al tanque con una intensidad de 4 litros por
minuto; la solucién adecuadamente mezclada se bombea hacia afuera con la misma rapidez.

Encuentre el nimero de gramos A(t) de sal que hay en el tanque en un instante cualquiera.

Resuelva el problema 19 suponiendo que se bombea agua pura al tanque.
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UNIDAD IV

4.1. ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS CON EL SOFTWARE MAXIMA

Maxima es un sistema de calculo simbdlico y numérico escrito en Lisp, de libre acceso y que cuenta
con una comunidad de usuarios que aportan sus experiencias a través de los diferentes foros y chats;
ademas existe abundante informacion con respecto a manuales y tutoriales, que se podrian acceder en
los siguientes links:

®  http://maxima.sourceforge.net

* https://wxmaxima-developers.github.io/wxmaxima/

La notacion que usa Maxima es:

*  (%in) para indicar la entrada (inchar o input) n-ésima, y

* (%om) para indicar la salida (outchar u output) m-ésima.
NOTA:

Para ejecutar una sentencia en Maxima se lo realiza digitando Shift+Enter

* /*comentario */ para poner comentarios.
Dado que Maxima es un programa de céalculo simbdlico, trabaja con variables definidas por letras, por
ejemplo al digitar

* float(%e) maxima entrega 2.718281828459045,

* float(%e”7) maxima entrega 1096.633158428459.

Funciones usuales en Maxima

Sintaxis Descripcion

sqrt(x) raiz cuadrada de x

exp(x) exponencial de x

Tog(x) logaritmo neperiano de x

sin(x), cos(x), tan(x) seno, coseno y tangente en radianes
csc(x), sec(x), cot(x) cosecante, secante y cotangente en radianes
asin(x), acos(x), atan(x) arcoseno, arcocoseno y arcotangente
sinh(x), cosh(x), tanh(x) seno, coseno y tangente hiperbolicos
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asinh(x), acosh(x), atanh(x) arcoseno, arcocoseno y arcotangente
n! factorial de n
entier(x) parte entera de x
abs (x) valor absoluto o moédulo de x
random(x) devuelve un numero aleatorio
signum(x) signo de x
max(x1,x2,...) maximo de x1,x2,...
min(x1,x2,...) minimo de x1,x2,...

4.2.DEFINICION DE FUNCIONES EN MAXIMA

Para definir funciones en Maxima existen varias posibilidades, presentamos la mas habitual,

f(x):= x"2 -5x + 6, define la funcién en Maxima.

f(-3), evalud la funcién en un valor dado,

wxplot2d([f(x)], [x,-5,5]), en la figura 41 tenemos la funcién en el intervalo de -5 a 5,

@ulﬁmmﬂ_z[mm

Archivo Editar Ver Celds Muomo Ecusciones Algebra Andliss Smplficar Grificos  Numenco  Ayuds
Tobla de contendo X |
£(x) 1=x72-5%x46; r
f(x):-xz-Sx—G
v £(-3);
30
@ wxplot2d ([£(x)], [x,-5,5]);
60
50 |-
w0}
¢ B
&
% ol
10
ok
10 L N H N .
4 2 0 2 4 J
8
Bienvenido a aMasima Preparado para la entrada de ususrio

Fignra 40. Grafica de una funcién utilizando el software Maxima
Fuente. Autores




4.3.PRINCIPALES COMANDO DE MAXIMA

En Maxima podemos aplicar algunos comandos para simplificar las diferentes operaciones entre

expresiones y lo podemos apreciar en el cuadro 1.

Funcion

Sintaxis

Ejemplo

() para asignar un valor a una

variable

Variable : asignacién

X:53

(T3] o :
(*”) para asignar funciones

Nombre_funcién(variable):=expresion

f(x):=x"2-5*x+6

Borrar variables

kill (variable)

Kill(x)

expresion algebraica

“is” intenta comprobar si una | is(expresion) is(x™2+1=0)
expresion es cierta )

is(x"2+1<0)
Descomponer un valor | factor(nimero) factor(20)
numérico  en producto de
factores primos
Descomponer una expresion | factor(expresion) factor(x"5 - 1)
algebraica en factores
Multiplicar los factores de una | expand(factores) Expand((x-2)*(x+4))

expand ((a + b)™4)

Xpandir expand (expresion) expand ((a + b)™4);

Simplifica expresiones | ratsimp(expr) ratsimp((x~5-1)/ (x"2-

racionales, expresandolas de una x+3))

forma canonica

Resolver ecuacion algebraica solve(polinomio) solve(x"2-5%x+0)
solve(ecuacion) solve(2*x+1=0)

Raices de un polinomio allroots(polinomio) allroots(x"3-x"2+x-1)
realroots(polinomio) realroots(x"3-x"2+x-1)

Cuadro 1. Principales comandos del software Maxima

Fuente. Autores
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4.4.LIMITES DE UNA FUNCION REAL CON MAXIMA

Para el tratamiento de los principales topicos del calculo diferencial e integral se tiene las siguientes
sintaxis en el cuadro2.

Calculo de limites

Sintaxis Ejemplo Observacion
limit(f(x),x,x0) limit(f(x),x,2) Limite en un punto
limit(f(x),x,inf) Limite al infinito
limit(f(x),x,x0,direccion) | limit(f(x),x,2,plus) Limite por derecha
limit(f(x),x,2,minus) Limite por izquierda

Cuadro 2. Comandos del software para calculo de limites
Fuente. Autores

4.5.DERIVADA DE UNA FUNCION REAL CON MAXIMA (cuadro 3)

Calculo de derivadas

Sintaxis Ejemplo Observacion
diff(f(x),x) diff(f(x),x) Deriva una funcién
diff(f(x),x,k) diff(f(x),x,2) Deriva una funcién, de orden 2.

df(x):=diff(x/(x-3), x) | Funcion derivada de una variable

wxplot2d([df(x)], Grafico la funcién integral en un
[x,0,8]) intervalo.

Cuadro 3. Comandos del software para calculo de Derivadas
Fuente. Autores
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4.6.INTEGRAL DE UNA FUNCION REAL CON MAXIMA

Para el calculo de integrales presentamos en el cuadro 4

Sintaxis Ejemplo Observacion

integrate(f(x),x) | integrate(x/(x-3), x) Integral indefinida

integrate (x"a*exp(-x), x, 0, inf) | Integral definida

int(x):=integrate(x/ (x-3), x) Funcién integral a una variable
wxplot2d([int(x)], [x,2,7]) Grafico la funcién integral en un
intervalo.

Cuadro 4. Comandos del software para calculo de Integrales
Fuente. Autores

4.7.SOLUCIONES ANALITICAS DE UNA EDO CON MAXIMA

Maxima cuenta con varios comandos para resolver analiticamente las ecuaciones diferenciales
ordinarias lineales (EDOs).

Se debe considerar que Maxima reconoce la variacion de la funcién como se detalla en el cuadro 5:

Diferencial Expresion en Maxima Observacion
dy . o .
- diff(y,x) Funcion incégnita, variable
dx
d%y . o .
ez diff(y,x,2) Funcidn incégnita, variable, orden
X

Cuadro 5. Comandos del sogtware Maxima para resolver EDOs
Fuente. Autores

Los principales comando que utiliza Maxima para la resolucién analitica de las ecuaciones diferenciales
ordinarias son presentadas en el cuadro 6.

Funcion Sintaxis Observacion

ode2 ode2(ecuacion diferencial,y,x) Resuelve una ecuacioén
diferencial de primero y segundo
orden previamente definida,
identificando funcién incégnita

y variable independiente.
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desolve desolve([eql,eq2,...,eqn],[yLy2,...,yn]) Resuelve sistemas de EDOs
mediante la transformada de
Donde:
Laplace
eql, eq2, etc denota las ecuaciones

diferenciales (lineales),

Vis--Ya las funciones desconocidas.

Fignra 41. Comando que utiliza Maxima para la resoluciéon de ecuaciones diferentes
Fuente. Autores

[ EJEMPLOS ]

Para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias utilizando Maxima, se debe considerar que existen
varias formas, dependiendo de la experiencia y conocimiento que tenga el usuario sobre la herramienta
informatica.

Por ejemplo, en primera instancia vamos a utilizar las opciones que tiene Maxima previamente
definidas para facilitar su utilizacion.

RESOLVER LAS SIGUIENTES ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS.

dy
1 i —
x+2x 3

Ingresamos la ecuacion diferencial en Maxima
($111) 'diff (y,x)+2%x=3;

—d +2 3
X:
dx ¥
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En el cuadro 6 tenemos la vista con la utilizacién de las >>pestafias<< para resolver

W wxMaxima 16.04.2 [no guardado®] * . b . -

Archivo Editar Ver Celda Maxima | Ecuaciones | Algebra Analisis  Simplificar Graficos Numérico Ayuda

VGiff o4 Resolver
{511l + (vrx)+ Resolver (to_poly)

d
— yT2x=3 Calcular raiz
dx o - .
Raices de un polinomio
Raices reales grandes de un polinomio
Raices reales de un polinomio
Resolver sistema lineal
Resolver sistema algebraico

Eliminar variable

Resolver EDO
Problema de valor inicial (1)
Problema de valor inicial (2)

Problema de contorno

Resolver EDO con Laplace

Condicién inicial

Cuadro 6. Vista del panel de ecuaciones en el software Maxima
Fuente. Autores

Indicamos la linea de ingreso donde esta definida la ecuacién diferencial. (cuadro 7)

Resolver EDO g

Ecuacion: 311l oty # |inea de ingreL

Funcion: v «ggmm  funcincognita

Variable: X gt var indep

[ Aceptar ][ Cancelar

Cuadro 7. Proceso de ingreso de una EDO en el software Maxima
Fuente. Autores

Se esta manera se obtiene el resultado.

($113) ode2 (%111, v, X);
=-x’+3 x+%c ogt=my sol.gral.
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Ingreso de la ecuacién diferencial, asighandole el nombre de ec2, como se muestra en el cuadro 8.

0 wxMaxima 16.04.2 [ edol.wxmx* ] - -

Archivo Editar Ver Celda Maxima | Ecuaciones | Algebra Anilisis Simplificar Graficos Numérico Ayuda
=

(%127) ec2:x*'diff (y,x)=sqgrt (1-y*2);

d _ ] 2
(ec2) X(dx y)— 1-y

Cuadro 8. Ingreso de una ecuacién diferencial
Fuente. Autores

En el cuadro 9 tenemos la vista con las pestafas, seleccionamos Ecuaciones — Resolver EDO, ¢

ingresamos la ecuacién identificando sus variables.

[Ecuaciones | Algebra Andlisis Simplificar ~ Gréfico

Resolver

Resolver (to_poly)

Calcular raiz

Raices de un polinomio

Raices reales grandes de un polinomio
Raices reales de un polinomio
Resolver sistema lineal

Resolver sistema algebraico

Eliminar variable

Resolver EDO
Problema de valor inicial (1)
Problema de valor inicial (2)

Problema de contorno

Resolver EDO con Laplace

Condicién inicial

Cuadro 9. Vista de la utilizacién de las pestafias de maxima
Fuente. Autores

Se nos presenta la siguiente ventana. (cuadro 10)

| Resolver EDO E ‘

Ecuacién: ec2|

Funcién: v

Variable: x

[ Aceptar ] ’ Cancelar

Cuadro 10. Vista resultante
Fuente. Autores
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Tenemos el cuadro 11 con la solucién.

[ o

Archivo Editar Ver Celda Maxima Ecuaciones Algebra Analisis Simplificar Graficos Numérico Ayuda

=

V>

ec2:x*'diff (v, x)=sqgrt(1-y*2); /* Ecuacidén diferencial */

d [ -
(ec2) x (d_x y)=\l,."1—y‘

e ode2 (ec2, v, X); /% Solucidén de la EDO */
(%08) asin(y)=log(x)—%c

> solve (%,v) | /* Despejamos y de la sol obtenida */
(%09) [y=sin(log(x)—%c)]

Cuadro 11. Solucién de la EDO
Fuente. Autores

La solucién dada por maxima es equivalente a
y = sen(In|x| + C)

Para resolver este ejercicio, asignamos la ecuacion diferencial con el nombre ecl, y luego utilizamos el
comando ode2 para su soluciéon. (Cuadro 12)

7(%i18) ecl:'diff(y,x)+5%y=3; /* Definimos la EDO */;
d
(ecl) — y+5y=3
dx
7(%i19) ode2 (ecl, vy, X); /* Resolvemos la EDO */;
3%e%%
(%019 y=%e > % T+%c

Cuadro 12. Ingreso de la EDO
Fuente. Autores




Resolucioén del ejercicio 4 lo mostramos en el cuadro 13.

1 x
@wxMaxlmalﬁ.M.Zr[ﬂ:Zian]_ Py = B . i o R
Archivo Editar Ver Celda Maxima Ecuaciones Algebra Andlisis Simplificar Graficos Numérico Ayuda
R assume ( vy > 0); /* definimos los valores de y */
(%07) [y>0]
. ec3:diff (y(x),x,1)=(x"2-x*y-x+y) / (x*y-y~2); /* ingreso EDO */
d —:-:1;—;;—:-:2—:-:
(ec3) —_ y(x)= -
dx xv—y2
Vs desolve (ec3,y(x)); /* solucidn de la EDO */
(%09) v(x)— - ———y(E)
2y b

Cuadro 13. Resolucién de una EDO
Fuente. Autores

La solucién dada por maxima es equivalente a

y2=(x—-12+C

5 x+y)dx+(x—y)dy=0

Para resolver ecuaciones diferenciales dadas de esta forma es necesario que se identifique el término
de variacion; es decir,

dy dx
ax ° dy
asi tenemos la ecuacién diferencial dada en la forma
dy x+y
dx  x-— y
La resoluciéon en maxima esta dado por:
_7( $122) ec2:'diff(v,x)=(x+v)/ (x-y); /* Definimos la EDO */;
(ec2) = y= yox
dx X-y
_7(‘ $123) ode2 (ec2,v,x) /% Resolvemos la EDO */;
log(Y2+X2) +2 a.ta.n(i )
p Y/ - 3c
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4.8.CONDICIONES INICIALES O DE CONTORNO

Para obtener las soluciones particulares de una ecuacion diferencial, de deben aplicar las condiciones
iniciales o condiciones de contorno del problema, los mismos que son ingresado en Maxima bajo la

siguiente sintaxis.

Sintaxis Comentario

] . resuelve problema de valores iniciales de primer
icl(ecuacion,x=a,y=Db) J
orden

. .. ] resuelve problema de wvalores iniciales de
ic2(ecuacion,x=a,y=b,diff(y,x)=c) rcgundo O}i s

bc2(ecuacion,x=a,y=b,x=c,y=d) resuelve problema de contorno

[ EJEMPLOS J

Resolver los siguientes problemas de valor inicial.

d
6 (x+1)d—i+(3x+2)y=0 sujeta a y(2) =2

Ingreso de la ecuacion diferencial ordinaria asignandole con el nombre de edol

(%$19) edol: (x+1)*'diff (y,x)+y* (3*x+2)=0;

(edol) (x+1)(dixy +(3 x+2) y=0

Solucién de la ecuacion diferencial ordinaria utilizando el comando ode2, indicando funcién incognita

¥, variable independiente Xx.

($112) ode2 (edol, vyv,x);
y=%c (x+1) ge "7 X
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Obtenido la solucién general, aplicamos las condiciones iniciales del problema.

y(2) = 0 para obtener la solucién pariculat.

(%$114) icl (%012, x=2, y=2);
(2 3ebx+2 %e“') ge 3%
3

($014) y=

Resolucion del ejercicio 4 lo mostramos en el cuadro 14.

& v o0 (e T

Archivo Editar Ver Celda Maxima Ecuaciones Algebra Andlisis Simplificar Graficos Numérico Ayuda

——> /* EDO DE PRIMER ORDEN */;

7(%'121) ecl:'diff (v,x)+2*x*y=2%x"3; /% ingresamos la EDO */;

d 3
(ecl) — yT2xy=2x
dx
7(%i22) ode2 (ecl, vy, x) /* Resolvemos EDO */;

2 2
1022) y=%e ™% ((xz—l) se* +%C)

4 ($123) icl(%,x=0,y=1); /* Aplicamos condiciones del Problema */;

2 2z
$023) y=%e ¥ ((x2—1) se* +2)

Cuadro 14 . Resolucién de la EDO
Fuente. Autores




Resolucioén del ejercicio 4 lo mostramos en el cuadro 15.

[38 wxMaxima 16.04.2 [ edod.wxmx ]
Archivo Editar Ver Celda Maxima Ecuaciones Algebra Analisis Simplificar Graficos Numérico Ayuda
7\\ $162) ec2:'diff (v, x)=y+x+1; /* Ingreso EDO */;
d
(ec2) — y=y+x—+1
dx
L ($163) ode2 (ec2, v, X); /* Solucidn EDO */;
y=((—x—1) $e ¥-ge ¥+ %c) ge*
7{ $164) icl (%059, x=2, vy=3); /¥* Condiciones de Problema */;
y=%e? (7 se*-3e? x-2 %ez)

Cuadro 15. Resolucién de la EDO
Fuente. Autores

4.9.CAMPOS DIRECCIONALES Y CURVAS INTEGRALES DE UNA ECUACION
DIFERENCIAL.
El objetivo parte de tener una idea sobre cual serfa la forma de la soluciéon de una ecuacion diferencial

de primer orden dado por ¥' = f(x,y). Lo que hacemos es dibujar en cada punto del plano (x,y),

un segmento que nos indique la pendiente en ese punto, dada por f(x,y).

Entonces, teniendo las pendientes dibujadas, la curva solucién de la ecuacion diferencial estara
representada por cada punto que sigue las direcciones marcadas, de donde se puede obtener
informacién sobre las soluciones de una ecuacién diferencial.

Maxima utiliza el siguiente modulo, el mismo que debe ser cargado previamente.

Sintaxis Observacion

dibuja el campo de direcciones dado por

plotdf(func,opciones) £
unc
[ EJEMPLOS J
o | LY__X sujeta a y(vV2) =2
dx y

157




diferencial

0,
ki m
a N
u g
9 =t
o 3
~ .
& < S .
0 5 m I £
F = B £ 2
o m 1l S Ma y ............ Pp.u»
W .nIU. nm A - +\\\\\\\\\\» llllllllllll Il////////e
d .C — hur \\\\\\\\\\_/n”.\ IIIIIIIIIII I/I////////M
- o 0 2 N N R Y
o > 2 = 7 g
I m P = wn (s R s //l////////fm
9 Im w 9 @
- .m. 5 ! o ) .S °
. . \ < = 3
R £ ; £ 5
g 5 o S ! N = wz
hal 3] : :
A R ' ; g, 5 =
| [3] 5] a, 9
H Q — o X = [~
m N 7| 19} ' Om L S 2
Q >t (= A s m ‘g 3 fo'e)
[e] ™ ~ O Y 0 < = O <
g o X A < g g 4 To)
R v e X g8 2 g8 N
S K ' 5 g S g g -
g o © o 8 g g8 I
= & Q d ' v | B2 = e
a0 e : | E °© g =)
W8 N ¢ g 3 2 R
OB [\ . 3
o o W R 3 @ . m < m
m o A _ s 3 = o S
(AL = @ o | e g o
o U] __ =) o n ) 0 o oy < o
£ > =0} a i E1 g [ = S
. ~ " > ' = ~
6] - H b <
M N g S = g )
L 3 8 N = & =
E - @ N m o w
I e S g 3
~ N
ton f| g 2 E -
~
Il X ~ a0
& o M g - )
< ™ o 0] 1) <
9 Cop 2 @ 2 I
8w S g o 3
0 | ~ m o =
- o [oh ] m )
A g 3 2 I
)
- Wu . M < o | =
E o o] =] =T~
. cais o
o 3] o
N —




Resolvamos la EDO con Maxima

[/ (2:171)  ecl:'diff(y,x)=x-y /* INGRESAMOS EDO */;
d
ecl — y=x-
(ecl) d:r'y y
7(%1’.5 ) ode2 (ecl,v,x) s /* solucion gral EDO */;
y=% % ((x-l) $e*+ %c)

Ingresamos la funcion f(x,y) = x — y , y solicitamos que se nos presente la trayectoria que pasa

por el punto P(1,2) que representa las condiciones iniciales del problema.

(%16) plotdf (x-y) /* INGRESAMOS LA f(x,y) */:
C:/Users/wmroman/maxout6796.xmaxima
’i (%$18) plotdf (x-y, [trajectory at,1,2]); /* Trayectoria en P(1,2) */;

La representacion obtenida lo tenemos en la figura 44 y en la figura 45

La trayectoria que pasa por P(1,2) Y la familia de curvas

p— e =) [ =
X XERdaaR (3 XX aa K @
v, Y1

R i i el
W bk e e e e b e e e e
O
B I
e s ke e e e -
—-mm ke e e e e —

R T T T T T T I et
B T T T By i
s s = m | w W\ Y ¥ e e e
e e e w Ny v e e
e T T T T T e
e s T N2
e )  — — e m Ny
PO i i e

B N i R L s~

— s s e e .

-10 -10
-10 -5 0 5 10 -10 -5 o 5 10

(1.89554,-4.92664) (-0.28404,-12.8052)

Figura 44. Campo direccional de una EDO mediante Fignra 45. Familia de curvas mediante el software Maxima.
el software Maxima Fuente. Autores
Fuente. Autores
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EJERCICIO RESUELTO EN MATLAB

Diferencial Expresion en Matlab Observacion
dy o L
- Dy Diferencial-Funcién incégnita
dx
d?y . : o
ez D2y Diferencial-Orden-Funcién incognita

X
dy ,
1 E=y+x+1 sujeta a y(2) =3

En Matlab utilizamos el comando dsolve para resolver analiticamente una ecuacién diferencial
ordinaria, la sintaxis esta expresada en los siguientes ejemplos.

Sintaxis Observacion
>>syms xy Definicién de variables

Resolver EDO con funcién incégnita y,
>> sol=dsolve('Dy=y+x+1','x") _ _ .
variable independiente x.

, . Resolver EDO con problemas de valor
>> soll=dsolve('Dy=y+x+1',

v(2)=3",'x") inicial, es decir, la curva que pasa por el

punto P(2,3).
Graficamos la solucién particular en el

>> ezplot(soll, [-5,5]) intervalo =5 < x < 5
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En la figura 46 presentamos la solucién particular que pasa por el punto P(2,3).

———————
[4] Figure 1 LE_@E
File Edit View Inset Tools Desktop Window Help N
NEES |k AIODEL- G008 | ad
7 exp(-2) exp(x) - x - 2

60

50

40

30

20

10

0 “’M’h&—_ﬂ“,//

5 -4 3 2 1 0 1 2 3 4 5
X

Figura 46. Solucién patrticular EDO utilizando el software Matlab
Fuente. Autores

dy
12 —=x-— sujeta a y(2) =2
Ix y j y(2)
Sintaxis Observacion
>> syms x y Definicién de variables

Resolver EDO con funcién incégnita 7y,
>> ec=dsolve('Dy=x-y','x") i . .
variable independiente x.

Resolver EDO con problemas de valor
>> ecl=dsolve('Dy=x-y', 'y(2)=2",'x")  inicial, es decir, la curva que pasa por el

punto P(2,2).

Graficamos la soluciéon particular en el

>> ezplot(ecl, [-5,5]) intervalo =5 < x < 5
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En la figura 47 presentamos la solucién particular que pasa por el punto P(2,2).

@] Figure 1 =T

File Edt View Inset Tools Desktop Window Help ~

DEEL KM AVUPDLEL-|E|0E|(nDO
x + exp(-x) exp(2) - 1

]

500
400
300

Figura 47. Solucién particular que pasa por el punto P(2,2).
Fuente. Autores

EJERCICIOS

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales y determinar sus campos direccionales.

) @x+3)y'+xy=0 5 y' +2y=e% y(3)=0
1 2 2 dy 2

2) ¥y —tg(x)y = 4 sen®(x) 6) 2x - 3xy +y%4  y(1)=-2

3) (x2+y¥Hdx+xydy=0 7y 3y —y=x; y(0)=0

1
4 (x+y+1)dx— (x—y+1dy=0 38 ;y’+x=5; y(=2) =4
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