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RESUMEN

En la actualidad, el analisis de datos dinamicos o variantes en el tiempo es de altisimo interés en
la ciencia y la tecnologia, y es de gran utilidad en diversas aplicaciones, tales como: prediccion,
analisis de video, segmentacion automatica de movimiento, entre otras. Particularmente, las
técnicas de reconocimiento de patrones, en especial, aquellas basadas en analisis espectral y
algebra de matrices han mostrado ser una buena alternativa. Sin embargo, ain existe un amplio
abanico de problemas sin resolver relacionados con la precision y la interpretacion de los
segmentos de movimiento. Esta tesis de maestria presenta un estudio sobre el uso en analisis de
datos cambiantes en el tiempo de una técnica de reconocimiento de patrones no supervisada,
denominada agrupamiento espectral basado en kernels (kernel spectral clustering, en inglés).
Especificamente, se estudia la posibilidad de construir un vector de seguimiento que se encarga de
segmentar automaticamente movimientos en una secuencia de cuadros de un video, el cual
comprueba su utilidad en la identificacion de inicio y fin de movimientos en objetos rotativos y
curvas de nivel en movimiento. Con el desarrollo de este trabajo se comprueba también el
beneficio de las propiedades, la optimizacion y el algebra de funciones con matrices para el analisis

de datos dindmicos.
PALABRAS CLAVE:
« AGRUPAMIENTO ESPECTRAL BASADO EN KERNELS

« DATOS DINAMICOS

+ KERNELS
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ABSTRACT

Nowadays, the analysis of dynamic or time-varying data is of great interest in science and
technology, as it is very useful in several applications, such as: time-series forecasting, video
analysis, automatic movement segmentation, among others. In particular, pattern recognition
techniques, especially those based on spectral analysis and matrix algebra, have proven to be a
suitable alternative. Notwithstanding, there is still a wide range of open issues related to the
accuracy and interpretation of the movement segments. This master's thesis presents a study on
the use -in time-varying data analysis- of an unsupervised pattern recognition technique, so-called
kernel spectral clustering. Specifically, it is of interest the possibility of creating a tracking vector
able to automatically segmenting movements in a sequence of video frames, which shows its
usefulness in the identification of starting and ending points of movements in rotating objects and
moving-contour-lines. Also, this work proves the benefit of the properties, the optimization and
the algebra of functions with matrices for the analysis of dynamic data.
KEYWORDS:

« KERNEL SPECTRAL CLUSTERING

« DYNAMIC DATA

+ KERNELS



CAPITULO |

INTRODUCCION
1.1 Contexto y antecedentes

Actualmente, el analisis de datos dindmicos o variantes en el tiempo es un tema que toma cada
vez mayor interés en la comunidad cientifica, especialmente, en las areas de reconocimiento de
patrones y aprendizaje de maquina (Machine Learning). Existen diversas aplicaciones en donde el
analisis de datos dinamicos ha mostrado ser una buena alternativa, tales como: el analisis de video
(Arréspide & Salgado, 2015 ; Lu, Zhang, Xu, & Shang, 2015) , al igual que la identificacion de
movimiento para la supervision (Yadav, Dubey, & Ahmed, 2014) y la clasificacion del
movimiento de cuerpos (Saripalle et al., 2014) algunas de sus aplicaciones méas notables. En este
contexto surgieron los enfoques de analisis con base en un kernel y de matriz espectral como
alternativas apropiadas

Una de las alternativas matematicas para desarrollar métodos y modelos para procesar datos
dinamicos es la aplicacion de topicos avanzados de algebra lineal, especificamente, el analisis
matricial de tipo espectral (es decir, analisis que implica calculo de valores y vectores propios de
una matriz cuadrada de gran cantidad de elementos). Las técnicas espectrales, principalmente
aquellas basadas en matrices kernel, han demostrado su alta aplicabilidad en diversos aspectos del
reconocimiento de patrones y aprendizaje de maquina, incluso cuando los datos son variantes en
el tiempo, tales como la estimacion del nimero de grupos o eventos, agrupamiento y clasificacion

de datos.
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Por ejemplo, (Shanmao, Yunlong, Lijun, & Ni, 2015) propone un esquema continuo de analisis
de componentes principales del kernel ponderado (WKPCA - weighted kernel principal component
analysis) que se encuentre en capacidad de capturar el comportamiento dindmico de los datos.
Otro estudio (Langone, Alzate, & Suykens, 2013) toma ventajas de propiedades de agrupamiento
espectral para explorar la naturaleza variable en el tiempo mediante la adicion de Efecto de

memoria en un cuadro de agrupacion espectral del kernel (KSC) (C. Alzate & Suykens, 2010) .

La mayoria de los métodos espectrales han sido disefiados para el analisis de datos estaticos,
descartando la informacion temporal, es decir, omitiendo el comportamiento y la evolucion de los
datos a lo largo del tiempo. La mayor parte de los trabajos actuales consideran el efecto de la
variacion en el tiempo, sin embargo, el disefio de un método que permita seguir la dinamica de los
datos y agrupar los mismos en ambientes de tiempo real, con alta fidelidad y precision, es ain un
problema abierto. Por tanto, la segmentacion del movimiento ha estado tradicionalmente ligada
con la deteccion de movimiento, en la que cada regién corresponde a un modelo particular de
movimiento que explica los cambios temporales en dicha region. También se han realizado
diferentes propuestas para segmentacion de movimiento basadas en clustering. Sin embargo, en
cualquiera de los casos anteriores es necesario tener un conocimiento a priori del nimero de
objetos en movimiento presentes en la escena, lo cual no siempre es posible. En la mayoria de los
trabajos sobre el tema, proponen un algoritmo de segmentacion de objetos con modelos de
movimiento afin basado en la técnica matematica GPCA (Generalized Principal Components
Analysis) que permite segmentar objetos en movimiento sin conocimiento previo del nimero de
objetos presentes en la escena. Hay que indicar que esta técnica matematica estd basada en el

algebra lineal, pero en la literatura también se le conoce por PCA generalizado.
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Se tiene conocimiento de que tanto a nivel internacional y nacional existen grupos de
investigacion que desarrollan investigaciones en torno a estos temas y entre ellos tenemos:
En el &mbito internacional el grupo MLG (Machine Learning Group) de la Universidad Catdlica
de Louvain, investiga en areas relacionadas con el machine learning tales como: Reduccion de
dimensién, analisis multilabel, datos ruidosos, modelos estadisticos y kernel, clustering,
clasificacion supervisada, prediccion en series de tiempo, mineria de datos, prediccién de
informacion financieros, analisis de imagenes, control de calidad de productos, entre otros. Sitio

web https://mlg.info.ucl.ac.be/Main/HomePage.

También se encuentran trabajos realizados por grupos de investigacion como Grupo de Control
y Procesamiento Digital de Sefiales GCPDS de la Universidad Nacional de Colombia, sede
Manizales. Abarca lineas de investigacion en procesamiento de audio, imagenes y video,
reconocimiento de patrones, incluyendo asuntos de representacion, reduccion de dimensién y
generalizacion, también temas emergentes como balance de clases y analisis con multiples
expertos; analisis de movimiento a partir de técnicas de reduccion de dimension no lineal; Otras

aplicaciones como meteorologia y dindmica de suelos.

Sitio web http://gta.manizales.unal.edu.co/signal/investigacion.php

Grupo GRIAS, Universidad Narifio, investiga en técnicas de descubrimiento
de conocimiento en bases de datos, visualizacion geo referenciada y desarrollo de software. Sus

lineas de investigacidn son: mineria de datos, desarrollo de software.

Sitio web: http://sistemas.udenar.edu.co/?page id=101

En el ambito nacional se cuenta con investigaciones realizadas en diferentes universidades,

tales como:


https://mlg.info.ucl.ac.be/Main/HomePage
http://gta.manizales.unal.edu.co/signal/investigacion.php
http://sistemas.udenar.edu.co/?page_id=101
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El Grupo de Sistemas de Andlisis de Datos Inteligentes (Grupo SDAS) fue fundado por el Prof.
Diego Peluffo en 2018. Cuenta con el apoyo de expertos y jovenes investigadores de varias
instituciones académicas de Ecuador, Colombia, Brasil, Argentina y Espafia. EI Grupo de
Investigacion SDAS se ocupa de los problemas relacionados con el andlisis de datos al
proporcionar soluciones basadas en software y sistemas integrados. El ambito de sus aplicaciones
de interés abarca: anélisis de datos complejos, variables en el tiempo, métodos formales de
aprendizaje automatico, redes de sensores, enfoques de bajo costo computacional para el analisis
de datos y visualizacion de datos, entre otros. Ademas, el Grupo SDAS ofrece servicios de analisis
de datos, redes de sensores y disefio de sistemas integrados, disefio asistido por computadora de
plantas de produccion, sistemas de soporte de diagndstico médico computarizados, procesamiento
de iméagenes, desarrollo de software, disefio eléctrico, disefio web, sistemas domoticos y

biométricos, y aplicaciones Matematicas.

Sitio web: https://sdas-group.com/

Desarrollo del software de integracion del proyecto Sistema de Analisis de Movimiento (SAM)
de la Universidad Politécnica Salesiana sede Cuenca, Disefio e implementacion de un sistema para

el analisis de movimiento corporal humano de la Universidad de las Fuerzas Armadas,

1.2 Planteamiento del problema

En general, el agrupamiento no supervisado o clustering ha mostrado ser util en el analisis
exploratorio de los datos y muy versatil. En particular, en el contexto del agrupamiento espectral,
se han desarrollado diferentes métodos de agrupamiento que atienden a diversos problemas como

sensibilidad a los pardmetros iniciales(Zelnik-Manor & Perona, 2005), convergencia a un 6ptimo


https://sdas-group.com/
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local distante del global (Meila & Shi, 2001b), (Meila & Shi, 2001a), clases dificilmente separables
(Stella & Shi, 2003), entre otros. Sin embargo, la seleccion de un método no es una tarea trivial,
es necesario considerar la naturaleza de los datos y las condiciones del problema con el fin de
agrupar patrones homogéneos o similares, de tal forma que se realice un efectivo reconocimiento
de las clases.

Entre los principales problemas abiertos que presenta el agrupamiento espectral, se encuentra
que: Los métodos de agrupamiento espectral fueron concebidos para la clasificacion de datos
estaticos con clases dificilmente separables por métodos tradicionales. Entonces, hasta el momento
no se han desarrollado métodos dinamicos que consideren el cambio de los datos a través del
tiempo. Recientemente, se han desarrollado algunos trabajos teniendo en cuenta la informacion
temporal en el agrupamiento (Takacs, Butler, & Demiris, 2007), (Zhou, De la Torre, & Hodgins,
2008), pero en general no existe un método de agrupamiento estrictamente espectral basado en

kernel que analice datos dinamicos.

En suma, no existe una metodologia de agrupamiento espectral basada en kernel que contemple
la informacidn temporal de los datos.
1.3 Objetivos
1.3.1 Objetivo general

Desarrollar un analisis exploratorio sobre informacién de datos variantes en el tiempo, usando
matrices kernel y agrupamiento de tipo espectral, con el fin de proponer un modelo de

segmentacion automatica de movimientos en una secuencia de cuadros con un patrén de giro.
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1.3.2 Objetivos especificos

- Establecer el método de agrupamiento espectral para ser extendido a andlisis de datos
dinamicos considerando un enfoque de matrices kernel.

- Modelizar la dindmica de los datos variantes en el tiempo a partir de formulaciones con
matrices kernel acumuladas capaz de segmentar automaticamente movimientos en videos
que incluyen objetos girando 360 grados.

- Demostrar el uso de fundamentos de matrices y funciones kernel en la ensefianza de los
conceptos, resolucion de problemas de optimizacion de variable latente, y derivadas
parciales de funciones matriciales a partir de simulaciones y resultados teoricos.

1.4 Contribuciones de la tesis

Dado que tradicionalmente, el analisis espectral de datos ha sido desarrollado para escenarios
de datos estéaticos, existe la necesidad cientifica y tecnoldgica para extender este tipo de andlisis al
uso de datos variantes en el tiempo. En este sentido, los métodos basados en matrices kernel
representan una buena alternativa.

Este trabajo tiene como motivacion, obtener un resultado que represente un aporte a la
comunidad académica y cientifica ademas de servir como una herramienta para la ensefianza de
conceptos de algebra lineal esto es, resolucion de problemas matriciales de optimizacién de
variable latente, y derivadas parciales de funciones matriciales, asimismo, se cuantificara la

relacion de contribucién de cada columna de una matriz al calculo de la norma de ésta.

Especificamente, a continuacién, se mencionan los alcances tedricos y metodoldgicos

esperados de este trabajo.
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- Metodologia de segmentacidn automaética de movimientos: Se desarrollard una metodologia de

segmentacion automatica de movimientos basada en agrupamiento espectral y matrices kernel.

- Estrategia de ensefianza de conceptos de algebra lineal: Es una estrategia para comprender el
concepto de norma y traza a partir de la cuantificacion de cudnto aporta cada columna de la matriz
en la minimizacién de una funcién de coste o funcion objetivo que se planteara para resolver el

problema de segmentacién de movimiento.
1.5 Organizacion del documento

El presente documento estd estructurado por seis capitulos, en el Capitulo | se establece
antecedentes, problema, objetivos y aporte de la tesis. En el capitulo Il: Estado del arte que
contempla analisis de datos dindmicos, agrupamiento de datos dinamicos, agrupamiento espectral
tradicional y agrupamiento espectral usando kernel. El capitulo Ill: Marco Tedrico, donde se
describe los elementos béasicos del algebra lineal, agrupamiento espectral, teoria de grafos,
funciones kernel y matrices kernel. Capitulo IV: Modelo Propuesto, en el que se establece los
datos cambiantes en el tiempo, matrices kernel acumuladas, vector de seguimiento y la
identificacion de movimiento de objetos. El capitulo V: Resultados y discusion, alli se tiene el
marco experimental donde se describe las bases de datos que se utilizan para los experimentos:
curvas de nivel, objeto girando 360 y humano en salto vertical; de igual manera los resultados de
los tres experimentos antes mencionadas. Finalmente, el capitulo VI se detalla las conclusiones
del trabajo realizado y futuras investigaciones. En apéndices se presenta el Anexo A con el codigo
de programacion realizado, Anexo B se muestra la presentacion del sitio web y la direccién
electronica del mismo y en el Anexo C las publicaciones realizas respecto al tema. Y serrando el

documento esté la bibliografia utilizada.
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CAPITULO I
ESTADO DEL ARTE DE ANALISIS DE DATOS DINAMICOS
2.1 Anélisis de datos dinamicos usando técnicas de algebra lineal

En general, los enfoques de agrupamiento de tipo espectral, particional y basados en grafos son
representados a partir de formulaciones matrices y vectoriales, por tanto, el algebra lineal es una

herramienta fundamental.

Recientemente se han realizado enfoque basado en agrupamiento difuso en varias ocasiones
requiere lidiar con la complejidad de la informacion tanto espacial como temporal. En particular,
se debe considerar la naturaleza espacial de las unidades a agrupar, las caracteristicas del espacio

de las trayectorias de tiempo multivariadas (D’Urso, De Giovanni, Disegna, & Massari, 2019).

La deteccion de patrones en series de tiempo multivariadas es una tarea relevante,
especialmente para grandes conjuntos de datos. Para hacer frente a la complejidad de las
caracteristicas de cada serie de tiempo multivariable y la incertidumbre de asignacién asociada, se

adopta un enfoque de agrupamiento difuso (D’Urso, De Giovanni, & Massari, 2018).

No obstante, estos enfoques carecen de interpretabilidad matematica y versatilidad como la que
si poseen los métodos espectrales y basados en kernel.
2.2 Analisis de datos dinamicos usando agrupamiento espectral

Al igual que cualquier técnica no supervisada, el agrupamiento de tipo espectral, es un método
discriminativo, es decir, no requiere de conocimientos previos sobre las clases para su
clasificacion. Como tal, realiza el proceso de agrupacion utilizando soélo la informacion dentro de
los datos y, en general, algunos parametros de inicio tales como el nimero de grupos resultantes o

cualquier otra pista sobre la particion inicial.
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En este caso, dado que la agrupacion espectral esta respaldada por la teoria de los graficos, los
parametros de entrada para los algoritmos de agrupamiento son el nimero de grupos y la matriz
de similitud. La inicializacion es una etapa importante en los métodos no supervisados ya que la
mayoria de ellos son sensibles a los pardmetros de partida; esto significa que, si los parametros
iniciales no son adecuados, la convergencia del algoritmo puede fallar al caer sobre una solucién
subdptima bastante distante del éptimo global. Por otro lado, como se menciond anteriormente,
los métodos no supervisados llevan a cabo el agrupamiento con la informacién directa dada por
los datos. Por lo tanto, si el espacio de representacion inicial no es suficientemente discriminatorio
bajo los criterios de agrupamiento, en algunos casos pueden requerirse etapas de extracciony / o

seleccion de caracteristicas.
2.2.1 Modificacion de algoritmos

A continuacion, se presenta los trabajos relacionados con la temaética de interés, organizados en
secciones asi: los enfoques de analisis de datos dinamicos, agrupamiento basado en kernels y

agrupamiento espectral tradicional.

Enfoques para el analisis dindmico

Existen enfoques que incluyen el disefio de kernels dinamicos para la agrupacion ((A. B. Chan
& Vasconcelos, 2005), (Keshet & Bengio, 2009) o un modelo basado en el andlisis de
componentes principales del kernel dinamico (KPCA) (Maestri, Cassanello, & Horowitz, 2009),
(Choi & Lee, 2004). Otro estudio (Langone et al., 2013) modifica la funcion primaria de una
formulacién de KPCA para la agrupacion espectral para agregar el efecto memoria.

Hay otra alternativa conocida como Multiple Kernel Learning (MKL), que ha surgido para

tratar diferentes problemas en el aprendizaje automatico, principalmente, con respecto a las
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maquinas de vectores de soporte (SVM) (Gonzélez, Bermeo, Ramos, & Nasraoui, 2012), (Huang,
Chuang, & Chen, 2012). La idea intuitiva de MKL es que el aprendizaje se puede mejorar cuando
se usan kernels diferentes en lugar de un kernel Unico. Por tanto, el andlisis local proporcionado
por cada kernel es beneficioso para examinar la estructura de los datos completos cuando se tienen
clusters complejos locales.

La agrupacion basada en la teoria espectral es un enfoque relativamente nuevo para el analisis
sin supervision; aunque se ha utilizado en varios estudios que demuestran su eficacia en las tareas
de agrupacion, especialmente en los casos en que los conglomerados no son linealmente
separables. Esta técnica de agrupamiento ha sido ampliamente utilizada en una gran cantidad de
aplicaciones como el disefio de circuitos (Jianbo Shi & Malik, 2000), el equilibrio de carga
computacional para la computacion intensiva, el analisis del movimiento humano y la
identificacion de personas (P. K. Chan, Schlag, & Zien, 1994), (Hendrickson & Leland, 1995), la
segmentacion de imagenes (Ishikawa & Geiger, 1998), (Stella & Shi, 2003) y el analisis de video
(Chung, 1997), (Ng, Jordan, & Weiss, 2002a), entre otros. Lo que hace que el analisis espectral
aplicado al agrupamiento de datos sea atractivo, es el uso del valor propio y de la descomposicién
del vector propio para obtener el 6ptimo local mas cercana a la dptima continua global. Las
técnicas de agrupamiento espectral se aprovechan de la topologia de los datos de una
representacion grafica no dirigida y ponderada. Este enfoque se conoce como particion de grafos;
en €l un problema inicial de la optimizacion se plantea generalmente formulado bajo algunas
restricciones. A menudo, esta formulacion es ligera y luego se convierte en un problema NP-
completo (Meila & Shi, 2001a), (Ham, Lee, Mika, & Scholkopf, 2004). Ademas, la estimacion de

la dptima global en un dominio continuo se realiza a través de la descomposicion del vector propio
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(Hagen & Kahng, 1992), basada en el teorema de Perron-Frobenius, que establece que los valores
propios estrictamente reales mas grandes asociados a un valor positivo y una matriz irreducible
para determinar su propia relacion espectral (Wolf & Bileschi, 2005). En este caso, dicha matriz
corresponde a la matriz de afinidad o similitud que contiene las similitudes entre los puntos de
datos. En otras palabras, el espacio creado por los vectores propios en la matriz de afinidad estéa

estrechamente relacionado con la calidad de la agrupacion.
Agrupamiento datos dinamicos

Los algunos enfoques mas avanzados proponen minimizar una medida de factibilidad entre las
soluciones del problema sin restricciones y el indicador de agrupamiento permitido (Zhou et al.,
2008),(A. B. Chan & Vasconcelos, 2005), a través de la basqueda de picos y valles de una funcion
de coste que cuantifica el grupo de superposicion (Keshet & Bengio, 2009). Después de dicha
busqueda, se lleva a cabo un proceso de discretizacion. El problema de la discretizacion de la
solucion continua se formula y se resuelve en (Ng, Jordan, & Weiss, 2002b). Existen métodos
basados en grafos asociados con el Laplaciano normalizado y el no normalizado (el cual se hace
sobre una matriz de similitud, también denominada matriz kernel), los cuales proporcionan
informacion relevante contenida en el Laplaciano de los vectores propios y ésta, a su vez, es de
gran utilidad para la tarea de agrupamiento. Ademas, a menudo, proporcionan una interpretacion

directa sobre la calidad del agrupamiento basada en una teoria de grafos aleatorios.

Es de gran importancia el analisis dinamico de datos, existen varias aplicaciones de gran interés
tales como analisis de video (Shirazi, Harandi, Sanderson, Alavi, & Lovell, 2012) e identificacion
de movimiento (Sudha & Bhavani, 2012), entre otras. Haciendo uso de analisis espectral y la

agrupacion, algunos trabajos se han desarrollado teniendo en cuenta la informacion temporal para
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la tarea de agrupacion, principalmente en la segmentacién del movimiento humano (Takéacs et al.,
2007), (Zhou et al., 2008).

No obstante, el disefio de un método de analisis no supervisado basado en matrices kernel y

capaz de seguir la dindmica de datos cambiantes en el tiempo es ain un problema abierto.
Agrupamiento espectral tradicional

Bajo el principio fundamental del agrupamiento espectral, y, considerando la posibilidad de
obtener una solucidn discreta a través de vectores propios, se han propuesto enfoques de multiples
agrupamientos como el método de corte normalizado k-way introducido en (Hagen & Kahng,
1992). En dicho método, para obtener la solucién discreta, debe resolverse otro problema de
optimizacion, aunque en un dominio de dimension inferior. Ademas, los vectores propios lideres
pueden considerarse como un nuevo conjunto de datos que pueden agruparse mediante un
algoritmo de agrupamiento convencional, como K-means (Carlos Alzate & Suykens, 2006),
(Meila & Shi, 2001a). A continuacion, se logra un algoritmo hibrido en el que los algoritmos de
analisis espectral pueden generar el espacio de vectores propios y establecer pardmetros iniciales

adecuados, mientras que los algoritmos de particion estarian a cargo del propio agrupamiento.

Esto significa que el analisis espectral puede soportar las técnicas convencionales que generan
una inicializacién que mejora la convergencia del algoritmo. Sin embargo, similar a los valores de
membresia dura de algunos algoritmos de agrupacion basada en el centro (Higham & Kibble,
2004), un esquema de agrupacion espectral puede agrupar datos solos de salida de una matriz
binaria de agrupaciones que denota el punto de datos de pertenencia a cada grupo. Para llevar a
cabo este enfoque de agrupamiento, no sélo son los vectores propios necesarios, sino también es

la transformacion ortonormal de la solucion del vector propio (solucion propia). Esto lleva a la
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meta de agrupamiento espectral que es el hallazgo de la mejor transformacion ortonormal que

genera una discretizacion adecuada de la solucion continua (Carlos Alzate & Suykens, 2006).

En general, cuando se trata de problemas bi-cluster, la solucion del problema relajado es a
menudo un vector propio especifico (Takécs et al., 2007). Sin embargo, cuando el problema se
encuentra dentro de una clase de cuadro de varias agrupaciones, la determinacion de la
informacion relevante para la tarea de cllster basada en la solucién propia no es tan simple. Entre
los enfoques propuestos para abordar el problema de agrupacion espectral de mdltiples vias,
encontramos métodos recursivo re-clustering (cortes recursiva) para obtener el vector de indicador
de agrupamiento, como se describe en (Carlos Alzate & Suykens, 2006). Este enfoque no es
Optimo ya que so6lo toma en consideracion un vector propio y descarta la informacion de los
vectores restantes, 1o que también puede proporcionar una pista en cuanto a la conformacion del
conglomerado. El enfoque de re-clustering equivale a aplicar un método de agrupacion de clusteres
en el espacio de vectores propios, aunque esto solo funciona correctamente cuando el espacio de
los vectores propios tiene una estructura esférica (Takéacs et al., 2007). En (Meila & Shi, 2001b),
los autores proponen un simple algoritmo de agrupamiento consistente en un método convencional
para estimar los puntos de datos mas representativos, uno por grupo. Esto se hace a través de la
auto-descomposicion de la matriz de similitud normalizada. Posteriormente, se obtiene una matriz
de vectores propios normalizado de amplitud, que se agrupa en subconjuntos K usando el
algoritmo de K-means. Finalmente, los puntos de datos se asignan a los agrupamientos

correspondientes segln la estructura geométrica de la matriz de datos inicial.

Un trabajo posterior (Hagen & Kahng, 1992) presenta un método de agrupamiento espectral de

multiples agrupaciones de una manera mas detallada, en la que se plantea un problema de



28

optimizacion para garantizar que la convergencia del algoritmo se encuentra dentro de la region
Optima global. Para ello se formulan dos sub-problemas de optimizacién: uno para obtener los
valores 6ptimos globales en un dominio continuo sin restricciones y otro para obtener una solucion
discreta correspondiente al continuo. A diferencia del algoritmo introducido en (Meila & Shi,
2001b), este método no requiere un algoritmo de agrupacion adicional, ya que genera una matriz
binaria por si sola que representa la pertenencia al punto de datos. De esta manera cada punto de
datos pertenece a una agrupacion Unica. En este estudio, se emplean transformaciones
ortonormales y descomposicion de valores singulares para determinar la solucion discreta dptima,
teniendo en cuenta el principio de la invariancia ortonormal y el criterio 6ptimo de auto-solucion.

Otro estudio (Perona & Freeman, 1998) aplica los fundamentos de (Hagen & Kahng, 1992) y
(Meila & Shi, 2001b) para explicar tedricamente la relacion entre los K-medios de Kernel y la
agrupacion espectral, partiendo desde el punto de vista de la generalizacion de la funcion objetivo
de K-means hacia la obtencién de un caso especial de la funcion objetivo capaz de resolver el
problema de corte normalizado (CN). Entonces, se asume una matriz de similitud definida positiva,
asi como algoritmos basados en busquedas locales y se realizan formulaciones de optimizacién
para mejorar el proceso de agrupacion con respecto al kernel. Esto se hace de tal manera que podria
satisfacerse la condicidon de optimizacion estableciendo que la funcion objetivo de agrupacion

basada en corte normalizado debe ser monétonamente decreciente.
2.2.2 Agrupamiento basado en kernel

Bajo la suposicion de que los datos son un grafo ponderado al azar, se demuestra que la
agrupacion espectral puede ser vista como una agrupacién basada en la maxima similitud, la cual

puede ser interpretada como un kernel. En (A. B. Chan & Vasconcelos, 2005), se analizan algunas
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alternativas a la resolucion de problemas abiertos en la agrupacion espectral, como la seleccion de
una escala de andlisis adecuada, extensiones a la gestion de datos a multiples escalas, la existencia
de grupos irregulares y parcialmente conocidos y la estimacién automatica del nimero de grupos.
Los autores proponen una escala local para calcular la afinidad o similitud entre cada par de puntos

de datos.

Esta similitud escalada mejora los algoritmos de agrupacién en términos tanto de convergencia
como de tiempo de procesamiento. Ademas, se sugiere aprovechar la informacién subyacente dada
por los vectores propios para establecer automaticamente el nimero de grupos. La salida de este
algoritmo puede ser utilizada como punto de partida para inicializar algoritmos de
particionamiento tales como K-means. Hay otros enfoques que se han sefialado para ampliar el
modelo de agrupacion a nuevos datos (datos de prueba), extension fuera de la muestra. Por
ejemplo, los métodos presentados en (Rodriguez-Sotelo, Peluffo-Ordonez, Cuesta-Frau, &
Castellanos-Dominguez, 2009) permiten ampliar el proceso de agrupacion a nuevos datos,
aproximando la funcién propia (una funcién basada en la auto descomposicion) utilizando el
método de Nystrom. En ellos, un método de agrupacion y un criterio de busqueda se eligen

tipicamente de una manera heuristica.

Otra perspectiva de agrupamiento espectral es el Analisis de Componentes Principales de
Kernel (KPCA) (Maestri et al., 2009), (Choi & Lee, 2004). KPCA es una técnica no supervisada
para la extraccion caracteristica no lineal y la reduccion de la dimensionalidad. Este método es una
version no lineal de PCA utilizando matrices definidas positivas cuyo objetivo es encontrar el
espacio proyectado en un espacio de caracteristica del kernel inducido preservando la varianza

méaxima explicada (Choi & Lee, 2004). La relacion entre KPCA vy la agrupacién espectral se
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explica en (Maestri et al., 2009), (Choi & Lee, 2004). De hecho, el trabajo presentado en (Choi &
Lee, 2004) demuestra que la agrupacion espectral clasica, como el corte normalizado (Carlos
Alzate & Suykens, 2010b), el algoritmo NJW (Zelnik-Manor & Perona, 2005) y el modelo de
caminata aleatoria (Meila & Shi, 2001a) pueden verse como casos particulares de KPCA

ponderada, en la matriz del kernel.

En (Takacs et al., 2007), se propone un modelo de agrupacion espectral que se basa en un KPCA
esquema sobre la base de la propuesta en (Choi & Lee, 2004), con el fin de extender a multi-cluster
de agrupaciones, en el que la codificacion y decodificacion de etapas estan involucrados. Con este
fin, una formulacién basada en el método de los minimos cuadrados basado en el apoyo vector de

maquinas (LSSVM) teniendo en cuenta las versiones ponderadas.

Esta formulacion apunta a un problema de optimizacion restringida en un cuadro primal-dual
que permite extender el modelo a nuevos datos aislados sin necesidad de técnicas adicionales (por
ejemplo, el método de Nystrom). A respecto, se propone una matriz de similitud modificada cuyos
vectores propios son duales con respecto a un problema de optimizacion primitiva formulado en
un espacio de alta dimension. Ademas, esta probado que tales vectores propios contienen
informacion relevante subyacente Util para propdsitos de agrupacion y muestran una estructura
geométrica especial cuando los grupos resultantes estan bien formados en términos de compacidad

y / 0 separabilidad.

Las extensiones fuera de muestra se realizan proyectando indicadores de cluster en los vectores
propios. Como criterio de seleccién de modelo, se propone el denominado criterio de equilibrio
de linea (BLF). Este criterio explora la estructura de los vectores propios y sus correspondientes

proyecciones, que pueden utilizarse para establecer los parametros iniciales del modelo.
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Del mismo modo, otro modelo de kernel para espectral agrupacion se presenta. Este método se
basa en la incompleta descomposicién de Cholesky. Es capaz de manejar eficientemente los
problemas de agrupacion a gran escala. La puesta en marcha se realiza sobre la base de un esquema
WPCA basado en kernels (WKPCA) a partir de una formulacién primal-dual. En ella, la matriz de

similitud se estima utilizando la descomposicién incompleta de Cholesky.
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CAPITULO Il1
MARCO TEORICO
3.1 Introduccidn

El objetivo de esta seccidn es describir algunos aspectos basicos y fundamentos con respecto
algebra lineal, seccion 3.2; el agrupamiento espectral convencional seccion 3.3; la seccion 3.4
presenta en términos generales la definicion de kernel, matriz kernel y algunas propiedades y
conceptos relacionados. Finalmente, en la seccion 3.5 se describe la formulacion y resolucion del
problema de optimizacion
3.2 Elementos de algebra lineal

3.2.1 Matriz

Una matriz es una tabla de m,n elementos ordenados en filas y columnas. Se representa por
letras mayusculas: A, B, C, .... etc. Y a sus elementos como aj; donde el primer subindice indica
la fila y el segundo la columna a la que pertenece dicho elemento (Perry, Sanchez Trujillo, &
others, 1990).

Asi,unamatrizA=(aj) con 1<i<m ; 1<j<nesdelaforma:

aj;p  aip - Qp

191 (255 B on

A=
Am1 Am2 - Omn
3.2.2 Orden de una matriz

Una Matriz de m filas y n columnas tiene dimensién u orden m,n, y al conjunto de todas las

matrices de este tipo se denota por R™x",



Dos matrices A, B ¢ R™™ sonigualessiysolosi: aj=bj Vi=1,2,...,my vj=12 ...

Apxn= Bpxn © (aij) = (bij)

3.2.3 Matrices fila y columna

Se denomina matriz fila a aquella que tiene una sola fila.

De igual manera, se tiene una matriz columna cuando Unicamente tiene una columna.

a,
A=|a; |e R

aTl
A este tipo de matrices también se les conoce como Vectores.

3.2.4 Matriz cuadrada
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Una matriz cuadrada es la que tiene el mismo numero de filas que de columnas. Se dice que

una matriz cuadrada n x n es de orden ny se denomina matriz n-cuadrada.

a1 ot Qun
A= : :
An1  ** Qnn
Ejemplo: Sean las matrices

1 2 3 3 7
A= B =
s67) v o-C

Entonces A y B son matrices cuadradas de orden 3y 2 respectivamente.

Se denomina diagonal principal de una matriz cuadrada a la formada por los elementos

a; donde i=1,2,3,....n.
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3.2.5 Matriz diagonal

Se dice que una matriz cuadrada es diagonal cuando todos los elementos situados fuera de la

diagonal principal son nulos. Es decir, en una matriz diagonal se verifica que ajj= 0 para i

distinto de j. Asi, la siguiente matriz es diagonal:

1 0 0
A=10 4 0
0 0 6

Aquella matriz diagonal es la cual los elementos de la diagonal son iguales denomina matriz
Escalar.

3.2.6 Matriz identidad

Sea A = (a;;) una matriz n-cuadrada. La diagonal principal de A consiste en los

elementos a,4, a,,, a,,. La matriz n-cuadrada con 1 en la diagonal principal y ceros en cualquier

otra posicion, denotada por I, se conoce como matriz identidad. Para cualquier matriz A,

A-I=1-A=4

3.2.7 Matriz triangular

Se denomina matriz triangular superior e inferior a aquella matriz cuadrada cuyos elementos

situados por debajo o arriba de su diagonal principal son todos nulos.

Triangular superior: a;; = 0si i > j

a1 a2 a3 o Qip
0 a2 axy - amn
0 0 33 -+ d3p

0 0 0 - am
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Triangular inferior: a;; = 0si i > j

[ay 0 0 - 0
as a0 0
31 32 dzz - 0

\ p1 Ap2 ap3z " App /

3.2.8 Matriz escalonada
El equivalente para matrices rectangulares de una matriz triangular es denominado matrices
escalonadas que son aquellas matrices que a;; =0 si i >j. El orden de una matriz

escalonada no necesariamente es cuadrada, en caso de ser una matriz cuadrada, se tendria una

matriz triangular superior.

/Cm a2 a1z - a‘l-n\
/ 0 9o o3 - (oy
app a2 a3 -+ Gim-1 - Qin \
0 0 T D (A3
0 aso asy -+ A2m—1 - A9
0 0 sy -+ A3m—1 - A3n
nn
\ 0 0 0 T Umm T (I-.m.n) . . . :
\0 0 0 - 0 )

3.2.9 MATRIZ TRASPUESTA
Sea A € R™*™ se denomina matriz traspuesta de A y se denota por AT a la matriz
resultante de cambiar, ordenadamente, las filas por las columnas de la matriz A de tal

manera, que si llamamos A = (a;;) y A" = (a’;;) tenemos:



a; = a; conl<i<myl<is<n
porloquesi A € R™" = AT € R™™

Propiedades de la matriz transpuesta.

1. (AN)T =4

2. (KA)T =kAT, ke R
3. A+B)"=A4"T + BT
4. (A+*B)T =BT « AT

3.2.10 Matrices simétrica y antisimétrica

Se dice que una matriz cuadrada es simétrica, si AT = A

3 4 -1
A= 4 5 2
-1 2 1

Ademas, es antisimétrica, si AT = —A.

3.2.11 Matriz ortogonal

Una matriz cuadrada y no singular se dice ortogonal si su traspuesta coincide con su

inversa, es decir, si AT = A~ o lo que es lo mismo:

A ortogonal & AAT = ATA =1

3.2.12 Traza de una matriz

36

En una matriz cuadrada de orden n la diagonal principal estd formada por los elementos aijj

(i=1, 2,...,n). La traza de una matriz cuadrada A, a la que designa por tr(A), o por traza(A), es la

suma de los elementos de la diagonal principal. Por lo tanto,



37

n
tr (A) = Z a;;
i=1

Propiedades

1) tr (A+ B) =tr(A) + tr(B)

2) tr (ad) = atr(A)

3.2.13 Inversa de una matriz

Poole (2011) expresa la definicion de matriz inversa como: “Si A es una matriz de orden n x n
esta tendra una inversa de denominada por A~! de n x n'y que cumple la siguiente propiedad:
AxA1=1 y A 1+xA=1
Ejemplo:

2 5 . )
1 3),debldoaque.

N [
=€ G DG Y

3.2.14 Independencia lineal

Si (_3 ) entonces A™1 = (

Sea un conjunto de m vectores { a4, a,,....,a,, } , de orden m x 1. Si la Unica solucién de la
ecuacion
Y1X1 + VoXot... + VX = 0

€S ¥y =y, =...= ¥, = 0 los vectores { ay,a,,....,a,, } son linealmente independientes. Si
existen otras soluciones se dice que son linealmente dependientes.

Las filas de una matriz pueden ser consideradas como vectores. Es posible que sean linealmente

independientes (L.1.) o es posible que unos dependan linealmente de otros. Por ejemplo:

(2325

A=\ 3 4 2

) Sus filas son linealmente independientes.
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OSON =

Las dos primeras son filas L.I., las demas, dependen de las dos primeras.

DUk W

3

3.2.15 Rango de una matriz

El concepto de rango se encuentra ligado al de “independencia lineal” de filas o columnas de
una matriz. Por lo tanto, el rango de una matriz esta definido como maximo ntmero de filas o

columnas linealmente independientes.

- El rango por filas de una matriz es el nimero de filas linealmente independientes.
- El rango por columnas de una matriz es el numero de columnas linealmente

independientes.

Se puede demostrar que el rango de una matriz por filas coincide con el rango por columnas
en cualquier matriz. A este valor en comun se le Ilama rango de una matriz y se representa por
Rg(A).

Si el rango de una matriz cuadrada A™*™ es n, se dice que es de maximo rango o rango

completo. En este caso la matriz A es no singular y, por tanto, |A| # 0.

3.2.16 Espacio vectorial
Un espacio vectorial V es una reunién de vectores {1}, . Estos vectores deben satisfacer la
condicion de sumarse entre si y multiplicarse por un escalar cada uno. Donde {a;}=; es un

conjunto de escalares (nimeros reales). Para una mejor comprension de esta definicion se utiliza

otra nomenclatura, pero considerando loe elementos del espacio vectorial, esto es:

Dados los vectores a,b,c € V y el escalar a € R; los espacios vectoriales satisfacen los

siguientes axiomas:
i) a+ b € V (Propiedad de adicién)

i) @ a € V (Propiedad multiplicacién por un escalar)
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i) (a+b) + ¢ =a+(b+ c) = a+b + c (Propiedad asociativa de la adicién)
3.2.17 Subespacio vectorial
El conjunto E € V es un subespacio vectorial si este es un espacio vectorial bajo las
operaciones definidas en V.
3.2.18 Combinacion lineal
Dados los conjuntos de vectores {v;}—; y un conjunto de escalares {a;}l-,;, una

combinacién lineal esta definida como:

n
a,vq +a2'v‘2+....+an4fn = Zai’vi
i=1

Si todo v; son Linealmente Independientes (LI), pueden generar un espacio vectorial,

como:

n
V = Z a;v;
i=1

3.2.19 Operador matematico
Un operador matematico binario n - dimensional O( -) sobre el domino de D puede ser
definido de la siguiente manera:

0(,):D"xD™ — K
a,b — 0(ab),

Donde O (a,b) = ¢ (a,b)y ¢(-) es una funcion dada.
3.2.20 Producto Interno

Dadosx,y,z EEya,f € R. Engeneral un producto interno esta definido asi:
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() ExE — K
a,b — (a,b)

El mismo que satisface los axiomas siguientes:
D) (ax + By,z) = a(x,z)+ B(y,2),
i) (x,x) =0,
iii) (x,y) = (y,x) .
Producto interno para espacio Euclidiano

Se define de la siguiente manera:

Donde
n
(u, v) =Zuivl u-v=ulv
i=1
y
u = (Uy,...... u)Ty v = (vg,...... )T
3.2.21 Norma

Lanorma de un vector x € E es denotado como ||x|| y definido de la forma siguiente:

-1+ E — R*U{0}
x — x|

Ademas, cumple los axiomas:
i) llx|l =0,
i) llax|| = |afllx||

i) lx +yll < lx|l + Nyl
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Norma para un espacio Euclidiano
Para el caso de un espacio Euclidiano n-dimensional (R), se tiene:

I-1l,, - R* — R*

x = lxll,,

Donde
n 1,
mh=<2ﬁ)
i=1
Y, se conoce que x = (Xq,...... x,)T
3.2.21.1 Normas de vectores

Una norma es una funciéon |- ||: R® — R que asigna un numero real no negativo

(tamafo) a cada vector.

Sean x,y € R"y escalar 3, se tiene:
i) llx]l =0,y ||x|| =0solosix=0,
i) 11Bxll = |B1lIxll,

iii) lx +yll < llxll + lyll.

Tres normas de vectores importantes en optimizacion
n n 2 l
lclly = Zisalal o llxllz = Qs xi )2 o llxlle = max [x;]

3.2.21.2 Normas inducidas de matrices

Si |||l es una norma en R™ , lanorma ||-|| de matrices inducida por ella, viene definida por:
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141 = sup X
ST R

lAll, = f?fis)illlAflll’ (columnas)

Al = 1r2,asur<n||a§||1, (filas)

141l = A tr(ATA)
Propiedad de normas inducidas
lAx|l < (Al [|x]I
3.2.21.3 Norma de Frobenius

Una famosa norma no inducida es la norma de Frobenius:

1

n

m 2
lalle ={ D> a?

i=1j=1

Al

1
n 2
2
Dl
j=1

Al = Vtr(ATA) = /tr(4A7).

3.2.22 Estimacidn de valores y vectores propios

Teorema 1 (Raices del polinomio caracteristico). Sean 4 € R, x e C", x # 0, y A€ C. A es

valor propio de A4 si y solo si es raiz del polinomio caracteristico.

P, (1) = det(AI — A)

Ax = Ax © (Al — A)x = 0 & A essingular & det(AI — A) = 0.
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Los vectores propios asociados a valores propios distintos son Linealmente Independientes
(L.

Si existe un conjunto de n vectores propios LI, tenemos la descomposicién matricial A =
XAX™1 siendo A = diag(4)).
Teorema 2 (Teorema Fundamental del Algebra). Se tiene que B, (1) tiene una Unica factorizacion:

det(Al—A) =B, =A—-2)A—-21,) (A —21).

Teorema 3 (Existencia y unicidad). A € R™*™ posee n valores propios contando multiplicidad en
las raices del polinomio caracteristico. Los valores propios y sus multiplicidades son tnicas.

Teorema 4. Propiedades que se desprenden:

@) det(a) = | [4,or) =) 4.
j=1 =

b) SiA= (a+ b;) es valor propio,entonces 1 = (a — b;) es valor propio.
c¢) Sinesimpar,al menos un valor propio es real.
d) SiAes triangular entonces 4;(A) = a;;.
3.2.23 Introduccion a la optimizacion
3.2.23.1 Multiplicadores de Lagrange

El método de lo multiplicadores de Lagrange esencialmente proporciona un conjunto de
condiciones necesarias para identificar candidatos al éptimo en problemas de optimizacion con
restricciones de igualdad. Esto se hace convirtiendo el problema con restricciones de igualdad en
un problema equivalente sin restricciones con la ayuda de ciertos parametros no especificados

conocidos como Multiplicadores de Lagrange.
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Un problema de optimizacion con restricciones tiene la siguiente forma:

min fx)

sa.  h(x)=0, problema (1)

donde f:R" >R, h: R" >R, y x € R™.

El método de los multiplicadores de Lagrange consiste en convertir el problema (1) en el
siguiente problema sin restricciones:

min L(x,A)
x€eR", A€R

La funcion L(x,A) es llamada funcidén Lagrangiana y A es una constante no especificada
Ilamada multiplicador de Lagrange. No hay restricciones de signo para el valor de A.

Denticion 1 (Funcion Lagrangiana). La funcion lagrangiana-asociada al problema (1) es:
L(x,2) = f(x) + Ag(x),
donde 1 € R es el multiplicador de Lagrange.

Gréaficamente, el método busca puntos donde las curvas de nivel de f y h sean tangentes entre
si. Esto es lo mismo que encontrar puntos donde los vectores de los gradientes de f y h sean
paralelos entre si. Todo el proceso puede reducirse al hacer el gradiente de la funcion Lagrangiana
igual al vector cero.

Teorema 5 (condiciones de optimalidad). Las condiciones necesarias de optimalidad del problema
(1) son las siguientes:
1) Vf(x*)—2Vh(x*) =0

2) h(x*) =0,
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Estas condiciones son llamadas condiciones Karush-Kuhn-Tucker o simplemente condiciones

KKT (Figura 1).

Curvas de nivel de f

Decrece

Figura 1. llustracion de Karush-Kuhn-Tucker para el caso de una restriccion de igualdad y
dos variables

Ahora, considerando problemas de optimizacion con k restricciones de igualdad,

i X
Tsn(lln hig)io, Problema (2)
para i=1,-k.

donde f:R" - R, hy R" > R, coni=1,..,k y x € R".

La funcion Lagrangiana-asociada al Problema (2) es:

k
L(x,A) = f(x) + Z A hi(x), parai= 1,k
i=1

donde 2 = (A1, Ay).



46
Teorema 6 (Condiciones de optimalidad). Las condiciones necesarias de optimalidad del
Problema (2) son:
1) Vf(x")—Zit A Vhi(x™) =0

2) h(x*)=0, parai=1,..,k.

Ejemplo 1.
min (@ — 1%+ (2, — 23)* + (z — z5)?
s. . Zl+Z2+Z3+Z4+Z5=0
Z3—2(24+25)+3=0
Sean:

f@) =(z1 —D? + (2, — 23)* + (24 — 25)%,

hi(z) =z, + 2, + 23+ 24 + zs,

h,(z) = 23 — 2(z4 + z5) + 3,

z=(z1+z,+2z3+2z,+25) €E R%yA=(A,1).(n=5yk =2)

la funcién Lagrangiana asociada al problema es:

2
L(x,») = f(x) + Z A by ()

Las condiciones de optimalidad son:
o Vf(x) -3 A Vh(x) =0
e h(x*)=0, coni =1,2.
Observacion 1. Una solucién al sistema aumentado de n + k ecuaciones en n + k variables

proporciona un punto estacionario x* de la funcion lagrangiana L. Puede verificarse si este punto

x* es un minimo o un maximo verificando que la matriz hessiana de L con respecto a x* es PD.
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3.2.23.2 Funciones reales cuadraticas

Las formas Cuadraticas son aplicaciones que transforman a vectores de n dimensiones en
nameros reales, premultiplicando una matriz cuadrada simétrica por dicho vector. Toda forma

cuadratica se puede escribir como:
1
q(x) = ExTAx —b'x +c,

donde A € R™™ es una matriz simétrica, los vectores x, b € R™ y la constante ¢ € R
Ejemplo 2. Para
q(x; + x5 + x3) = x2 + 3x5 + 2x,%, — 5X,%3 + X1 —x3 — 4,

Se obtiene que:

2 2 0 -1
A=(2 0 -5], b={ 0 ], c=—4
0 -5 -6 1

3.3 Agrupamiento espectral

En los dltimos afios el reconocimiento y clasificacion de patrones ha adquirido cierta
popularidad gracias a la automatizacion de las soluciones a muchos problemas de la vida real y en
particular, los métodos de agrupamiento (clustering), debido a que cada vez es mas necesario tratar
grandes volimenes de datos que requieren herramientas nuevas para descubrir informacion
relevante y relacion entre los datos. Cada una de las estrategias de agrupamiento existentes intenta
resolver el problema de la clasificacion de los puntos teniendo en cuenta la presencia o no de

determinadas caracteristicas en la base de datos.

Las técnicas no supervisadas de reconocimiento y clasificacion de patrones son ampliamente

usadas en problemas que requieren herramientas para descubrir informacion relevante y relaciones
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entre los datos. Aunque existe una gran variedad de técnicas, muchas de ellas tienen como
desventaja que cuando los grupos estan muy solapados no son capaces de separarlos, méas adn si
hay ruido y tienen formas muy irregulares. Los métodos de agrupamiento espectral tienden a
determinar la estructura subyacente en un conjunto de patrones, donde otros métodos
convencionales por la disposicion y caracteristicas particulares de los agrupamientos no obtienen
los resultados esperados. Por ejemplo, el algoritmo k-Means construye grupos globulares, las
estrategias jerarquicas tienden a construir grupos alargados, algunos algoritmos de agrupamiento
no manejan el ruido. Todas estas consideraciones constituyen limitaciones de los algoritmos de
agrupamiento ante la existencia de conjuntos de puntos de diversas formas y densidades, con
determinado grado de solapamiento entre los grupos y en presencia de ruido. Entre los métodos

de agrupamiento, el algoritmo de k-medias ha sido, tal vez, el mas difundido.

Cuando la estructura de los datos no corresponde a regiones convexas, no es lineal o cuando
los métodos de agrupamientos clasico, jerarquicos o particionales, no obtienen resultados
satisfactorios, una alternativa son los métodos de agrupamiento espectral (spectral clustering) (Ng,
Jordan, & Weiss, 2002c). Las técnicas de agrupamiento espectral utilizan los vectores propios de
la matriz de afinidad, o de matrices derivadas, para generar una particion del conjunto de muestras
en agrupamientos disjuntos, que presenten valores altos de la medida de semejanza adoptada para
patrones en un mismo conjunto, y bajos para patrones de conjuntos diferentes. En general el valor
de los correspondientes valores propios determina un criterio que permite establecer la prioridad

de los vectores propios, esta no necesariamente genera la mejor particion del espacio muestral.

Ultimamente, los algoritmos de agrupamiento basados en grafos y analisis espectral han ganado

auge por su facil implementacion al utilizar conceptos de algebra lineal (Sanchez, Osorio, &
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Suérez, 2008) que son de uso extensivo y que has sido aplicados exitosamente en disefio de
circuitos, segmentacion de imagenes (Ishikawa & Geiger, 1998), entre otros. La mayor parte de
estos métodos son discriminativos, es decir no requieren de suposiciones sobre la estructura de
datos. Este tipo de analisis puede ser de manera facil explicado mediante la teoria de grafos.

3.4 Teoria de grafos

La teoria de gréficas o teoria de grafos es aplicada entre otras, en areas tales como ciencias
sociales, ciencias fisicas, ingenieria de comunicacion; pero, basicamente juega un papel
importante en las ciencias de la computacion, tales como inteligencia artificial, lenguajes formales,
teoria de cambio y l6gica de disefio, graficos por computadora, sistemas operativos, compiladores,
y organizacion y recuperacion de informacion, en lo que respecta al modelado de problemas,
indicando sus caracteristicas de manera muy objetiva.

Para el andlisis espectral es fundamental el conocimiento y uso de una geometria empleando
bloques topologicos que comunmente se les llama grafos. En términos elementales podriamos
definir un grafo como un conjunto de puntos (llamados elementos, vértices, hudos o nodos) con
lineas que unen pares de Vvértice de ellas. La teoria de grafos es usada, por lo general, en el
modelado de problemas como tréafico de redes, circuitos eléctricos y redes de internet.
Definicion: Grafo es una abstraccion matematica que designaremos por G = (V, A), donde V es
un conjunto de puntos o vértices v; , V. # 0y A es un conjunto de lineas o aristas que unen dos
puntos de V ; A puede ser vacio (@), llamado conjunto de las aristas que estan relacionados
mediante la aplicacion (Alvarez Nufiez, 2013).

Un grafo ponderado es un grafo en el cual, ademas del orden y el sentido, es importante el grado

de afinidad entre los vertices, se define a través de una matriz de pesos W, donde w;; es un valor
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positivo que corresponde al peso de la arista ubicada entre los vértices i y j (Figura 2 ). Ademas,
un grafo ponderado puede describirse por la forma G = (V,A, W), donde W es una matriz

semidefinida positiva y simétrica.

Wy = Wy Wa3z = W32

Wiz = Ws

Figura 2. Grafo ponderado

Fuente: (Valencia, 2017)
3.4 Funcion y matriz kernel
3.4.1 Funcion kernel
En forma general, el termino kernel es usado para definir una funcién que establece la similitud
entre los elementos de entrada dados. Las funciones de kernel consideradas en este trabajo son
definidos positivos.

Definicion: Una funcion kernel es una funcién (Lépez Diaz, 2018) dada por

KD Kix K4 - K
XiXj = %(xi,xj),
que asigna a cada par de objetos del espacio de entrada IK, un valor real correspondiente al

producto
escalar de las imagenes de dichos objetos en un espacio, donde KK = C o R se evidencia que los

elementos x; son reales y de dimensién d.
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Definicion: Una funcion K (-,-) : Kx K¢ — K es simétrica si para cada par de objetos
x;,x; € Ksecumplaque: K (x;,x;) = K(x;,x;)

Definicion: Una funcion & () : K% x K¢ — K es semi-definida positiva si:

Z Ci CjﬂC(xl-,xj)ZO

N N
i=11i=1
3.4.2 Matriz kernel

Una matriz de Gram o matriz kernel se obtiene cuando, si en una funcién kernel hay un total de
N objetos, se genera la matriz £2 de dimension N x N, con entradas ij, establecida po Q;; =
K(xl- ) Xj ) Por lo tanto, la matriz kernel cumple la definicion anterior es definida positiva que
satisface:

N
zci C_i'Qij ZO @)

i=1

N
=1
para todo ¢; € C, donde ¢;, denota el complejo conjugado de c;. (Schélkopf, Smola, Bach, &
others, 2002).

Ademas, una matriz es simétrica positiva definida si y solo si todos sus valores propios son
positivos.

Se establece que, para posteriores desarrollos matematicos, la notacion:

La funcion que mapea desde un espacio de dimension d a un espacio de dimension d;, es

considerada de la forma ¢ (-), tal que:

$(): RY - R%
x; = ¢ (x;)
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En consecuencia, con la funcion ¢ puede obtenerse la matriz @ :
®=[p(x)T,...., p(x))T]T, ® € RV*ar,
y que consiste una representacion de alta dimension del espacio de entrada X e RN *¢ (Ver Figura
3).
Segun los criterios de Mercer (Bhavsar & Ganatra, 2016), existe una propiedad muy Util que es
el truco kernel. Esta propiedad es importante en la teoria de funciones kernel, en vista de que
permite remplazar una funcién kernel positiva definida con otra funcion kernel que es finita y

aproximadamente positiva definida.

%0
}'\(:‘d T T R dy,
[7 (9@
G =y
| g | * ,l
I'\I Iy II.'I I'\I'U"(il‘:ng.'l
/ /
X € RA‘YXC’ (I) = RJVth

Figura 3. Mapeo de alta dimension de espacio de entrada X usando la funcién ¢

Fuente: (Valencia, 2017)

Como ejemplo, si se dispone de un algoritmo formulado en términos de una funcion kernel
positiva definida J, se construye un algoritmo alternativo sustituyendo el algoritmo formulado
por otra funcion kernel positiva definida K (Schélkopf et al., 2002), por lo tanto que ®dT = 0.
En consecuencia, la funcion kernel ®®dTes considerada truco kernel.

3.4.3 Tipos de funciones kernel

Las funciones kernel de base radial (Radial basis function -RBF) se pueden escribir en términos

de una medida de similitud o disimilitud, asi:



53

K(xpx;) = f(d(xi.x;)),
Donde d(-,-) es una medida en el dominio de X, esto es en el espacio R? asi:

d(. ,.) : REx R - R

X —d(x.%),
y f es una funcion definida en R*. Béasicamente, dichas medidas se basan en el producto interior:
d(xi,x ) =llx; — x 1=/ — x5,%; — x;) .

En la Tabla 1 se describe algunas funciones kernels recomendadas por la literatura.

Tabla 1
Ejemplos de funciones kernel
Denominacion Definicion Dominio
Lineal (x;,x5) R?
]Rd
Polinomial (x; , x; )
. — x|
— s eR*
b — 07+ o
Racional Cuadrético R4
X; — X;
P (‘%)’“W
exponencial R4
_ R R -
Gaussiano p 202 )’
Rd

Fuente: (Belanche Mufioz, 2013)
3.5 Formulacion y resolucion del problema de optimizacion

Consideremos X = [x7, ..., xE]T con X € RN*4como la matriz de entrada de datos,
la cual se debe dividir en K subconjuntos desagrupados, siendox; € R%en punto dimensional

de datos i-th d, N el namero de puntos de datos y K el nmero de grupos deseados. En el presente
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trabajo se emplea el agrupamiento espectral de kernel (KSC)(C. Alzate & Suykens, 2010) que se
basa en las maquinas vector de soporte — de los minimos cuadrados (LS-SVM least squares-
Support Vector Machines) y que se pueden ver como un analisis del componente principal
ponderado del kernel, con formulacién primaria dual en donde se asume el siguiente modelo de
agrupamiento. Definamos e® € RM como el vector I-th de proyeccion como el modelo de

variable latente en la forma:

e =pu® + b1y, l€{1,..,n.} @

en donde w® € R? es el vector de ponderacion I-th, b, es un término de sesgo, n, es el nimero
de variables latentes consideradas, la notacion 1n representa un vector N todo unos, dimensional

y lamatriz @ = [¢p(x,)7, ..., p(xp)T] T, @ € RV*4n | es una representacion de datos de

lata dimensionalidad. Luego, el vector e() representa las variables latentes desde un conjunto
ne de Indicadores binarios de agrupamiento obtenidos por sign (e®), los cuales son mas
codificados con el fin de obtener los grupos resultantes K.

Por lo tanto, al apuntar a agrupar los datos de entrada y considerar unos minimos cuadrados con
formulacién SVM (Joseph, Bart, & K, 2002) para la ecuacion (2), podemos plantear, en términos

matriciales, lo siguiente problema de optimizacion:

1 1 (3)
’ T = T
gla,% N tr(E"VET) > tr(W'w)

ssa. E=®dW +1y Qb” @

En  donde  b=[by_b,] beR", I =Diag([ys,...¥n,]) s W=

.....

[w®, ..., ] , W € R yl € R el parametro de regularizacion I-th, ¥V € RN*Nes



55

una matriz de ponderacion para proyeccionesy E = [e™, ..., e(me)],E € RN >™e_ Las notaciones
tr() y & representan el seguimiento y el producto Kronecker, respectivamente. El lagrangiano

del problema ecuaciones (3) y (4) se puede expresar como se muestra a continuacion:

L(E,W,T,A) = % tr(E"VE) — % tr(W™W)tr(AT(E— ®W — 1y ® bT)) ®)

En donde la matriz A € RN *"eest4 formada por los vectores multiplicadores lagrangianos,
asaber, A = [a@, ..., a™)], y a® € RY el vector de multiplicadores lagrangianos I-th.

Mediante la resolucién de las derivadas parciales de ecuacion (5), se producen las siguientes

condiciones de Karush-Kuhn-Tucker (KKT):

oL oL _ _

— =0=E=NV1Ar, s =0= W=24

OE

o 0= E=ow oL o b™1y =0
p— = — _— = f—t = .
94 4 ab N

Ahora, mediante la eliminacion de las variables primales del problema inicial de las ecuaciones

(3) y (4), se obtiene la siguiente solucion dual basada en vectores propios:

AA = AV(Iy + (1 @ BT)(QA)HQ

En donde A = Diag(>) , A € RV*N xe RN es el vector de valores propios con x;=
N/y;, € Rt yQ € RV*N es una matriz de kernel determinada, de forma que @& T =

€. En particular se empleaV = D1 y ya que los K — 1 vectores propios de A son indicadores
de la asignacion de agrupamiento, se establece el valor n, para que sea k — 1 (C. Alzate &

Suykens, 2010). Ya que la condicién bT1, = 0 se puede satisfacer centrando el vector b, el
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término de sesgo se escoge en la forma b, = —1/(1,V1,)1LVQa® Por consiguiente, la
solucidn al problema de las ecuaciones (3) y (4) se reformula en el siguiente problema de vector

propio:

AA = V HQA

En donde la matrizH € RN*Nes la matriz de centrado que se define como H =
Iy —1/(1%V1y) 1513V, (Iy denota una matriz de identidad de N dimension y @ = [Q;], @ €
RNN, siendo @y = K(x;,%;), L,j€1,...,N.
La notacion K(+,-): R4 x R4 - R representa la funcion kernel presentada.

De forma consecuente se puede calcular el conjunto de proyecciones como se muestra a
continuacion:

E=0A+ 1y b7

Finalmente, se codifican las proyecciones con el fin de determinar las asignaciones de

agrupamiento.

Ya que cada agrupamiento se representa mediante un solo punto en el auto espacio K —1-
dimensional, de manera que esos puntos solos se encuentren siempre en diferentes octantes, la
codificacion de los vectores propios se puede realizar considerando que dos puntos se encuentren
en la misma agrupacion cuando se ubiquen en el mismo octante en el espacio propio

correspondiente (C. Alzate & Suykens, 2010).
De este modo se puede obtener un libro de cddigos a partir de las filas de la matriz que
contengan los vectores propio K — 1 preponderantes binarizados en las columnas, mediante el uso

de sign (e®®). Preponderantes binarizados en las columnas, mediante el uso de E = sign(E) se
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convierten en libro de cddigos, siendo cada fila una palabra clave. Dentro del mismo cuadro, se
pueden calcular las extensiones sin muestras para determinar la asignacion de membresia del
agrupamiento para los nuevos datos de prueba, de la siguiente manera. Definir z € R™e como el

vector de proyeccion de un punto de datos de prueba x ;.-
Las proyecciones de prueba se pueden calcular como z = A"Q,.,; + b, endonde Q.. € R™

~ ~ ~ T . ~
es el vector kernel, de forma que Q;.s; = [Qtestl, -"-JQtestN] , siendo Qeer; = K (X, Xpest)-

Una vez calculado el vector de proyeccion de prueba z, se lleva a cabo una etapa de
decodificacion que consiste en realizar la comparacion de las proyecciones binarizadas con
respecto a las palabras clave del libro de cédigos E y en la asignacion de membresia del

agrupamiento con base en la distancia minima de Hamming (Carlos Alzate & Suykens, 2010b).

Algoritmo 1: Agrupamiento espectral de kernel: [A, A, E] = KSC(X, K (-,-), K)
1: Entrada: X, KX (- "), K
2: Forme la matriz del kernel @ de forma que @ = X (y;x; )
3: Calcule lamatrizH = Iy —1/(15V1y) 1515V vy
by = —1/(1,V1,)15VQa®
4: Calcule la descomposicion propia dual del problema: A4 = v HQA
5: Determine Eatravésde E = QA + 1y @ b7
6: Formar el libro de cddigos de entrenamiento a través de un
proceso de binarizacion, asi: E = sgn(E)

8: Resultados: A, A, E
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CAPITULO IV
MODELO PROPUESTO PARA EL ANALISIS DE DATOS DINAMICOS
4.1 Introduccion

Los datos dindmicos o cambiantes en tiempo han tomado un sitio cada vez més importante en
la investigacion cientifica, principalmente en la automatizacion y el reconocimiento de patrones,
la identificacion de movimiento para la supervision y la clasificacion del movimiento de cuerpos.
En este contexto surgieron los enfoques de analisis con base en un kernel y de matriz espectral

como alternativas apropiadas.

El enfoque de la segmentacion de movimiento con base en el KSC (KSC-MS) propuesto en el
presente documento surge a partir de la combinacién del KSC con una clasificacion de relevancia
para la seleccion de atributos. Dicha clasificacion proviene de una definicion de la relevancia de
atributos orientada a la seleccion de un subconjunto de atributos basados en las propiedades
espectrales del laplaciano de la matriz de datos, la cual se basa en una clasificacion continua de

atributos por medio de un problema de maximizacion de los minimos cuadrado.

La maximizacion se realiza sobre un funcional de tal forma que las soluciones dispersas para
los valores de la clasificacion se obtengan mediante una descomposicion espectral de una matriz
no negativa. Lo que hace que este enfoque sea interesante dentro del contexto del analisis
dindmico de datos, es la posibilidad de obtener un valor de clasificacion para cada cuadro en el
proceso del analisis de datos de variacion de tiempo. Ademas, dicho enfoque de relevancia de
atributos mide la relevancia de un subconjunto de atributos comparados con su influencia en la
asignacion de agrupamiento. El objeto del KSC-MS es realizar el seguimiento de muestras

moviles o de cuadros, contrastando cada uno de ellos con un valor significativo Unico. Este
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enfoque puede ser de ayuda debido a su naturaleza sin supervision, ya que en la practica el
etiquetado a menudo no se encuentra disponible para la aplicacion de rastreo de movimiento.

El enfoque propuesto opera de la siguiente forma: Inicia agrupando los datos de entrada por
medio del KSC con un nimero de grupos, establecido de forma manual y una funciéon de kernel
determinada. Luego, se proyecta la representacion dimensional alta de datos de entrada de
forma lineal, con el fin de aplicar un proceso de clasificacion de relevancia de muestras, tal
como se propone en (Wolf & Shashua, 2005). Esta probado que la matriz de proyeccion es la
misma que la matriz del vector propio proporcionada por el KSC.

Finalmente se obtiene un vector de seguimiento por medio de una combinacion lineal de dichos
vectores propios de forma similar a la descrita en (Molina-Giraldo, Alvarez-Meza, Peluffo-

Ordofiez, & Castellanos-Dominguez, 2012)
4.2 Datos cambiantes en el tiempo

Datos que cambian sus valores o informacion en intervalos de tiempo muy pequefios, es decir
cambios rapidos en tiempo. Los datos en movimiento proporcionan el conjunto mas robusto de
capacidades analiticas para grandes volimenes de datos, por lo que se trata de datos en tiempo real
eso conlleva a que se lo que se tiene son datos dindmicos. Por tanto, se tendrd una analitica de
informacion estructurada como video, iméagenes, dispositivos maviles, redes sociales, sensores,
entre otros.

4.3 Matrices kernel acumuladas (agrupamiento espectral de kernel)

Se considera una secuencia de la matriz de datos{X®, ...., X"/}, en donde N; es el

. (t) — [4OT ®TT - ;
nimero de cuadros y X = [x;” ,..,xy" ] es la matriz de datos relacionada con la

instancia de tiempo t en dimensién N x d. También se considera la matriz de cuadro X €
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RNNd|a cual esta formada de tal manera que cada fila es un cuadro, permitiendo que %, €

RNd sea la vectorizacion de coordenadas representando el cuadro t-th. En otras palabras,

X =[&T, .. ,fc,(v?]T y %, = vec(X®).

La matriz kernel correspondiente se puede expresar como . € RN>Nt de forma que ﬁij =
K (%, %j)
4.4 Vector de seguimiento

Al igual que el andlisis de relevancia explicado en (Peluffo Ordofiez, Lee, Verleysen,
Rodriguez, & Castellanos-Dominguez, 2015), en el cual se presenta un funcional relacionado
con una matriz no negativa, se plantea un problema de optimizacién con la diferencia de que
el enfoque considerado es la obtencion de valores de clasificacion para muestras en lugar de

atributos.

La representacion de la matriz de gran dimensionamiento & € RNt*dn puede ser

expresada como

& =[G, o, ()"

en donde ¢ (-): RNY — Rdn, Se asume una proyeccion lineal en la forma Z = ®TU, donde U
es una matriz ortonormal en dimension N X N¢. Ademas, se asume una representacion de
menor clasificacion de Z en la forma Z = ®TU, en donde U, es en dimension N¢ x c(c <
N¢). Entonces, se puede escribir un problema de maximizacion de energia de la siguiente

manera:
mng tr(0TQ D)

s.a. U'U=1,
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De hecho, mediante el uso de la estrategia del kernel tenemos

tr(Z"Z) = tr(U"®®"U) = tr(UTQU)

Luego, recordando el problema dual KSC de la ecuacion A4 = v HQA, se puede escribir la

matriz de centrado para la matriz de marco X, de la siguiente forma:

H=1Iy ———=—1, 1% V
Ny 1EfV1Nf Ny =Ng

En donde se escoge a V como la matriz de grado proporcionada por D = Diag(ﬁle).

Luego, mediante la normalizacion del grado relacionado y el centrado de tanto Z como de Z,

lo cual representa multiplicar previamente @& por LV~/2, se puede inferir que
C
a(0780) = ) T,
t=1

en donde L proviene de la descomposicién de Cholesky de H de tal forma que LTL = Hy A, es
el autovalor I-th obtenido por el KSC al aplicarlo sobre X con un ndmero determinado de
agrupamientos K. Por lo tanto, una solucion viable del problema es U = A, siendo A =
[, ..., &(] la matriz de vector propio correspondiente. Por consiguiente, c es el mismo
numero de vectores fi, de soporte que se han considerado.

De forma similar al enfoque MKL explicado en (Ramirez-Giraldo, Molina-Giraldo, Alvarez-
Meza, Daza-Santacoloma, & Castellanos-Dominguez, 2012), se presenta un vector de

seguimiento € RNf como la solucién de la minimizacion del término dispar obtenido por
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~ =~ 112
1@ — @ ©

Sujeto a algunas condiciones de ortogonalidad, siendo @ una representacion de menor

clasificacion de @. Entonces, el vector de clasificacion se puede calcular mediante:

fle

n = nga(f) o G®
=1

en donde ° denota el producto Hadamard (relacionado con los elementos). Por consiguiente, el
factor de clasificacion n; es un solo valor que representa un cuadro Unico en una secuencia. La
notacion @ significa que la variable a se encuentra relacionada con Q.

Ya que » proviene de una combinacion lineal de los auto vectores cuadraticos, siendo los
coeficientes los valores propios correspondientes, los cuales son positivos, la positividad del
vector de seguimiento esta garantizada. Ademas, se puede normalizar el vector multiplicandolo
por 1/max|n| con el propdsito de mantener las entradas de # clasificadas en el intervalo [0, 1].

A continuacion, se describe el enfoque de codificacion propuesto para comparar el
seguimiento de cuadros dado por el enfoque original. Este enfoque de codificacion esta inspirado
en el procedimiento explicado en (Carlos Alzate & Suykens, 2010a).

Como se discutio en (Ofia-Rocha etal., 2017), (Peluffo-Ordonez et al., 2013), dadas las
condiciones KKT aplicadas a la formulacion dual del problema KSC, los grupos pueden ser
reconocidos directamente, como la ubicacién geométrica de los puntos de datos proyectados E en
cada orante individual representa un cllster unico. En otras palabras, los clusters pueden ser

codificados con indicadores en binario expresados en la ecuacion E = sgn (E),
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consecuentemente, podemos obtener valores nitidos de los indicadores de grupo como las filas
e (Vi,i €{1,..... ,N}) de la matriz E se puede convertir directamente de ndimeros binarios a
decimales. Sin embargo, aqui es preferible restringir dicha conversion como el nimero méaximo
resultante sera el nimero esperado de clusters. Entonces, los codigos binarios se convierten en
numeros decimales segun el orden de aparicion, de 1 a K para llegar al vector de seguimiento
codificado ij € R<.

Por lo tanto, para ejemplificar el enfoque de codificacion, se considera el siguiente ejemplo con
ne = 4:
(2.7 21 —-04 4.1 \|
43 25 —-05 -13
E=123 15 -05 -13
1.3 =15 =05 23

1.3 25 -05 43

Obteniendose una matriz codificada de la forma:
1 1 -1 1
(11 -1 -1
E=11 1 -1

\1 -1 -1
1 1 -1
por lo tanto, su 7 sera correspondientemente dada por:
(1)

1
ii=12]|
\}/

1

Los pasos para realizar el calculo de los vectores de la segmentacion de movimiento con base

N~—

[EE Y

en el KSC (KSC-MS) se resumen en el Algoritmo 2.
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Algoritmo 2: KSCT: [n,fj] = KSCT ({X®, ..., XMt -D} K)

Entrada: N°de grupos K, una secuencia de cuadro{X®, ....., X0} | una funcion del kernel ZC(- ,-)
1. Formar la matriz del cuadro X = [x, ....., xy,|de forma que x, = vec(X®)
2. Aplicar KSC sobre X con K para obtener los valores propios A = Diag(2y,...... A,

y los vector propios A = [a™®,..., ofie]: A,AE = KSC(X,%(-"),K)
3. Calcular n = Z?gl e a® oa® con, =K-1
4. Normalizar n como n «<— n/ max |n|
5. Obtener fj codificando en nimeros decimales E
Resultados: Vectores de seguimiento n,

4.5 ldentificacion de segmentos de movimiento

Cuando se tiene movimiento de objetos el vector de seguimiento puede describir dicho

movimiento con una sefial como se muestra en la

Figura 4, y podemos segmentarla en cuatro partes, la de color naranja que esté en el intervalo 0 a
100, la de color amarillo entre 100 y 200, la de color verde en el intervalo 200 a 300 y finalmente

la de color azul que esta entre 300 y 400.

El segmento de 0 a 100, representa un movimiento del objeto y en el punto 100 se produce un
cambio de movimiento, y luego sigue el movimiento en el intervalo 100-200 y se tiene otro cambio
de movimiento en el punto 200 y asi sucesivamente se producen cambio de movimientos en los

puntos 300 y 400.

Estos instantes de cambio de movimiento se pueden llevar a una interpretacion de sefial discreta,
indicando una codificacion que carda movimiento es un pulso, logrando con esto saber
exactamente cuando se produce el cambio de movimiento, ya que en forma analdgica las pequefias

variaciones o ruido no permite determinar el instante exacto de cambio de movimiento



] 50 100 150 200 250 00 as0 400

Figura 4. Explicacion grafica de la segmentacion a partir del vector de seguimiento
original.
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CAPITULO V
RESULTADOS EXPERIMENTALES Y DISCUSION
5.1 Introduccion

En este capitulo se describe el marco experimental seccion 5.2 que hace referencia a las bases
de datos utilizadas para los diferentes experimentos y la manera de su utilizacién, la comparacion
entre los métodos y la medida de desempefio de los mismos. En la seccién 5.3 se describen los

resultados de los experimentos realizados y finalmente la discusion en el numeral 5.4.
5.2 Marco experimental

5.2.1 Bases de datos para realizar las pruebas

5.2.1.1 Datos sinteticos: Curvas de nivel

Con el fin de ilustrar el desemperio del vector de seguimiento, consideremos al siguiente modelo
para demostracion de una curva de movimiento. En la instancia de tiempo t, el efecto de una curva

2-D desplazandose en un arco en ascenso, se emula mediante las coordenadas XY :

x® = ( cos 2nD)|" ) yO = <|t sin (2nr)|T>
—lcos 2rD)|" [t sin (2mT)|”

En donde cada entrada del vector T es t,, = n/N donde n € {1, ..., N/2}siendo N nimero de
muestras por cuadro. Entonces se puede formar la matriz de datos correspondiente X(® € RN*?2
como X® = [x®, y®] igual que la secuencia del cuadro {X™, ....., X(ND}Entonces el efecto
del video hasta un cierto cuadro T se realiza manteniendo los cuadros previos para mostrar el
seguimiento del trayecto seguido por la curva. La Figura 5 representa el efecto del movimiento

del arco, al considerar N = 100, y Ny = 10



67

(a) Cuadrodela Ng/2 (b) Cuadro de Ne/2 +1a Ny

Figura 5. 2-D curva de movimiento

5.2.1.2 Datos reales: Objetos girando sobre su propio eje

Para llevar a cabo de mejor manera los experimentos, se utilizd un objeto de la conocida base
de datos Columbia Object Image Library (COIL 20) obtenida (Nene, Nayar, & Murase, 1996),
que es un banco de imagenes de 20 objetos a nivel de grises como se ve en la Figura 6. Base de

datos Coil20y que cada objeto a su vez consta de 72 imagenes.

Figura 6. Base de datos Coil20
Fuente: (S. A. Nene, 1996)
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Los objetos estdn colocados en diferentes angulos (72) que giran a cada 5 grados.
Especificamente, selecciono el objeto # 4 como se muestra en la Figura 7. Los cuadros del objeto
#4 de la base de datos COIL20 (Jun Shi, Jiang, & Feng, 2014). Las 72 imagenes (un angulo / pose),
tienen el tamafio 128 x 128 pixeles, que en primer lugar se redimensionan al 50%, dando como
resultado final imagenes en RGB expresadas como: X(® € R®**%* siendot € {1,..., 72}.
Posteriormente, una matriz de datos es formada por la vectorizacion de las imagenes en RGB. Por
lo tanto, el nimero de datos es N = 64 x 64 x 3 = 12288, asi como el numero de variables es d =

72 (siendo el mismo namero que Ny), lo que significa que la matriz de datos a agrupar es X €
]R12288 x72_

N N ( () . 1

e 2 o < N !
. .. .. |. '. . -

&.

Figura 7. Los cuadros del objeto #4 de la base de datos COIL20

Fuente: (Jun Shi, 2013)

5.2.1.3 Aplicacion del método KSC en el caso: Salto vertical de humanos
Algunos experimentos se llevan a cabo considerando dos bases de datos: Captura de
Movimiento y un Gaussiano artificial de tres movimientos. El seguimiento se evalla con respecto
al rendimiento de agrupamiento por KSC y kemel K-means (Zha, He, Ding, Gu, & Simon, 2002).
Para cuantificar el rendimiento del agrupamiento, se utilizan informacién mutua normalizada y

métricas de indice aleatorio ajustadas.
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Los datos utilizados en este experimento se obtuvieron de la base mocap.cs.cmu.edu. La base
de datos fue creada con fondos de NSF ETA-OI196217. Dicha base de datos se conoce como
Graphics Lab Motion Capture Database de la Universidad Carnegie Mellon. Aqui, se llama captura
de movimiento. Para experimentos, se uso el nimero de prueba 4 (02_04) de la base de datos de
captura de movimiento, en particular, el sujeto #2 (salto, balance). Cada cuadro tiene un tamafio
de 38 x 3 que representa las coordenadas X, Y y Z de los puntos del cuerpo del sujeto, por lo tanto,

cada X(® es de 114 dimensiones. Dado que se consideran 484 cuadros, la matriz de datos en el

momento en que t es X® tiene el tamafio 484x114. Algunos cuadros de muestra estan en la Figura

8.

(a) Cuadro 95 (b) Cuadro 140 (¢) Cuadro 182 (d) Cuadro 280 (e) Cuadro 404

Figura 8. Sujeto # 2 de la Base de Datos captura de movimientos

5.2.2 Métodos de comparacion
Todos los experimentos se realizan bajo parametros iniciales especificos, a saber, el Numero
de clusters K y funcion del kernel. Para la base de datos Motion Caption (Sujeto # 2), el parametro

K se establece en 5. En caso de movimiento gaussiano, empiricamente determina que K = 4. El
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kernel considerado para ambos casos es el escalado local. Kernel gaussiano (Zelnik-Manor &

Perona, 2005) definido como:
2
Q5 = exp(— ”xi - xj”z/("i"j))
Donde || - || denota La norma euclidiana y el parametro de escala @; se eligen como la

distancia euclidiana entre la muestra x; y su correspondiente m-ésimo vecino mas cercano.

El parametro libre m se establece empiricamente variandolo dentro de un intervalo y luego es
elegido como aquel que alcanza el mayor valor de criterio de Fisher. En el caso de Motion Caption,
obtenemos m = 35; mientras que m = 10 para el movimiento gaussiano. Para propdsitos de
comparacion, las kernel K-means (KKM) y Min-Cuts tambiéen se consideran (Guo, Zheng, Xie, &
Hao, 2012).

5.2.3 Medidas de desempefio

El rendimiento de la agrupacion se cuantifica mediante dos métricas: Normalizada Informacion
Mutua (NMI) (Normalized Mutual Information) (Strehl & Ghosh, 2002) e Indice Aleatorio
Ajustado (ARI) (Adjusted Random Index) (Hubert & Arabie, 1985). Ambos los valores de retorno
de las métricas se ubicaron en el intervalo [0, 1], siendo el mas cercano a 1 cuando mejor es el
rendimiento de agrupamiento.

El efecto de seguimiento también se puede verificar en la Tabla 2 En términos de las medidas
consideradas, podemos observar que KSC supera a KKM y Min-Cuts, lo que significa que el
método de agrupamiento podria ser coherente con el procedimiento de seguimiento. A este

respecto, KSC es el mas adecuado ya que i proviene de los vectores propios.
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Tabla 2
Rendimiento de agrupamiento para Sujeto #2 en términos de medidas métricas

METODO DE AGRUPAMIENTO

MEDIDA KSC KKM Min Cuts
NMI 0.8410 0.6982 0.6974
ARI 0.8163 0.5732 0.5400

Fuente: (D. Peluffo-Ordonez, Garcia-Vega,, 2013)
5.3 Resultados
5.3.1 Datos sintéticos: Curvas de nivel
Para mostrar la capacidad de nuestro enfoque para segmentar movimientos de forma automatica
dentro de un cuadro dindmico, se realizan experimentos en un ejemplo de modelo para
demostracion de curva de movimiento. Como resultado, se demostrd que nuestro enfoque puede
determinar el inicio y el final de los movimientos al igual que su robustez ante los medios ruidosos.
El agrupamiento se realiza mediante el uso del KSC con el objeto de identificar dos
movimientos naturales o agrupamientos K = 2. Para la ejecucion del agrupamiento, se utiliza el
KSC con un kernel Gausiano adaptado K(-,-) mediante la seleccion del 7th (m = 7) vecino méas
cercano como parametro de adaptacién. Toda la matriz del cuadro se utiliza para la captacion,
entonces Grain  SON las asignaciones de agrupacion que daran color a los cuadros de acuerdo con
los grupos base, siendo

q K 6
Qtrain = KSC(X, K(,.), K) (6)

Para incorporar ruido al modelo de la curva de movimiento, se considera la aplicacion de ruido
adicional sobre la coordenada Y en la forma vn, en donde v es la cantidad de ruidoy n € RN es

el ruido introducido siguiendo una distribucién gausiana n ~ N (0, 1), asi:
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P=y+vn (12)

Algunos ejemplos del desempefio de seguimiento se muestran en las Figura 9 y Figura 10 al
establecer el nimero de cuadros para que sea Nf = 100 y el nimero de muestras por cuadro para
que sea N = 100, representando dos experimentos cambiando el nimero de grupos y condiciones
de ruido. La Figura 9 muestra el comportamiento del vector de seguimiento para el agrupamiento

de la matriz del cuadro en tres agrupamientos (K = 3) mientras que la Figura 10 es para K = 4.

El vector de seguimiento se calcula tanto en un medio ruidoso como no ruidoso mediante la
variacion de la cantidad de ruido v al asumir que la matriz de cuadro X se debe separar en
agrupaciones K. En ambas figuras y para cada cantidad de ruido considerada, la secuencia
agrupada en la instancia de tiempo t se muestra en la fila superior al igual que el comportamiento
del vector correspondiente en la fila inferior.

Con el fin de evaluar la robustez de este enfoque, se evalla el vector de seguimiento sobre la
cantidad de ruido v € {0.05, 0.1}. También se considera el caso sin ruido (v = 0). Para propdsito
de visualizacion, se seleccionan algunos cuadros significativos de ambos experimentos. Para el
primer experimento los cuadros seleccionados son t € {31, 71, 100}. De igual forma se

seleccionaron los cuadros t € {31, 50, 75, 100} para el segundo experimento.

Ademas, con el fin de observar el comportamiento del vector de seguimiento entre los
agrupamientos, se agrupan las matrices del cuadro con el KSC, tal como se muestra en la ecuacién

(6) considerando las mismas condiciones mencionadas previamente.



v = 0 (sin ruido)

t=31 t=71 t=100

Figura 9. Agrupamiento de la curva de movimiento 2-D en agrupamientos K = 3 con

cuadros Nf = 100 y N = 100 muestras por cuadro
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v = 0 (Sin ruido)

74

t=31 t=50 t=75 t =100

Figura 10. Agrupamiento de la curva de movimiento 2-D en agrupamientos K con cuadros
Nf =100y N =100 muestras por cuadro
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5.3.2 Giro de objeto 360 grados
El elemento seleccionado objeto # 4 de la base COIL20, se utilizd para realizar el experimento,

para ello se establecio la configuracion del closter y kernel, definiendo que el nimero de clusters

sea K = 4. La funcidn kernel considerada es el kernel Gausiano

2
llci = x; |1
202

convencional definido como Q;; = exp (— > donde || - || denota la norma Euclidiana y

le pardmetro de escala o se define empiricamente como 30.

Para analizar la secuencia de cuadros organizados en la matriz X, primero aplicamos KSC.

Luego, con los resultados, el vector n es calculado usando la ecuacion:
n =78 N, &Dod®,
En la Figura 11 se puede ver el proceso del comportamiento dindmico capturado por el
seguimiento basado en KSC, como se muestra en Figura 11 (a) y Figura 11. Trazado de los

vectores original y codificado (b), se tiene el trazado del vector de seguimiento original n y la

version codificada 77 respectivamente.

El trazado de vectores n y 7j es a lo largo de los 72 cuadros para el objeto #4 de la base de datos
COIL20. En la Figura 11 (c) se observa el vector de etiquetado de referencia, que se obtiene
directamente de los valores de 7, es la representacion sobrepuesta de los vectores n y 7, mientras
que el area bajo la curva que esta coloreada se resalta el etiquetado basado en la etapa de

movimiento con respecto a 7.

Del trazado de n se puede ver que su forma es multimodal. Para comparar el vector n con 7, se
puede notar facilmente que cada modo del trazado corresponde a un grupo diferente de grupo

(cluster), es decir una etapa de movimiento en el contexto de analisis de video.
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Figura 11. Trazado de los vectores original y codificado

Dicha correspondencia puede atribuirse al hecho de que los vectores propios a® sefialan la
direccion donde las muestra exhiben mas variabilidad medida en términos del producto interno
generalizado (@7 ). En esta conexion, las funciones kernel tiene lugar y permiten la estimacion

del interior de espacios de representacion de alta dimension, donde se suponen agrupaciones
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resultantes para ser linealmente separables. La conexion directa entre el vector de seguimiento n
y la particién de los movimientos naturales del Objeto #4 puede ser apreciado claramente en la

Figura 12 y Figura 13 donde la fila superior muestra cuadros representativos por cluster mientras

(a) Cuadro 5 (b) Cuadro 15 (c) Cuadro 20 (d) Cuadro 30 (e) Cuadro 35

qu

o (fr)U:s I '(gjnlsx o (h) 7%20: o | (1) 7}30: I (l) 7735 A

Figura 12. Objeto #4 rastreo de cuadros originales (5, 15, 20, 30, 35 y rastreo de vectores

HA

k) Cuadro 40 (1) Cuadro 50 (m) Cuadro 60 (n) Cuadro 65 (o) Cuadro 70

® o @10 O Ones O
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Figura 13. Objeto #4 rastreo de cuadros originales (40, 50, 60, 65, 70) y rastreo de vectores

Como se noto, cada modo entre inflexiones forma una curva en el trazado, los que significa que
ha aparecido otro grupo natural dentro de la secuencia. Dicha division de grupos puede incluso ser
determinada mediante simple inspeccidon. Junto al vector codificado permite validar la premisa de
que le vector n es capaz de dividir la secuencia de cuadros en etapas de movimiento natural

(grupos), cuando los ajuates de agrupamiento son apropiados.

En la Figura 14 se tiene el ultimo cuadro, es equivalente al cuadro 1, después de haber girado
360 grados, se puede observar que en la gama de colores de la parte superior derecha de la imagen,
el color amarillo representa cuando el objeto esta de frente y gira hacia la izquierda, el color café
es cuando el objeto gira y se encuentra de lado izquierdo, el color celeste es el giro cuando se
encuentra de espaldas, el azul representa el giro hacia el lado derecho y finalmente el amarillo
cuando vuelve al frente.. En la segunda fila esta el trazado de vector 7j es decir la sefial codificada

y en la tercera franja la representacion del trazado del vector n a lo largo de los 72 cuadros.

2 » 40 2

F
/l

Figura 14. Cuadro 71y representacion de resultados finales
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En general, los resultados obtenidos muestran claramente que existe una relacion directa entre
el vector de seguimiento propuesto y los datos dinamicos analizados.
5.3.3 Aplicacion del método KSC en el caso: Salto vertical de humanos
La relacién directa entre el vector de seguimiento i y la particion de los movimientos naturales
del Sujeto # 2 se puede apreciar claramente en la Figura 15, donde la fila superior muestra un
Cuadro representativo por grupo (en diferente color) mientras que la fila inferior representa la
curva m hasta el ultimo cuadro por cluster correspondiente, como era de esperar, cada modo -
cuadros entre las inflexiones que forman una curva concava - del trazado i corresponde a un grupo

natural, que incluso puede determinarse mediante una simple inspeccion.

¥ 0505 ¥ ¥ 0505 X b 05 05 X

a) Cuadro 95 b) Cuadro 182 ¢) Cuadro 280 d) Cuadro 404 e) Cuadro 484
1 1 1 1 1
0.8 0.3 ﬂ 0.3 n 08 n 08 n f\
e e S L ] l L] % L i 08 L e 06 o /
y H A 0 I . Pl 0 { . \ A 0 [ \ {\ : 0 [ \ {\/ :
np an N A A RAN wl LN Y
Ua Ua i Ua ] L ' L U ' 7

100 200 300 00 50 100 200 300 400 500 100 200 30 400 500 100 200 300 400 500 100 200 300 400 500
f) Salto inicial g) Salto en el aire h) Llegando al suelo i) Paso atrds j) Tranquilo de pie

Figura 15. Seguimiento del Sujeto #2
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5.4 Discusion

Como se puede apreciar, la forma del vector de seguimiento tiene inflexiones en
la transicién desde un agrupamiento al siguiente. Entonces, el trazado de los vectores
esta directamente relacionada con los cambios a lo largo de la secuencia del cuadro.

Ademas, ya que no existen cambios en el vector de seguimiento al incorporar el

ruido, se puede decir que es menos sensible a los datos de entrada ruidosos.
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CAPITULO VI
CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO
6.1 Conclusiones

Al analizar una secuencia de cuadros representados por una matriz de un solo dato,
con el objeto de identificar los eventos dinamicos subyacentes, los enfoques basados
en kernels representan una alternativa apropiada. Sin duda las funciones de kernel
provienen de una estimacion del producto interno de espacios de representacion
dimensional alta, en donde se asume que los agrupamientos son separables y son a
menudo definidos como una medida de similitud entre los puntos de datos del espacio
original. Dicha similitud esta asignada para un andlisis de datos locales. En otras
palabras, los kernels permiten una exploracion de datos por partes por medio de una
estimacidn de una varianza generalizada. Por lo tanto, se puede deducir que se puede
hacer el seguimiento del comportamiento evolutivo de la secuencia mediante el uso
de algunos valores de clasificacion derivados a partir de una formulacion con base en
el kernel. De hecho, en este trabajo se demuestra que se puede lograr un enfoque de
seguimiento viable mediante la maximizacion de un término de energia en relacion
con una version aproximada del espacio de representacion dimensional alto. Se
utiliza un modelo ortonormado lineal, siendo el objetivo del problema de
maximizacion, el calculo de una proyeccion 6ptima de baja clasificacién o matriz de
rotacion. Finalmente, al aprovechar la descomposicion de un valor Unico de la matriz
de kernel, se deduce un vector de seguimiento como una combinacion lineal de los

vectores propios cuadraticos. EI seguimiento se lleva a cabo con el objeto de
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encontrar un valor Unico que represente de forma adecuada a cada cuadro Unico. El
enfoque (KSC-MS) propuesto en este documento determina un vector que tiene
relacion directa con el subsiguiente comportamiento dindmico de la secuencia
analizada, permitiendo aln la estimacién del numero de grupos al igual que la verdad
fundamental.

El punto de vista dinamico del amplio campo de andlisis de datos implica un problema complejo
y dificil de abordad, ya que los datos de entrada estan ingresando a lo largo del tiempo. Mas aun,
las dinamicas, involucradas durante en si se suman mas complejidad para la posterior tarea de
procesamiento de datos. Referente a esto, uno de los temas abiertos desafiantes es la segmentacion
automatica de movimiento, que se puede evaluar facilmente sobre objetos giratorios. En este

sentido, hemos demostrado que el método KSC ofrece una herramienta potente y adecuada.

En este trabajo, se prefiere el uso de enfoques no supervisados ya que en el mundo real aplicaciones
de video una cantidad suficiente de etiquetado son inviables o prohibitivas. No obstante, la
desventaja de trabajar en el andlisis de objetos rotativos dentro de las configuraciones no
supervisadas establece que no se puede realizar una segmentacion automatica del movimiento
puede generarse directamente mediante una funcién de seguimiento (aqui, el llamado vector de
seguimiento). En este punto, para superar este obstaculo, se ha introducido un procedimiento de
codificacion impulsado por indicadores de agrupacion de modo que el vector de seguimiento

multimodal original puede ser validado.
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6.2 Trabajo futuro

En estudios adicionales, el significado real de los valores de amplitud de los vectores de
seguimiento y el comportamiento dindmico de los datos sera revelado de manera formal. De igual
forma, otras alternativas y propiedades de kernel seran exploradas con el fin de alcanzar un bajo

costo de calculo y enfoques eficientes para la segmentacion del movimiento y seguimiento.
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