UNIVERSIDAD DE LAS FUERZAS ARMADAS
INNOVACION PARA LA EXCELENCIA

Elaboraciéon de un manual para la ensefianza de Algebra Lineal usando el pensamiento computacional

Valencia Quezada, Miguel Angel

Vicerrectorado de Investigacidn, Innovacion y Transferencia de Tecnologia

Centro de Posgrado

Maestria en Ensefianza de la Matematica

Trabajo de titulacion previo a la obtencion del titulo de Magister en Ensefianza de la Matemética

Dr. Delgado Rodriguez, Ramiro Nanac

28 de Julio del 2021



Curiginal

Document Information

Analyzed document tesis M 9.pdf (D85625534)

Submitted 7/13/2021 11:48:00 AM
Submitted by -
Submitter email rndelgado@espe.edu.ec DELGADO

% RODRIGUEZ

Similarit 8% [ ttieh
Y . ING. RAMIRO DELGADO RODRIGUEZ

Analysis address rndelgado.espe@analysis.urkund.com
DIRECTOR

Sources included in the report

URL: https://archive.org/stream/algebralinealconaplicaciones/algebra%20LINEAL%20CON%20APLIC
W ACIONES_djvu.txt B 1
Fetched: 9/28/2020 10:35:58 AM

w URL: http://www.mclibre.org/consultar/python/lecciones/python-entrada-teclado.html oo 4
Fetched: 11/17/2020 12:00:00 AM 22
algebra-lineal-6ta-edicic3b3n-stanley-i-grossman-s.pdf

SA oo 34

Document algebra-lineal-6ta-edicic3b3n-stanley-i-grossman-s.pdf (D38665697)

w URL: https://docplayer.es/21909676-Ing-ramon-morales-higuera.html oo 4
Fetched: 11/17/2020 12:00:00 AM Hi

SA GDV Algebra Lineal.docx oo 4
Document GDV Algebra Lineal. docx (D80309451) S

s A Matrices, Determinantes y Sistemas ver 5.docx oo 4
oo

Document Matrices, Determinantes y Sistemas ver 5.docx (D64133590)

w URL: https://docplayer.es/77506935-Matematicas-empresariales-apuntes.html oo 4
Fetched: 10/21/2019 10:11:01 PM =2

w URL: https://edumatematicas.files.wordpress.com/2014/08/algebra-kolman.pdf oo o
Fetched: 7/20/2020 3:54:00 AM oo

w URL: https://victordominguezorg.files.wordpress.com/2018/03/palm_march20181.pdf oo 4
Fetched: 1/31/2020 8:55:44 AM =

w URL: https://archive.org/stream/ALGEBRALINEAL_201508/ALGEBRA%20LINEAL _djvu.txt oo 4
Fetched: 2/5/2020 7:18:28 AM 2

w URL: http://www.ehu.eus/ebravo/contenidos/Algebra%20lineal/Algebra.pdf oo 4
Fetched: 11/16/2020 7:01:12 AM —

SA libro algebra lineal.doc oo 4
Document libro algebra lineal.doc (D30904555) oo

1/39



ESPPE

UNIVERSIDAD DE LAS FUERZAS ARMADAS
ECUADOR INNOVACION PARA LA EXCELENCIA

VICERRECTORADO DE INVESTIGACION, INNOVACION Y TRANSFERENCIA DE TECNOLOGIA
CENTRO DE POSGRADOS

CERTIFICACION

Certifico que el trabajo de titulacién, “Elaboracién de un manual para la ensefianza de Algebra Lineal

I”

usando el pensamiento computacional” fue realizado por el sefior Valencia Quezada, Miguel Angel el
mismo que ha sido revisado en su totalidad, analizado por la herramienta de verificacidon de similitud de
contenido; por lo tanto cumple con los requisitos tedricos, cientificos, técnicos, metodoldgicos y legales
establecidos por la Universidad de las Fuerzas Armadas ESPE, razén por la cual me permito acreditar y

autorizar para que lo sustente publicamente.

Sangolqui, 17 de Noviembre del 2020

Firmado electrénicamente por:

HE RAMIRO NANAC
¢ DELGADO
RODRIGUEZ

Dr. Delgado Rodriguez, Ramiro Nanac

C.C.: 1707019178



ESPPE

UNIVERSIDAD DE LAS FUERZAS ARMADAS
INNOVACION PARA LA EXCELENCIA

VICERRECTORADO DE INVESTIGACION, INNOVACION Y TRANSFERENCIA DE TECNOLOGIA
CENTRO DE POSGRADOS
RESPONSABILIDAD DE AUTORIA
Yo, Valencia Quezada Miguel Angel, con cédula de ciudadania n° 0704914597, declaro que el contenido,
ideas y criterios del trabajo de titulacién: Elaboracién de un manual para la ensefianza de Algebra Lineal
usando el pensamiento computacional es de mi autoria y responsabilidad, cumpliendo con los requisitos
tedricos, cientificos, técnicos, metodoldgicos y legales establecidos por la Universidad de las Fuerzas

ArmadasESPE, respetando los derechos intelectuales de terceros y referenciando las citas bibliograficas.

Sangolqui, 17 de Noviembre del 2020

Firmado electrénicamente por:

MIGUEL ANGEL
VALENCIA
QUEZADA

Valencia Quezada, Miguel Angel

C.C.: 0704914597



ESPPE

: UNIVERSIDAD DE LAS FUERZAS ARMADAS
EcDADOR INNOVACION PARA LA EXCELENCIA

VICERRECTORADO DE INVESTIGACION, INNOVACION Y TRANSFERENCIA DE TECNOLOGIA
CENTRO DE POSGRADOS
AUTORIZACION DE PUBLICACION
Yo, Valencia Quezada, Miguel Angel, con cédula de ciudadania No. 0704914597, autorizo a la Universidad
de las Fuerzas Armadas ESPE publicar el trabajo de titulacién: Elaboracion de un manual para la ensefanza
de Algebra Lineal usando el pensamiento computacional en el Repositorio Institucional, cuyo contenido

e ideas son de mi responsabilidad.

Sangolqui, 17 de Noviembre del 2020

Firmado electrénicamente por:

MIGUEL ANGEL

VALENCIA
QUEZADA

Valencia Quezada, Miguel Angel

C.C.: 0704914597



Dedicatoria

Este trabajo va dedicado a:
Mis padres por ser fuente de mi inspiracion,
Mis hermanos y sobrinos por su apoyo incondicional,
Mis amigos por sus palabras constantes de aliento y

A la persona que con esfuerzo y ahinco me dedicd su tiempo y espacio en todo este trayecto.

Miguel Angel



Agradecimiento

Agradezco a Dios por ser quien me mantiene en pie y me proporciona la fortaleza necesaria para
culminar con una meta mas en mi vida.

A mi familia por sus sabios consejos y su inquebrantable motivacion hacia mi persona, especialmente
a mis padres que son la inspiracién de mis objetivos.

A la Universidad de las Fuerzas Armadas (ESPE), Centro de Posgrados, por otorgarme la oportunidad
de forjarme con sdlidos conocimientos relativos a mi formacion profesional y aplicarlos en el campo
laboral.

A los docentes por la gran labor, dedicacidon y entrega para con los que formamos el grupo de
maestrantes de la Il Promocién, y de manera especial al Dr. Paul Medina docente de la Maestria por su
excelente trabajo y guia en el presente proyecto.

Al Ing. Patricio Pugarin, por su perseverancia y ardua labor que implica ser coordinador de la maestria
y brindarnos un grupo selecto de docentes con un alto grado de experticia profesional.

Un agradecimiento especial al Dr. Juan Mayorga Z. por su importante colaboracién, siendo para mi, un
guia indispensable en la culminacion del presente trabajo.

Finalmente agradezco a mi director, Dr. Ramiro Delgado, quien con esfuerzo y sabiduria me ha sabido
guiar de manera permanente durante el desarrollo de la presente tesis para asi poder alcanzar la meta

propuesta.

Gracias infinitas.



indice de Contenidos

B LTo [or= o] o - USSP PRPR PSPPI 6
W L= Vo [T [ 1= o (o S RRTR 7
g Te L1073 L= @ o] 01 =Yg 1T Lo OO 8
RESUIMEIN ...ttt b e s h e et e e Re e b e e sme e e e e e ne e enn e e nnneenreeanne s 13
ADSTIFACT ...t bbbt R ettt bbb e b 14
Capitulo I: Pensamiento Computacional y PYthoN...........cccocevviiiiiciicce e 15
Pensamiento COMPULACIONAL ..........ooiiiiiiiiiiiiiiee e 15
Importancia del Pensamiento Computacional en la Matematica ...........c.coceevvereennen, 15
INtrOdUCCION @ PYLNON ...ttt 16
INICIANAO PYENON ...t are s 16
Python como CalCUIAdOra..........c.ocviiiiiicc et 19
INSErUCCIONES DASICAS ... ottt 20
Capitulo 11: Matrices, Determinantes Y Sistema de ECUACIONES ...........ccccceeeveieiveecicienenn, 23
V= L o= USSR 23
THPOS A8 IMATIICES ...ttt bbbttt bbbt e e 26

Y F= U g A O VT To [ =T I USSR 26

MaALFIZ DIAQONAL.......coiiiiie e e 26

Matriz triaNQUIAK SUPEIION .......cviiiiiieii ettt sree e 27

Matriz triangular INFEFION ........ociiiice e 27



IMALFICES OPUESTAS .......eeveeeieiiieiteeie st e st e et ste et e s e e e s e e s reeteesaesteesbeaneesraeteaneesneereans 28
MALFICES UNTAAUES ......eoiiiiieiiie ittt ne e sre et eneesneeee e 28
IMAEFTZ INUTAL ..ottt et e nbeeneeaneene e 29
OPEracionNes CON IMALIICES .........oouiiiiiiiieiieiieee ettt 29
SUMA 0B IMALFICES ...ttt bbbttt bbb et 29
Multiplicacién de una matriz por un escalar............ccccooevveviciieiiece e, 29
Multiplicacion de MALFICES ........cviiieiece e 39
MALFIZ TFANSPUESTA ......evieiiiiiieiieee ettt 45
MALFIZ SIMELIICA ....ovviieiece ettt e e ra e e e e eees 46
= A 1 1Y Y- WSS 48
CondiCioNes Para EXISTENCIA .......ccveviiieiieiecie e sre e ens 48
Obtencion de la Inversa de Una MatrizZ. .........ccooeveiiiiiieiieeeee e 48
Sistema de eCUACIONES HNEAIES .........cc.eiiiiiiiieiee e 51
Notacion matricial de un sistema de eCUACIONES .........cccoeeeiierieieireree e 51
Sistemas de ecuaciones lineales con dos INCOGNITAS. ..........cocuvieieriieienise e 52
[\V/[=3 o]0 [olo [ € T IR [o] o F- L o 1SS 53
Meétodo de Gauss-Jordan para calcular la matriz inversa...........cccocoeeveveiecve e, 63
DEEEIMINANTES ...ttt ettt et st b e et s bt et e e bt e neesbeenbeeneeaneebe e 67

Metodo de Cramer para resolver un Sistema de ECUACIONES. ........ccccevverviieivereeiesieeen, 77



Capitulo H1: ESPacios VECIOFIAIES .......ccccciuiiiiiieie et sae e nreas 86
Espacios y sSUDeSPaCIOs VECTONIAIES ..........occiiieiieie e 86
Espacio Vectorial 0 lINal...........cooiiiiiiiii e 86
SUDESPACIOS VECTOITAIES. ... 88
CombBINACION HNEAL ........coeieieiece e e e 89
(O10] o [V 1) (0N o= 1T = Lo (o] oSSR PPPSSRIS 90
Espacio generado por un conjunto de VECLOIES.........cccveiueeieieerie e seesie et 90
Bases y dimensidn. Coordenadas. Suma de SUDESPACIOS..........cceieerieiiieieeriesiieseese e 100
B S e e e e eare e anes 100
D10 01T ST o S 104
IMAgEN 8 UNA MALFIZ.......oiuiiiiiiieieie bbbt 105
RANGO A€ UNA MALFIZ......c..iiiiiiiece e re e 105
Espacio de los renglones y espacio de las columnas de una matriz.............c..ccccvennenne. 106
Coordenadas de un Vector €N UN@ DASE.........c.coviiiieiiiiiisieee e, 107
Suma de SUDESPACIOS VECTOFTAIES ..........eoiiiiiieieieie e 108
ESpacios Con Producto INTEIMO. .........ociiiiiiiiieieiee et 109
NOIMA B UN VECTOK ..ottt te e ebe e e sneentaeneeenes 110
Bases ortogonales y bases ortonormales. ..........ccocveiieiiiciin e 112

Capitulo 1V: Valores y VECLOreS PrOPI0S .......cc.ecviiiieiiiiic ittt 115



Valores y vectores propios de un operador 1ineal............ccccooviieiieii i 115
OPErador LINEAL.........cciiiiiiieieee bbb 115
ValOres Y VECTOIES PIOPIOS ...cvviieeieeiieiesteite sttt ettt sttt ettt 115
Polinomio caracteristico de UNa MAtriZ. ..........cocoriiiiiiiiie e 117
Multiplicidad de Un valor Propio .........coveiieieiie i 121
Valores y vectores propios de una matriz SIMELrica. .........ccccevveieeieiiiese e 121

DiagonalizaCion de MALFICES. ........ecviiieiieiieseece et se et reenaeaneesreas 123
Condiciones que una matriz debe cumplir para ser diagonalizable. ........................... 123

Capitulo V: Conclusiones y ReCOMENACIONES ........ccierieirerieieinie et 132
(0] 0] 11 ] o] g 2SSOSR 132
RECOMENUACIONES ... .eieeiieiee ettt et te e st e s reeteaneesseeteeneeaneeseaneennens 132

BIDHOGIAfia ..o e 134

Y o) (oL TP 135



12

indice de Figuras

Figura 1. Carpeta PYINON..........oiiie et 17
Figura 2. Abrir Consola de COMPIHACION ..........cccveiieiiiiicriee e 17
Figura 3. Ventana de ProgramaciOon ...........ccccieiieiroiieieeseee e see e seesee e seesaesseenesneesseens 18
Figura 4. Guardar archivo PYtNON ...........cooiiiiiie e 18
Figura 5. Ejecutable de PYthon ...........ccooiiiii e 19
Figura 6. Operaciones BASICAS ..........c.ccuiiiiiiiiiie ittt 19
Figura 7. FUNCIONES MateMALICAS........cceierieeiiirieieisie e 20
Figura 8. Operaciones con Funciones “math’ ....................c.ccccocuvinioniineniinieneineneeeens 20
FIQUIra 9. FURCION “PIINL” ............ccoooviiiiiiiiiiii et 21
Figura 10. FURCION “TRPUL”................cccocoiiiiiiiiieieieeeee et 21
Figura 11. Funcion “print” sin Salto de liNea...........c..cooeiiiiiiiiiiniee e 21
Figura 12. Funcion “input” sin salto de linea .....................c..c.cc.ccoccoovvinenciicniiiiiiiisen, 22
FIQUIa 13. FURCION “INL............cocooeiiiiiiii it 22
FIQUra 14. FURCION “flOALY ................ccccoooiiiiiiiiiiieeeee et 22
Figura 15. Representacion geométrica de los tipos de sistemas de ecuaciones..................... 53

Figura 16. MEtOdO POI MENOIES.......cuieeiirieieieeiesieee ettt ee e neene e ene s 70



13
Resumen
El presente manual operativo fue desarrollado con el fin de apoyar el aprendizaje en la asignatura de
Algebra Lineal en estudiantes de Segundo de BGU, valiéndose del pensamiento computacional como
medio para la resolucion de problemas de manera imaginativa consolidando el razonamiento abstracto
matematico. Se utilizdé Python debido a que es un software libre como una estrategia metodolégica que
ayude a operativizar y optimizar el tiempo de los estudiantes de Segundo de BGU en la resolucién de
ejercicios que a posteriori recibirdn el curso de Algebra Lineal mas formal. Estd disefiado de manera que
sea usado a la par de un libro de texto, en el cual se presenta la importancia del pensamiento
computacional, aspectos relevantes de la herramienta Python, como la realizacién de operaciones
matematicas sencillas y el uso de algunas funciones matematicas que se utilizan en la resolucién de
ejercicios en los capitulos Il, lll y IV del presente manual. Asi mismo, se desarrollaron los laboratorios que
nos ensefian cémo resolver los ejercicios de cada capitulo paso a paso utilizando Python, con el objetivo
de que el estudiante se familiarice con el lenguaje de programacién. Se presentard al final del manual el
codigo fuente de las funciones creadas para la resolucién de los ejercicios.
Para obtener la validacién del presente manual, se utilizé el criterio de expertos, para lo cual se selecciond
un experto en Algebra Lineal, uno en Programacién y uno en Pedagogia, los mismos que validaron la
propuesta metodoldgica del presente proyecto.
Palabras clave:
e PENSAMIENTO COMPUTACIONAL

PYTHON

MATRICES

ESPACIOS VECTORIALES

VECTORES PROPIOS
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Abstract

This operating manual was developed with the purpose of supporting learning in the subject of Linear
Algebra for Second of Bachillerato student, using computational thinking as a means of solving problems
in an imaginative way, consolidating abstract mathematical reasoning. Python was used because it is free
software as a methodological strategy that helps operationalize and optimize the time of Second of
Bachillerato students in solving exercises that will subsequently receive the more formal Linear Algebra
course. It is designed so that it can be used as a textbook, in which the importance of computational
thinking, relevant aspects of the Python tool, such as the performance of simple mathematical operations
and the use of some mathematical functions that are used in the resolution of exercises in chapters I, lll
and IV of this manual. Also, laboratories were developed that teach us how to solve the exercises in each
chapter step by step using Python, in order for the student to become familiar with the programming
language. The source code of the functions created to solve the exercises will be presented at the end of
the manual.
To obtain the validation of this manual, the criteria of experts was used, for which an expert in Linear
Algebra, one in Programming and one in Pedagogy was selected, the same ones who validated the
methodological proposal of this project.
Keywords:

e COMPUTATIONAL THINKING

e PYTHON

e MATRICES

e VECTOR SPACES

e EIGENVECTORS
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Capitulo I: Pensamiento Computacional y Python

Pensamiento Computacional

En la actualidad el pensamiento computacional esta siendo apreciado como una de las competencias de
mayor demanday, por ello su planteamiento en el contexto educativo.
El pensamiento computacional tiene su origen en la década de 1960 pero toma un apogeo en el aino 2006
por Jeannette Wing en la revista Communications of ACM., que lo propone como una competencia que
deberia ser incluida en la formacidn de todos los nifios, puesto que constituye un componente vital del
aprendizaje de la ciencia, la tecnologia, la ingenieria y la matematica.
[El PC]...implica resolver problemas, disefiar sistemas y comprender el comportamiento
humano, basandose en los conceptos fundamentales de la ciencia de la computacion. El
pensamiento computacional incluye una amplia variedad de herramientas mentales que
reflejan la amplitud del campo de la computacién... [ademas] representa una actitud y unas
habilidades universales que todos los individuos, no sélo los cientificos computacionales,
deberian aprender y usar” (Wing, 2006).
Desde entonces muchos autores han definido al Pensamiento Computacional, uno de ellos es Peter
Denning que considera que el PC es el proceso de pensamientos por el que se formulan problemas de tal
manera que sus soluciones puedan ser representadas con pasos computacionales y algoritmos dentro de
un modelo computacional dado. (Denning, 2017)
Importancia del Pensamiento Computacional en la Matematica
El pensamiento computacional, al constituirse en una habilidad imprescindible para todos, promueve
la capacidad analitica de cada individuo, constituyéndose en competencia basica para el normal

desenvolvimiento en una sociedad ya globalizada y digital. Permite multiples maneras de resolver
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problemas de manera imaginativa, combinando la parte abstracta con lo concreto, cuyo eje principal es la
matematica.

El pensamiento computacional motiva en los individuos la habilidad de formular problemas y
solucionarlos con ayuda de herramientas tecnoldgicas, sistematizando lédgicamente los datos obtenidos

para representarlos con modelaciones por medio de algoritmos.

Introduccién a Python

Python es un lenguaje de programacion muy facil de entender. El aprendiz no requiere tener un
alto nivel de conocimiento como programador, ya que su versatilidad esta enfocada en la resoluciéon de
problemas mds que en comprender el lenguaje de programacion en si. Python fue creado a finales de los
afos ochenta por Guido Van Rossum quien escogié el nombre por su aficion al grupo de humor inglés
Monty Python (Barrueto, 2010). Es considerado un lenguaje de alto nivel debido a que su estructura es
de facil interpretacion al lenguaje humano.

Python es un software de cddigo abierto que estd disponible para plataformas como Linux, Unix,

Windows, Mac OS, etc., de manera que el mismo cddigo funciona en todos estos sistemas operativos.

Iniciando Python

Para instalar una determinada versién de Python se recomienda recurrir a su sitio web oficial

http://www.python.org/, si se desea obtener los paquetes de instalacidn actuales para Windows, Linux y

Mac OS X en sus distintas versiones puede dirigirse a la seccién de descargas. Para realizar la instalacion

de Python de manera muy facil basta con dirigirse al sitio web https://python-para-

impacientes.blogspot.com/2017/02/instalar-python-paso-paso.htm| donde explica detalladamente su

correcta instalacion.

Describamos a continuacion como arrancar Python bajo Windows.


http://www.python.org/
https://python-para-impacientes.blogspot.com/2017/02/instalar-python-paso-paso.html
https://python-para-impacientes.blogspot.com/2017/02/instalar-python-paso-paso.html
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1. Menu-inicio y buscar la carpeta de PYTHON, la misma que despliega un menu de aplicaciones como

se muestra en la Figura 1.

Figura 1. Carpeta Python

OneDrive 1 O

| OneNote

y Paint3D e

Peliculas y TV Microsoft Edge

Planes méviles

Portal de realidad mixta

Python 3.7 S El Tiempo Complement...

= Hill Climb
IDLE (Python 3.7 32-bit) Racing 2
Nueva Gratis™

Python 3.7 (32-bit)

Microsoft... B  P~Microsoft....

Python 3.7 Manuals (32-bit)

Python 3.7 Module Docs (32-bit)

Groove Musica Peliculas y TV

Noticias

OneNote

2. Dar “click” en la primera aplicacion IDLE (Python3.7 3.2-bit). Muestra la siguiente pantalla (Figura 2).

Figura 2. Abrir Consola de Compilacion

| & Pyhon 3.705hel

Fila Edit Skl Dwbug Optione ‘Window Haelp

Hew File Crls M pon 3.7.0 (vE. 7.0 iBESeet08d,
Oper... Carl+ D on winil

Open e AR+M b "copyright=, "credita® or
Reent Files L4

Madule Bowser AReC

Pith Browis

Sarew Carls 5

Sarew Ar.. Crl+ Shift+ 5

Sove Copy fs...  AE«Shig+5
Print Window  Cir+8

Chose AR+Fd
Exit Qi+

b [H3C w.1914 32 bit (Iace

information.

3. La ventana anterior se le conoce como Consola de Compilacién. Dar click en FILE seguido NEW FILE,

muestra la segunda pantalla que se la conoce como “ventana de programaciéon” ya que es donde se

ejecutan los cédigos como se muestra en la Figura 3.



Figura 3. Ventana de Programacion

& Seve Betore Mun or Check
Source Mant B¢ Saved
Ok te Saew
[ acent. Camcelar
cwiae et
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4. Una vez que empieza a programar o crear un codigo se debe primero guardar (ctrl+s) y luego ejecutar

el programa (f5). Crear la carpeta en el sitio donde se guardaran los archivos creados. (Figura 4)

Figura 4. Guardar archivo Python

5. Luego de guardar se ejecuta el programa, el mismo que se muestra en la pantalla de compilacion asi

como se muestra en la Figura 5.
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Figura 5. Ejecutable de Python

L& Pyahen 370 Shell

File Edt Shell Debug Options ‘Window Help

cicios Fythom.py =

Python como calculadora

En la consola de compilacidn se pueden realizar operaciones matematicas de forma directa como se
muestra en la Figura 6, asi como también, utilizar funciones matemadticas basicas como se presentan en la
Figura 7.

Figura 6. Operaciones Bdsicas

| & Python 3.6.1rc1 Shell — m| 4

File Edit Shell Debug Options Window Help

Python 3.6.1lrcl (v3.6.lrcl"*0:e0fbeS5feeed4f9cO0f09%eb9659c2182183036261la, Mar 4 20
17, 20:00:12) [M5C +.1%00 €4 bit (AMDE4)] on win32

Type "copyvright™, "credits™ or "license ()" for more information.

> # OPERACIONES BASICAS

#MULTIPLICACION
> 3%4

- ¥DIVISION
. 42

#COCIENTE
Ti/2

#RESTO
= T2

> #POTENCIA
. FEAg

$RADICLLES
1%% (1/2)
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Figura 7. Funciones Matemdticas

[& Python 3.6.1rc1 Shell - O *

File Edit Shell Debug Options Window Help

Python 3.6.1rcl (v3.6.1lrcl”*0:e0fbeS5fecedfoc00f09eb9659c2182183036261a, Mar 4 20
17, 20:00:12) [MSC +.1900 €4 bit (AMDE4)] on win32
Type "copyright™, "credits™ or "license ()" for more information.
»»>> # VALOR ARBSOLUTO

»>> abs(-5)

5

=>> # COMPLEJOS

>>> complex (3, 4)

(3+43)

»>> complex (3,4) *complex (2,5)

(-1442375)

>>> b~complex (3, 4)

»»> b.real

3.0

»>> b.imag

4.0

>>> # MAXIMO Y MINIMO

»>>»> max(3,15,2,4)

15

53> min(-1,5,%8,10)

-1

»»>> § REDONDED

»>»>» round (25.7)

26

>z> round(3.5673, 1)

3.8

»>»>» round(3.5473, 1)

3.5

También se tiene la clase “math”, misma que representa la libreria matematica. Antes de operar con
ella se debe realizar su importacién asi como se muestra en la Figura 8.

Figura 8. Operaciones con Funciones “math”

| & Python 3.6.1rc1 Shell - O *

File Edit Shell Debug Options Window Help

Python 3.6.1lrcl (v3.6.lrcl”0:elfbeS5feeed4f9ci0f0%eb9655c2182183036261la, Mar 4 20
17, 20:00:12) [MSC w.1900 €4 kit (AMD&4)] on win32

Type "copyright"™, "credits™ or "license ()" for more information.
>>»> import math

=3 math.sgrt (2) #Raiz Cuadrada

1.4142135623730851

>>> math.pi # PL

3.141592653589783

>»>» math.log(9) # Logaritmo Natural

2.197224577336219¢

»>>» math.log (100, 10) #Logaritmo de base 10

2.0

Instrucciones basicas

A continuacidn se presentan otras instrucciones basicas.
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Print

La funcion print(“ “) permite imprimir texto en pantalla como se muestra en la Figura 9.

Figura 9. Funcidn “print”

| & EJERCICIOS PYTHON Zpy - Ci/Us..  — a X | [& Python 3.6.1rc1 She - O X
File Edit Format Run Options Window Help File Edit Shell Debug Options Window Help
print ("HOLA MUNDO™) Python 3.6.1rcl (v3.6.1lrcl”0:e0fbeSfeecedfocO0f09eb96Ss

| Sc218218303626la, Mar 4 2017, 20:00:12) [MSC v.1S00
€4 bit (AMDE4)] on win32
Type "copyright™, "credits"™ or "license ()" for more 1
nformation. i
>>>

RESTLART: C:/Users/bhngel/Desktop,/python/EJERCI
CICS PYTHCN 2.pv
HOLA MUONDO
22>

Input
La funcion input( ) permite ingresar texto escrito por teclado. Figura 10.

Figura 10. Funcion “input”

print (";Cudl =5 el nombre de tu mejor amigo?®)| |éCuédl es el nombre de Tu mejor amigo?
Einatein

me gustaria conocer a Einstein

>>> |

nombre = input

vimt (F¥%ma Ay e
TLOL(ITME guatarla oonoceEl 4

=

Si se quiere escribir la pregunta usar la sintaxis mostrada en el ejemplo de la Figura 11.

Figura 11. Funcidn “print” sin salto de linea

princ(™¢Cual el nombre de tu mejor amigo? ", end="")
nombre =
print (f"Me gustaria conocer a {nombre}™)

iCual ez el nombre de tu mejor amigo? Einstein
Me gustaria conocer a Einstein
=53 |

Si se desea una solucidn mas compacta, utilizar la funcién input() enviando un argumento, el mismo
que se escribe en la pantalla (sin afiadir un salto de linea) (Sintes, 2018), asi como se muestra en la Figura

12.
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Figura 12. Funcidn “input” sin salto de linea

nombre = input (":C

princ(f"Me guscaria

2 mejor amigo? ™)

iCuédl es el nombre de tu mejor amigo? Einscein
Me gustaria conocer a Einstein

int
La funcidn int() hace que Python reconozca la entrada como un ndmero entero, tal como se muestra
en la Figura 13.

Figura 13. Funcidn “int”

File Edit Format Rum Options Window Help

2u nacimien

cantidad= int (inputc ("™
prine d} u

========== RESTART: C:/Users/Angel/Deskrtop/python/ej
ercicio int.py =eess=mm==

Ingrese su afio de nacimiento: 1986

1986 usted tiene 32 afios

float
La funcion float() permite a Python interpretar la entrada como un ndmero decimal. Figura 14.

Figura 14. Funcion “float”

File Edit Fermat Run Options Window Help

cantidad= float (inp

print (f" {cantidad}

ercicio int.py =essssmsss
Ingrese la cantidad en délares: 3.75
3.75 dolar equivale a 10500.0 pesos



Capitulo II: Matrices, Determinantes Y Sistema de Ecuaciones

Matrices

Se denomina matriz real de p filas y g columnas a un arreglo rectangular

a;; %z v Qg

Az; Gz Qzq
A= .. .

Ap1  Apz ** Gpg

donde
Vvief{l,..,pLVj€E{l .., q}: a;€R
Se denotara el conjunto de todas las matrices reales de orden p X q por My, (R).

Ejemplo 2.1.1

c=(5 7 o

Cll = 1, C12 = _2, C13 = O, C21 = 5, 622 = 1,C23 = 8

Usemos ahora Python:

import MatrixLib.Matrix as m

A = m.Matrix([
[1) '2) @])
[5, 1, 8]

D

23

Otra forma de escribir una matrizes A = (al-j) € Mpq(R) (i=1,..,pyj=1,..,q) donde indica que A

es la matriz de orden p X q que tiene elementos a;;. El subindice i (primer subindice) indica que el

término a;; esta localizado en la i — ésima fila y el subindice j ( segundo subindice) indica que a;;

pertenece ala j — ésima columna.
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Observacion 1. Usualmente se utilizan letras mayUsculas para denotar las matrices y sus elementos con la
misma letra minuscula acompafiada de dos subindices que indican su posicién en la matriz; donde, el
primer subindice indica la fila y el segundo la columna.
Igualdad de matrices
Las matrices A = (a;;) y B =(b;;), de orden p x g, son iguales si a;; =b;; paratodo i=1,
..p ¥y j=1,..,q. Porlotanto, dos matrices son iguales si los elementos que ocupan la misma posicion
en ambas matrices coinciden.

Ejemplo 2.1.2

=508 =059

Las matrices A y B son iguales ya que los elementos de la matriz A coinciden y ocupan la misma posicién
en la matriz B.

Usemos ahora Python:

import MatrixLib.Matrix as m
A = m.Matrix([

[2, 4, 6],

[-1, o, 5]

m.Matrix([
[2, 4, 6],
[_1) @, 5]

1)
print(A == B)
True

Existen diversos tipos de matrices como los que a continuacién se indican.
Vector columna

Son los elementos del conjunto RP = M,,,; (R). Por ejemplo
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aiq

a
A= "7 |ere

ap1
De manera que las coordenadas de un vector en el plano, en el espacio, etc. se representan mediante un
vector columna.

Ejemplo 2.1.3

Vector columna ingresado en Python

import MatrixLib.Matrix as m
A = m.Matrix([

[2],

[-1],

[3]

1)
print(A)

[2.0]
[-1.0]
[3.0]

Vector fila
Los vectores fila de dimensién q son matrices de dimensién 1 X q. Es decir, tienen una fila y g columnas.
Se escriben de la forma
A=(a11 %2 7 aqg).
Ejemplo 2.1.4

Vector fila ingresado en Python

import MatrixLib.Matrix as m
A = m.Matrix([
[2) '1) 3]

D
print(A)
[2.0, -1.0, 3.0]




26
Tipos de Matrices
Matriz Cuadrada
Se dice que una matriz es cuadrada cuando el niumero de filas coincide con el nimero de columnas. Se
denota
M,(R) = M, (R).
Ejemplo 2.1.5

Dadas

B es matriz cuadrada y A no.

Usemos ahora Python

import MatrixLib.Matrix as m import MatrixLib.Matrix as m

import MatrixLib.AuxiliarFunctions as af import MatrixLib.AuxiliarFunctions as af

A = m.Matrix([
[_5) 7) e])
[1, 2, 4]

m.Matrix([

[3, @],
[1, 7]

D
print(af.is_square(A))

1)
print(af.is_square(B))

False True

Matriz Diagonal
Una matriz cuadrada A = (al-j) se llama diagonal si todos sus elementos fuera de la diagonal principal son
cero. Estoes, a;; = 0sii # j.

Ejemplo 2.1.6

1 0 0
A=(0 4 0),B=
0 0 3

Las matrices A y B son matrices diagonales.
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Usemos ahora Python:

import MatrixLib.Matrix as m import MatrixLib.Matrix as m

import MatrixLib.AuxiliarFunctions as af import MatrixLib.AuxiliarFunctions as af
A = m.Matrix([
[1, o, @],
[0, 4, @],
[0, o, 3]

A = m.Matrix([
[0, o, 0, 0],
[0, @, 0, O],
[e, o, 0, 0],
[e, o, 0, 0]

D

print(af.is_diagonal(A)) D

print(af.is_diagonal(B))

False
True

Matriz triangular superior
Es una matriz cuadrada en la que todos los elementos situados por debajo de la diagonal principal son
cero.

Ejemplo 2.1.7

Matriz triangular inferior
Es una matriz cuadrada en la que todos los elementos situados por encima de la diagonal principal son
cero.

Ejemplo 2.1.8

5 00
B=|1-4 8 0
1 1 3

Con esto, una matriz es diagonal si, al mismo tiempo, es triangular superior y triangular inferior.
Observacion 2. Este tipo de matrices son utilizadas con frecuencia para resolver sistemas de ecuaciones

lineales por ser faciles de manipular.
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Matrices opuestas
La matriz opuesta de una matriz A = (al-j) de orden p X g es otra matriz del mismo orden cuyos
elementos son los de la matriz A multiplicados por -1. Su existencia y unicidad esta garantizada por la
siguiente propiedad
VA € Mpq(R),3!B € Mpy(R): A+B=B+A=0,
Ejemplo 2.1.9

La matriz opuestade 4 = (2 g) es—A = (:2 :g)

Usemos ahora Python:

import MatrixLib.Matrix as m

import MatrixLib.AuxiliarFunctions as af

A = m.Matrix([
[2, 3],
[6, 5]

D)
print(af.opose_matrix(A))
[-2.0, -3.0]

[-6.0, -5.0]

Matrices unidades

Sedicequel = (xij) € M, (R) es matrizidentidad ssi Vi,j € {1,..,p}: x;; = §;j, donde §;; es el delta de

ijr
1, sii=j

Kronecker: §;; = {0 sii#]

S OO
SO RO
(=l e N}
el == =]

Ejemplo 2.1.10

Crear una matriz unidad en Python
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import MatrixLib.Matrix as m
import MatrixLib.AuxiliarFunctions as af

print(af.create_unit_matrix(4))

[1.0, 0.0, 0.0, 0.0]
[0.0, 1.0, 0.0, 0.0]
[0.0, 0.0, 1.0, 0.0]
[0.0, 0.0, 0.0, 1.0]

Matriz Nula
Una matriz nula es la matriz en la cual todos sus elementos son nulos. Su existencia y unicidad esta
garantizada por la siguiente propiedad

30,5 € Mpg(R),VA € Mpq(R): A+ 0p =0, +A=A

Ejemplo 2.1.11

2= 0 0 0

La matriz A es una matriz nula de dimension 2x4.
Operaciones con Matrices
Suma de Matrices
Sean A, B € M,,(R). La suma de las matrices A y B es la matriz de la misma dimensién notada por A +
B, definida por:
A+ B = (a;) + (b;j) = (a;j + b)),

es decir, se suman los elementos respectivos.

Multiplicacion de una matriz por un escalar

Sea A € Mp,,(R) y k € R. El producto del real k por la matriz A esta definida por:
kA = k(al]) = kal-j.

Se denota kA.
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Observacion 3. La multiplicacién de una matriz por un nimero es prioritaria con respecto a la adicién

vectorial.

Teorema 2.1.1

Sean4,B,C € Mpy,(R)yseana, € R.Entonces:

Vi.

Vii.

A+0=A4

04=0

A+B=B+A4 ley conmutativa para la suma de matrices
(A+B)+C=A+(B+0) ley asociativa para la suma de matrices
a(A+B) =aA+ aB ley distributiva para la multiplicacion por un escalar
IA=A

(a+B)A=aA+BA

Demostracion de iv.

Sean A = (a;;), B = (b;;) € Mp,(R). Por ende

(A+B)+C= :(aij)pq + (bij)pq] + [(Cij)pq]

= :(aij + bij)pq] + [(C”)pq]

= :(ai]- +byj),, + (Cij)pq]

= (aij + b;j + Cif)pq

= :(aij)pq + (by + Cij)pq]

= :(aij)pq] + [(b” + Cij)pq]

= :(aij)pq] + [(bij),,q + (Cij),,q]

=A+ (B +0).




Ejemplo 2.1.12

5 4 8 9
A partir de las matrices A = <0 1> yB = ( 6 —5>, obtener A + B.
8 2 11 4

Solucion.

Tenemos que

5 4 8 9
a3 o2 3)
8 2 11 4

5 4 8 9 5+8 449 13 13
A+B=(O 1>+(6 —5>= 0+6 14+ (-5 =<6 —4).
8 2 11 4 8+ 11 2+ 4 19 6

entonces

Usemos ahora Python:

import MatrixLib.Matrix as m

import MatrixLib.AuxiliarFunctions as af

A = m.Matrix([
[5, 41,
[e, 1],
[8, 2]

m.Matrix([
(8, 91,
6, -51,
[11, 4]

D
print(A+B)
[13.0, 13.0]
[6.0, -4.0]
[19.0, 6.0]

Ejemplo 2.1.13

-5 1 9 11
Sean las matrices A = <—9 7> yB = (3 12>. Verificar que se cumple la propiedad conmutativa.
11 2 2 —1

31



Solucion.

i.Secalculad+ B

-5 1 9 11
A+B:<—9 7)+<3 12>
11 2 2 -1

-54+9 1+11
:(—9+3 7+12)

1142 2+(-1)

4 12
={—-6 19).
13 1

ii. Ahorase calculaB + A

9 11 -5 1
B+A=<3 12>+(—9 7)
2 -1 11 2

9+ (=5 11+1
=<3+(—9) 12+7>

2+11 -1+2
4 12

= <—6 19).
13 1

4 12 4 12
iii. Como A+ B = <—6 19>y B+ A= (—6 19), entonces se verifica que:
13 1 13 1

A+B =B+ A.

Usemos ahora Python:

import MatrixLib.Matrix as m
import MatrixLib.AuxiliarFunctions as af
m.Matrix([
[-5, 1],
[-9, 71,
[11, 2]

m.Matrix([
[9, 11],
[3, 12],
[2, -1]

32
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print(A+B)

[4.0, 12.0]
[-6.0, 19.0]
[13.0, 1.0]

print(B+A)

[4.0, 12.0]
[-6.0, 19.0]
[13.0, 1.0]

Ejemplo 2.1.14

10 3 -9 1 11 2
Sean las matrices A = (15 4) ,B = (—3 9) yC = < 1 14>. Verificar que se cumple la
1 11 5 0 -6 3
propiedad asociativa.
Solucion.
i. Secalculad+ (B + ().
10 3 (/—9 1 11 2\
A+(B+C)=<15 4>+ (—3 9)+<1 14>
1 11 N5 0 -6 3/

10 3 [/ —9 + 11 14+ 2\
=<15 4>+(—3+1 9+14>
[\5+(-6) 0+3 /]

10 3 2 3
= <15 4 > + <—2 23)
1 11 -1 3

10 + 2 3+3
=<15+(—2) 4+23>

14+(-1) 11+3

12 6
= <13 27).
0 14

ii. Ahorasecalcula(A+B)+C

10 3 -9 1 11 2
(A+B)+C=[<15 4>+(—3 9>]+<1 14)
1 11 5 0 -6 3
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10+ (-9) 3+1

= <1s+(—3) 4+9)
145 1140

1 11 2

(12 13) <1 14)
6 6 3
1411 4+2

<1z+1 13+14)

6+(—6) 11+3

(3 4)

11 2
+< 1 14)
-6 3

12 6 12 6
iii. Como A+ (B+C)= (13 27) y A+B)+C= (13 27), se verifica que A+ (B+C) =
0 14 0 14

(A+B) +C.

Usemos ahora Python:

import MatrixLib.Matrix as m
import MatrixLib.AuxiliarFunctions as af
m.Matrix([
[10, 3],
[15, 4],
[1, 11]

m.Matrix([
[-9, 11,
[-3, 91,
[5, @]

m.Matrix([
[11, 2],
[1, 14],
['61 3]
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print(A+E)

[12.0, 6.0]
[13.0, 27.0]
[0.0, 14.0]

D = A+B
print(D)
[1.0, 4.0]
[12.0, 13.0]
[6.0, 11.0]

print(D+C)

[12.0, 6.0]
[13.08, 27.0]
[0.0, 14.0]

Por tanto se verificaque A+ (B+C)=(A+ B) + C.

Ejemplo 2.1.15

9 -1
Seala matrizA = (—11 7 > Verificar que A+ (—A) =0
6 3

Solucion.

Primero se escribe la matriz opuesta

-9 —(=1) -9 1
A= (-(—11) —7 ) = (11 —7)
-6 -3 -6 -3

Ahora se procede a realizar la operacién suma.

9 -1\ /-9 1
<—11 7)+<11 —7)
6 3 -6 -3

9+(=9) —1+1

=[-114+11 7+ (=7
6+(—6) 3+(-3)

0 0
0 0]= 032.
0 0

A+ (=4)
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Usemos ahora Python:

import MatrixLib.Matrix as m

import MatrixLib.AuxiliarFunctions as af
A = m.Matrix([

[91 '1]:
['11) 7];
[6, 31 1)

Una vez ingresada la matriz A se procede a obtener su opuesta que se la designa como la matriz A_1

A 1 = af.opose_matrix(A)
print(A_1)

[-9.0, 1.0]

[11.8, -7.0]

[-6.0, -3.0]

Luego se procede a sumar.

A 1 = af.opose_matrix(A)
print(A+A_1)
[0.0, 0.0]

[0.0, 0.0]
[0.0, 0.0]

Por tanto se verifica que A + (—A) = 0.

Ejemplo 2.1.16
.. _ (3 =25 _
SealamatrizA = (_4 7 9), y k = -2, obtener kA.
Solucion.
_ (3 -2 5\ _(-23) -2(-2) —2(5))_ -6 4 -10
ed = 2(—4 7 9)_(—2(—4) -2(7) -=2(9) _(8 -14 —18)'

Usemos ahora Python: Ingresamos la matriz A

import MatrixLib.Matrix as m
import MatrixLib.AuxiliarFunctions as af
A = m.Matrix([

[31 _21 5]1
['4: 7) 9]
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Para realizar la multiplicacidon por un escalar se utiliza la funcidn A.scalarmul( ), y dentro del paréntesis

colocamos el escalar correspondiente.

print(A.scalarmul(-2))
[-6.0, 4.0, -10.0]

[8.0, -14.0, -18.0]

Ejemplo 2.1.17

-2 7 12 4
Sean las matrices A={ 9 9 |]yB=|( 8 —2 | Obtener24—4B.
15 -1 0 6

Solucioén.

-2 7 12 4
2A—4B=2(9 9)—4(8 —2>

15 -1 0 6
2(=2)  2(7) 4(12)  4(4)
=[ 209 20 |-| 4 4(-2)
2(15) 2(-1) 40)  4(6)

-4 14 48 16
<18 18) - <32 —8>
30 -2 0 24

—4—-48 14-16
= <18— 32 18— (—8))

30-0 —2-24

-52 =2
= <—14 26 )
30 —26
Usemos ahora Python. Se ingresa las matrices Ay B.

import MatrixLib.Matrix as m

import MatrixLib.AuxiliarFunctions as af




m.Matrix([
['21 7])
[9, 91,
[15, -1]

m.Matrix([
[12, 4],
[8, '2])
[0, 6]

.scalarmul(2)
.scalarmul(-4)

2)
print('-"'*20)
print(B_4)
print('-"'*20)
print('2A-4B = '
print(A_2+B_4)

[-4.0, 14.0]
[18.0, 18.0]
[30.0, -2.0]

[-48.0, -16.0]
[-32.0, 8.0]
[0.0, -24.0]

[-52.0, -2.0]
[-14.0, 26.0]
[30.0, -26.0]
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TALLER 1

05 2 8 11 -3 -8
1.Sean las matricesA=|-5 1 2|; B=| 9 7 2 |. Obtener ala manoy con Python
7 —6 4 12 6 5

a) A+B

b) B+A

3 1 7 3
/5 0 —z\ 0 _5 s /z ~2 —3\
1 5 11 2 4 9
A=|—5 > 7|,B= 55 7 2 ,C=|5 > 4 |
\—3 -6 2/ -2 0 -1 \0 —21 —1/
4 3

a) Verificar que se cumple la ley conmutativa del Teorema 2.1.1
b) Verificar que se cumple la ley asociativa del Teorema 2.1.1

Multiplicacion de matrices

39

Sean A = (a;;) € Mpy(R)y B = (b;;) € My, (R). Se define el producto de las matrices Ay B como una

matriz C = (c;;) de dimensidén p X r cuyos elementos son de la forma

q

Cik = ai1b1k+ai2b2k +---+aiqbqk =Zaijb]-k, i = 1, D, k= 1, e, T
=

Ejemplo 2.1.18

-2
Seanlasmatrices A=(5 2 —4);1x3yB= < 6 ) . Determinar el producto AB.
3x1

Ly
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Solucién.
AB = (5(=2) 4+ 2(6) + (—4)(1))1x1
= (-10+12 — 4)
=(=2)

Ahora trabajemos con Python:

import MatrixLib.Matrix as m
import MatrixLib.AuxiliarFunctions as af

A = m.Matrix([
[51 2) '46]

m.Matrix([
[-2],
[é6l,
[1]
1

AxB = A.matmul step by step(B)
print(AxB)

[ (5* -2) + (2 *6) + (-46 * 1) ]
[-44.0]

Ejemplo 2.1.19

2 8 13 -7 10
Sean las matricesP =4 -5 2 yQ=10 6 . Determinar el producto PQ.
6 —9 1 3X3 5 9 3X2

Solucion.

2(=7) +8(0) +13(5)  2(10) + 8(6) + 13(9)
PQ = |4(=7) + (=5)(0) + 2(5) 4(10) + (=5)(6) + 2(9)
6(=7) + (=9)(0) + 1(5) 6(10) + (=9)(6) + 1(9)

3x2

—-28—-0+10 40-30+18

(—14+0+65 20+4-8+117)
—42—-0+5 60—54+9 /3x;
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51 185
=|-18 28
—37 15 /3x%2
Ahora trabajemos con Python:

import MatrixLib.Matrix as m
import MatrixLib.AuxiliarFunctions as af

A = m.Matrix([
[2, 8, 13],
[4, -5, 2],
[6, -9, 1]

m.Matrix([

[-7, 10],

[e, 6],

[5, 9]
1
AxB = A.matmul_step_ by step(B)
print(AxB)
[ (2% -7) + (8 *0@) + (13 *5) | (2 *10) + (8 *6) + (13 * 9) ]
[ (4% -7) + (-5*0) + (2*5)| (4*10)+ (-5*6)+ (2*9)]
[ (6 * -7) + (-9 *0) + (1 *5) | (6 *10) + (-9 *6) + (1 *9) ]
[51.0, 185.0]
[-18.0, 28.0]
[-37.0, 15.0]

Observacion 4. Para que el producto entre dos matrices se pueda realizar, el nimero de columnas de la
primera matriz debe ser igual al nimero de filas de la segunda matriz, y el producto serd una matriz de
dimension igual al nimero de filas de la primera matriz por el nimero de columnas de la segunda matriz.
Teorema 2.1.2 Ley asociativa de la multiplicacion de matrices

VA € My (R), VB € My, (R), VC € Mpq(R):  A(BC) = (AB)C.

Observacion 5. La matriz producto ABC es de dimensién m X q.
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Demostracién Teorema 2.1.2
Para demostrar que VA € M,,,,(R), VB € M,,,,(R), VC € M,,(R): A(BC) = (AB)C, se debe
demostrar que

e Eltamafio de la matriz resultante del producto A(BC) es igual al tamafio de la matriz

resultante del producto (AB)C

e Lacomponente ij de (AB)C es igual a la componente ij de A(BC).
Desarrollo
Como la matriz A es de dimension m X ny B de dimensiénn X p, AB es de m X p. Entonces (AB)C =
(m X p) X (p X q) es una matrizde m X q. De manera similar, BC esden X gy A(BC) esdem X q de
manera que (AB)C y A(BC) son ambas del mismo tamafio.
Ahora se debe demostrar que la componente ij de (AB)C es igual a la componente ij de A(BC).
Llamamos D = ABy E = BC.
Entonces se debe demostrar que (DC);; = (AE);;.

Se tiene por definicidn de producto matricial que

p
(DC);j = Z dikCrj
=1

Como
n
diy = Z A by
=1
Se tiene que
14 14 n P n
(DC)ij = Z dirCrj = Z <Z ailblk) Ckj = Z Ay bycrj
k=1 k=1 \i=1 k=11=1

Ahora se procede de la misma forma para (AE);;.



n
(AE);; = Z Ak erj
=1
Como
n
exj = Z bycy;
=1
Se tiene que
n n p n b
(AE);; = Z Aixerj = Z Ak Z byicij | = Z Z Ak bicij
k=1 k=1 =1 =11=1

Por propiedad de sumatoria se sigue

P n n b n b
(DC);j = 2 2 agbycr; = Z Z aj bikcrj = Z Z Ak bricyj
=111 =1 k=1 =111

Por tanto queda demostrado que (AE);; = (DC);;.
Teorema 2.1.3
a. Leyes distributivas de la multiplicacién de matrices

i. VA E My (R), VB € My, (R), VC € My, (R):  A(B + C) = AB + AC.

i. VA€ Mp,(R), VB € My (R), VC € M, (R): (A + B)C = AC + BC.

b. VA€ Mpy(R), VB € My, (R)yk €R: (kA)B = k(AB) = A(kB) = kAB.

c. VAeM,,(R): Al =Adondel € M,,(R).

43



44

TALLER 2
1 0 O 1 0 O 7 0 1 9 1
1. Dadas las matricesM ={ 4 5 0 |,N={(4 5 0 |,P= (_3 0 _7),(2 ={11 -5y
-6 7 -8 -6 7 -8 -1 -2

k= > Indique si es posible realizar los siguientes productos y en caso de ser posibles determinar los

mismos a mano y usando Python.
a) kM
b) kN
c) kP
d) MN
e) MQ
f) M(kQ)
g QN
h) PQy QP, indicar si su producto es el mismo.
i) M(P+N)
i) N(kP+ MN)

-3 10 O 1 -1 0 -9 2 0
2. Dadas las matricesA = 7 5 0),B=(2 15 -1)],C=11 4 -1

1 7 8 9 7 11 -2 1 3

y k = 3. Verificar que se cumplen los Teoremas 2.1.2 y 2.1.3.
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Matriz transpuesta

Dada A € M, (R), se llama matriz transpuesta de 4, denotada At € Mg, (R), a la matriz que se obtiene

cambiando filas por columnas de A. Se puede escribir At = (a]-i).

11 A1 " Qg a1 Ap1  Qpy

, Az1 Gzz Qg ip Qyp *° App
SiA=| . o ,entonces At = . 2t

ap1 Qp2 ** Apgq A1q Qzq ** Adgp

Simplemente se sitda el reglén i de A como la columna i de A® y la columna j de A como el reglén j de At.

Ejemplo 2.1.20

2 =5
Sea lamatrizA = (_25 g ?), su transpuesta es At = <3 0 )
6 7

Ahora trabajemos con Python:

import MatrixLib.Matrix as m
import MatrixLib.AuxiliarFunctions as af

A = m.Matrix([
[2, 3, 6],
[-5, @, 7]

D

A t = af.transpose_matrix(A)
print(A_t)
[2.0, -5.0]
[3.0, 0.0]
[6.0, 7.0]

Teorema 2.1.4
i. VAEM,,,(R):(AHN=A
i. VABEM,,(R):(A+B)=A"+B!
ii. VAER, VAE M,,,(R): (14)t = 14¢

iv. VA€ My (R),VB € My, (R): (AB)t = BLAL,
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Demostracién iv. Teorema 2.1.4
AB es una matriz de dimensién m X p, de manera que (4B)%es de orden p X m.
Bt es de orden p X ny At es de orden n X m, de manera que B*A! es de orden p X m. De esta forma
(AB)! y Bt At tienen el mismo tamafio.
Ahora, el elemento ij de AB esY.}_; @i by, y éste es el elemento ji de (AB)'. Sean C = B'y D = A"
Entonces el elemento ij, ¢;;, de C es bj; y el elemento ij, d;;, de D es aj;. Asi, el elemento ji de CD =
elemento ji de B'A" = ¥3_; Cjx di; = Xi=1 bij Qi = Xi=1 Qix bj = elemento ji de (AB)*. Asi queda
demostrado la parte iv.
Matriz simétrica
Se llama matriz simétrica a una matriz cuadrada que es igual a su transpuesta.

A=At(:)aij=aji Vi,j=1,2,...,p

Ejemplo 2.1.21
. _ (4 5 o t_ (4 5\ _
1. Lamatriz4 = (5 7), es simétrica, yaque A" = (5 7) =A
-4 8 9 -4 8 9
2. LamatrizB=| 8 7 —1] essimétricayaque Bt=(8 7 —-1|=B
9 -1 0 9 -1 0

Ahora trabajemos con Python:

import MatrixLib.Matrix as m import MatrixLib.Matrix as m
import MatrixLib.AuxiliarFunctions as af import MatrixLib.AuxiliarFunctions as af

A = m.Matrix([ m.Matrix([
[4) 5]) ['4) 8) 9])
[5, 7] [8, 7, -1],
D [9, -1, @]
D
print(af.is_simetric(A)) print(af.is_simetric(B))
True True
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TALLER 3

5 —10 -1 8
1. Sean las matrices A = (—20 0 ) ;B = <13 —3) y el escalar A = —5, verificar que se cumplen
1 —4 7 —4

los items i, ii, iii, iv del Teorema 2.1.4

2. A partir de las siguientes matrices, escriba su matriz transpuesta correspondiente

-1 2
a) A=(\/§ 3)
5 4

7 5 -1
b)B=(0 2 3)
-2 4 1

3. Indique cual de las siguientes matrices reales son simétricas. Verifique su respuesta usando Python.

) c:(‘l 2)

2 5
-1 2 5
b) D=4 0 4
5 2 -7
6 -2 3
o0 E=[-2 1 4
3 4 -3
010
d F=[(1 1 2
02 0
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Matriz Inversa

Condiciones para existencia

Una matriz cuadrada A es invertible si existe una matriz, que denominaremos A 1 talque A- A1 = A~1-
A =1, donde I es la matriz identidad.

Ejemplo 2.1.22

Las matrices A = (i g) y B = (_31 _25) son inversas la una de la otra. En efecto se tiene que:

=i 9 )

_ (2(3) +5(-1) 2(-5)+ 5(2))
“1B3)+3(-1) 1(-5)+3(2)

6o 2

Obtencion de la Inversa de una Matriz.
A continuacidn, se presenta un ejemplo en el caso mas simple: M, (R).

Ejemplo 2.1.23

3

SeaA=(_1

g) En caso de existir, encuentre A~1.

Solucion.

a

Se busca una matriz B tal que AB = I,. Se escribe B = (c b). Se realiza el producto

d

=2 ¢ D=5 5550

Supongamos que AB = I. Se tiene entonces que

AB=1, & (iiigi ilz);iszfz) - (é (1))



de donde, por la igualdad de matrices se tiene

3a+5c=1
—a+2c=0
3b+5d=0
—-b+2d=1

La solucion del sistema de ecuaciones es

QL O Q
U

~~

[N

—_

Entonces, la matriz A es invertible, y su inversa es:

2 _5
-1 _ 11
A= (_ i).
11 11
Una matriz cuadrada A de dimensién 2 X 2 es invertible si y solo si ad — bc + 0.

Ahora trabajemos con Python:

import MatrixLib.Matrix as m
import MatrixLib.AuxiliarFunctions as af
A = m.Matrix([
[3, 51,
[_1) 2]
1)

Inv_A = af.invert_matrix(A)
print(Inv_A)

[0.182, -0.455]

[0.091, 0.273]
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TALLER 4
1. En caso de existir, determinar a mano y utilizando Python la matriz inversa de las siguientes matrices y

verificar que su producto es igual a la matriz identidad.

)a=G Y
b) 13:(_53 _12)
_2 _1
=T 2
15 5

1 16 4
29 29 29
16

82 35

f rF=| = 2 _=
29 29 29

4 35 16

29 29 29

3 7
32 68 9 -7\
A\ 1 o) (—2 —6)'
34 68
2z 1 _5
-5 3 1 13 26 78
1 7
b) (1 2 4), 3 52 52
-3 -6 0
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Sistema de ecuaciones lineales

Un sistema de p ecuaciones lineales con g incognitas x4, x5, ..., X4 al que podemos llamar simplemente
sistema lineal, es un conjunto de p ecuaciones lineales, cada una con q incégnitas. Un sistema lineal puede
denotarse mediante

ai1Xx1 + A12Xy + aq3X3 + -+ aquq = b1
az1X1 + Ay2Xyp + ay3X3 + -+ aquq = bz

kaplxl + ayox; + ap39:c3 + -+ apgxg = by,
en donde:
* Llosa;;son numeros reales y se denominan coeficientes;
e Los x; se denominan incdgnitas o también conocidos como valores numéricos a determinar;
e Los b; son denominados términos independientes;
e Llassoluciones que se buscan en un sistema de ecuaciones es en el conjunto de los nimeros reales
R.
Los sistemas de ecuaciones se clasifican dependiendo del nimero de soluciones reales que estos tengan;
asi, pueden ser:
e Sistemas incompatibles (S.I): no tienen solucién.
e Sistemas compatibles determinados (S.C.D): tienen una sola solucién.
e Sistemas compatibles indeterminados (S.C.1): tienen infinitas soluciones.
Notacion matricial de un sistema de ecuaciones
La notacién matricial usual de un sistema de ecuaciones lineales es
AX =b, X€eR1
donde:

A= (Al-j) € M,,«n(R) sellama matriz de coeficientes del sistema



b = (b;) € Mpx1(R) se llama matriz del término independiente.

X = (x;) € Myx1(R) sellama matriz de incégnitas.

Ejemplo 2.2.1

. x + = -
Sea el sistema { y expresar en forma matricial AX = b

1
6x + 7y = 34"’
Solucion.

Se escriben las matrices 4, X, b

de donde se tiene

Ax = (é _17) (;)

es decir

AX=( £ty )

6x —7y

Por lo tanto:

_ x+y\_ (10
AX_b‘:’<6x—7y)_(34)

Por igualdad de matrices, se tiene

x+y=10
6x — 7y = 34.

AX=bh & {
Sistemas de ecuaciones lineales con dos incégnitas.

Un sistema de ecuaciones lineales con dos incégnitas es de la forma:

{ax+by=c
ix — by = ¢

Resolver el sistema (5), implica encontrar si es que existen los pares ordenados (x, y) que satisfagan

todas las ecuaciones del sistema simultdneamente.

()
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Un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas se puede representar geométricamente como se
muestra en la Figura 15.
La ecuacién ax + by = c representa una recta R; y la ecuacién @x + by = ¢ representa la recta R,. Las
soluciones del sistema (§) son los pares ordenados de coordenadas de los puntos comunes a las dos rectas
Ri y R,.

Figura 15. Representacion geométrica de los tipos de sistemas de ecuaciones

Solucidon dnica Sin solucién Nuamero infinito de soluciones

0 ! 0 N\ ! 0 N\ !
ax+a,y=h

ax+ta,y=b a.x+a,y=h
dy % + a,,y= b! &y X + @,y = b_, a,x + a,y= b2
@) Rectas no paralelas; b) Rectas paralelas; sin ¢) Rectas que coinciden; numero infinito
un punto de interseccién puntos de interseccion de puntos de interseccion

Fuente: (Grossman & Flores, 2012)

Método de Gauss — Jordan
Este método utiliza operaciones con matrices para resolver sistemas de ecuaciones con n incégnitas.
A partir del sistema de ecuaciones dado se escribe la matrizaumentada ( A|b). El método de Gauss-Jordan
para resolver AX = b consiste en hallar una matriz escalonada reducida equivalente a (4|b).
Esto se puede realizar tomando en cuenta las operaciones elementales entre filas para obtener sistemas
equivalentes, los mismos que son:

e Intercambiar filas.

e  Multiplicar una fila por un nimero distinto de cero.

e Sumar a una fila el multiplo de otra.

El orden de las operaciones elementales que se realicen serd el siguiente
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Op,
Ops
Op,
Op1
Ejemplo 2.2.2
5x-2y+z=6
Resolver el sistema {—696 + 2y — 2z = -8 usando el método de Gauss — Jordan.
x—y—3z=0
Solucién.
Se escribe la matriz aumentada del sistema:
F,<F,+6'F;
Fy<(5)'F,
F3<F3+F. F3<F3+3'F.
5 =2 116 F33<—(—35)-F1'3 5 -2 1]6 3F3<_;_F32 5 -2 1]6
-6 2 -2[-8]——|0 -2 —H4|-4|——|0 -2 —-4|-4
1 -1 =310 0 3 16l6 0 0 2010
F2<—F2+F3
F,<5F,
Fy<F,+F
Fli(—zlo)-;l —-100 40 01]-120 FyF, +4F, —100 0 01]-200
_— 0 -10 O0f|—-20 |——— 0 —-10 0| —-20
0 0 201 0 0 0 201 0

Fy—(~1/100)-F,
Fre(-1/10)F, .1 g
F3<(1/20)-F.
3<(1/20)-F3 (0 1 0

0 0 1

2
2
0

de donde se encuentra que el sistema tiene una Unica solucién.

x = 2
y = 2
Z 0

Por tanto, el conjunto solucion del sistema de ecuaciones es:

(i)



Ahora trabajemos con Python:

import MatrixLib.Matrix as m
import MatrixLib.AuxiliarFunctions as af
import EquationSystems.Equation_System as eq

M = m.Matrix([
[e],
[-8],
[e]
1

m.Matrix([
[5, -2, 1],
[-6, 2, -2],
[1, -1, 3]
D)

print(eq.EquationSystem(N, M).solution("gauss_jordan"))
[5.0, -2.0, 1.0, 6.0]

[-6.0, 2.0, -2.0, -8.0]

[1.0, -1.0, 3.0, 0.0]

[5.0, 0.0, 0.0, 10.0]
[0.0, -0.4, 0.0, -0.8]
[0.0, 0.0, 4.0, 0.0]

[1.0, 0.0, 0.0, 2.0]
[-0.0, 1.0, -0.0, 2.0]
[0.0, 0.0, 1.0, 0.0]
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Ejemplo 2.2.4
Un cliente de un supermercado ha pagado un total de 63,75 ddlares por 15 litro de leche, 7 kg de queso y
12 litro de aceite. Calcular el precio de cada articulo, sabiendo que 1 litro de leche cuesta el doble que 1
kg de queso y que 1 litro de aceite cuesta igual que 4 kg de queso.
Solucion.
Resolucién por el método de Gauss-Jordan. Se define las variables para cada articulo.

L: costo de 1litro de leche.

Q: costo de 1kg de queso.

A: costo de 1 litro de aceite.
Se plantean las ecuaciones a partir del problema

1L =20

{15L +70Q + 124 = 63,75
14 = 4Q

Se ordena el sistema de ecuaciones de acuerdo a las variables utilizadas.

1L —20Q = 0

{15L +7Q + 124 = 63,75
—4Q0+14 = 0

Se escribe la matriz aumentada del sistema de ecuaciones y se procede a realizar las operaciones

elementales entre filas.

15 7 12]63,75 FLoF, 1 -2 0 0
1 -2 0 0 — |15 7 12(63,75
0 —4 1 0 0 -4 1 0
F,«<F, +15F; _ F3<F3+4F, _
Foe(o1)F, 1 2 0 0 Fye(=37)F, 1 2 0 0
——|0 -37 -12|-63,75|———|0 -37 -12|-63,75
0o —4 1 0 0 0 —851 —255
F3<(—1/85)F5 1 -2 0 0 FyeFy+12-F3 1 -2 0 0
—F> |0 -37 -12|-63,75)|—— (0 -37 0]-27,75
0 0 1 3 0 0 1 3
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FieF+(—2)F Fy<(1/37)F
1F1<1_37_F1 2 737 0 0] 55,5 sz_(_1/37).F12 1 0 0]1,5
> 0 -37 0(-27,75]———10 1 0/0,75
0 0 1 3 0 0 11 3
De donde
L=1,5,
Q =0,75,
A=3

Se concluye que 1 litro de leche cuesta 1,5 ddlares, 1 kg de queso cuesta 0,75 ddélares y 1 litro de aceite
cuesta 3 ddlares.

Ahora trabajemos en Python:

import MatrixLib.Matrix as m
import MatrixLib.AuxiliarFunctions as af
import EquationSystems.Equation_System as eq

m.Matrix([
[63.75],
[e],
[e]

D)

m.Matrix([
[15, 7, 12],
[1) _2J @])
[@, '4) 1]

D)

print(eq.EquationSystem(C, F).solution("gauss jordan"))

[15.0, 7.0, 12.0, 63.75]
[1.0, -2.0, 0.0, 0.0]
[0.0, -4.0, 1.0, 0.0]

[15.0, 0.0, 0.0, 22.5]
[0.0, -2.467, 0.0, -1.85]
[0.0, 0.0, 2.297, 6.892]
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[1.0, 0.0, 0.0, 1.5]
[-0.0, 1.0, -0.0, 0.75]
[0.0, 0.0, 1.0, 3.0]

Ejemplo 2.2.5
Una ferreteria posee 3 tipos de tornillos A, B, C. El precio medio de los 3 tornillos es de 1,5 ddlares. Un
cliente compra 25 unidades de A, 17 de By 9 de C, debiendo cancelar 73,30 ddlares. Otro cliente compra
10 unidades de By 7 de Cy paga 33,40 ddlares. Averigua el precio de una unidad A, otra de B y otra de C.
Solucidn.
Resolucién por el método de Gauss-Jordan. Definir las variables para cada articulo.

x: costo de una unidad de A.

y: costo de una unidad de B.

z: costo de una unidad de C.

1. Plantear las ecuaciones a partir del problema.
xX+y+z
+ =15

25x + 17y + 9z = 73,30
10y + 7z = 33,40

2. Se convierte la ecuacion fraccionaria en entera en el sistema de ecuaciones de acuerdo a las variables
utilizadas.
x+ y+ z=45
25x + 17y +9z = 73,30
10y + 7z = 33,40

3. Se escribe la matriz aumentada del sistema de ecuaciones y se procede a realizar las operaciones

elementales entre filas.
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1 1 1 4 5 F2<—F2+25'F1 1 1 1 4 5 F3(—F3+5'F2 1 1 1 4 5
! F—(-1)F, ! F3<(—4)'F3 !
(25 17 9 7&3)-—————————><0 8 16 3&2)-————————>(0 8 16 3%2)
0 10 71334 0 10 71334 0 0 521624
Fy<F,+16'F3
F—(=1)F,
F, «F;+F.
— |0 8 16/392]|—— | 0 -8 0]—20
0 0 1112 0 0 1112
Fi«F;+F, F1<(1/8)F,
RO AN <g S 8—6'240) LA (1 X gg:?)
0 0 1112 0 0 1112
De donde
x=10,8,
y =125,
z=1,2

Se concluye que una unidad del tornillo tipo A cuesta $ 0,80, una unidad del tornillo tipo B cuesta $ 2,50 y
gue una unidad del tornillo tipo C cuesta $ 1,20.

Ahora trabajemos con Python:

import MatrixLib.Matrix as m
import MatrixLib.AuxiliarFunctions as af
import EquationSystems.Equation_System as eq
C = m.Matrix([

[4.5],

[73.30],

[33.490]
D)
F = m.Matrix([

[1, 1, 1],

[25, 17, 9],

[0, 16, 7]

D)

print(eq.EquationSystem(F, C).solution("gauss jordan"))

[1.0, 1.0, 1.0, 4.5]
[25.0, 17.0, 9.0, 73.3]
[0.0, 10.0, 7.0, 33.4]
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[1.0, 0.0, 0.0, 0.8]
[0.0, -8.0, 0.0, -20.0]
[0.0, 0.0, -13.0, -15.6]

[1.0, 0.0, 0.0, 0.8]

[-0.0, 1.0, -0.0, 2.5]
[-0.0, -0.0, 1.0, 1.2]

Ejemplo 2.2.6

Una sala de video estd especializado en peliculas de tres tipos: infantiles, comedia y terror. Se sabe que: el
20% de las peliculas infantiles mas el 30% de las de comedia representan el 20% del total de las peliculas.
El 60% de las comedias mas el 50% de las de terror mas del 26% de las infantiles representan la mitad del
total de peliculas. El nUmero de peliculas de terror es 60 menos que las de comedia. Calcula el nimero de
peliculas de cada tipo.

Solucion.

Resolucién por el método de Gauss-Jordan.

Definir las variables para cada articulo.

| = nimero de peliculas infantiles.

C = nimero de peliculas de comedia.

T = nimero de peliculas terror

Plantear las ecuaciones a partir del problema

( 201+ 3Oc— 20 [+C+T
<100 100 _100( )

60C+50T+26I_I+C+T
\100 100 100 2
T=C—60
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Ordenar y obtener solo ecuaciones enteras en el sistema de ecuaciones de acuerdo a las variables

utilizadas.
201 +30C=20+C+T) 10C —-20T =0
60C + 50T + 261 =50(/+C+T) — —241 +10C =0
T—-C=-60 — C+ T=-60

Escribir la matriz aumentada del sistema de ecuaciones y proceder a realizar las operaciones elementales

entre filas.
0 10 =201 0 \,.,p/—24 10 0 | 0 \"+2/,24 10 0] 0
190 3<—10F3
—241000—>010—200—>010—200
0 -1 1 1-60 0 -1 1 1-60 0 —10l-600
Fye(-1/10yF, (—24 100 Fyeryi20m, (—24 10 0] 0
—— | 0 10 —20/0 |——| © 10 0[1200
o 0 1 60 0 1l 60
Fy«F +F, F1<(1/24)F,
e g (2% 001200\ 2T 0TRE /10 0] 50
———| 0 10 0[1200)———=(0 1 0[120
0 0 1l 60 0 0 1l60
de donde
=50,
C=120
T = 60.

Se concluye que en la tienda existen 50 peliculas infantiles, 120 peliculas de comedia y 60 peliculas de

terror.

Ahora trabajemos con Python:

import MatrixLib.Matrix as m
import MatrixLib.AuxiliarFunctions as af
import EquationSystems.Equation_System as eq
C = m.Matrix([

[el,

[el,

[-60]

D




= m.Matrix([
[-24, 10, 10],
[0, 10, -20],
[0, -1, 1]
D

print(eq.EquationSystem(F, C).solution("gauss jordan"))
[-24.0, 10.0, 10.0, 0.0]
[0.0, 10.0, -20.0, 0.0]
[0.0, -1.0, 1.0, -60.0]

[-24.0, 0.0, 0.0, -1800.0]
[0.0, 10.0, 0.0, 1200.0]
[0.0, 0.0, -1.0, -60.0]

[1.0, -0.0, -0.0, 75.0]
[0.0, 1.0, 0.0, 120.0]
[-0.0, -0.0, 1.0, 60.0]
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TALLER 5
1. Hallar las soluciones de los siguientes sistemas de ecuaciones utilizando el método de Gauss-Jordan.

Verifique sus respuestas utilizando Python.

x + y = 3
a) {x -y =9
45x + 25y = 5
I N
-x -y = 2
2 1
o {gx + Zy = 4
x - 2y = 10
x + 4y 5
d i—x + 3y — z = 4
2x — 6y + 2z = 3
5« — 2y + z = 6
e) {—6x + 2y — 2z = -8
X -y — 3z = 0

Método de Gauss-Jordan para calcular la matriz inversa
Sea A una matriz cuadrada, se calcula su matriz inversa a partir de la matriz aumentada (4|I), en donde
se realizan operaciones elementales entre filas con el objetivo de transformar las matriz A en la matriz
identidad I, y a la vez se logra que la matriz | se convierta en A~ 1.

(Al = (1A

Ejemplo 2.2.7

Sea la matriz A = (g g) Determine en caso de existir su inversa utilizando el método de Gauss-Jordan.

Solucion.

Escribir la matriz aumentada (A4|I).
(3 8|1 O)
5 9l0 1

Se procede a realizar las operaciones elementales entre filas.
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FyF+5F;

(3 8|1 0) F—(=3)'F, (3 8|1 0) F-(1/13)F, (3 g| 1 0
5 9lo 1 0o 13ls -3 0 1/°/13 313

~27/13 24/13) Fie(1/3)Fy <1 o|=%/13 8/13>

Fi<F1+(—8)'F, (3 0
5 -3 5 -3
/13 /13 0 1 /13 /13

0 1

Escribe la matriz inversa.

9 8

-1 13 13
A7=1 5 3
13 13

Ahora trabajemos con Python:

import MatrixLib.Matrix as m
import MatrixLib.AuxiliarFunctions as af
A = m.Matrix([
[3, 8],
[5, 9]
D

print(af.invert_matrix_gauss(A))
[-0.692, 0.615]
[0.385, -0.231]

Ejemplo 2.2.8
2 6 1

SealamatrizB=(3 7 5 |.Encaso de existir determinar B~1 utilizando el método de Gauss-Jordan.
5 4 2

Solucion.

Escribir la matiz aumentada

2 6 1
<375

1 0 0
010
5 4 2

0 0 1

Se procede a realizar las operaciones elementales entre filas.



FZ (—F2+3'F1

Fy—(-2)F,
2 6 111 0 0\ BB™H »H ¢ 111 0 0
F3<(-2)F;
3 7 5001 0]=—535(0 4 -7|13 -2 o0
5 4 200 0 1 0 22 1ls o -2

FyF3+11°F,

L(ﬁi Bt B 8>w(§if7 ;Y 8)
0 0 —79123 —22 4 0 0 11-23/79 22/79 -4/79
F<Fy+7F3
et =2 =6 0|=102/79 22/79  —4/79
;»(0 4 o| 76/79 —4/79 —28/79)
0 o0 1l-23/79 22/79 —4/79

FeFR+3F a4 o 0| 24/79 32/79 —=92/79
Fy«2F;
<0 4 0|76/79 —4/79 —28/79)
0 0 1l-23/79 22/79 —4/79
BReCYDFR 4 g 01 -6/79 —8/79 23/79
F,<(1/4)F,
—>(0 1 0[19/79 —-1/79 —7/79)
0 0 11-23/79 22/79 —4/79

Escribir la matriz inversa B~ 1

Trabajemos ahora con Python:

import MatrixLib.Matrix as m
import MatrixLib.AuxiliarFunctions
A = m.Matrix([

[2, 6, 1],

[3, 7, 5],

[5, 4, 2]

1)

print(af.invert _matrix_gauss(A))
[-0.076, -0.101, 0.291]

[0.241, -0.013, -0.089]

[-0.291, ©.278, -0.051]
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TALLER 6
1. Dadas las siguientes matrices, en caso de existir obtener las matrices inversas utilizando el método de

Gauss-Jordan. Verificar sus respuestas utilizando Python para obtener las matrices inversas.

a) A= (_43 i) ; ATl =2

05 (75 e

c) C= (_31 _09) C71=7
2 8 -1

d)D=<7 —4 6) . Dp1=2
0 9 =3

N B~ o
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Determinantes

a a
Definicion 2.1 Sea la matriz A = (ai a;z), el determinante de la matriz A es denotado por det (4)y
esta definido como:

i1 4z
det (A) = |A| = |a21 a22| = aq11037 — Q120721 € R.
Ejemplo 2.3.1
_(3 6

SeaB = (4 9), calcular det (B).

Solucioén.
Por definicidn se tiene

det (B) = by1bzz — b12bay
entonces

bll b12
b21 b22

= b11by; — bizbyy

[ 8]0 -a

Ahora trabajemos con Python:

import MatrixLib.Matrix as m
import MatrixLib.Matrix as mt
import MatrixLib.AuxiliarFunctions as af
import Determinant.Determinant as af
m.Matrix([
[3, 6],
[4, 9]
D

af.determinant_2x2(A))

print(af.determinant_2x2(A))
3
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Ejemplo 2.3.2
a;; 4z Qi3
Sea la matriz A = | @21 Q2 Q423 |, el determinante de la matriz A es denotada por det (4) vy estd
az; dzz 04z3
definida como:
a1 12 Qi3
det (A) =|A| = |21 Q22 Qz3
asz; dzz dss
det(A) = a11a22a33 + Ap1A32013 + A31A12023 — A13052031 — Ap3032011 T A33A12021.
e Siel determinante de la matriz es cero, dicha matriz no admite inversa y recibe el nombre de
matriz singular.

Para calcular el determinante de una matriz cuadrada de orden 3 se utiliza el método de Sarrus, para

ello se procede de la siguiente manera:

e se aumenta las dos primeras filas hacia abajo.

e se procede a realizar los productos en diagonal, tomando en cuenta que los productos que van
desde la esquina superior izquierda hacia abajo se suman (~a ) y los productos que van desde
la esquina superior derecha hacia abajo se restan (&—).

a11 Q12 A13
det(4) = |A| = |G21 Q22 ap3
az1 043z dszs

|Al = aq1a52a33 + a31a32013 + 31012023 — A13022031 — A3032011 — A33012071.

Observacion 7. Este método no funciona para determinantes de ordenn X nsin > 3.
Ejemplo 2.3.3

2
Calcular det(C) = |-5
1

N W =
o AW



Solucion.

=2(3)(6) + (=5)(2)(3) + =DH(M)(H) = (=D(B)B) = (24 - (=5)(1)(6)

N W=
o AW

=36—-30—-4+9—-16+30=25

Ahora trabajemos con Python:

import MatrixLib.Matrix as m
import MatrixLib.Matrix as mt
import MatrixLib.AuxiliarFunctions as af
import Determinant.Determinant as af
A = m.Matrix([
[2, 1, 3],
[-5, 3, 4],
[-1, 2, 6]
D)

Det_A = af.determinant_3x3(A)

Print(Det_A)
25

El determinante de una matriz cuadrada de orden 3 también se puede calcular de la siguiente manera:

az; dazs

az; dz3
det(A) = a11 |a32 a33 |

az1 a22|
azq1 Qass

as|
Blas; as;

|- e
Método Por menores

El método por menores se lo denomina también como expansién por cofactores.

Menor
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Sea A € Mp,q(R) y sea M;j € M(,_1y(q-1)(R) que se obtiene de A eliminando el renglén iy la columna j.

M;;j se llama el menor ij de A.

Ejemplo 2.3.4

4 -1 2
SeaA=|0 1 3 ).Encuentre M3y Ms,.
6 3 2



Solucion.

Eliminando el primer rengldn y la tercera columna de A se obtiene M3 = (g 3

0 3

se elimina el tercer renglon y la segunda columna se obtiene M3, = (

Cofactor

Sea A € M,,,,. El cofacor ij de A, denotado por Ay, esta dado por
Ay = (=DY|My).

El cofactor ij de A se obtiene tomando el determinante del menor ij y multiplicandolo por (—1)i+j.

Observe que

(_1)i+j={ 1 sii+jespar
-1 sii+jesimpar

En la figura 16 se muestra el proceso del Método por menores.

Figura 16. Método por menores

Ejemplo 2.3.5
4 2 9
Calculardet(A) =[-3 11 1
7 5 6
Solucion.
_ 4111 13513 1 -3 11
deccay =4[5 ([-2[7 o +9|7 |

= 4(66 —5) — 2(—18 = 7) + 9(=15 — 77)

= —534

70

1 . .
. De manera similar, si
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Ahora trabajemos con Python:

import MatrixLib.Matrix as m
import MatrixLib.Matrix as mt
import MatrixLib.AuxiliarFunctions as af
import Determinant.Determinant as af
A = m.Matrix([
[4, 2, 9],
[-3, 11, 1],
[7, 5, 6]
D

print(af.determinant 3x3(A))
-534

Observacion 8. El método por menores es muy utilizado para calcular determinantes de orden mayor o

igual a 4.



TALLER 7

1. Dadas las matrices siguientes, obtener el valor de su respectivo determinante.

a) Az(i :3)

b) B:(‘09 2)

) Cz(—74 _58)
—1/2 3/4

d) D=(7//2 9?4)
3 -1 5

e) E=<8 7 —9)
4 1 2
4 1 2

) F=(1 -7 8)
2 8 -5

g) G=< /2 —1/4 4/3
-1/3 -5/4 2

2

1/3  5/2 3/4>
1

=

T

|
& o o
SR NI, TS
= oWV o

0
1
7

5 —4 0 -2
. . [=3 =2 10 8
i) 1‘( 6 —4 -2 -1
1 7 1 -7



Teorema 2.3.1
Sean A, B € M,4(R). Entonces
det(AB) = det(A)det(B)
Es decir, el determinante del producto es el producto de los determinantes.

Ejemplo 2.3.6

1 2 -1 -2 5 0
Dadas las matricesA =3 -2 0 |,B=| 0 1 4 ). Verificar el Teorema 2.3.1.

5 1 4 2 -1 3
Solucioén.
1 2 -1 -2 5 0
det(A) =3 -2 0|=—-45ydet(B)=|0 1 4] =26.
5 1 4 2 -1 3
Se puede calcular
1 2 -1\/-2 5 0 -4 8 5
AB=(3 -2 0 (0 1 4 =(—6 13 —8)
5 1 4 2 -1 3 -2 22 16
y
-4 8 5
det(AB) = [-6 13 —8|=—1170 = (—45)(26) = det(A) det(B).
-2 22 16

Ahora trabajemos con Python:

import MatrixLib.Matrix as m
import MatrixLib.Matrix as mt
import MatrixLib.AuxiliarFunctions as af
import Determinant.Determinant as af
A = m.Matrix([
[1, 2, -1],
[3, -2, 0],
[5, 1, 4]

m.Matrix([
[-2, 5, @],
[0, 1, 4],
[2, -1, 3]

1)

73
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= af.determinant_3x3(A_B)

af.determinant_3x3(A)
af.determinant_3x3(B)

A*D_B

print(D_AxB)
print(C)

-1170
-1170

Observacion 9. El determinante de la suma no siempre es igual a la suma de los determinantes. Es decir,
para la mayoria de los pares de matrices, A, B, det(A + B) # det(A) + det(B) (Grossman & Flores,
2012).
Teorema 2.3.2
VA € M,,,(R): det(A') = det(A)

A continuacidn se presentan algunas propiedades de los determinantes.
Propiedades

i Si cualquier renglén o columna de A es un vector cero, entonces det(A) = 0

ii. Si el renglén i o columna j de A se multiplica por un escalar ¢, entonces det(A) se multiplica por

c. Es decir, si se denota por B esta nueva matriz, entonces

i1 Gz 7 Qan i1 Gz 0 Qin

az1 Qzz 7 Qon az1 Qzz 7 Gon
Bl =|., ; l=cl,) : ~ | =clA]
IB] ajy Ccdjp - Chip iy Az " Qp 4]

anq Anz - Qun An1 Qn2 - Qun
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El intercambio de cualesquiera dos renglones (o columnas) distintos de A tiene el efecto de
multiplicar det(A) por —1.
Si A tiene dos renglones o columnas iguales, entonces det(4) = 0.
Siun rengldn (columna) de A es un mdltiplo escalar de otro rengldn (columna), entonces det(4) =
0.
Si se suma un multiplo escalar de un renglén (columna) de A a otro renglén (columna) de 4,

entonces el determinante no cambia (Grossman & Flores, 2012).
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TALLER 8
-4 5 6
1.DadalamatrizB=| 1 3 -7 |,verificar que se cumple el Teorema 2.3.2.
8 2 0
3 0 4
2.DadalamatrizA=|6 0 5 ], verificar que se cumple la propiedad i.
1 0 2
5 6 -1
3.DadalamatrizD = 3 -2 4 |, verificar que se cumple la propiedad v.
-10 —-12 2

7 0o -1 3 -2 6
4. Dadas las matrices B=| -2 4 5 |lyC=[1 -3 4], verificar que se cumple el Teorema
3 -1 6 7 5 2

2.3.1.

7 0 -1
5.Sea ¢ = 2vylamatrizA = <—2 4 5 ), verificar que se cumple la propiedad ii.
3 -1 6
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Método de Cramer para resolver un Sistema de Ecuaciones.

Conocido como Regla de Cramer, sirve para resolver sistemas de ecuaciones lineales. Este método se usa
si y solo si el sistema cumple con las siguientes condiciones:

e El numero de ecuaciones es igual al nimero de incdgnitas.

e El determinante de la matriz de los coeficientes es distinto de cero.
Sea el sistema

ai1X1 + A12Xy + a13x3 + -+ alnxn = b1
Ap1X1 + A%y + Ap3X3 + -+ AypXy = by

Am1X1 + AmaXy + QpsXs + -+ App Xy = by
La solucién se obtiene mediante:

o, = det@y o det(dy) _ det (4n)
17 deta) 7727 det@) '’ M T det(A)

de donde
A1 Q12 0 Qqn
az1 Gz = Q2 , ..
det (4) =| . . . . | : determinante de los coeficientes
Am1 Am2 " Amn

Para calcular el det(A;) se reemplaza la columna de los coeficientes de x; por la columna de términos

independientes. Asi:

by a;; v Gin

b a e a
det(ay) =2 "2 7|

bn Amz  **° Qupn

Ahora, para calcular el det(A,) se reemplaza la columna de los coeficientes de x, por la columna de

términos independientes. Asi:
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Asi sucesivamente, para calcular el det(A4,,) se reemplaza la columna de los coeficientes de x,, por la

columna de términos independientes. Es decir:

a1 Az - by

a a ..« b
det(Ay) = | 2+ 2% 7 Pn|,

an1 Qn2 bn

Ejemplo 2.4.1
Resolver el siguiente sistema de ecuaciones utilizando la regla de Cramer.

{3x+4y= -10
5x —3y =22

Solucion.

Se escribe la matriz aumentada:
(3 4 |—10)
5 3122
Se procede a calcular det(A),det(A,),det(4,).
_ |13 4|_ _ _
det(4) = |5 _3| =3(=3) —4(5) = -9 — 20 = —29

4

~10
det(4,) = | 2y 3

| — —10(—3) — 4(22) = 30 — 88 = —58
det(A,) = |§ ‘;‘2)| = 3(22) — (=10)(5) = 66 + 50 = 116

Aplicar el Método Regla de Cramer:

_ det(4y) _ det(4y)
~ “det(4) Y= Tdet(A)
_ -58 116
—29 =29
=2 =4

Escribir la solucidn del sistema:
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Ahora trabajemos con Python:

import MatrixLib.Matrix as m
import MatrixLib.AuxiliarFunctions as af
import EquationSystems.Equation System as eq
C = m.Matrix([
[-10],
[22]
D
m.Matrix([
[3, 4],
[5) '3]
D

print(eq.EquationSystem(F, C).solution("cramer"))
[2.0]
[-4.0]

Ejemplo 2.4.2
En caso de ser posible, resolver el sistema de ecuaciones utilizando la regla de Cramer.

8x —3y+4z=50
—2x+6y+2z=-20

{ 4x+7y—z=5
Solucion.
Escribir la matriz aumentada.
4 7 -1
8 -3 4

2 6 2

5
)
-25

Calcular det(A),det(A,), det(A4,),det(As3).

4 7 -1
det(A)=|8 -3 4
-2 6 2

=4(=3)(2) +8(6)(=1) + (=2)(7)(4) — (=1)(=3)(=2) — 4(6)(4) — 2(7)(8)
=—24—48-56+6—96— 112

= —-330



80

5 7 -1
50 -3 4
—-20 6 2

det(A;) =

=5(=3)(2) +50(6)(=1) + (=20)(7)(4) — (=1)(=3)(=20) — 4(6)(5) — 2(7)(50)
= —30 - 300 — 560 + 60 — 120 — 700

= —1650

4 5 -1

8 50 4
-2 =20 2

det(A,) =

=4(50)(2) +8(=20)(-1) + (=2)(5)(H) — (=1 (0)(=2) — 4(=20)(4) - 2(5)(8)
=400 + 160 — 40 — 100 + 320 — 80

= 660

4 7 5

8 -3 50
-2 6 20

det(A3) =

= 4(=3)(=20) +8(6)(5) + (=2)(7)(50) = (5)(=3)(~=2) = 50(6)(4) — (=20)(7)(8)
= 240 + 240 — 700 — 30 — 1200 + 1120
= —330

Finalmente calcular los valores de las variables x, y, z.

det(A;) det(A,) det(A3)
* = det(A) Y= det(A) T
—1650 660 ~330
~ 2330 ~ 2330 ~ 2330
_5 =2 =1

Escribir la solucidn del sistema:
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Ahora trabajemos con Python:

import MatrixLib.Matrix as m
import MatrixLib.AuxiliarFunctions as af
import EquationSystems.Equation_System as eq

m.Matrix([
[51,
[5e],
[-20]
1
m.Matrix([
[4, 7, -1],
[8, -3, 4],
[-2, 6, 2]
1

print(eq.EquationSystem(F, C).solution("cramer™))
[5.0]

[-2.0]
[1.0]

Ejemplo 2.4.3

En caso de ser posible, resolver el sistema de ecuaciones utilizando la regla de Cramer.

3x1 +4x, + x3 + 2x4 = —20

5x; — x5 —x3 + 3x, = —16

X1+ x, —7x3 —4x, = —12
2xq — 3x, +4x3 = 40

Solucion.
Escribir la matriz aumentada del sistema

3 4 1 2 |-20
5 -1 -1 3 |-16
1 1 -7 —4]-12
2 -3 4 0140

Calcular el determinante del sistema det (A).



3 4 1 2

ww=f 1 3 3

2 -3 4 0

Para calcular el determinante de una matriz de orden 4x4, se utiliza el método por menores.

-1 -1 3 5 -1 3 5 -1 3 5 -1 -1
det(A) =31 -7 —4|—-4|1 -7 —-4|+1]1 1 —-4[-2[1 1 -7
-3 4 0 2 4 0 2 -3 0 2 -3 4
=3(=79) — 4(142) + 1(—67) — 2(—62)
=—748
Ahora se procede a calcular det (A;).
-20 4 1 2
_|-16 -1 -1 3
det(A)=|_12 1 -7 -1
40 -3 4 0
-1 -1 3 -16 -1 3 -16 -1 3 -16 -1 -1
=-201 -7 —4(—-4(-12 -7 —4(+1|-12 1 —-4|-2(-12 1 -7
-3 4 0 40 4 0 40 -3 0 40 -3 4
= —20(—79) — 4(600) + 1( 340 ) —2(508)
= —1496
Calcular el det (A4,).
3 =20 1 2
_|5 -16 -1 3
det(A) =1 _12 -7 -4
2 40 4 0
-16 -1 3 5 -1 3 5 =16 3 5 =16 -1
=3|-12 -7 —4(—-(-20)|]1 -7 —-4|+1|1 -12 —4(-2(1 -12 -7
40 4 0 2 4 0 2 40 0 2 40 4

= 3(600) — (—20)(142) + 1(1120) — 2(1384)

= 2992

82
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Calcular el det (A3)

3 4 =20 2

=t Ll 3

2 -3 40 0
-1 -16 3

5 —-16 3 5 -1 3 5 -1 -16
=31 -12 —4|—-4]|]1 -12 -4+ (-20)|1 1 —4(-2{1 1 12
-3 40 O 2 40 O 2 -3 0 2 -3 40
= 3(—340) — 4(1120) + (—20)(—67) — 2(164)
= —4488
Proceder a calcular det (4,).
3 4 1 =20
_!5 -1 -1 -16
det(A) =11 1 7 _12
2 =3 4 40
-1 -1 -16 5 -1 -16 5 -1 -16 5 -1 -1
=31 -7 -12|—-4f{1 -7 -—-12|+1]1 1 -—-12(—-(-20)fr 1 -7
-3 4 40 2 4 40 2 =3 40 2 -3 4
= 3(508) — 4(—1384) + 1(164) — (—20)(—62)
= 5984
Finalmente aplicar la Regla de Cramer.
_det (A) _det (43) _ det (43) _det (Ay)
1= et (A) *2 = et (A) *3 = et (A) ¥ = et (A)
 —1496 2992 _ —4488 5984
~ —748 - —748 748 - —748
=2 = —4 =6 =_-8

Escribir la solucidn del sistema

cs=1(—-*
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Ahora trabajemos con Python:

import MatrixLib.Matrix as m
import MatrixLib.AuxiliarFunctions as af
import EquationSystems.Equation System as eq

m.Matrix([
['2@].1
['16]1
[-12])
[40]
D
m.Matrix([
[3, 4, 1, 2],
[5, -1, -1, 3],
[1, 1, -7, -4],
[2, -3, 4, 9]
D
print(eq.EquationSystem(F, C).solution("cramer"))
[2.0]
[-4.0]
[6.0]
[-8.0]
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TALLER 9
1. En caso de ser posible, resolver los siguientes sistemas utilizando la Regla de Cramer. Verifique sus

resultados usando Python.

2x+4y=-6
3 15x—8y =39
b x+ 3y =-13
) 7x + 5y = —11
) -3x+2y=5
¢ 7x—3y =5
q 8x +3y =27
) 5x -9y =6

Sx +2y—-2z=2
e) {7x -2y +3z=30
x+3y—z=6

3x —2y+z=50
f) {7x+3y—2z=-25
-x+y+z=0

S5x +2y—3z=124
g8) 12x+3y+4z=-24
7x +9z = —102

3x+4y—-2z=72
h) { 4x+2y—8z=-34
—2x—7y+2z=-11

x—y—z=13
i) x+3y—-2z=1
—2x—4y+3z=-10

X1 +Xy+x3+x,=28
. 2xq + 3%, —x3+2x, =8
i) 5x; —4x, + 2x3 4+ 3x4 = 12
—X1 — 2X9 +5x3 —x, =9
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Capitulo lll: Espacios Vectoriales

Espacios y subespacios vectoriales

Espacio vectorial o lineal
Definicion 3.1 Un espacio vectorial sobre el cuerpo R es un conjunto V de objetos llamados vectores, en
el que se definen dos operaciones llamadas suma y multiplicacién por un escalar que satisfacen las

condiciones que se enumeran a continuacion.

Notacién: Siu, v estdnen V y si @ es un nimero real, entonces se escribe u + v paralasumadeuyv,y

au para el producto escalar de a y u.

Condiciones de un espacio vectorial

1. (V,+) esun grupo conmutativo

i. VuveV|iu+veV Axioma de clausura
i. VYuv,weV|lu+v)+w=u+w+w) Axioma de asociatividad
iii. JleeV,VueVl|e+tu=u+e=u(e=0,) Axioma del neutro aditivo
iv. VvueV,3lweV|ju+tw=w+u=e Axioma del inverso aditivo
V. VuveEV|u+v=v+u Axioma de conmutatividad
2. YaeRVYueV|aueV Axioma de clausura
3. Va,BERVueEV|(af)u=a(fu) Ley asociativa mixta
4. FleeRVueV]eu=u (e=1) Axioma neutro

5. Vo, BERVueEV|(a+ pu

au + fu Primera ley de distribucion

6. VeeRVuveV|a(u+v)=au+av Segunda ley de distribucion
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Observacion 10

1. Loselementos de V se llaman vectores, los elementos de R se llaman escalares.

2. La operaciéon (+) se llama suma vectorial, la operacion () se llama multiplicacién por un

escalar.

3. Elvector 0, se llama vector nulo o vector cero.
Teorema 3.1.1
Sea V un espacio vectorial. Entonces:

a) VvuuveViu+v=v+w-ou=w

b) VvueV:0.u=20

c) VaeR: aOy =0y

d VaeRVueV:au=0=>[a=0 v u=0].

e) YvueV: (—Du=—u.

Demostracion

La demostracidén que se presenta a continuacién ha sido tomada del manual de Algebra lineal (Nufez &

Sandoval, 2015).

aju+0, =u Axioma del neutro
u+ (v + (—v)) =u Axioma del inverso
u+v)+(—v)=u Axioma de asociatividad
v+w+(—v)=u Hipotesis
v+(—v)+w=u Axioma de asociatividad
0, +w=u Axioma del inverso
u=w Axioma del neutro

c) Oy + 0y =0y Axioma del neutro
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a=a Axioma reflexivo
a(0y + 0y) = a0y, Axioma reflexivo
aly + a0y = a0y (1) Axioma distributivo
—-aru=—a-u (2) Axioma reflexivo

a0y + (a0y + (—a0y)) = a0y + (—a0y)

a0y + 0y = 0y Axioma del inverso

aly = 0y Axioma del neutro
d) Por contradiccion

Se supone que:

—“(a=0V u=0y)

a#z0 A u#0y

Va €R / a#0,3-

a0y = 0y Hipdtesis
1 1
(&) =(2)00
lL.u=0y Axioma del inverso
u= OV

Lo que contradice la suposicién

~a=0V u=0y.

Subespacios vectoriales.
Definicién 3.2 Sea un espacio vectorial . Si se limita las operaciones de suma y multiplicacién por escalar
para V a un subconjunto no vacio H € I/, y éste es un espacio vectorial, se dice que H es un subespacio

vectorial de V.
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Teorema 3.1.2
Un subconjunto no vacio H de un espacio vectorial I/ es un subespacio de V si se cumplen las dos reglas
de cerradura:
a) SiueH y veEH,entonces u+v € H.
b) Siu€ H,ya € R, entoncesau € H.

También se pueden resumir las dos reglas como:

e Hes un subespacio vectorial de V si y solo si se verifica que
Va,f ERVu,v €EH: au+pv €H
Combinaciodn lineal
Definicion 3.3 Sean vy, vy, ..., U, vectores en un espacio vectorial V. Entonces cualquier vector de la forma
a v+ avy + -+ av,

donde a4, a,, ..., a, son escalares se denominan una combinacion lineal de v, vy, ..., v,.

Ejemplo 3.1.1 Una combinacién lineal en R3
-3 -2 -1 -3 -2 -1
4 ) esuncombinaciénlinealde| 3 |y| 2 |yaque|l 4 |=2( 3 |—| 2 ]
6 5 4 6 5 4

Ejemplo 3.1.2 Una combinacion lineal en M3, (R).

5 —4 -2 1 3 -2 5 —4
6 2 |=2(3 4)+3[0 —-2),loque muestraque| 6 2 | es una combinacidn lineal de

-1 15 -5 6 3 1 -1 15

-2 1 3 =2
(3 4]0 =)
-5 6 3 1
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Conjunto generador
Se dice que los vectores v4, v, ..., U, de un espacio vectorial V generan a V si todo vector en V se puede
escribir como una combinacion lineal de los mismos. Es decir, para todo v €V existen escalares
ay, ay, ..., a, tales que

vV=a.v +av,+ -+ a,v,

Espacio generado por un conjunto de vectores
Definicidon 3.4 Sean v,,v,,...,Vx, k vectores de un espacio vectorial V. El espacio generado por
{vi, vy, ..., Uy } es el conjunto de combinaciones lineales vy, vy, ..., V). Es decir
gen{vy, vy, .., v Y ={v:iv = ayv; + a,v, + - ap vk}
donde a4, a,, ..., ai son escalares arbitrarios.
Teorema 3.1.3

Si V4, V4, ..., Uy SON vectores en un espacio vectorial V, entonces gen{v,, v,, ..., Vi } €s un subespacio de

V.
Ejemplo 3.1.3
-1 1 1
Determinar el valor de x para que el vector [ 3 | € R3 pertenezca al subespacio gen {{ 5 |,[ 1 |t
X 3 -1
Solucion.

-1 1 1 -1
El vector ( 3 ) pertenece al subespacio gen {(5),( 1 )} si y solo si ( 3 ) es combinacién lineal de
x 3 -1 X
1 1
5,1 1 |, osea,siexistena,f € Rtales que
3 -1

(3) <)o ()
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De donde
—1l=a+p
3=5a+p
x=3a—-p

Resolviendo el sistema de ecuaciones en Python por Cramer se tiene

import MatrixLib.Matrix as m
import MatrixLib.AuxiliarFunctions as af
import EquationSystems.Equation_System as eq
C = m.Matrix([
[-11,
[3]
D

F = m.Matrix([
[1, 1],
[5, 1]

D

print(eq.EquationSystem(F, C).solution("cramer"))
[1.0]
[-2.0]

Por tanto se tiene que

a=1
B=-2
x=5
Ejemplo 3.1.4
t -2 1
Determinar el valor de t para que el vector <—1> € R3 pertenezca al subespacio gen = 1 ], —1]¢
4 4 -2
Solucion.
t -2 1 t
El vector <—1> pertenece al subespacio gen = {( 1 ),(—1)} si y solo si (—1) es combinaciodn lineal
4 4 -2 4

-2 1
de < 1 ), (—1), 0 sea, si existen , § € R tales que
4 -2
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De donde
t=-2a+p
—1=a-p
4 =4a -2

Resolviendo el sistema de ecuaciones en Python por Cramer se tiene

import MatrixLib.Matrix as m
import MatrixLib.AuxiliarFunctions as af
import EquationSystems.Equation_System as eq
C = m.Matrix([
[-11,
[4]
D

m.Matrix([
[1) '1]:
[4) '2]

D

print(eq.EquationSystem(F, C).solution("cramer"))
[3.0]
[4.0]

Por tanto se tiene que

a=3
B =4
t=-2

Ejemplo 3.1.5

X x
EnR3, sean H; = {(y) ER2x—y—z= O}yHZ = {(y) ER%:x+2y+3z= 0}. Entonces H, y H,
z z

estan formados por vectores que estan sobre planos que pasan por el origen y son subespacios de R3.

H; N H, es la interseccidn de dos planos y se puede encontrar:
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x+2y+3z=0
2x—y—z=0
Escribir la matriz aumentada:
5 )

Se procede a realizar las operaciones elementales entre filas.

1 2 310 I;ZHEZ—%? 1 2 30 1;1*151_311:’2 50 110
(2 -1 —1|0)2 2(0 5 70)1 1(_0 5 _7|0)

10 1/

F,<(1/5)F,
é
01 7/

Fy<(-1/5)-F; <

)

. . . . . 1 7
En consecuencia, todas las soluciones del sistema homogéneo estan dadas por (— %555 z).

Ejemplo 3.1.6
Comprobar que el vector u = (i) es combinacion lineal del vector v = (;)
Solucidn.
Escribir
(2)=<()

De donde

{2 =1-«a

4=2-«a
Por tanto
a=2

. . 2 4
Son dependientes o proporcionales: T 3

u es combinacion lineal del vector v.
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Ejemplo 3.1.7

_1) se puede expresar como combinacién lineal de u = (2) yv = (3)?

éElvectorw = ( 1 1

Solucion.
éSe pueden encontrar a¢ y 8 de manera que w = au + Sv?

Se tiene

De manera que

5=2a+3p
{—1=a+ﬁ

Resolviendo el sistema de ecuaciones en Python por Cramer se tiene

import MatrixLib.Matrix as m
import MatrixLib.AuxiliarFunctions as af
import EquationSystems.Equation_System as eq
C = m.Matrix([
[51,
[-1]
1)

m.Matrix([
[2, 31,
[1, 1]

D

print(eq.EquationSystem(F, C).solution("cramer™))
[2.0]
[-3.0]

Por tanto se tiene que
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Como se encontro los valores para a y 8 para los que se cumple w = au + Sv. Por lo tanto si se puede

expresar w = (_5) como combinacién lineal de u = (i) yv = (3)

-1 1
Ejemplo 3.1.8
2 1 3
Indique si el vector x = | 1 | pertenece al espacioV = Geni| 1],|5 |;.
3 2 0
Solucién.

1 3
El vector x pertenece a V siy sélo si x es una combinacidn lineal de los vectores (1)31 (5), es decir, siy
2 0

s6lo si existen escalares A; y A, para los cuales:

1 3
2 0

Escribir el sistema en la matriz aumentada.
1 3|2
1 5|1
2 013

1 32
(0 -2 1)
0 014

Como el sistema es inconsistente, no existen A; y 4, que cumplan la relacién, y por tanto, x no es

Reduciendo la matriz se obtiene

1 3
combinacion lineal de (1) y (5), y por tanto, no pertenece al espacio generado.
2 0

Ejemplo 3.1.9

a
Indique para qué valor del parametro a del vector x = ( 3 > pertenece al espacio
-1

- f)6)
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Solucion.
1 3

El vector x pertenece a IV siy sélo si x es una combinacion lineal de los vectores | 2 |y [ 5 ], es decirsiy
1 0

sélo si existen escalares A y A, para los cuales:

1 3
X = Al <2> + AZ (5)
1 0

Escribir la matriz aumentada del sistema.
1 3|«
2 53
1 0l-1

1 3 a
(0 12a—3>
0 O0l5a—10

De aqui ver que la Unica posibilidad para que el sistema sea consistente es que en el ultimo renglén no

Formar la matriz escalonada

exista pivote; por tanto,
50 -10=0

Despejando a, se tiene que

Definicion 3.5 (Dependencia e independencia lineal) Sean v, v,, ..., v, n vectores en un espacio vectorial
V. Entonces se dice que los vectores son linealmente dependientes si existen n escalares
a,,a,, ..., a, no todos cero tales que

v+ v, + o+ v, = 0.

Si los vectores no son linealmente dependientes, se dice que son linealmente independientes.



Ejemplo 3.1.10
-1 2
Losvectoresv; =| 2 |yv, =| —4 |]sonlinealmente dependientes ya que v, = —2v;.
5 -10

Ejemplo 3.1.11

1 0 1
Determine si los vectores (1) , <2> y (2) son linealmente dependientes o independientes.

0 3 3
Solucion.
1 0 1 0
Supongaqued; | 1]+ A, 2]+ A3(2 )= 0]. Entonces multiplicando y sumando se obtiene
0 3 3 0

A + A3 0
31, + 315 0

Resultando el sistema homogéneo de tres ecuaciones con tres incégnitas 44, 1,, 43:

/11 + A3=0
/11+2/12+2/13=0
3A2+313=0

Por tanto, los vectores serdn linealmente dependientes ssi el sistema tiene soluciones no triviales.

Se escribe el sistema usando una matriz aumentada

1 0 1
<122

0 3 3

0
0
0

Se realiza las operaciones elementales entre filas hasta obtener la forma escalonada

Fy<F;+F: F3<F3+3-F,
10 10\ 2720 10 10\ BB 0 10
1 2 20)]—=(0 -2 -1o0)]—=[0 -2 -1fo
o 3 3lo o 3 3lo o o 3lo

Fe(=1/2)F,

1 0 110
M) (0 1 1/2 0) 3! solucién
0 0 110

97
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1 0 1
Como existe Unica solucidn (la trivial), entonces los vectores <1> , <2) y <2> son linealmente
0 3 3

independientes.

Ejemplo 3.1.12

1 3 2
Determinar si los vectores (1) , (5) y (1) son linealmente dependientes o independientes.

3 5 8
Solucion.
1 3 2 0
Supongaqued; | 1]+ A, 5]+ A3({ 1) =] 0]. Entonces multiplicando y sumando se obtiene
3 5 8 0

A+ 31, + 243 0
341 + 54, + 843 0
Resultando el sistema homogéneo de tres ecuaciones con tres incégnitas 44, 1,, 43:
Al+312+213 =0
/11 + 512 + /13 =0
311 + 512 + 8/13 = O

Por tanto, los vectores serdn linealmente dependientes ssi el sistema tiene soluciones no triviales.

0
0
0

Se realiza las operaciones elementales entre filas hasta obtener la forma escalonada

Se escribe el sistema usando una matriz aumentada

1 3 2
<151

3 5 8

FpFy+Fy

Fe(-1)F,

F3<F3+3-F,
13 200\ PR 3 200\ pipp 1 3 2|0
15 110]——[0 -2 1(0)]——(0 -2 1{0
3 5 8I0 0 4 =210 0 0 o0I0

F1<(1/2)F;

0)@—(—1/2)-5(1 0 7/2
—_— 5

Fye2:Fy 0 -2 1
0 0 O

0 01 —-1/2

F1<F1+3'F, (2 0 7
0 0 0 0

0
0
0




Se muestra que el sistema tiene un numero infinito de soluciones. La Ultima matriz aumentada se lee

A+ 7A 0
1 2 3 =
A 1/1 0
275 M=
Sise hace A3 = 1, se tiene que A, = 1/2 y A4 =— 7/2, de manera que puede confirmarse

7(0)+3()+G)-(¢

por tanto los vectores son linealmente dependientes.

99
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TALLER 10

2 0 2
1. Determinar si los vectores (2)(4) % <4> son linealmente independientes o linealmente
0 6 6

dependiente.

-3 6 -2
2. Determinar si los vectores (—3),(10) % (—1) son linealmente independientes o linealmente
-9 10 -8

dependiente.

-1 0 2
3. Determinar si los vectores (—1),(3) y (1) son linealmente independientes o linealmente
0 3 3

dependientes.

-2 0 3
4. Determinar si los vectores (—2),(1) Y (4) son linealmente independientes o linealmente
0 1 1

dependiente.

5. Determinar para qué valor de p el siguiente conjunto de vectores es linealmente dependiente.

(e

Bases y dimensidn. Coordenadas. Suma de subespacios.

Base
Definicion 3.6 Un conjunto finito de vectores {v;, v,, ..., v, } es una base para un espacio vectorial V si
i. {vq,vy,...,v,} eslinealmente independiente.
i. {vy,v,, ..,v,}generaal.
Teorema 3.2.1
Si{vy,v,, ..., v} esunabase paraV ysiv € V, entonces existe un conjunto Unico de escalares A1, 45, ..., 4,

tales que v = Ayvq + v, + -+ A1,
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Demostracion
La demostracion que se presenta a continuacion ha sido tomada de (Grossman & Flores, 2012).
Existe cuando menos un conjunto de dichos escalares porque {v;, v,, ..., U, } genera a V. Suponga entonces
gue v se puede escribir de dos maneras como una combinacién lineal de los vectores de la base.
Es decir, suponga que
v=A4v + A0, + -+ A0, = v + Bovy + -+ By
Entonces, restando se obtiene la ecuacidn

A —Bvi+ A= Bvp + -+ (A — BV, =0

Pero como los v; son linealmente independientes, esta ecuacién se cumple siysélosi A, —f; =1, —

B ==, —Bn=0.Asi,A; =1, 4 =B, ..., 4, = B y el teorema queda demostrado.

Teorema 3.2.2

Si {uq, Uy, ..., Uy} y {v1,v,, ..., v} son bases en un espacio vectorial V, entonces m = n; es decir,
cualesquiera dos bases en un espacio vectorial V tienen el mismo nimero de vectores.

Ejemplo 3.2.1

Calcule una base del siguiente subespacio.

(2

X2
F=< X3 | € R>/x; + 2x, + 3x3 + 4x4 + 5x5 = 0,

X4

|

x1+2x2—3x3+4x4+5x5=0,x1+2x2+4x4+5x5=0>

)



Solucion.
Escribir la matriz aumentada.

1 2 3 4 5
1 2 -3 4 5

1 2 0 4 5

Resolver por Gauss para obtener la matriz escalonada.

Realizar las operaciones elementales entre filas.

F,<F,+F;
F<(-1)F,

1 2 -3 4 5

<12345
1 2 0 4 5

0

0

FyF3+F,
Fye(o2)Fy 1 2 3 4 5
_— 0 6 0 O

0 00 0O

F3<F3+F;

0\ o 2i% 1 2 3 4 5

0]=—=(0 0 6 0 0
00300

0
0
0

)
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Como se puede observar la ultima fila es linealmente dependiente. Por tanto se tiene dos ecuaciones

linealmente independientes.

Escribir las ecuaciones

{xl + 2%, +3x3+4x,+5x5 =0 (1)

6X3:0

Del sistema obtenido se tiene que

Por tanto de la ecuacién (1) se puede escribir

x1+2x2+4x4+5x5=0

De donde
X, = —2xy —4x, — 5xg
Xy = Xy
x3=0



x5 = .xs
Ahora, escribir la matriz del subespacio

/x1\ /—sz — 4x, — 5x5\
X2 Xy

| %5 | =] 0

- /'

de donde
X1 —2xy5 — 4x4 — 55
X2 Xy
X3 | = 0
X4 X4
Xs5 X5

desarrollando se tiene que

De donde una base del subespacio F es

-2 —4 -5
1 0 0
0.1 0 |51 O
0 1 0
o/ \o/ \1/)
Ejemplo 3.2.2
X
Calcular una base del subespacio S = {(y) ER3/x—2y+3z= 0}.
z
Solucion.

Como solo se tiene una ecuacién no se puede usar el método de Gauss.

Por tanto, se denomina

103
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z=a
y=58
x—2+3a=0->x=2F—-3a

X
Si (y) € S entonces se tiene que
z

De donde
x —3a 2
(y> Y Y
z a 0
Se sigue que
X -3 2
(y) =al|l 0 |+p8 (1
Z 1 0
Por tanto

-3 2 -3 2
Como los vectores ( 0 ) <1> no son proporcionales, se concluye que {( 0 ) (1)} es una base de S.
1 0 1 0

Dimension

Se llama dimension de un espacio vectorial V al nUmero de vectores que hay en cualquiera de sus bases.
Se denota dim(V).

Teorema 3.2.3

Suponga que dim(V) = n. Siuq, Uy, ..., U, €s un conjunto de m vectores linealmente independientes en
V, entoncesm < n.

Demostracion

La demostracion presentada a continuacién ha sido tomada de (Grossman & Flores, 2012).
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Sea uq,Uy, ..., U, UNna base para V. Si m > n, entonces, se pueden encontrar constantes 1;, 4, ..., 4, no
todas cero, tales que A;uy + A,u, + -+ A u,, = 0. Esto contradice la independencia lineal de los
vectores v;.
Teorema 3.2.4
Sea H un subespacio de un espacio vectorial de dimension finita V. Entonces H tiene dimensidn finita y
dim(H) < dim(V).
Imagen de una matriz
Definicion 3.7 Sea A € M,,,,,(R). Entonces la imagen de A, denotada por im(A), esta dada por
im(A) = {y € R™: Ax = y para alguna x € R"}
Teorema 3.2.5
Sea A € M,,,,(R). Entonces la imagen de A im(A) es un subespacio de R™.
Demostracién
Suponga que y; Y y, estan en im(A). Entonces
Ax1,x, € Ry, = Axq1,y, = Ax,.
Por lo tanto,
Aaxy) = alxy = ay; yA(x; + x3) = Axy + Axz =y, + 2
Porlo que ay; y y; + y, estan en im(A). Asi, del teorema 3.1.2, im(A) es un subespacio de R™.
Rango de una matriz
Definicion 3.8 Sea A € M,,,,,(R). Entonces el rango de 4, denotado por p(A), esta dado por
p(A) = dim(im(A)).
Teorema 3.2.6

El rango de una matriz es igual al nUmero de pivotes en su forma escalonada por renglones.
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Espacio de los renglones y espacio de las columnas de una matriz
Definicion 3.9 Si A € M,,,,,(R), sean {ry, 1, ... 1, } los renglones de A y {c;, 5, ... ¢, } las columnas de A.
Entonces se define
R, = espacio de renglones de A = gen{ry, 1, ..., i} ¥y
C4 = espacio de columnas de A = gen{cy, ¢, ..., Cp}

Ejemplo 3.2.3

dim(R?) = 2, porque B = {(é) ) (2)} es una base para R?.

1 0 0
dim(R3?) = 3, porque B = {(O) , <1>, (0)} es un base para R3.
0 0 1

Ejemplo 3.2.4

Calcular la dimensién, una base, unas ecuaciones explicitas (paramétrica) del siguiente subespacio.

El={(y>€—+2y+z=0,—x+y—z=0}
Z X

E; es subespacio vectorial de R3.
Solucioén.
Se busca las ecuaciones paramétricas.

Escribir el sistema de ecuaciones.

Se procede a escribir en forma de matriz

Se sigue
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Entonces, el rango de B es
p(B) =2
Observando el menor principal se concluye que las dos ecuaciones son linealmente independientes y la
variable libre es z. Se sigue que

x+2y=—a_) y=0

{x+2y:—z
—xX+y=a x=-a«a

_ —>haciendoz=a—>{
—xX+y=12

La solucion del sistema es

X =-a
{ y=0 cona € R ecuaciones paramétricas
Z=a

Finalmente se busca una base y la dimensién

X -1
<y> = a< 0 ) - Bp, ={(-1,01)} y dim(E) =1
z 1

Coordenadas de un vector en una base
Dado que una base B = {v4, V5, ..., U, } €s un sistema generador, se puede expresar cualquier vector w de
V como combinacion lineal de la base. Ademas los coeficientes de dicha combinacién lineal son unicos,
pues si existiesen dos distintos:

W=aV; +av, + 4 a, v, = ayvy + azvy + o+ apvy,
entonces

(ay —apvy + (a; —az)v, + -+ (ay — ag)vy, =0,

y como la base es linealmente independiente, se puede deducir que a; = a; parai =1, ...,n.

Ejemplo 3.2.5

2 ) respecto de la base de R?, B = {(_1) ’ (2)}

Calcula las coordenadas del vector v = ( 1

Solucion.

Escribir el vector v como combinacidn lineal de los vectores de la base B.
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(—21) =a (_01) +B (i)

Realizar el producto
Sumando se tiene

De donde se obtiene el sistema

{ _i:—a+2‘g

Como 8 = —1, sustituir en la primera ecuacidn
2=—a+2(-1)
De donde
a=—4
Las coordenadas de v con respecto de B son: -4y -1

Es decir

Suma de subespacios vectoriales
Definicidn 3.10 Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo K.. Si U; y U, son espacios vectoriales de V, se
define U; + U, como el conjunto
Uy+U,=fv=u,+u, €V: u, € Uj,u, € U,}.
Teorema 3.2.7
Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo R. Si U; y U, son subespacios vectoriales de I/, entonces U; +

U, es subespacio vectorial de V.
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Demostracion
La demostracion que se presenta a continuacion ha sido tomada de (Mayorga, 2018).
Tomamos elementos genéricos: @ € Ry u, v € U; + U,. Sabemos que existen vectores u;,v; € Uy y
u,, v, € U, tales que
u=u t+u, y v=v+v,

Por tanto:

au+v = (auy +v1) + (Quy + vy),
con auy + vy € Uy y au, + v, € U,. Por tanto au + v € U; + U,. Puesto que a, u; y u, fueron
elegidos arbitrariamente, se ha probado que

Ve eRVu,veU; +U,: aut+tvelU; +U,

Espacios con producto interno.

Definicidon 3.11 Una funcién F:V X V — R es un producto interno o escalar si satisface las propiedades
de Simetria, Propiedad distributiva, Homogeneidad y Positividad:

i.  Simetria:

vu,vevV: (w,v) = (v,u);
ii. Propiedad distributiva:
Yu,v,w € V: (w,v+w) =w,v)+ (uw);
iii. Homogeneidad:
vie K vVu,v eV:(Au,v) = A(u,v);
iv.  Positividad:

VuevV: (uu)=0;
(ww)=0 & u=0.
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Ejemplo 3.3.1

u v w
El producto escalar usual en R? es un producto interno. Sean u = (u;) , UV = (v;),w = (W;) € R?ysea

a € R. Entonces:
1. (Wv) =uv +Uyvy = vy + vu, = (v,u).
2. a(u,v) = a(uvy + uyv,) = (auqy)v, + (au,)v, = (au,v) y anadlogamente para la otra
igualdad a(u, v) = (u, av).
3. (u+v,w)=(u +vw; + (Uy +v)wy = uywy + vwy + upw, + vowy = (ugwy + uywsy) +
(rwy +vowy) = (w,w) + (v, w).
4., (wuw)=u?+ui>0yademés(uu)=0cu?+ui=0u,=u, =0 u=0.
Propiedad extensiva
a) (u,0)=(0,u)=0.
Norma de un vector
Sea V un espacio vectorial. Se dice que una aplicacién ||-||:V = R es una norma si se cumplen las
siguientes propiedades:
Positividad:

VvuevV: |u| =0;
lul=0 < u=0.

Homogeneidad:
VAeEK, VueV: |Aull = |Alllull;
Desigualdad triangular:
vu,veV: |lu+v| < |lull + v
En este caso se dice que IV es un espacio normado.
Observacion 11. En un espacio normado V, la distancia entre dos puntos u, v € V, esta dada por

dist(u,v) = |lu—v||.
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Teorema 3.2.8 (Norma asociada a un producto interno)
Sea V' un espacio normado con producto interno. Entonces V es un espacio normado cuando es provisto
de la aplicacidn ||*||: V — R definida mediante
lull = v/ (w,w).
En este caso se dice que ||*]| es la norma asociada al producto interno (-, -).

Ejemplo 3.3.2

Determinar la norma del vector de R* b =

Solucion.

b1l = \/(b,b)
bl = V(=D + (3)2 + (=2)2 + (5)?
—VI+9+4+25
=39

= 6.2

Vectores Unitarios
Los vectores unitarios son una propiedad que involucra al vector y su norma. En forma general, un vector
unitario es el que cumple la ecuacién
lvll =1
Vectores ortogonales
Sea un espacio vectorial V con producto interno. Se dice que dos vectores u, v € V son ortogonales si

(u,v) =0
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Ejemplo 3.3.3
1 0

Sean los vectores u = _22 yv = % . Verificar si son ortogonales.
0 1

Solucién.

Aplicar el producto escalar ordinario en cuartetos ordenados reales

1\ /0
wv= —22 ' %
0/ \1
= (1)(0) + (2)(2) + (=2)(2) + (0)(D)
=0,

de manera que los vectores u y v son ortogonales.

Vectores ortonormales

Sea V un espacio vectorial con producto interno. Se dice que B € I/ es ortonormal si y sélo si
i B es ortogonal;
ii. Vu€B: |lull=1.

Bases ortogonales y bases ortonormales.

Definicion 3.12 Sea V un espacio vectorial y {vy, ..., U} una base para V. Se dice que {v4, ..., v,,} es una

base ortogonal si los vectores vy, ..., U, son ortogonales entre si, es decir si v; - v; = 0 para 1<i+
jsn
Se dice que {v4, ..., ,,} es una base ortonormal si es una base ortogonal y |[|v4|| = 1 parai =1,...,n.

Lema: Si los vectores vy, ..., U, son ortonormales entre si, entonces son linealmente independientes.
Matriz ortogonal
Definicion 3.13 Una matriz A € M,,,,(R) se llama ortogonal si A es invertible y

ATt=at
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Ejemplo 3.3.4

1 4 1
Sean los vectores e; = (2), e, = < 0 ) y ez = (—1). Verificar si son ortogonales y ortonormales. En
1 —4 1

caso de que no sea ortonormal convertir la base ortogonal en ortonormal.
Solucion.
Ortogonal
Para que sea ortogonal, el producto escalar debe ser 0.

e1e; =(1,21)(40,-4)=4—-4=0

e;es =(1,2,1)(1,-1,1)=1-2+1=0

e,e3 =(4,0,—4)1,-1,1)=4—-4=0
Como los productos son 0, se cumple la condicién de perpendicularidad.
Se concluye que es ortogonal.
Ortonormal
Se calcula la norma de los vectores

legll =12+ 22+ 12 =V1+4+1=16

Basta que ||e;|| # 1 para que se compruebe que no es ortonormal.
Convertir la base ortogonal en ortonormal

Se debe normalizar los 3 vectores, es decir, convirtiéndolos en unitarios. Para ello realizar

. e 1 1,2, 1) 1(121) (1 2 1)
€ = = ) &y =—F= ) &y = \—7= = —F=
Y el T ViZ ¥ 22 12 NG V6 V6 V6
5, = —2 ! (4,0,—4) ! (4,0,—4) ( Lo _1)
ey, = = U, — = y U, — =\——,Y,—F=
27 el Vazy o+ 42 NG V2' N2
. e 1 (1,-1,1) 1(1 L1) (1 -1 1)
€3 = = y 4, =— y — 4, = \l—= ==
*llesll vz 12+12 V3 V3'V3'V3

Por tanto, la base {é,, é,, €5} es ortonormal.
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TALLER 11

-2 1
1. Expresar en cada caso, el vector u como combinacién lineal de v = ( 3 > (-2,3,-3))yw = (—2).
-3 5
-9 1
a.u=| 14 b.u=1{-1
—17 1
2 1 1 1
2. Demostrar que el vector v = | 1 | es combinacién linealde| 5 |,| 1]y | —4 |
3 -7 2 -5

X
3. SeaV = Jz/ € R* | zZ —t = —y + x ;. Obtener una base para V y su dimension.
t
-1\ /2 1
4. AnalizasiM = {( 1 )(0)( 2 )} es base de R3.
0 1/ \—-1
X
5. SeaW = 321 € R* | x—y+t=0,2x—3y —z = 0;. Obtener una base para W y su dimensién.
t
X
6. Calcula una base ortonormal del subespacio S = 321 € R* | x—2y+z—t=0,.
t

1 1 5
7. Encuentre una base ortonormal en R3, a partir de la base B = {(2) , (—1) ,( 2 )}
3 1 -3

2 0 1
8. Sean los vectores v; = ( 1 ), v, = (1) yes = (—1). Verificar si son ortogonales y ortonormales.
-1 1 1

En caso de que no sea ortonormal convertir la base ortogonal en ortonormal.
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Capitulo IV: Valores y Vectores Propios

Valores y vectores propios de un operador lineal.

Operador Lineal
Sea V, W dos espacios vectoriales. Un operador lineal (transformacién lineal) es una funcion T:V - W
qgue cumple con las condiciones siguientes:
a) Aditiva:vx,y eV:T(x+y) =T(x) +T().
b) Homogeneidad: Sean a € R, x € V, entonces se cumple que: T(ax) = aT(x).
Las dos propiedades se pueden expresar como:
Va € R, Vx,y € V:T(ax +y) = aT(x) + T(y).
El primer miembro es combinacién lineal de elemento de V. El segundo miembro es combinacidn lineal de
elemento de W.
Valores y vectores propios
Se dice que A € R es un valor propio de T si y sélo si
JueV\{0} T =Au
En este caso se dice que u es un vector propio de T asociado a A.
Observacion 12. (Valores y vectores propios de una matriz)
Sean € Ny A € M,(R). Se dice que 1 € R es un valor propio de A si existe un vector u € R™ \ {0} tal
que
Au = Au.
Teorema 4.1.1 (Subespacio propio)
Sean I/ un espacio vectorial T:V — V lineal y A € R un valor propio de T. Entonces
E;(A) ={ueV: T(u) = Au}

es un subespacio vectorial de VV, denominado subespacio propio asociado a A.
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Teorema 4.1.2 (Caracterizacion de valores propios)
Seann € N, V un espacio vectorial sobre el cuerpo Rcondim(V) = nyT € T(V). Entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:
i. AesunvalorpropiodeT.

ii. Aesunwvalor propio de Ar.

iii. Laaplicaciéon T — Aldy, no es biyectiva.

iv. Lamatriz Ar — Ald, no es invertible.

v. det(Ar—Ald,) =0.
Ejemplo 4.1.1

Dada la matriz

1 3 3
A=|-2 6 2
2 -3 4

Hallar los vectores propios correspondientes al valor propio A = 4.
Solucion.

Los vectores que se buscan son los que verifican la ecuacién matricial (A — Al3)[v] = 0. Asi, se debe

1 3 3 4 0 0
A-43=(-2 6 2|—(0 4 O
2 -3 4 0 0 4

-3 3 3
=|l-2 2 2
2 -3 0

La ecuacién que da los vectores propios es

(2 0-0

escribir la matriz A — 415.

De donde
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0
0
0

2 -3 0

Resolviendo, se sigue

FyeFy+2-F,

F,—(=3)'F, AR

FyFp+2°F. “Fy+
-3 3 3]0 3F3<—23-F21 -3 3 3]0 F11<—(—12)~:"1 6 -9 0|0
-2 2 20—/ O 0 0j0]——({0 0 0|0
2 =3 0I0 0 -3 610 0 -3 6I0

6x—9y =0 x=(3/2)y
= y=Yy = Y=Yy
—-3y+6z=0 z=(1/2)y

Por tanto
X (3/2)y 3/2
<y> = y = y< 1 >
z (1/2)y 3/2
Como el valor propio es fraccidn, se le puede dar un valor a y para tener un vector con entradas enteras,

en este casose dardy = 2.

Por tanto un vector propio para A = 4 es

Polinomio caracteristico de una matriz.

Para poder obtener de forma sencilla los valores propios de una matriz se tiene el concepto de polinomio
caracteristico de una matriz A € M, «,,(R), que es p4(1) = det(A — Al,), y el de ecuacidn caracteristica:
pa(d) = 0.

Se observa que el polinomio caracteristico de una matriz de orden n X n es de grado n. (Garcia & Ramirez)
Proposicion 4.1. Sea A € M,,,.,,(R). Entonces, las raices de p4(1) que estan en R son los valores propios

de A.
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Ejemplo 4.1.2

1 3 3
Hallar los valores propios de la matriz A = <—2 6 2>.
2 -3 4

Solucion.

Se calcula el polinomio caracteristico p,4 (1) = det(4 — Al,)

1 3 3 1 0 0
py = det [(—2 6 2) -1 (0 1 O>]
2 -3 4 0 0 1

=10-DE-D@E-D+(=2)(=3)B)+2)B3)2) - @2)(6-DHB) -1 -D(=3)(2)
- =2R3)@E -2

=—23+ 114 — 401 + 48

Ahora hallar las raices del polinomio. Por lo tanto
pa=—-(1- 4 -3)

Se concluye que 3, 4 son los valores propios de A.
Ejemplo 4.1.3
Calcular todos los vectores propios de la matriz A del Ejemplo 3.1.2.
Solucidn.
En el Ejemplo 3.1.2 se ha calculado los valores propios. Son 1 = 4 (con multiplicidad 2; es decir, (1 — 4)?
es un factor del polinomio caracteristico) y A = 3.
También hemos obtenido en el Ejemplo 3.1.2 el vector propio de valor propio 4. Falta hallar los vectores
propios para el valor propio 3.
Se procede como en el Ejemplo 3.1.2

Los vectores que se buscan son los que verifican la ecuacion matricial (A — 313)[v] = 0
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Asi, se debe escribir la matriz A — 315.

De donde

Resolviendo, se sigue

Fy—Fy+F;
_ F—(-1)F, ,_ Fy«F,+F. _
2 3 3]0 ;3(_F3+F12 2 3 310 F22<—(—24-)-I§2 2 3 310
-2 3 20)]——| 0 0 1j10|—| 0 0 0|0
2 =3 110 0 0 4o 0 0 40
Fy<Fy+3F. _ 3
F11<_(1_4)_Ff 8 —12 0]0 8x—12y =0 5 = 7Y
—>1\ 0 0 00| = y=y >
0o o0 4lo 4z =0 A

X (3/2)y 3/2
B-(*5)-(!
z 0 0
Como el valor propio es fraccién, se le puede dar un valor a y distinto de O para tener un vector con

entradas enteras, en este caso se dara y = 2.

3
Por tanto el vector propio parad =3 es v = (2)
0
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Ejemplo 4.1.4
1 0 0
El polinomio caracteristicode lamatrizA =1 1 1 ]viene dado por
0 1 1
1-2 0 0
pa=det(A-2L)=| 1 1-2 1 [=0Q-213%
0 0 1-1

Por tanto, el Unico valor propio de Aes 1.
Matrices semejantes
Definicion 4.1 Se dice que dos matrices Ay B € M,,,,(R) son semejantes si existe una matriz C € M,,,(R)
tal que
B =C"AC.
Observacion 13. Suponga que B = C~1AC. Entonces, al multiplicar por la izquierda por C, se obtiene CB =
CC~1AC, o sea
CB = AC.
La ecuacién CB = AC asiduamente se toma como una definicién alternativa de semejanza
Teorema 4.1.3
Si A, B son matrices semejantes de n X n, entonces A y B tiene el mismo polinomio caracteristico y, por
consiguiente, tienen los mismos valores caracteristicos.
Demostracién
La presente demostracidn ha sido tomada de (Grossman & Flores, 2012).
Como Ay B son matrices semejantes, B = c"1ACy
det(B — AI) = det(C™* — AI) = det[C~1TAC — C~1(AC]
=det[C™1(AC — AI)C] = det(C™Y) det(A — AI) det(C)
=det(C~1) det(C) det(A — AI) = det(C~1C) det(A — AI)

= detldet(A — Al) = det(A — AI)
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Esto significa que A y B tienen la misma ecuacidn caracteristica, y como los valores caracteristicos son
raices de la ecuacion caracteristica, tienen los mismos valores caracteristicos.
Multiplicidad de un valor propio
La definicién que a continuacidn se presenta ha sido tomada de (Mayorga, 2018).
Definicién 4.2 Sean n € N, VV un espacio vectorial sobre el cuerpo R con dim(V) =ny T:V - V lineal.

Supongamos que A4, 4,, ..., 4, € R son los m valores propios de T
m

p) = 0| [
i=1

donde

m
Zn =n.

Parai € I, se llama multiplicidad algebraica de A; al numero ;.
Parai € I, se llama multiplicidad geométrica de 4; al nimero g; = dim(E(1,)).
Observacion 14. En el marco de la Definicidn de valores y vectores propios se debe tener presente que la
multiplicidad geométrica no puede ser mayor que la multiplicidad algebraica, es decir
Vi€ Ly dim(E(A)) <

Por tanto,

rn=1=g,=dim(E(})) =1.
Valores y vectores propios de una matriz simétrica.
Teorema 4.1.4
Sea A = (aij) € M, .., (R) una matriz simétrica. Si A1, 4, son valores propios distintos de A, entonces los

vectores propios xq, X, correspondientesa A; y A, son ortogonales.
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Demostracion
Sean A4, 1, valores propios distintos de A y x;, x, vectores propios correspondientes a A1; y A,. Entonces
Axy = A1xy,

Axy = A7,

Luego,
Mx{x; = (A1x1)Tx2 = (Ax)"xp = x] ATxy = x{ Ax; = x{ (M%) = Ap%{ x5,
de donde
(A = A)x{x, = 0,
como
A #E Ay,
se sigue que

xTx, =0 x; 1 x,.
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TALLER 12
1. Hallar los valores y vectores propios de la transformacién lineal definida por f: R? - R? :
fy) = (=x +2y)

. _ (3 2 _ (0 1 (2 1 .
2. Dada las matrices A = (1 2), B = (1 1), C= (2 _1)calcule los valores y vectores propios

correspondiente a cada matriz.

2 -2 3
3. Encuentre los valores y vectores propios de la matriz (0 -3 —2).
0 -1 2

7 -2 —4
4. Encuentre los valores y vectores propios de la matriz (6 -2 —3).
3 0 -2

Diagonalizacion de matrices.
Definicion 4.3 Sea A € M,,(R), se dice que A es diagonalizable si y solo si A es semejante a una matriz
diagonal, es decir si existe P € M,,(R) inversible tal que P"1AP = D diagonal.
Es un caso especial de semejanza. Una matriz es diagonalizable cuando es semejante a una matriz diagonal.
Condiciones que una matriz debe cumplir para ser diagonalizable.
A € M,,(R) es diagonalizable siy solo si A tiene n vectores propios linealmente independientes.
Sean vq,V,, ..., Uy, vectores propios linealmente independientes de la matriz A € M,,(R). Se puede
construir una matriz P cuyas columnas sean dichos vectores propios:

P=m1 V2 .. v)
P es invertible porque sus columnas son linealmente independiente y por lo tanto tiene rango
n (det(P) # 0). Puede demostrarse que: P"1AP = D donde D es una matriz diagonal cuyos elementos

son los respectivos valores propios:

oo o2
S o
oo

oo o

o o
o .-
N
3
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Ejemplo 4.1.5
Diagonalizar la siguiente matriz:
1=(; 2)

Verifique que los siguientes A son sus valores propios:

A=4

A=1
Observacion 15. Como la matriz tiene dos valores propios distintos se puede asegurar que la matriz es
diagonalizable, debido a la propiedad que dice que los vectores propios asociados a valores propios
distintos son linealmente independientes.
Solucidn.

Los vectores propios son:

Escribir la matriz P poniendo los vectores propios como columnas:

(1 1
P = (1 —2)
Ahora efectuar el calculo para obtener la matriz diagonal.
P7'AP =D

Primero se calcula la matriz inversa de P. Para ello se puede utilizar el método que se deseé.

Pl =

Wl =Wl N
w

Luego se calcula el producto AP



w=(; )G 5)

125

)

1(-2)

3
1(=2)

(341 3-2
AP = (2 +2 2- 4)
41
ap=(, _,)
Finalmente se calcula D = P~1AP.
2 1
p=pap=(3 3 (]
3 3
2(4 14) 2(1
( )4_ 1) 2( )_+
P—lAP — 3 3 3
14 1% 11
3 3 3
40
D _'(o 1)

Ahora trabajemos con Python:

import MatrixLib.Matrix as m

3

import MatrixLib.AuxiliarFunctions as af

A = m.Matrix([
[3, 1],
[2, 2]

1) P = m.Matrix([
[1, 1],
[1) '2]

D

P_1 = af.invert_matrix_gauss(P)
AP = A*P
D=P1*AP

print('La inversa de la matriz P es:')

print(af.invert _matrix_gauss(P))
print('-"'*30)

print(AP)

print('-"'*30)

print(‘La matriz D es:')
print(D)
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inversa de la matriz P es:
.667, 0.333]
.333, -0.333]

matriz D es:
.0, 0.90]
.0, 1.0]

Ejemplo 4.1.6

Diagonalizar la siguiente matriz si es posible:

Solucioén.

Se obtienen los valores propios:

p(B) =det(B—Al) =

1 2 4 A 0O
2 1 —4) - (0 A0
0 0 3 0 0 4

1-1 2 4
2 1-4 -4
0 0 3—-1

=1-HA-HB-DH-2)@B -

=(1-22+23)B-1)-43B-21)
=@B-D(A-214+21%) -4
=@B-1)@*-21-13)
=-(A-3)(A-3)(A+1)
=-(A-3)2(A+1)
Los valores propios son:

A = 3 (doble)
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Observacion 16. Suponer que la existencia de un valor propio doble implica que la matriz no es

diagonalizable suele ser un error que se comete a menudo.
Los vectores que se buscan son los que verifican la ecuacion matricial (B — AI)(v) = 0

Primero se procede a calcular (B — (=1)I). (para 1 = —1)

1 2 4 -1 0 0
B-(CDD = <2 1 —4)—( 0 -1 0 )
0 0 3 0 0 -1

2 2 4
=12 2 -4
0 0 4

Ahora, los vectores propios deben satisfacer la ecuacién (B — AI)(v) =0 .
2 2 4 x 0
2 2 —4 <y> ={0
0 0 4 z 0

Se aplica Gauss-Jordan para resolver. Escribir la matriz aumentada.

2 2 4]0
<2 2 —4 O)
0

0 0 4
Se procede a realizar las operaciones elementales entre filas

F,<F,+F
2 2 410 F22<—(—21)-;z 2 2 4|0 Fye(1/4)Fs 2 2 4|0
2 2 —4/0]—/—|0 0 80— (0 0 8|0
0 0 410 0 0 4lo 0 0 1lo
FpFy+8F3
Fe(-1)F,
FyeFi+4F; , o
Fi(-1)F, 2 2 0]0
—1 0 0 0|0
0 0 110
De donde, se tiene que: —2x—2y=0
y=Yy

z=0
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Por tanto
xX==y
y=y,yER
z=0.
Un vector propio parad = —1 es

- () (3)-() o

Ahora escribir los vectores propios para A = 3. Dejar para el lector la verificacion de los vectores propios

(©)(2)

Una vez calculados los tres vectores propios linealmente independientes, escribir la matriz P, ubicando

1 2 -1
P={1 0 1
01 O

Una vez obtenida la matriz de vectores propios, se procede finalmente a Diagonalizar la matriz B. Es decir,

dados

los vectores propios como columnas:

se debe calcular la matriz resolver P~1BP = D.

Se calcula la inversa de P. Escribir P71,

ON| =
N, ON]| -
—_

Ahora, se calcula el producto BP.
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3 6 1
BP=({3 0 -1|
0 3 0

Finalmente calcular la matrizD = P"1BP

1 1
5 3 1\ 36 1
pD=P'BP=| 0 0 1 |{3 0 -1
_111030
2 2

Ahora trabajemos con Python:

Se utiliza Python para resolver D = P~1BP.

import MatrixLib.Matrix as m
import MatrixLib.AuxiliarFunctions as af
A = m.Matrix([

[1, 2, 4],

[2: 1, '4])

[0, 0, 3]

m.Matrix([

[, 2, -1],

[1, o, 1],

[0, 1, 9]
D

P_1 = af.invert_matrix_gauss(P)

AP = A*p

D=P1%*AP

print('La inversa de la matriz P es:')
print(af.invert matrix_gauss(P))
print('-"*30)

print(AP)
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print('-"*30)

print('La matriz D es:")
print(D)

La inversa de la matriz P es:
[0.5, 0.5, -1.0]

[-0.0, -0.0, 1.0]

[-0.5, 0.5, 1.0]

.0, 6.0, 1.0]
.0, 0.9, -1.0]

matriz D es:
.0, 0.0, 0.0]
.0, 3.0, 0.0]
.0, 0.0, -1.0]
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TALLER 13

Diagonalizar las siguientes matrices. Utilice Python para resolver D = P~1BP.

) a=(5 3)

b) 13:(_42 _21)

c) Cz(é %)
1 0 0
2 3 4)
1 -1 2
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Capitulo V: Conclusiones y Recomendaciones

Conclusiones

e En la actualidad el pensamiento computacional es considerado como una metodologia en Ia
educacion del futuro, ya que permite a los estudiantes adquirir las habilidades suficientes para
poder crear sus propias herramientas.

e Utilizando la herramienta Python para la ensefianza Algebra Lineal, permite optimizar el tiempo
en la resolucion de problemas y obtener los resultados de forma rapida a través del enfoque
computacional.

e El presente manual permite que los estudiantes puedan analizar los problemas desde un enfoque
computacional, permitiéndoles obtener experiencia practica en programacion para la resolucion
de los mismos.

e Enlaevaluacion de criterios de expertos los mismos que son docentes con larga trayectoria en la
ensefianza del Algebra Lineal, Programacion y ensefianza para adultos dio como resultado un
promedio de 67/72, lo que confirma que el presente manual es apto para la ensefianza del Algebra

Lineal en Segundo de BGU.

Recomendaciones

e Fomentar la ensefianza de la Matematica a través de herramientas tecnoldgicas y de software
que sean con licencia de cédigo abierto, puesto que al no ser asi, no estaria al alcance de todos
los estudiantes.

e Promover el pensamiento computacional como una metodologia en educacién matematica
desde los grados de Educacidon General Basica hasta el bachillerato, que les permita desarrollar

nuevas habilidades en la resolucién de problemas.
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e Considerando que hoy en dia el avance de las tecnologias de la comunicacién y la exigencia de
una mayor productividad, demandan capacitar a los docentes de Matematica sobre el manejo

de herramientas tecnoldgicas de licencia libre como apoyo en la ensefianza de la asignatura.
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