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Conceptos generales

Presentacidn

El presente texto tiene como objetivo esencial volcar nuestra experiencia en
una de las tematicas mas interesantes de la Teoria de Mecanismos y Maquinas,
como es el Analisis Cinemdtico y Cinetostdtico de Mecanismos, y plasmarlo en un
trabajo dedicado a los estudiantes de asignaturas como Teoria de Maquinas,
Mecanismos, Cinemética y Dindmica de Maquinas, Andlisis de Mecanismos y
otras afines, asi como a los lectores interesados en el tema.

Durante los largos afios que hemos dictado la asignatura de Mecanismos en
las carreras de Ingenieria Mecénica e Ingenieria Mecatrénica de Universidad de
las Fuerzas Armadas-ESPE, hemos creido adecuado y pertinente actualizar el
curriculo de esta asignatura explicando procedimientos analiticos del Anélisis
Cinemético y Cinetostatico de la Teoria de Mecanismos y Maquinas que, a la
luz del actual avance en el ambito computacional, es evidente que proveen
a los ingenieros una estrategia mas global y general en el tratamiento de los
mecanismos, filosofia que se ha reflejado en este texto.

Acompafian a la metodologia explicada un ntimero suficiente, a nuestro
parecer, de ejemplos que explican detalladamente su utilizacién y una serie
de problemas propuestos para que el estudiante o lector interesados puedan
aplicar los conocimientos adquiridos. Estos métodos y sus aplicaciones pueden
ser implementados en varios paquetes de software como Mathematica,
MathCAD, Matlab, Maple, algo que ya hemos hecho en un texto anteriormente
publicado por los autores’, e inclusive sugerimos a los estudiantes y/ o lectores
verificar los resultados a través del uso de simuladores computacionales
como Working Model, ArtasSAM 6 ADAMS; en dicho sentido, pensamos
ampliar la presente edicion con dichas afiadiduras y pronto publicaremos la
resolucién de todos los ejercicios propuestos en el texto con implementaciones
computacionales y simulaciones.

El Capitulo 1 cubre los conceptos basicos necesarios para comprender las
metodologias aplicadas en la Cinemaética y Dindmica de Mecanismos Planos.

El Capitulo 2 trata la metodologia analitica del estudio de los mecanismos
planos y su aplicaciéon en mecanismos de uno o mas lazos vectoriales, asi
como de uno o més grados de libertad; adicionalmente, se explican tematicas
conexas como curvas de acoplador, cinemética de puntos importantes de un

mecanismo, dngulo de transmisién y ventaja mecénica.

! Maquinas y Mecanismos - Implementacion con Wolfram Mathematica - Primera Ediciéon Electréni-
ca - Octubre 2018 - ISBN 978-9942-765-41-3. Comision Editorial Universidad de las Fuerzas Armadas
ESPE
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El Capitulo 3 finalmente trata del andlisis cinetostatico de un mecanismo
plano donde se utiliza un procedimiento analitico para encontrar las fuerzas
en pares cinemaéticos, asi como la fuerza o par motor, la fuerza de sacudimiento
y el par de sacudimiento.

En dos apéndices adicionados al final del texto el estudiante encontrara
las formulaciones cinematicas ampliadas para los mecanismos de manivela
corredera y cuatro barras para diversas geometrias de dichos mecanismos.

Esperamos que el presente texto sea de gran ayuda para estudiantes y
lectores interesados en el estudio de la Teoria de Mecanismos y Médquinas.

A futuro esperamos ampliar el presente texto con mas metodologias
analiticas usadas en la actualidad al analizar mecanismos y maquinas, e incluso
ampliar el ambito del texto involucrando otros aspectos como el Balanceo de
Mecanismos Planos o la Sintesis de Mecanismos.

Esperamos que el presente trabajo sea de utilidad y apoyo, estamos prestos
de recibir sus sugerencias para mejorar las posteriores ediciones, asi como nos
informen de cualquier error presente en el texto porque, aunque hayamos

puesto el méximo de cuidado en evitarlos, de seguro los habra.

Los autores



https://acortar link/fZdvll

CAPITULO |

Intfroduccion
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Conceptos generales

|.| Conceptos bésicos

Es importante, en primera instancia, definir algunos términos que van a ser
de uso frecuente en el estudio y comprension de la cinematica y dindmica de
los mecanismos planos.

Miquina, es un dispositivo capaz de transformar y transmitir energia a
través de sus componentes con el objetivo de generar una tarea especifica, el
ejemplo mas comuin en nuestra vida cotidiana es el automoévil, maquina capaz
de transformar la energia quimica de la combustién en el motor para gene-
rar energia cinética debido al movimiento del mismo, existiendo en esencia la
conversion de energia quimica a cinética.

Mecanismo, es una unién de elementos rigidos, denominados usualmente
eslabones, capaces de transformar un tipo de movimiento en otro, con la gene-
racion y transmisioén de fuerzas y/o momentos en el proceso (Figura 1).

Usualmente, una maquina es la conexién de varios mecanismos, como en el
caso del automovil, sin embargo, en el caso de las maquinas mas simples, es-
tas pueden conformarse de un solo mecanismo y en tal situacion, los términos

mdquina y mecanismo se utilizan como sinénimos

Figura 1

Mecanismo elevador de automoviles

Es obvio que el funcionamiento de un mecanismo produce y transmite mo-
vimientos y cargas (fuerzas y momentos), por lo que el andlisis del mismo
requiere del estudio de su cinematica y su dindmica. La cinematica de los me-
canismos es el estudio del movimiento de los mismos sin importar los factores
que lo producen, mientras que la dindmica consiste en el analisis de las cargas

a las que se ve sometido cada uno de los eslabones en un mecanismo.
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Una cadena cinematica es un conjunto de eslabones unidos entre si; sin em-
bargo, para que esta pueda ser considerada como mecanismo, es necesario
que al menos uno de los eslabones se encuentre fijo y sirva como referencia
al movimiento de los demas. Este eslabon fijo de un mecanismo se conoce
con el nombre de bancada o bastidor. Un mecanismo adicionalmente puede
tener partes flexibles (por ejemplo resortes) como elementos del mismo, sin
embargo, estos elementos no son catalogados formalmente como eslabones
en si mismos para el analisis cinematico, dado que no son elementos rigidos,
aunque en el estudio de las fuerzas actuantes en el mecanismo si se deben to-
mar en cuenta.

Una junta o par cinemaético es la unién de dos més eslabones mediante un
elemento de conexién o no, que provoca un movimiento relativo entre ellos.
Una junta que conecta dos eslabones, se denomina junta simple (Figura 2-a),
mientras que si conecta tres o mas eslabones se llama junta multiple (Figura
2-b).

Figura 2

Junta simple y junta miiltiple

(a) l (b)

Un eslaboén es un sélido rigido que, al poseer al menos un punto (nodo) de
enlace se conecta a través de este a otro u otros eslabones, formando sendos
pares cinemaéticos. Si el eslabon posee dos nodos de enlace se denomina bina-
rio (Figura 3-a), si tiene tres se denomina ternario (Figura 3-b) y si tiene cuatro,

cuaternario (Figura 3-c).
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Figura 3
Tipos de eslabones

nodos nodos

nodos

(a) (b) (c)

1.2 Mecanismos planos y espaciales

Un mecanismo se denomina plano, si los movimientos del mismo se ejecu-
tan en un mismo plano o en planos paralelos y el presente texto estd dedicado
exclusivamente al analisis de dichos mecanismos.

Por otro lado, si los movimientos de un mecanismo ocurren de forma gene-
ral en el espacio y no en planos paralelos entonces el mecanismo es tridimen-
sional o espacial. Muchos campos de estudio de la maquinaria industrial se
enmarcan dentro del andlisis de mecanismos planos, mientras que otros, como

la Robética por ejemplo, involucra el estudio de mecanismos espaciales.
.3 Cadenas cinematicas

Como se mencion6 anteriormente una cadena cinematica se considera a la
unién de varios eslabones entre si. Las cadenas cinematicas existen de tres ti-
pos: abiertas, cerradas y mixtas.

Una cadena cinemética abierta posee eslabones que forman un contorno
abierto, es decir, la cadena no forma un camino cerrado, pues principia pero
no acaba en el mismo eslabén, ejemplo de este tipo de cadena lo constituye un
brazo robético como el mostrado en la Figura 4-a.

Una cadena cinematica cerrada, por otro lado, es aquella en la cual sus esla-
bones forman uno o méas contornos cerrados, tal como se muestra en el meca-
nismo de cuatro barras de la Figura 4-b.

Una cadena mixta estd conformada de una combinacién de cadenas abier-
tas y cerradas como se observa en la Figura 4-c, déonde ADBF y BCD son cade-

nas cinematicas cerradas, mientras ADCGH es una cadena cinemaética abierta.
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Figura 4

Tipos de cadenas

A
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e
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1.4 Pares cinematicos

En general, segtin Reuleaux (1876), los pares cinematicos se subdividen en
pares cinematicos inferiores y pares cinematicos superiores. Los primeros, son
aquellos en los cuales la unién entre eslabones se realiza mediante un elemen-
to de unién que tiene contacto superficial con los mismos, mientras que en
los segundos la conexién es directa entre eslabones, generandose un contacto
lineal o puntual.

Los pares cinematicos inferiores mas importantes son:

Par giratorio o de rotacion (R), aquel en el cual estd permitida inicamente la
rotacion relativa entre los eslabones que conforman el par (Figura 5-a).

Par prismitico o de traslacion (T), aquel en el cual estd permitido un movi-
miento lineal o de traslacion relativa entre los eslabones conformantes del par
(Figura 5-b).

Par helicoidal o de tornillo (H), aquel en el cual los eslabones estan facultados
a moverse de forma relativa tanto en traslaciéon como en rotacién simultaneos,
pero relacionados entre si a través del perfil de hélice o tornillo que los conecta
(Figura 5-c).

Par cilindrico (C), aquel en el cual los eslabones poseen movimientos relati-
vos independientes de traslacion y rotacion (Figura 5-d).

Par de rotula o esférico (S), aquel en el cual se conectan dos eslabones permi-

tiéndoseles giros relativos en cualquier direccion en el espacio (Figura 5-e)
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Par plano (P), aquel en el cual los eslabones poseen movimientos relativos
independientes de traslacién en cualquier direccién a lo largo de un plano y
rotacion perpendicular a dicho plano (Figura 5-f).

Usualmente los dos primeros son los mas empleados en los mecanismos
analizados en esta obra.

Los pares cinematicos superiores mas significativos son:

Par de rodadura sin deslizamiento, es la conexion entre un eslabén que rue-
da sin deslizarse sobre una superficie, generalmente plana, cuyo contacto es
puntual o lineal (si se considera la tridimensionalidad del par). En este caso la
rotacion y el desplazamiento estan relacionados entre si (Figura 6-a).

Par de leva, es la conexion entre un eslabon giratorio o con oscilacién trasla-
cional denominado leva y otro de movimiento giratorio o traslacional oscilan-
te denominado seguidor con la particularidad de que el contacto entre ambos
eslabones es puntual en dos dimensiones y lineal en el espacio (Figura 6-b).

Par de engranaje, es la conexioén entre dos eslabones generalmente rotatorios
con un perfil especial de involuta que permite un contacto puntual (2D) o li-

neal (3D) entre los mismos (Figura 6-c).

Figura 5

Pares cinemiticos inferiores

=
=g 5

(a) (b) (¢)

¥

(d) (e) (£)
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Figura 6

Pares cinemiticos superiores

() (b) (c)

Los mecanismos planos formados exclusivamente de pares cinematicos
inferiores: de rotacién, de traslacion o helicoidal se denominan comunmente
eslabonamientos planos o mecanismos articulados planos y seran esencialmente el

objeto de anélisis en este texto.
1.3 Representacidn esquemética de los pares cinematicos

El siguiente cuadro presenta la representaciéon esquematica simplificada de

los pares cinematicos de los mecanismos planos:

Tipo de par cinemdtico Representacidn esquemdtica

Bastidor (Nodo) / Eslabdn fijo ﬂ ,A”',n

Par giratorio o de rotacidn

Par de rotacidn conectado a bastidor r/"
Par de rotacidn entre un eslabdn 0——___________{‘—;\___-___-_“

Par prismatico o de traslacidn W_f%
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1.6 Diagramas de esqueleto o cineméticos

Un diagrama de esqueleto, también denominado cinematico, se define
como un esquema simplificado de un mecanismo real en el que solamente se
representan las dimensiones significativas®* que influyen en la cinematica y la

dindmica del mecanismo como se ejemplifica en la Figura 7:

Figura 7

Mecanismo real y su diagrama cinematico

Antes de iniciar un analisis cineméatico o dindmico de un mecanismo es-
labonado, es necesario construir el diagrama de esqueleto del mismo con el
objetivo de abstraerse de la forma real de los eslabones y tener en cuenta tni-

camente la geometria esencial en el estudio del mecanismo.

Ejemplo 1
Dibuje los diagramas de esqueleto para los mecanismos mostrados en la Figura 8

de la pagina siguiente.

2Sin embargo, para el anélisis debe tenerse en cuenta que cada eslabén es un plano ilimitado
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Figura 8

Mecanismo de (a) prensa (b) retorno ripido (c) elevacion

{a) diagrama cinemdtico del mecanismo de prensa

diagrama cinemdtico del

mecanismo de elevacidn

disgrama cinemsitico del
mecanizsmo de retorne rdpido 0 {_

1.7 Movilidad o grados de libertad de un mecanismo

Un concepto muy importante es el de grado de libertad, definiéndose a este
como el nimero de coordenadas independientes que se necesitan para des-
cribir con exactitud la posicion de un cuerpo o sélido rigido. Asi entonces un

cuerpo libre en el espacio posee seis grados de libertad ya que para definir su
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posicion exacta es necesario describir seis coordenadas: x, y, z, B, ay 0 (Figura
9-a); de igual modo un cuerpo en el plano tiene tres grados de libertad dado
que son necesarias tres coordenadas para identificar su posicion de manera
Unica e inequivoca: x, y, 0 (Figura 9-b).

Figura 9

Grados de libertad de un sélido rigido (a) en el espacio (b) en el plano

¥

o

(a) (b)

.71 Farmula o ecuacion de Gruebler

Un solo cuerpo libre ubicado en el plano tiene tres grados de libertad, por
lo que si se tiene n cuerpos libres en el plano todos ellos poseeran de forma
global 3n grados de libertad; si uno de ellos se fija entonces para todos los n
cuerpos, incluidos el fijo, se tendra 3n - 3 o 3(n-1) grados de libertad. Si ahora
se empiezan a conectar entre si los n eslabones mediante pares cinematicos,
entonces cada junta provocara una pérdida de grados de libertad del conjunto

de n eslabones unidos, de acuerdo al siguiente cuadro:

Tipo de par ci <tico Grados de libertad
Par giratorio o de rotacidn 2 (j1)
Par prismidtico o de traslacidn 2 (1)
Par helicoidal o de tornillo 2 (41)
Par de rodadura sin deslizamiento 2 (1)
Par de leva, engrane (par de rodadura 1(j2)
con deslizamiento) 12
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Una vez unidos todos los eslabones entre si, incluido el eslabén de bancada
o fijo, se ha formado un mecanismo cuyo nimero de grados de libertad esta

dado por la férmula:
m=3(n-1)-2j -1 (1)

Donde:

m = ntumero de grados de libertad del mecanismo, también llamada movili-
dad.

n = numero total de eslabones que forman el mecanismo, incluido el bastidor.
j1 = ntimero de pares cineméticos que pierden dos grados de libertad y man-
tienen uno activo (pares giratorios, de traslacion, de tornillo o de rodadura sin
deslizamiento).

j2 = namero de pares cineméticos que pierden un grado de libertad y mantie-

nen dos activos (pares de leva y engrane).

La anterior ecuacion se denomina férmula o ecuaciéon de Gruebler y es va-

lida en la forma establecida para mecanismos planos.

Ejemplo 2
Calcule, mediante la féormula de Gruebler, la movilidad de los mecanismos indica-

dos en la Figura 10.

Figura 10
Mecanismos para el cilculo de su movilidad: (a) Mecanismo de elevacion de automouviles (b)

Cizalladora (c) Mecanismo triturador de rocas (d) Pala mecdnica
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Para el mecanismo de elevacién de automoviles:

m=3(n-1)-2j - j,
m=3(6-1)-2(T)=1

Para la cizalladora:

m=3n-1)-2j -,
m=3(3-1)-2(2)-1=1

Para el mecanismo triturador de rocas:

m=3(n-1}-2j - i
ﬂ1=3[ﬂ-1}-2{7}|= 1

Para la pala mecanica:

Tn:s{n"l}'sz 'jz
m=3{12-1}-2{15}=3

La férmula de Gruebler solo considera el nimero y tipo de pares cinema-
ticos que forman un mecanismo, pero no la disposiciéon geométrica en la que
se conectan los mismos, por lo que existen mecanismos en los que esta carac-
teristica puede llevar a un resultado erréneo en la aplicacién de la férmula de
Gruebler tal como se expone en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3
Calcule, mediante la formula de Gruebler, la movilidad de los mecanismos indica-

dos en la Figura 11.
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Figura 11

Mecanismos para el ejemplo 3

Para el mecanismo (a):

m=3n-1)-2j
m:3{5-1]-2{ﬁj=l‘l

Para el mecanismo (b):

m=3(n-1)=2j
m=3(5-1)-2(6)=0

Segun la féormula de Gruebler ambos mecanismos que tienen 5 eslabones,
incluido el bastidor, y 6 pares cineméticos de rotacién no deberian moverse,
sin embargo el mecanismo (b) por la disposicién geométrica particular del me-
canismo si se mueve y tiene 1 grado de libertad por lo que falla en el calculo
de la movilidad del mismo. Al ser paralelos los eslabones 2, 3 y 4 ello permite
tisicamente que el mecanismo (b) se mueva y al no serlo, como en el caso (a),
dicha disposicién geométrica traba el mecanismo en cuyo caso la férmula de

Gruebler es correcta.

1.8 Mecanismo de cuatro barras - Criterio de Grashof

Es el mecanismo eslabonado de lazo cerrado mas simple que existe, pero su
simplicidad, al contrario de lo que se piensa, lo hace el més ttil y versatil de
los mecanismos, pues no requiere de demasiado mantenimiento, es sencillo
de construir, barato y por ello, el mas empleado. Este eslabonamiento tiene

tres elementos moviles: un bastidor y cuatro juntas de revolucion, la férmula
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de Gruebler le confiere a este mecanismo una movilidad de 1, es decir, solo es
necesario darle movimiento a uno de los eslabones moéviles para poder definir
el movimiento de los otros dos y por ende de todo el mecanismo. Un esquema

del mecanismo de cuatro barras se muestra en la Figura 12:

Figura 12

Mecanismos de cuatro barras o cuadrildatero articulado

o

ealnbdn acoplador

@ beesticlor

El eslabon al que se le imparte movimiento se denomina eslabon motriz, de
entrada o conductor; el otro eslabon conectado al bastidor es el eslabén de sali-
da, seguidor o conducido mientras que el eslabén que “acopla” los eslabones
de entrada y salida se llama eslabén acoplador, flotante, transmisor o biela.

Como es sencillo de observar, el eslabéon motriz y el de salida, al tener co-
nexioén a bastidor, estdn obligados a tener un movimiento de rotaciéon pura,
mientras que el eslabon acoplador posee un movimiento mas complejo de ro-
tacion y traslacion combinados o movimiento plano general. Un punto cual-
quiera del eslabon acoplador, llamado punto o nodo trazador de trayectoria,
genera una curva denominada acopladora que es de sexto orden’.

En un mecanismo de cuatro barras sus eslabones méviles podrian dar un
giro completo o simplemente oscilar, ello depende de las dimensiones de los
eslabones. El criterio de Grashof confirma este hecho estableciendo que “en un
mecanismo plano de cuatro barras para que al menos un eslabén del mecanis-
mo dé un giro completo es necesario que la suma de los eslabones mas corto
y mas largo no pueda ser mayor que la suma de los dos eslabones restantes”,
con base en esta afirmacion se puede categorizar de forma general a los me-
canismos de cuatro barras como mecanismos Grashof, aquellos que cumplen

con el criterio anterior, y mecanismos no-Grashof a los que no lo hacen.

* Wunderlich(1963) dedujo que el maximo orden de una curva de acoplador, q, para un mecanismo con
n eslabones conectados con juntas de revoluciéon tinicamente, esta dado por: g=3 25"
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Suponga que las longitudes de los eslabones de un mecanismo de cuatro
barras se nominan como: s al eslabén mas corto, 1 al mas largo, p y q a los esla-
bones restantes, entonces los mecanismos Grashof, se pueden dividir en cinco

categorias:

Si:s+I<p+q:
Mecanismo manivela-balancin, cuando el eslabén mas corto esta conectado al
bastidor y serd el eslabén de entrada; en este mecanismo el eslabon de entrada

da un giro completo mientras que el de salida ejecuta una oscilacion.

Mecanismo doble manivela o eslabonamiento de arrastre, cuando el eslabon mas
corto es el bastidor; en este caso tanto el eslabéon de entrada como el de salida

realizan giro completo.

Mecanismo doble balancin, cuando el eslabon mas corto es el acoplador, y en
esta categoria de mecanismo eslabén de entrada y salida ejecutan una oscila-
cion. Es facil inferir que dado que dos de los tres eslabones moviles no realizan
giro completo y al cumplir con el criterio de Grashof al menos uno debe hacer-

lo entonces el eslabén acoplador efectuara el giro completo.

Mecanismo balancin-manivela, es cuando el eslabén mas corto lo constituye
el eslabon de salida y se halla pivotado al bastidor, en cuyo caso el eslabén de

entrada efectia una oscilacion mientras que el de salida realiza giro completo.

Si:s+l=p+q:

Es posible las cuatro categorias anteriores, pero ellas sufren de la condi-
ciéon denominada punto de cambio, en la cual, las lineas centrales de todos los
eslabones se vuelven colineales. El movimiento del eslabonamiento luego de
haber alcanzado esta condicién es indeterminado presentando un estado de
singularidad.

Un mecanismo no-Grashof, llamado usualmente triple balancin, al no cum-
plir con el criterio de Grashof, es decir s + [ > p + g, provoca que ninguno de
los eslabones moviles pueda dar un giro completo. La Figura 13 de la pagina
siguiente muestra la categorizaciéon de los mecanismos de cuatro barras de

acuerdo al cumplimiento o no del criterio de Grashof.
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Figura 13

Categorias de mecanismos de acuerdo al criterio de Grashof

dable balancin

triple balancin mecanismo de punto de camlio

Para los mecanismos de cuatro barras existen dos configuraciones posibles
de movimiento, ejemplificados para la categoria manivela-balancin en la Figu-
ra 14:

Figura 14

Inversiones geométricas de un mecanismo de cuatro barras

\ ,r'r primer cireuito de ensamble

Estas configuraciones se denominan circuitos de ensamble*, configuracio-
nes geométricas o inversiones geométricas, y un mecanismo de cuatro barras
no puede pasar de la primera configuracién a la segunda sin haberse desar-
mado previamente, excepto en los mecanismos con configuracién de punto de
cambio, donde luego de alcanzar el mecanismo, puede pasar de una inversion

geométrica a otra sin desarmarse.

*En el caso de un mecanismo de cuatro barras estas dos configuraciones geométricas se denominan
configuracién abierta y configuracién cruzada.
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Ejemplo 4
Para el siguiente mecanismo de cuatro barras, determinese su categoria de acuer-

do al criterio de Grashof.

Figura 15

Mecanismo de cuatro barras para el ejemplo 4

B

195

i o= 40

G0 mm

|

0A = 75 mm

La longitud para el eslabon bastidor es:

1807 +60° =189.74 mm

Entonces:

s =75 mm p =195 mm
[=235mm g =189.74 mm
Por lo que,

s+lap+q
235+ TH<195+189.74
310 mm < 384.74 mm

Por lo tanto, es un mecanismo de Grashof.

Dado que el eslabén mas corto (de 75 mm) esta conectado al bastidor OC,
entonces corresponde a la categoria manivela-balancin, siendo la manivela o
eslabon que da un giro completo, justamente el mas corto (eslabén OA), mien-
tras que el otro eslabén, conectado al bastidor (eslabon CB), sera el balancin y

no dara un giro completo.
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1.9 Equivalencia cinematica

Dos mecanismos se denominan cinemdticamente equivalentes, cuando poseen
el mismo comportamiento cinemético para una determinada posicién, a pe-
sar de no tener el mismo nimero de eslabones y diferir en el tipo de pares
cinematicos; se puede obtener un mecanismo cinematicamente equivalente a
partir de otro mediante la transformacién equivalente de un par cinematico.
Obviamente, todos los mecanismos cineméaticamente equivalentes poseen la
misma movilidad.

El siguiente ejemplo muestra la transformacién de un mecanismo a otro

cineméticamente equivalente.

Ejemplo 5

Halle el mecanismo cinematicamente equivalente al mostrado en la Figura 16.

Figura 16

Mecanismo para el ejemplo 5

oY, Pt cinemutlien superior

El par cinematico superior (contacto puntual entre los eslabones) y que pue-
de tanto rotar como trasladarse dentro de la ranura se puede transformar en
dos pares de movimientos especificos: uno de rotacién y otro de traslacion
(dentro de la ranura), por lo tanto el mecanismo cinematico equivalente se

puede dibujar como se aprecia en la Figura 17 de la pagina siguiente.
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Figura 17

Mecanismo cinemdticamente equivalente al de la Figura 16

par BT equivalente

La siguiente figura muestra algunos mecanismos y sus equivalentes cine-

maticos:

Figura 18

Mecanismos y sus equivalentes cinemdticos

Mecanismo cinemuilicamente equivalente

Mecamisme cinemdlicamente egquivalenle
Mecanismo original

Meecanismmo oviginal
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Meecanismo cinermidticamente equivalente

Mecanismo original

Meecanismo original

Mecanismoe cinenuilicamentle equivalenle

Mecanismo cinermuiticamente equivalente

Mecanisimo originual

1.10 Inversidn cinematica

Un procedimiento muy dtil tanto en el analisis como en el disefio de meca-
nismos lo constituye la denominada inversion cinematica, la cual consiste en
la generacién de varios mecanismos cambiando tinicamente el eslabén basti-
dor. Si se generan todas las inversiones cinemaéticas de una cadena de cuatro
barras, todos los mecanismos obtenidos seran cuadrilateros articulados. Al ge-
nerar las inversiones cinematicas de una cadena, no se altera el movimiento re-
lativo entre los eslabones, aunque el movimiento absoluto puede ser distinto.

En base a lo mencionado en el anterior parrafo se puede inferir que un me-
canismo de cuatro barras tiene cuatro inversiones cinematicas posibles; a cada
inversion cinemaética le puede corresponder un mecanismo de categoria dife-
rente a la de los demas. En la Figura 19 de la pagina siguiente se muestran las

inversiones cinematicas de un mecanismo de cuatro barras.
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Figura 19

Inversiones cinemiticas de un mecanismo de cuatro barras

*
. -
— e
= -~
—_ -—

mecanismy original

®

@ cadena original

A" . ,
@ . " tercera inversidn

Como se puede observar, todas las inversiones cinemaéticas de un mecanis-
mo de cuatro barras son también mecanismos de cuatro barras pero de catego-

ria diferente al original.
Ejemplo 6

Halle todas las inversiones cinematicas de la cadena cinemética de Stephenson

mostrada en la figura siguiente:

Figura 20
Esquema del ejemplo 6

Cadena cinemdtico de Stephenson

Las inversiones cinematicas de la cadena de Stephenson son:
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Primera inversion cinendticn

Tereera tnversion conemaatien

1.1l Sistemas de referencia

Durante el estudio cinematico y dindmico de un mecanismo es necesario re-
ferenciar los parametros de estudio como posiciones, velocidades, aceleracio-
nes, fuerzas, etc. Por lo que es indispensable contar con un sistema cartesiano
de referencia.

En el estudio de mecanismos planos se identifican dos tipos de sistemas de
referencia:

* Sistemas de referencia global

* Sistemas de referencia local

Un sistema de referencia global es aquél que se halla ligado a un punto de
bastidor en el mecanismo y respecto del cual se miden las magnitudes cinema-
ticas absolutas de cualquier punto o eslabén del mecanismo. Este sistema se
nomina con letras maytsculas cursivas.

Un sistema de referencia local es aquel que se halla ligado a un punto en mo-
vimiento del mecanismo, y son de dos tipos: sistema de referencia local no
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rotatorio y sistema de referencia local rotatorio. Este sistema se nomina con
letras mindsculas cursivas.

El sistema de referencia local no rotatorio se liga a un punto en el mecanismo
y se mueve con él permaneciendo paralelo al sistema de referencia global en
cualquier instante del ciclo de movimiento del mecanismo.

El sistema de referencia local rotatorio se liga a un punto del mecanismo mo-
viéndose con €l no de forma tnicamente traslacional sino que puede rotar
usualmente adjunto a un eslabén del mecanismo.

En la Figura 21 se muestra el diagrama cinematico de un mecanismo de

cuatro barras acompafiado de tres sistemas de referencia.

Figura 21

Sistemas de referencia en un mecanismo de cuatro barras

A

Los dos sistemas de referencia X-Y que estan ligados a los puntos de basti-
dor corresponden a sistemas de referencia globales.

Considerando la trayectoria circular del par de rotacién A y si se liga a di-
cho par un sistema de referencia x-y que permanezca siempre paralelo confor-
me rota el nodo A respecto al nodo O, se tiene un sistema de referencia local
no rotatorio.

Finalmente, se liga un sistema de referencia x’-y” al nodo B del mecanismo
pero conforme se mueve éste el eje X se alinea al acoplador del mecanismo, lo
cual como se observa provoca la rotacién del sistema referencial x’-y’ confor-
me se mueve el par cinematico B, se tendra entonces un sistema de referencia

local rotatorio.
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Cinematica de mecanismos planos

2.| Introduccion

La cinematica de mecanismos planos consiste en el calculo de posicién, ve-
locidad y aceleracién de los eslabones de un mecanismo o de puntos de interés
de los mismos. Para afrontar esta actividad el presente texto va a exponer mé-
todos analiticos que tratan al problema de forma genérica y de ellos se pueden
obtener implementaciones computacionales para mostrar el funcionamiento
del mecanismo en un instante determinado o durante un ciclo completo de su
movimiento.

Los métodos analiticos estudiados son: (a) método de lazos vectoriales cerrados
independientes con el uso de niimeros complejos, denominado método de Raven[1] y
(b) el método general para el andlisis cinemadtico de mecanismos planos.

2.2 Cinematica del sdlido rigido

Los eslabones de un mecanismo se caracterizan para su estudio cinematico
como solidos rigidos, por lo que es necesario revisar la cinematica del sélido
rigido. La forma més compacta y eficiente para abordar la cinemética de un
s6lido rigido es tratar a los vectores con notaciéon de ntimeros complejos, asi

entonces, un vector se ve como el representado en la Figura 22.

Figura 22

Representacion de un vector como complejo

Im (y)

R

Re (x)

Se puede escribir como un ndmero complejo en forma polar R= re®, donde
r es la magnitud y 0 es el angulo subtendido por el vector con respecto al eje x

(real), o en su forma trigonométrica mediante la ecuacién de Euler:

R =rcos0+irsend

Un sélido rigido puede presentar tres tipos de movimientos en el plano: (a)
Traslacion pura, (b) Rotacién pura, y (c) Movimiento plano general.
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2.2.| Traslacidn pura

Es el movimiento de un sélido rigido mediante el cual dos puntos diferen-
tes del mismo siguen trayectorias paralelas, ya sean estas rectilineas o curvili-

neas, tal como se muestran en la Figura 23.

Figura 23

Movimiento de traslacion: (a) Rectilineo, y (b) Curvilineo

£ - # N
—e— — 3 — ! " I
! !
4 ’

! s

- o
A “'-__,f'lr
e} (B)

En este caso, dos puntos A y B del mismo sélido, en un determinado instan-
te, deberan tener una velocidad tangente a la trayectoria de igual magnitud,
caso contrario se esperaria que el segmento AB del s6lido rigido tenga un giro
y por ende haya rotacién a mas de traslacion; igual situacion acontece con las
aceleraciones, pues para un instante en particular, son las mismas para los
puntos A y B del sélido. En general para una traslacion pura cualquier punto
del cuerpo, en un instante definido, tiene las mismas velocidad y aceleracion
vectoriales.

2.2.7 Rotacidn pura

Es el giro de un sé6lido rigido con respecto a un eje perpendicular al plano
de movimiento que en su interseccion genera un punto definido llamado pi-
vote; en este movimiento cada punto del sé6lido, distinto al pivote, tiene una
trayectoria circular. Considérese el s6lido mostrado en la Figura 24 de la pagi-
na siguiente, que rota respecto al punto pivote O.
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Figura 24

Solido rigido en rotacion pura

Tomando el sistema de referencia global X-Y mostrado y en base a la geo-

metria definida en la figura 24, se tiene que el vector posicion absoluta de A es:
E,i =T, '

donde r, es la distancia de O a A, mientras que e representa el vector uni-
tario en la direccién OA; derivando con respecto al tiempo y considerando que
r, es un valor constante debido a que se trata de un cuerpo rigido, entonces:

- de . o
Va=T, d: ie™ =rAfg[tea*j

en esta expresion r,  representa la magnitud de la velocidad absoluta de A,
mientras que el vector ie® representa el vector unitario de vA; es importante
indicar que cada multiplicacién sucesiva de e por i rotara al vector unitario
90° en sentido antihorario, por lo que ie™ habra girado 90° con respecto a ¢
en sentido antihorario, mientras que i* ¢ = -¢! lo hara 180° con respecto a la
direccién de €. En la figura 25 se muestra la velocidad del punto A y su geo-

metria vectorial.

Figura 25

Velocidad de un punto A en un cuerpo en rotacion pura
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Ahora, derivando con respecto al tiempo la expresion de la velocidad se

tiene:

Gamr, Diem +r0Th e = ralie™ ) +ryo(~e )

Donde:
rya(ie™ ) esla aceleracion tangencial del punto A con su unitario ie®*,y

) ifl ., . . ;
ro’(~e™) es la aceleracién normal del punto A con su unitario —e*

La aceleracion del punto A y su geometria vectorial se representa en la Fi-

gura 26.

Figura 26

Aceleracion de un punto A en un cuerpo en rotacion pura

2.2.3 Movimiento plano general

Es la combinacién del movimiento de traslacién pura con el de rotaciéon
pura, que se puede analizar por la superposiciéon de movimientos mediante
el concepto de movimiento relativo. Considérese un cuerpo rigido donde se

representan los puntos A y B del mismo, como se muestra en la Figura 27.

Figura 27

Movimiento plano general de un cuerpo rigido desde la posicion 1 a la posicion 2.

7.

_'__._._-
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Si el cuerpo rigido se mueve desde la posicion 1 a la 2 con movimiento pla-
no general, como se muestra en la misma figura, dicho movimiento se puede
pensar como el obtenido al mover, por traslacion pura, el cuerpo desde la po-
sicion 1 a la posicion 2" y luego mediante rotacion pura desde la posicién 2" a

la posicién final 2, como se grafica en la Figura 28.

Figura 28

Descomposicion de un movimiento plano general en traslacion y rotacion pura sucesivas.

Como se observa de los vectores desplazamiento graficados en la Figura 28,
se puede escribir:

mu = m; + AR A

Dividiendo la expresion anterior para el intervalo de tiempo At en el que
ocurre el movimiento y considerando que dicho intervalo tiende a cero, en el

limite se obtiene:

ve=vatvm (2.2.3-1)

Expresion que se denomina ecuacion de velocidades relativas.

Los puntos A y B al moverse de las posiciones 1 ala 2" tienen un movimien-
to de traslacién pura por lo que sus velocidades serdn tangentes a la trayec-
toria descrita por el cuerpo en dichas posiciones e idénticas, mientras que la
rotacion del punto B respecto al A siendo una rotaciéon pura desde la posicion
2" ala 2, genera una velocidad, dada por:

dﬂ.-tﬂ :

= Wy B |
Upa =Ty — 1™ =71, oo ie® |

dt

por lo que la expresion de las velocidades relativas es:
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ve =t +Tpofie® ) (2.2.3-2)

Si se deriva en el tiempo la expresion (2.2.3-1), se obtiene:

ag=as+am (2.2.3—3)

Denominada ecuacién de aceleraciones relativas, donde nuevamente los
puntos A y B al moverse de las posiciones 1 a la 2" tienen un movimiento de
traslaciéon pura en cuyo caso sus aceleraciones serdn tangentes a la trayectoria
descrita por el cuerpo entre dichas posiciones e iguales, mientras que la rota-
cion del punto B respecto al A siendo una rotacion pura desde la posiciéon 2’ a
la 2, genera una aceleracion, escrita como:

- dio |, d,p .2 s : |
Bas =Tag— e + rmm—d’;‘g e =0T )+ e’ (e )

Por lo que la expresion (2.2.3-3) se convierte en:
ap =4 +T, 0™ J+rw’ (e  (2.2.3-4)

Un caso particular del movimiento plano general es el movimiento de roda-

dura sin deslizamiento, expuesto a continuacion:

Movimiento de rodadura sin deslizamiento
Es el movimiento que se produce cuando un disco cilindrico de radio r rue-

da sin deslizar sobre una superficie plana como se muestra en la Figura 29.

Figura 29

Movimiento de rodamiento sin deslizamiento

EEn la figura se puede observar que el disco rueda hacia la derecha desde la

posicién 1 a la posicion 2 en este movimiento se considera que el disco no des-
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liza. El desplazamiento lineal del centro O del disco es d, el cual es idéntico a la
longitud del arco C’A a lo largo de la periferia del disco sobre la cual rueda el
disco. El radio CO en la posiciéon 1 pasa a ocupar la posiciéon C'O’ en la posicion
2 donde forma un dngulo 6 con la vertical. Si la rueda no desliza la longitud del

arco C’A debe ser igual a d, es decir:

d=r0
Derivando en el tiempo, se tiene para la velocidad:
v, =10

Y derivando nuevamente para la aceleracion resulta:

La aceleracion a,, tendra el sentido opuesto si la rueda se desacelera, en

cuyo caso a tendréd el sentido opuesto a ®.

2.2.4 Aceleracicn de Coriolis

La aceleracion de Coriolis se presenta en un sélido rigido que posee simul-
tdneamente movimientos de traslaciéon y rotacion.

Considérese el caso mostrado en la Figura 30, donde el cuerpo 2 se mueve
traslacionalmente al mismo tiempo que se ve afectado por la rotacion del cuer-
po 1. El punto A perteneciente a los dos cuerpos coincide posicionalmente en
un instante determinado. La velocidad del punto A perteneciente al cuerpo 1
se denota EAI,

po 2 es simbolizada como v,,,,

mientras que la velocidad del punto A correspondiente al cuer-
entonces la diferencia de velocidades se escribe
como:

Uan, ST, — Ty
o, STy, T,

Dado que las velocidades pertenecen a cuerpos distintos la anterior expre-
sion corresponde a la ecuacién de velocidades relativas para un mismo punto

en dos cuerpos diferentes.
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Supodngase que el cuerpo 1 gira con respecto al punto fijo O, donde se ubica
un sistema de referencia global X - Y, mientras el cuerpo 2 se desplaza a lo
largo de la recta OA en donde est4 confinado su movimiento, como lo muestra
la Figura 30.

Figura 30

Movimiento de rotacion y de rotacion y traslacion simultdneas

Entonces, en notacién de algebra compleja se tiene:
H-I'J.-i = rf_r.q_eam

Por lo que la velocidad absoluta del punto A perteneciente a 2, esta dada
por:

- JR:’M d‘l}u - d’BfM -
P =g e ) g )

;',1.2 =1, [E*‘“ }+ ?}Mm[ifa‘“ }
Donde:

o, ="‘:+:‘ es la magnitud de la velocidad radial del punto A, con su unitario &

y, Tea® es el médulo de la velocidad tangencial del punto A, con su unitario

fet

La velocidad tangencial es la que tiene el punto A, debido a la rotacién del

cuerpo 1, y esv, , mientras que la velocidad radial es la generada por el cuerpo

2 al moverse dentro de la ranura respecto aly es v entonces la ecuacion

A2A17
de velocidades relativas se expresa como:
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U, = Ty 1™ ]+ A G )

Ty Fiady

Si se deriva la ecuacién anterior, con respecto al tiempo se tiene:

- du i dio Y, Ao, i, dv’ o, db, .
Q4 = ;J: =[%m+ Tou EJ{:E“”‘" )+ T d‘;‘ {fe"’“" }+ %fe’“‘“" }+ v, d:" (ie® )
LT

a4 = 0 (i )+ 08 (=™ )+ af (e ) + 20, o e )

Donde:

a’, es la aceleracion radial, con vector unitario ¢4,

r,,@° es la aceleracion normal, de vector unitario -e?*,
1,0 es la aceleracién tangencial con vector unitario ie?* , y

2v", o es la aceleracién de Coriolis, de vector unitario ieo4.

2.3 Método de lazos vectoriales cerrados independientes con el
uso de nimeros complejos - Método de Raven

Uno de los métodos més compactos y eficientes es el uso de lazos vecto-
riales o poligonos vectoriales cerrados con el empleo de nimeros complejos,
propuesto por Raven[1].

El procedimiento de andlisis en este método es el siguiente:

(a) Se calcula el numero de grados de libertad del mecanismo, es decir su

movilidad, mediante la férmula de Gruebler.
(b) Se determina el niimero de contornos independientes del mecanismo.
(c) Se construyen los lazos vectoriales correspondientes a cada contorno.

(d) A partir de los lazos vectoriales de cada contorno se genera una tabla
en la que se detallan: los datos geométricos conocidos (dimensiones del me-
canismo y magnitudes geométricas invariables), las variables cinematicas co-
nocidas (tantas como grados de libertad posea el mecanismo) y las variables
cinematicas que se desean determinar en el andlisis, llamadas variables desco-

nocidas o incégnita.
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(e) Se escribe la ecuacién vectorial de posiciéon para cada lazo vectorial en
forma polar compleja, y a partir de ella se derivan las ecuaciones escalares de
posicion en forma trigonométrica. Una vez obtenidas las ecuaciones escalares
de posicion se resuelven las variables lineales o angulares desconocidas con lo
cual se concluye el analisis de posicién.

Usualmente el anélisis de posiciéon involucra la resolucién de un sistema de
ecuaciones no lineales, que en algunos casos se puede resolver por métodos
geométrico-trigonométricos o algebraico-trigonométricos en cuyo caso dicha
solucién se denomina de “forma cerrada” mientras en otros casos es necesario

recurrir a métodos numeéricos, o solucion de “forma abierta”.

(f) Se toman las ecuaciones escalares de posicién y se derivan con respecto
al tiempo, discriminando las variables que varian con el tiempo de aquellas
que no lo hacen, produciendo un grupo de ecuaciones denominadas ecuacio-
nes escalares de velocidad, las cuales al resolverse arrojaran las variables des-
conocidas para las velocidades lineales y /o angulares deseadas. Este procedi-
miento se denomina analisis de velocidad y usualmente conlleva la resolucion
de un sistema de ecuaciones lineales. Alternativamente, se puede derivar con
respecto al tiempo directamente las variables desconocidas determinadas en

el andlisis de posicion.

(g) Finalmente, a partir de las ecuaciones escalares de velocidad y por de-
rivacion respecto al tiempo de las mismas se generan las ecuaciones escalares
de aceleracion que al resolverse producen las variables desconocidas para las
aceleraciones lineales y/o angulares buscadas. Dicho procedimiento lleva el
nombre de andlisis de aceleracion y al igual que el analisis de velocidad lleva a
la solucion de un sistema de ecuaciones lineales. De nuevo, de forma alternati-
va, se puede derivar en el tiempo de forma directa las variables desconocidas
halladas en el analisis de velocidad.

Para efectuar el planteamiento de las ecuaciones vectoriales de posicién es
necesario partir del diagrama cinemaético del mecanismo, y de este se obtiene
uno o mas lazos o contornos vectoriales cerrados también denominados poli-
gonos vectoriales cerrados.

Un mecanismo que posea un solo lazo se llama mecanismo de lazo simple,
mientras que aquél que contiene dos o mas contornos cerrados se denomi-
na mecanismo de multiples lazos; cada contorno en un mecanismo de lazos

madltiples debe ser independiente de los demads, es decir sera necesario que
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contenga al menos un vector no comun. El niimero de lazos o contornos inde-

pendientes se puede obtener a partir de la férmula siguiente:
N=j-c (2.3—1)

Donde, N es el numero de lazos independientes, j es el nimero de juntas o

pares cinemaéticos y c es el nimero de eslabones moviles.

Ejemplo 1
Considérense los mecanismos mostrados en la figura 2.10. Hallese el nimero de

contornos independientes de los mismos.

Figura 31

Mecanismos para el ejemplo 1

mecanisme de 4 barras (RRRR) mecanismo manivela corredera (RRRT)

y It

®

AR R {junta muiltiple)
mecanismo T R-RETHR

I, R (junta mailtiple)

B

O
R
mecantsmoe RRRR—-RRRR

Para el mecanismo de 4 barras: N =4 -3 =1

Para el mecanismo manivela corredera: N =4 -3 =1
Para el mecanismo: RRRR-RRRR: N=7-5=2

Para el mecanismo: RRTR-RRTR: N=7-5 =2
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Posteriormente, se ejemplifica el método en el analisis de tres mecanismos
clasicos, para luego ejemplificar el procedimiento en diversos casos de meca-
nismos, tanto para una posiciéon determinada como para un ciclo completo de

movimiento.

2.3. Anélisis cinematico del mecanismo manivela corredera por el
método de Raven

Considérese el mecanismo manivela corredera descentrado mostrado en la
Figura 32, donde la manivela OA gira a velocidad angular ®2 y una acelera-

cion angular a2 ambas en sentido antihorario:

Figura 32

Mecanismo manivela corredera

Su movilidad es 1 como se puede deducir facilmente de la férmula de Grue-
bler, y el nimero de contornos independientes es 1, como se determino en el
ejemplo 1 del presente capitulo.

El tnico lazo vectorial cerrado existente para el mecanismo se muestra en
la Figura 33.

Figura 33

Lazo vectorial cerrado para el mecanismo manivela corredera
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El sentido de cada vector en el origen se ha elegido de forma que el angulo
se mide desde el eje X (x) del sistema de referencia global X-Y (local x - y), en
sentido antihorario como positivo dado que genera un vector en el eje z posi-
tivo y en sentido horario como negativo puesto que produce un vector en el
eje z negativo.

Considerando que en el mecanismo la entrada de movimiento se produce
en el eslabén manivela OA, la siguiente tabla muestra los valores constantes
de la geometria del mecanismo, asi como las variables conocidas e incégnitas
de la cinemaética del mismo:

Valores y variables del mecanismo

Datos geométricos del me— Constantes
COTELSTILO ri, ra, ra 6, =907,08,=0°
Variables conocidas | Variables desconocidas
i Posicidn B 8y, 1y
Variables Velocidad w2 Wa, V4
cinematicas —
Aeeleracidn iy O, L4

Analisis de posicion
A partir del lazo vectorial mostrado en la Figura 33, la ecuacién vectorial de
posicion es:
R]—R-_r—ﬂ:{ +R.1 =1 [2.31—1}
Y en su forma polar:

i i i .
e —re —f'leﬂ*' +re™ =+l

Dado que 6, 90°y 6, = 0, entonces:

re™ —re™ —re™ e =0+i0

il

I'F‘I _T_;.E _'i?l_Eﬂj +T’=ﬂ+‘i{j [-2.3-1_2]

Escribiendo la ecuacién (2.3.1-2) en su forma trigonométrica, se tiene:
in, — 1, cosl, —in, senf, —n, cosl, — i, senb, + 1, =0+120

Separando partes real e imaginaria y simplificando resulta:

rycosb, + ncost, —r, =0 (2.3.1-3)
r, sentl, + v, senb, —v, =0 e
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Que son las ecuaciones escalares de posiciéon para el mecanismo manivela
corredera descentrado, éstas forman un sistema no lineal en las variables des-
conocidas de posicion.

Despejando 0, de la segunda ecuacion del sistema (2.3.1-3), se obtiene:

1

T, -, L-'.Eﬂ-l':'l2
arcsen| —=A—=
LA

B, = (2.3.1—4)

180 —arc sen[w]

T

Para la configuraciéon geométrica de la figura 2.11 y su lazo vectorial de la

Figura 33, el valor adecuado para 6, es:

Hz=arcsen[w] (2.3.1-5)
T
Mientras que la expresion:
—r, sentl
o = 1807 —an:sen[m] (2.3.1—6)
L

Entrega el valor para 6%, correspondientes a la segunda configuracion
3

geométrica del mecanismo manivela corredera mostrada en la Figura 34:

Figura 34

Configuraciones geométricas del mecanismo manivela corredera - dngulos 6, y 6%,

OAEB — primera configuraciin geometrica
OAB_ — segunda configuracidn geométrica

trayecloria de B respecto a A

trayectoria de la corredera
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De la primera ecuacion del sistema (2.3.1-3) se despeja r, y se obtiene:

T, =1, cosf, +1; cosf, (2.3.1-T)

Andlisis de velocidad. Derivando en el tiempo el sistema de ecuaciones (2.3.1-

3) bajo la consideracion de que 11, r2 y 13 son constantes, se tiene:

—r,m, senf, —rm, send, —w, =0
b 2 3= 3 4 {E.H-I_S}
r,m, cosb, + rm, cosb, =0

Que corresponden a las ecuaciones escalares de velocidad: éstas confor-
man, a diferencia de las ecuaciones escalares de posicion, un sistema lineal de
ecuaciones en las variables desconocidas de la velocidad.

Interpretacion cinemitica. Al derivar en el tiempo la expresion (2.3.1-2), se

obtiene:
T, iﬂ ie™ + 1, L];E; ie™ —% =0 +10
rm,ie™ + o ie™ — vy =0+i0
vy =ry,ie™ +rm,ie™ (2.3.1-9)

La ecuacién (2.3.1-9) se muestra interpretada graficamente en la Figura 35,
donde el término r,w,ie®” representa la velocidad absoluta del punto A perte-
neciente al eslabon 2 (debido a la rotaciéon pura del vector 1?2 en sentido an-
tihorario), r,@,ie” es la velocidad del punto B perteneciente al eslabon 3 con
respecto al punto A (debido a la rotacién pura del vector E con pivote en A
y de sentido horario para el instante cinemético mostrado en la Figura 35; fi-
nalmente v, es la velocidad absoluta de la corredera (o del punto B). Los tres
vectores forman un poligono vectorial cerrado ( zg =v, +v,,) que se observa
en la Figura 35:

Figura 35
Poligono vectorial de velocidades del mecanismo manivela corredera en un instante dado

Vi =Ty0,ie"

0 % o, Uma = yo,ie’™

- a4
VEA

Vg
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Despejando o3 de la segunda ecuacion del sistema (2.3.1-8) se obtiene:

_ Ty, cosb,
0, =——"—2

(2.3.1-10)

T, cosb,
Al sustituir (2.3.1-10) en la primera ecuacién del sistema (2.3.1-8) para luego
despejar v, y simplificar dicho resultado, resulta:

=1f£m£5m1[ﬂ;'”z} (2.3.1-11)

: cosi,

Andlisis de aceleracion. Derivando en el tiempo el sistema de ecuaciones
(2.3.1-8), da:

3 _, - - 3 _, - —
—1,0, senbl, —nm," cosb, —na, send, —rw,"cost, —a, =0

2 _ 2 _
ro, cost, —ro,” send, +na, cost, —r,m,” send, =0

Que corresponden a las ecuaciones escalares de aceleracion. Si éstas se re-

organizan resulta:
-r,i, senfl, —a, =ro,” cosl, + o, send, + o, cosi, (2.3.1-12)

ro, cosl, =-ro, cosb, +ro,” send, + o, send,
Interpretacion cinemdtica. Derivando en el tiempo la expresion (2.3.1-9), se
obtiene:

a4 =nogie™ —noe™ +noie®™ —noe™ (93 1_13)
la ecuacion (2.3.1-13) se muestra interpretada graficamente en la Figura 36,
donde el término r,a,ie” - r’e e representa la aceleracién absoluta del punto
A perteneciente al eslabon 2 (debido a la rotacion pura del vector EZ en sentido
antihorario y constituida por la aceleracién tangencial r,a,ie®y la aceleracién
normal - r’w, "), r,aie™ - r,.» e es la aceleracién del punto B perteneciente
al eslabon 3 con respecto al punto A (debido a la rotaciéon pura del vector E
con pivote en A y de sentido antihorario para el momento cinematico mostra-
do, constituida por la aceleracion tangencial r,a.ie™ y la aceleracion normal
- r,0,%¢"); finalmente a, es la aceleracion absoluta de la corredera (o del punto
B). Los tres vectores forman un poligono vectorial cerrado (4, a, a,,) como se

B A TBA
observa en la Figura 36 de la pagina siguiente:
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Figura 36

Poligono vectorial de aceleraciones del mecanismo manivela corredera en un instante dado

1l

. - < il T il
Ty, 18 flag =T0L,1e " —T,m, € "

Si se despeja a3 de la segunda ecuacion del sistema (2.3.1-12):

2 2
_ =y, cosb, +nm,” sent), + e, senf,
2

(2.3.1-14)
1 cosl,

Despejando a4 de la primera ecuacién del sistema (2.3.1-12) y reemplazan-

do (2.3.1-14) y luego de simplificar a su minima expresion se tiene:

_ rye, sen (@, -, }""‘:i'['l.ti cos( 8, -0, }-rgmf (2.3.1—15)

4
costl,

Ejemplo 2

Para el mecanismo manivela corredera, mostrado en la Figura 37, realicese el anali-
sis cinematico de ciclo completo, comprobando graficamente la posicion y obténgase
las curvas del analisis de posicién, velocidad y aceleracién del mecanismo versus el
angulo de giro de la manivela. Supéngase que la manivela OA gira a una velocidad

angular constante antihoraria de 500 rpm.

Figura 37

Mecanismo manivela corredera para andlisis cinemdtico de ciclo completo del ejemplo 2
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Considerando que, en el mecanismo, la entrada de movimiento se produce
en el eslabén manivela OA, la siguiente tabla muestra los valores constantes
derivados de la geometria del mecanismo, asi como las variables conocidas y

desconocidas de la cinemética del mismo:

Datos geométricos del me— Constantes
Canismo rm=5em, rp=10em, ry=20em, 8, =907,
B, =0"
Variables conocidas | Variables desconocidas
Pasicidn G0°< Bo < 420° By, T4
Variahles we = 300 rpm
cinemdticas Velocidad _ 50n rad by, Uy
3 s
Aceleracidn niy = 1] Ty, 1y

Andlisis de posicion:

Variables desconocidas - expresion general

T

EH 'E! ] = M‘:scn[w]

De acuerdo a las ecuaciones (2.3.1- 5) y (2.3.1-7)

8, (6,) =:m:sen(d_l{}mnﬁﬂ ]

20

(8, )=r,cos, +r, cosh,

(6, )=10cos, +20cos0, (8, )

Si se computan las expresiones anteriores para 10 posiciones de la manivela
OA iniciando con 0, 60°, en sentido antihorario (6,= 60°, 96°, 132°, 168°, 204°,
240°, 276°, 312°, 348° y 384°) se obtienen los siguientes resultados:

R E—
Posicion | manivela resultados numdéricos
H!{'} HJ{'] T, (cm)
1 Go® - 10.55° 24,60
2 Oa6° - 14.32° 15.33
3 132° — 6G.95° 13.16
4 168° H.40° 10
5 204° 26.96° 5.69
i 240° 43.08° 0061
T 276" 4K5.35"° 14.34
2 3z 35.43° 22.36
9 J48° 20.73° 2549
10 Jug° 267 28,11
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A continuacién, con la ayuda de un software CAD, se grafican cada una de

las 10 posiciones del mecanismo y se dimensionan las variables desconocidas.

Figura 38
Andlisis grifico de posiciones para las configuraciones geométricas de un mecanismo manivela

corredera para un ciclo completo

FPosirion 1

&

s

Posicion 2

Posicion 3

FPosicion 4
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P S
, )
\ - LS. 60 ,;n.("_;

"‘-..___‘____'

Posicion 6
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Posteton 10

20.11em

Es evidente la correspondencia entre los datos calculados y el estudio grafi-
co de las posiciones del mecanismo.

Seguidamente, se grafican las variables incognita versus el angulo de giro
de la manivela para una vuelta completa:

GO
Al

—
-

T 03(f2) 207

5 (")

0 100, 200 300 ;‘({ﬂ 200

1'4{6'2]

[em)

1
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Andlisis de velocidad:

Variables desconocidas - expresion general

7,0, cosH
m:':ﬂz:':_ 1% 2
1, cosb,

lll(%]ms ,

20cos(8,(8,)) -

bncos,
Geos(6, (8, ))

mﬂ{ai}=

Con base en las ecuaciones (2.3.1-7) y (2.3.1-8):

_ o, sen(8,(6,)-0,)
v, (6,)= cos(6, (6,))

500msen(6, (6,)-8, )
3cos(8,(6,))

vy '['E:a ]'=

Se grafican las variables incégnita versus el angulo de giro de la manivela

para una vuelta completa:

407
200
~ 63()
%‘ wy () 4 4 : : "
£ 0 / L) 200 300 4000 a0
=20
= 40~
LM
al0T
- 65(")
e y y y y |
E vy [32] } } } |
= ] 100 I 300 400 500
= 500
= 100N
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Analisis de velocidad:

Variables desconocidas - expresion general

2 2
g senf, + o] send,

"]-Jrlﬂ'z }=

rycosb,

2
l{](ﬁ] sent, +20aw] (8, Jsen(8,(0,))
3
o, (8,)=

20ecosh,

Con base en las ecuaciones (2.3.1-14) y (2.3.1-15):

-yt cos( 8, =0, )—ned

i, (B, )=
(8:) cosf,

—m[¥]2 cos(8, -, (6, )) - 202 (8, )

cos(8,(6,))

a, (8, }=

Entonces se grafican las variables desconocidas versus el angulo de giro de
la manivela para una vuelta completa:

20007
1000
fa(%)
T i 100 3 400 500
‘_g- 0'3 {&2}
E - 100(H
- 200 40000
- 3000 20000

b5 (")

500

(emfs®)
=]
e
=
=
LB

— 400007

= 60000~

2.3.2 Anélisis cinematico del mecanismo de cuatro barras por el mé-
todo de Raven

Las figuras 39 y 40 muestran un mecanismo de cuatro barras cuya veloci-
dad rotacional o angular de la manivela OA es w, y su aceleracion angular es

a,, ambas en sentido antihorario. Las longitudes de los eslabones de entrada,
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acoplador y de salida sonr,, 7,y r, respectivamente, formando dngulos 6, (para
el eslabon de entrada), 6, (para el acoplador) y 6, (para el eslabon de salida)
con respecto a sus ejes horizontales positivos y tomados en sentido antihora-

rio; finalmente la longitud y el dngulo del bastidor son r, y 6,, respectivamente.

Figura 39

Mecanismo de cuatro barras

Su movilidad es 1, y el nimero de contornos independientes es 1 como se
mostro en el ejemplo 1.
El tnico lazo vectorial cerrado existente para el mecanismo se muestra en

la Figura 40.

Figura 40

Lazo vectorial cerrado para el mecanismo de cuatro barras

Y

Considerando que en el mecanismo la entrada de movimiento se produce
en el eslabén manivela OA, la siguiente tabla muestra las constantes derivadas
de la geometria del mecanismo asi como las variables conocidas y desconoci-

das de la cinemaéatica del mismo:
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Datos geométricos del me— Constantes
cinismo Ty, Ty Ta Ty ¥ 6
Variables conocidas | Variables desconocidas
, Posicion B B3, 8,
_Vamc&bi?es Velocidad L W, ity
cinemdiicas —
Aceleracion i iy, Dig

Andlisis de posicion: A partir del lazo vectorial mostrado en la Figura 40, la

ecuacion vectorial de posicion es:

R -R,-R,+R, =0
re® —ne™ —re™ e =0+i0 (2.3.2-1)
Escribiendo en su forma trigonométrica,
r cosf, +1in, senf, —r, cosB, —ir, senf, —r, cosfl, —ir, senf, +r, cosd, +in, send, =0+10
De donde separando partes real e imaginaria, se tiene:

rcosf, —r, cosf, —r,cosh, + 1, cos8, =0
- o ' (2.3.2-2)
r, senf, —r, sentl, —r, send, + 1, senbl, =0

Que constituyen las ecuaciones escalares de posicion.
Reescribiendo el sistema de ecuaciones (2.3.2-2) de acuerdo a las variables

desconocidas de posicion:

r,cosh, — 1, cosfl, =1, cosl, — 1, cosb, (2.3.2-3)
ry sentl, —r, senbl, =, senf, —r, senf, e

El anterior grupo de expresiones constituye un sistema no lineal de ecuacio-
nes en 03 y 04, que puede resolverse por algunos procedimientos, entre ellos:

(@) Un método numérico (forma abierta).

(b) Un procedimiento algébrico-trigonométrico (forma cerrada).

Se va a describir la forma cerrada.

Meétodo algébrico-trigonométrico

En el sistema de ecuaciones (2.3.2-3) se sustituye:

K, =rcos0, —r,cosi,
K, =1 senb, —r, senf,

Entonces, reescribiendo las ecuaciones (2.3.2-3):

L+ EEHB.: - C":'{"‘-H: =H-I

rsent, —r senb, = K,
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Reacomodandolas:
7, cosl, =7, cos, — K,

T, senf, =r, senf, — K,
Elevando al cuadrado las expresiones anteriores para luego sumarlas y me-
diante simplificaciones se tiene:

=+ K+ K
2r,

K, cosl, + K, senb, =
Renombrando:

2 ; -3 2
=l e K v K

K.=
3 ar,

Se obtiene:
K] :::l:l-:sl!-}3 + h'! senE] =K

*

Ztan[i]
2

Sustituyendo las identidades trigonométricas senf, =—
1+ tan*(?]

s 6
1-tan® (—3]
_\2)
1+tan® [E—“]

2

la ecuacion anterior, y luego de simplificar e igualar a cero, resulta:

cosh, =

(8 B
(K, +K_*}tan*[§]—2.i{.‘.tan(§]—{fﬂ -K,)=0

. i (2 .
Al resolver esta ecuacion cuadratica en tan [?3] y despejar 60,, produce:

K+ JK + Kl -K!
Ell=22|.r~|:tan[ 2N TR TR | (2.3.9-4)

K +K,

Expresiones que corresponden a las configuraciones geométricas del meca-
nismo de cuatro barras y que dependen de su geometria; para las geometrias

de ambas configuraciones del mecanismo mostradas en la Figura 41, se tiene:

K,+K, K, +K,

K, +K+K:-K: K—-.|||K2 Ki-K:
Elﬂ=2:m:tnn{ 2TV T 22 708 | (2.3.2-5) 9, =360" +2arctan| —2 Y17 2773 | (939_6)
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Figura 41

Inversiones geométricas del mecanismo de cuatro barras - angulos 6,6, 0,_y 6,

OABC — primera configuracidn geométrica
OAB_C — segqunda configuracion geométrica

trayectoria de B respecto a A

trayectoria absoluta de B

Por otro lado, partiendo de las ecuaciones (2.3.2-3) y reacomodéndolas

Ccomo:
nyoosh, = K| + 1, cos0,

1, senfl, = K, + 1, senf),

Y a partir de estas expresiones, si se sigue el mismo procedimiento anterior,

se obtienen dos valores para 6,

K,+ 1,|||.E-f2 + =K
u,=2ama.n{ = - (2.3.2=7)

Ko+ Ry

L]

4

K -.|||K2+I-.’.2—I{.z
=360 +zama.n[ = i M = (2.3.2—8)

K +K;
Donde:
, _n=n=K'-K;
K, = .
- 2r,

Analisis de velocidad: Si se derivan en el tiempo las ecuaciones (2.3.2-3) y de

acuerdo a las variables desconocidas de velocidad:

iy send; +ro, send, =ro,sendl, ) 4 5 g)

n0, cosl, — o, cosl, = -1, cosi,

Que constituyen las ecuaciones escalares de velocidad.
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Interpretacion cinemdtica: Considerando que el vector r,e" es fijo y derivan-

do en el tiempo la expresion (2.3.2-1), se tiene:

db, . ; db, . ; db, ., .
-1, —ie™ —p, —2ie™ 1, —Lie™ =0+i0
di di dt

v ie™ g ey 3t oy
-1, e —rm e +rm et =0+10
o, ie"™ =roie™ + o, ie™ (2.3.2-10)

La ecuacién (2.3.2-10) se muestra graficamente en la Figura 42, donde el
término r,w,e" representa la velocidad absoluta del punto A del eslabén 2 (de-
bido a la rotacién pura del vector 1_{2 en sentido antihorario), 7,0 es la velo-
cidad del punto B con respecto al punto A en el eslabén 3 (debido a la rotacion
pura del vector 1_{3 con pivote en A y de sentido horario para el instante mos-
trado en la Figura 40); por dltimo @ % es la velocidad absoluta del punto B
del eslabon 4 (debido a la rotaciéon pura del vector 1_{4 en sentido antihorario).
Los tres vectores forman un poligono vectorial cerrado (ZB =9, +v,,) como lo

muestra la expresion (2.3.2-10) y que se observa en la Figura 42:

Figura 42

Poligono vectorial de velocidades del mecanismo de cuatro barras en un instante dado

ifly
T, 7 o

Vp=Ua+1VEa

By

Iy(ige"
iy
T, (0,€

#
noe

Resolviendo por Cramer el sistema lineal (2.3.2-9) en @, y ®,, se obtienen:

0, -0
o, =22 sen(8,~6,) (2.3.2—11)
nsen(8, -8,

_ i, sen (6, -6, ) (2.3.2-12)

my =

r sen(B, -8,

Andlisis de aceleracion: Derivando en el tiempo las ecuaciones (2.3.2-9) y lue-
go de simplificar y reacomodar por las variables desconocidas de aceleracién,

se obtiene:
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i 3 - I N S )
-0, L--en[-!l3 +r,a, 55.131'1[-!1l =T, 00, CDSHE +1,0, C‘D&HH_ T, cua94 +1,0, s:enEI!

. e 2 _ - _ )
o, cost, —no, cost, = no; send, + o send, —rw) send, —no, cosl,

Que son las ecuaciones escalares de aceleracion.

Interpretacion cinemdtica: Derivando en el tiempo la expresion (2.3.2-10),

N R Sy 2,
Tzﬁi‘lf Tgﬂ.'l-! [ = +T3'|J'.3‘EE ‘F'Jll'l:l3 [ =

=g ie™ —roe™ (2.3.2—13)

La ecuacion (2.3.2-13) se muestra graficamente en la Figura 43, donde el tér-
mino r,a,ie” -r,@,%" representa la aceleracién absoluta del punto A del eslabon 2
(debido a la rotacion pura del vector R, en sentido horario y constituida por la
aceleracién tangencial r,a,ie™ y la aceleracién normal -r,w,%¢"), r.a,ie® -r,®,%™”
es la aceleracion del punto B con respecto al punto A en el eslabén 3 (debido
a la rotacion pura del vector I_QS con pivote en A y de sentido antihorario para
el momento mostrado, constituida por la aceleracion tangencial r,a,ie®y la ace-
leracién normal -r,»,%e™); finalmente, r,a,ie™ -r,® %" es aceleracion absoluta del
punto B del eslabon 4 (debido a la rotaciéon pura del vector 1_Q4 y de sentido an-
tihorario para el momento mostrado, constituida por la aceleracion tangencial
r,a,ie™y la aceleracion normal -r,m ™). Los tres vectores forman un poligono
vectorial cerrado (EB=E " EB ) como lo muestra la expresion (2.3.2-13) y se ob-

serva en la Figura 43:

Figura 43

Poligono vectorial de aceleraciones del mecanismo de cuatro barras en un instante dado

il L
-nale™ _nogie

g =04 +0BA
. 1} 2
T o,ie™ =T, e
= il 2 il
T, tett —rm e

. ¥ 1
o "':1":’-;5"“2‘{l= = ?:_tm‘*_ern,

Al resolverse por Cramer las ecuaciones escalares de aceleracion para a, y

a,, generan:

o = o, sen(B, -0, )—ro,” + no,” cos(d, -0, )+ no,’ cos(d, —0,) (2.3.2-14)
rysen(B, —0,)

o ol sen(0, -0, )-ro,* cos(0, -0, )+ no,’ + 0, cos(0,-0,) (2.3.2-15)
! r,sen(d, —0,) o
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Ejemplo 3

Para el mecanismo de cuatro barras mostrado en la Figura 44 efecttese el anali-
sis cinematico de ciclo completo, comprobando graficamente la posicion y obténgase
las curvas del analisis de posicién, velocidad y aceleraciéon del mecanismo contra el
angulo de giro de la manivela. Supéngase que la manivela OA gira a una velocidad

angular constante antihoraria de 800 rpm.

Figura 44

Mecanismo de cuatro barras para andlisis cinemdtico de ciclo completo del ejemplo 3

Y
“-“"“—\—._'_,_.-r"'-

Considerando que en el mecanismo la entrada de movimiento se produce en el
eslabon manivela OA, la siguiente tabla muestra los valores constantes derivados de
la geometria del mecanismo, asi como las variables conocidas y desconocidas de la

cinematica del mecanismo:

) Constantes
Datos geométricos del me— : .
; ri=18 em, r2 = 1 em, ra =26 cm, O, =07,
COTLSTTLO
ry=20cm
Variables conocidas Variables desconocidas
Posicion 20°< B2 < 380° B3, By
Veasriabl wa = 800 rpm
rant . s Velocidad Blm rad g, Wiy
cinenmuiticas = —
3 s
Aceleracion =10 iz, Oy

Analisis de posicion:
Variables desconocidas - expresiones generales
K,(8,)=r cos8, —r,cosb,

K,(6,)=r senf, —r, senf,



Cinematica de mecanismos planos

KH{E.!}=1;;—1_'I'+K;+K_;
2r,

- R I

K, I{E'u\,l'=1" r, - K, - K,
- 2,

K, (0,)=18cos(0)-10cos(0, )
K,(0,)=18sen(0)—10sen(0, )

Por las expresiones (2.3.2-5) y (2.3.2-7):

K, {Hz } =

Ku_{ﬂu )=

8,(8,)=2arctan

8,(0,)=2arctan

(26)° —(20) + K,(0,)" + K,(8,)"

2(26)

{26)2 —[2“]2 _K] {Hz }! — K: [Ez )2

2(20)

rﬁr::l:&z]""JKl{ez]! +K'!{92}! _ﬁru{ezlu

Kl{e2]+ﬁr!{e2}

K, (8, ‘HJK. (0,) + K, (8,) - K,_(6.) H

ﬁrl {92 ] + E’il:_ {92 ]

Si se computan las expresiones anteriores para 10 posiciones de la manivela
OA iniciando con 6, = 20°, en sentido antihorario (6, = 20°, 56°, 92°, 128°, 164°,
200°, 236°, 272°, 308° y 344°) se obtienen los siguientes resultados:

A:f':’ Variables dewm -

Posicién | manivela resultados numéricos
0,(") 0,(") 0,(")
1 20° 19.61° 37.40°
2 56° 16.26° 51.13°
3 ga* 20.44° T2.50°
4 1287 27.70° 03.26%
5 164° 37.84° 110.73°
i) 200° 50.80° 123.24°
T 236° 65.48° 129, 80°
o] 272" TR8.B5" 129,13°
0 J0s8® 83.35° 116.20°
10 344° 57.75° 74.08°

A continuacién, con la ayuda de un software CAD, se grafican cada una de

las 10 posiciones y se dimensionan las variables desconocidas.
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Figura 45
Andlisis grifico de posiciones para las configuraciones geométricas de un mecanismo de cuatro

barras para un ciclo completo

Posirion 2
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110.73°

Posicion 5

Posicidn 6
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129.80°

“i..\_‘_‘_‘_‘_‘-_._._r.__..-r
Y
|
|
J-’// I L
129,13
/ 27‘2°|
I
\ X
'\‘\‘H-H‘
Posicion 8
Y Posicién 9
I
|
--""_l""-‘_“
- .
7

116.20°
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Es muy evidente la correspondencia entre los datos calculados y el estudio
grafico de las posiciones del mecanismo.
Seguidamente se grafican las variables desconocidas versus el dngulo de

giro de la manivela para una vuelta completa y se tiene:

1007
80T
601
< f03(6s)
101
201
0 100 200 300 400
65 (°)
1407
1201
1007
< 04(92) sof
60t
401
#g (%)
2
2} : " " i
0 100 200 300 400

Analisis de velocidad:
Variables desconocidas - expresiones generales

ryo, sen (6, —6,(6,))
L S"E'lfl{ﬂl;: {92}_94{92”

mﬁ{92}=

1{1[3%?] sen(0, -0, (6.))

1

26sen(0, (6,)-0,(0,))

m:L(EE]=_
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Con base en las ecuaciones (2.3.2-9) y (2.3.2-10):

. _ T, S:EH{EE_E::{EE})
4(8:) r, sen (0, [92}—94{‘32}]

o 2

) seu[Eli, —0, (0, }}
© {E }__ 3
e 20sen(6,(0,)-0,(0,))

Se grafican las variables incégnita versus el angulo de giro de la manivela
para una vuelta completa y se tiene:

507

/’_\ 0, (%)
n/ 100 200 300 400
=
T ws(f2) - 501
g 1007
— 1001 st
/—\ 92 (o)
— 150+ = y ' ’ !
%_ w 4(32) ] 100 200 300 400
E — 507
— 100+
— 150+

Analisis de aceleracion:

Variables desconocidas - expresiones generales

o __1no,’cos(8, -8, )+no, cos(8, -0, )-ro,’
u::{ 2}_
r,sen(0, -9, )

111[3%") cos(8,-0,(0,))+
% (8) =~ 26 sen(
26w," (0, )cos(0,(0,)-0,(0,))-20w7(0,)

0,(8,)-0,(6.))

Con base a las ecuaciones (2.3.2-11) y (2.3.2-12):

a" {Ei’ } = szf ms{ﬂj — Bl }+ T;‘Fmilj _nm-‘i 'CDS[E“_ _'Hq. }

r,sen(6, -0, )
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m(%r cos(0, -0, (6,))+260," (6,)-

o, (6,)=- 20sen(
20w," (0, )cos(0, (0,)-0,(0,))
El.s [92}_94 {EI H

Entonces, se grafican las variables desconocidas versus el angulo de giro de

la manivela para una vuelta completa y se tiene:

300007
200007
T 10000t
LE‘ ag () B2 (")
- 0 100 200 300 400
— 10000
— 20000
400007
30000+
200007
= 21(62) 100001 .
E 5 (%)
0 100 200 300 400
— 100007
—_ 20000+

7.3.3 Analisis cinematico del mecanismo manivela corredera inverti-
do por el método de Raven

Considérese el mecanismo manivela corredera invertido, mostrado en la
Figura 46, donde la manivela OA gira a una velocidad angular @, y a una ace-
leracion angular a, ambas en sentido antihorario:

Figura 46

Mecanismo manivela corredera invertido
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Su movilidad es 1, y el nimero de contornos independientes es:
N=431
El tnico lazo vectorial cerrado existente para el mecanismo se muestra en
la Figura 47:

Figura 47

Lazo vectorial cerrado para el mecanismo manivela corredera invertido

Considerando que en el mecanismo la entrada de movimiento se produce
en el eslabén manivela OA, la siguiente tabla muestra las constantes derivadas
de la geometria del mecanismo asi como las variables conocidas y desconoci-
das de la cinemética del mecanismo:

Datos geométricos del me— Constantes
CONLSIMo ry, 72, 0, =0
Variables conocidas Variables desconocidas
.. Posicion 0 B3, 15
Variable: -
ariavies Velocidad ws w3, Us
cinematicas —
Areleracidn Oz Oug, (3

Andlisis de posicion: A partir del lazo vectorial mostrado en la Figura 47, la
ecuacion vectorial de posicion es:

~Ri+R:+Rs=0 (2.3.3-1)
Y en su forma polar:
—re™ +1,e™ +1,e™ =0+10
Dado que 6, =0, entonces:

iy

—re” +re™ +ne™ =0+i0

-1, +1e" + e =0+i0 (2.3.3-2)
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Escribiendo esta tltima ecuacion en su forma trigonométrica, se tiene:

=1, + 1, cosb, + i, senf, 41, cosO, + ir; sen, =0+10

De donde, separando partes real e imaginaria y despejando las expresiones

resultantes de acuerdo a las variables incégnita de posicion, se tiene:

r, cosb, =rn —n,cosb,
2.3.3-3
r, senb, =—r, senb, ( )

(Qué son las ecuaciones escalares de posicion?
Dividiendo la segunda ecuacion del sistema (2.3.3-3) para la primera y des-
pejando 0, resulta:

r, senf,
0, :arctan[ 2 2

—] (2.3.3-5)
=1 + 13 cosl,
Elevando al cuadrado cada término del sistema (2.3.3-3) y suméndolos,

para luego despejar r,, produce:

n =41 +75 —2n7, cost, (2.3.3-6)

Expresion que también se puede lograr al aplicar la ley de cosenos al trian-
gulo OAB.

Andlisis de velocidad: Derivando en el tiempo el sistema de ecuaciones (2.3.3-
3) bajo la consideracion de que r, y r, son constantes, se tiene:

v, cosf, —rm, send, =rom, send
S e e (2.3.3=7)

v, senl, + ryo, cosl, =-nm, cosb,
Que corresponden a las ecuaciones escalares de velocidad.
Interpretacion cinemidtica: Si se deriva en el tiempo la expresion (2.3.3-2), con-

siderando que r, es constante y r, varia en el tiempo se tiene:
re™ +re™ =040
da, . dr. do, . ; .
r,——ie™ + —Le™ 4y, —Lie™ =0+l
dt dt ©odt

T,m,ie™ +vle™ +roie™ =040 (2.3.3-8)

La ecuacién (2.3.3-8) se muestra gréficamente en la Figura 48, donde el tér-

mino r,m,ie™ representa la velocidad absoluta del punto A del eslab6n 2 (debi-
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do ala rotacién pura del vector R, en sentido), v",¢™ es la velocidad de desliza-
miento o relativa del punto B perteneciente al eslabén 4 con respecto al punto
B del eslabon 3 (debido a la tasa de cambio del vector R, mientras se desliza
el eslabon 3 en la corredera 4), finalmente, r,@,ie®” es la velocidad relativa del
punto B perteneciente al eslab6on 3 con respecto al punto A del mismo eslabén
(debido a la rotacion pura del vector R, y de sentido horario para el momento
mostrado con respecto al punto A). Los tres vectores forman un poligono vec-
torial cerrado como lo muestra la expresion (2.3.3-8) y se observa en la Figura
48:

Figura 48
Poligono vectorial de aceleraciones del mecanismo manivela corredera invertido para el ins-

tante mostrado

T0,ie™

vie™

il

T ,1e *
- o 1]
o re

Resolviendo por Cramer el sistema lineal (2.3.3-7) en v, y @,, y luego de
simplificar da:
v, =-n,m, sen(0, -0, ) (2.3.3-9)

s, cos( 8, —0,
mil:i‘_!m_u)b{ 4 .4}

(2.3.3-10)

T

Andlisis de aceleracion: Al derivar en el tiempo el sistema de ecuaciones (2.3.3-
7) se obtiene:
a, cosB, —v,m, senf, — [‘U“m! send, +, (o, send, + ] cos, ]] =—1,(a, send, +w; cosh, )

. , el — _ g2
a, senf, +v,m, cosf, + [L;sm;L cosf, +r, {u, cos0, —a;, senf), }] =1, {ug cos, —w, senﬂz]

Y reorganizando las anteriores ecuaciones, de acuerdo a las variables inc6g-
nita de aceleracién, resulta:
a, cos, —-ra, send, =-ro, send, — e’ cosl, + 2v e, senld, + o] cosd,

) : (2.3.3—11)
a, senb; + 130, cosb; =na, cosl, -, send, = 2v;0, cosb; + 1w, send,
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Que son las ecuaciones escalares de aceleracion.
Interpretacion cinemdtica: Derivando en el tiempo la expresion (2.3.3-8),

noLie™ —no,"e™ +aje™ +2ujoyie™ + nogie™ - no,’e™ =0+i0 (2.3.3—12)

La ecuacién (2.3.3-12) se muestra graficamente en la Figura 49, donde el
término r,a,ie” -r,w,%" representa la aceleracién absoluta del punto A del es-
labén 2 (debido a la rotacion pura del vector EZ en sentido antihorario y cons-
tituida por la aceleracion tangencial 7, ie™ y la aceleracion normal -r,®,%¢"),
@’ ™ es la aceleracién de deslizamiento o relativa del punto B perteneciente
al eslabon 4 con respecto al punto B del eslabon 3 (debido al tasa de cambio
del vector Es mientras se desliza el eslab6n 3 en la corredera 4) 2v",@.ie™ es la
aceleracion de Coriolis del punto B perteneciente al eslab6én 3 dado que dicho
punto sufre traslacién y rotacién simultaneas, finalmente, r,aie” -r,0’¢" es
la aceleracion relativa del punto B del eslabon 3 con respecto al punto A del
mismo eslaboén (debido a la rotaciéon pura del vector Es con pivote en A y de
sentido antihorario para el momento mostrado, constituida por la aceleracion
tangencial r,a.ie™ y la aceleracién normal -7, ™). Los tres vectores forman
un poligono vectorial cerrado como lo muestra la expresion (2.3.3-12) y se ob-

serva en la Figura 49:

Figura 49
Poligono vectorial de aceleraciones del mecanismo manivela corredera invertido en un instante
dado

Ty L, e

o, ie™ — o, e™

Si se resuelve el sistema lineal (2.3.3-11) en a, y a,, da:
a, =I"!l'.0:;2 —1“1,0)22605{9? _E:l }_r}u? 5&11{9? _E! } {233_13}

a, = r_=“-"2! sen (0, _ﬂil-]+ 2v,00, — 7,0, ‘-'05{92 -8,) (2.3.3—14)

T
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2.4 Anélisis cinematico de mecanismos planos de un grado de
libertad usando el método general

Alternativamente, para los andlisis de velocidad y aceleracion, se puede
utilizar un procedimiento mateméatico muy compacto que se describe a conti-
nuacion.

Considérese la variable primaria p (la variable cinematica conocida en el
método de Raven), asociada a la movilidad del mecanismo y por ende conoci-
da, asi como las variables secundarias S, 85 8y..., 8, (las variables cinematicas
desconocidas del método anterior), dadas por las demas variables involucra-
das en el andlisis cinematico y que son incégnitas.

A partir del lazo o lazos vectoriales generados para el mecanismo se es-
criben las ecuaciones escalares de posicion, llamadas también ecuaciones de
restricciéon cinematica, que se pueden representar como funciones implicitas
de la forma siguiente:

fl{p1s]¢s}-.---15n] =
-fzfpﬁ'gl'-‘g_:”""-‘sﬂ}:u {2-4_1)
fn{p1511-5}-.---15n] =)

Estas ecuaciones, como se mencion6 en el apartado 2.3, forman un sistema
no lineal de ecuaciones que se resuelven para las variables secundarias ya sea
de forma analitica o por métodos numéricos, procedimiento que constituye el
andlisis de posicion.

Derivando en el tiempo, por la regla de la cadena para funciones de varias
variables, a todas y cada una de las ecuaciones de restriccién cinematica se
tiene:

dh _ohdp ohds ohds, . Ghds._,

dt opdt s dt os, dt ~ 8s, dt

df, _ofdp ofhds fds, | ds,_g

dt opdt os, dt os, dit Os, dt (2.4-2)
2 i ) ’?

df, _Ohdp ofnds, Ofnds, — of.ds, _,

dt op dt as, dt ds, dt fs, dt

Que constituyen las ecuaciones escalares de velocidad. Escribiendo las mis-
mas en forma matricial se genera la expresion:
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(o o O |[ds,] [9h]

ds, Os, as, || dt ap o

o o oh||ds| || |,

os, &,  0s, |1 dt +iop = (2.4-3)
dt |

R . i

f“l.f n E“If n 'af n dsﬂ ﬁf T

ds, os,  os |ldt] |op]

En notaciéon simplificada de matrices, resulta:
[J.Jta}+{3,p=l0}  (2.4-9)

Donde:

J.j=1op; (2.4-5)

Es la matriz (vector) jacobiana para la variable primaria, y

o o3

ds, ds, as
o, b oy
[3.]=| @s, as, s, (2.4—6)

U e

s, 08, s

Es la matriz jacobiana para las variables secundarias.

s, )
dt )
dp . ds, &,
Ademas, gt P es1a velocidad primaria y {8 =1 dt ;=1 " es el vector
de las velocidades secundarias. . _,;
ds, "
L dt

Resolviendo la expresion (2.4-4) para las velocidades secundarias:



88

Fundamentos de andlisis cinematico y dinamico

o =-3.I"3,}p  (24-7)

O en su forma explicita:

- - =1 ¢ oo
USSR N

P ds, 0s, 08, cp
“1=—| 88, ds, ds, | «dpp (2.4-8)

i . ,,L cee H-.
o o | |%
ds, s, os | | dp |

Por otro lado, las ecuaciones escalares de aceleracion se pueden obtener al
derivar con respecto al tiempo la expresion (2.4-4):

[3.)68)+[3. )08} +(3,}5+13,}5-10} (2.4-9)

O en su forma desarrollada:

os, 08, s, P ds,  Os, os, B op dp o
- - 1 - - 1 =
AT A el S A A 4 | Pl I 74 B 5 R
ds, 0s, as, |47 o ds, 0, 8s, {7 b+ ép -ﬁ+a< ap tp= (2.4-10)
. R P . R (A . : o
daf,  df, af 1t " af,  of, af, [+ " af, af,
| &s, &8s,  &s, | | 88, s, &, | | &p op |

Resolviendo la ecuacion vectorial (2.4-9) para las aceleraciones secundarias,
se tiene:

(8} =—-[3,]7([3. (8} +{3,}0+{3,]p) (2.4-11)

Que en su forma explicita se escribe:

o - mp T r - np r 3
oh oh G o oh 9 ah Gl

5 ds, 08, ds, o8, s, o8, 4 op &p

=1ds s s, o 88, 0 fs, 4 *b+d ap ;‘i+H op tp (2.4-12)
| s, Os, os, |\ |ds, s s, | | op opl |

Las expresiones (2.4-7) y (2.4-11) conforman el andlisis cinemético de velo-

cidades y aceleraciones para el mecanismo representado por las ecuaciones
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de restriccién geométrica (2.4-1). A continuacion, en los mismos mecanismos

analizados por el método de Raven se emplea el método general.

2.4 | Analisis cinematico mediante el método general de los mecanis-
mos manivela-corredera, cuatro barras y manivela-corredera inver-
tido

En el presente apartado se van a desarrollar las ecuaciones de velocidad y
aceleracion de los mecanismos manivela corredera, cuatro barras y manivela
corredera invertido a partir de las expresiones (2.4-7) y (2.4-11) anteriormente
expuestas. Se repite aqui el diagrama cinematico y el lazo vectorial tinico del

mecanismo manivela corredera:

Figura 50

Mecanismo manivela corredera y su correspondiente lazo vectorial cerrado

Para el lazo vectorial cerrado:

EL -ﬁz—f_ﬁ +E.: =l=.|
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De donde,

r, cosbl, =1, cosl, =7, costl, + 1, cos0, =0
r,send, —r,sentl, —nsend, +rsend, =0

Y dado que 6, =90°, 0, =, entonces:

0%/

=r,cosl, -1, cosl, +1, =0

n —nsent, —nsend, =0

Es decir, las ecuaciones de restriccidon cinemaética son:

fi(B,,0,,7,)=—-r,cos8, —r,cosb, + 1, =0
1:(8,,8,,7,) = 1, —7;senf, —rysend, =0

Andlisis de posicion. Es el mismo que el tratado en el método de Raven para
el mecanismo manivela corredera, por lo que se supone 0, y r, conocidos.

Analisis de velocidad y aceleraciéon. Considerando la variable primaria, p
= 0, y las variables secundarias, s, = 0, y s, = r,, las matrices jacobianas y sus

derivadas temporales estan dadas por:

af, (Elz._,EI;;,r;} o l{Eij,B,,'r‘,‘} E_ﬁ{ﬁj,ﬂx,i’;}
o or .,
J, = 3 i 4 J = i 2
[ ] r;z(BZ,EI;;] sz{ﬁzﬂﬁx} { P} (}fj{ﬁ?,ﬂx}l
o, or aa,

3 4 2

i[aﬁ[ez,e,,m] i[a_ﬁ{ei,,e,,r;)] i[ﬁmﬂmﬂ;m}]

[.j] di o0, dt ar, {jl dt 0o,
Tl dfah(0.8,))  dfaf(0,.0,) " d [ 0f(0..8,)
dt a0, dt ar, dt 00,
De donde:
[ rsend 1 rsend,
[3.1=| _, coc et =121 coco
| —1ycos0, 0 r,cos,
. _13 cosf,b, 0 . 7, cos0,0,
.17 cenn b of Uei= -
| send B, 0 r,5end, b,

La ecuacion de velocidades es:

[3.]t8}+{3,} p={0}
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6fl[B HI-T:} Ef;(ﬂzﬁﬂ:ﬂn} 3 i{Ezl a1 -:]

1 E?rl {B:L } f’ﬂz Ei {ﬂ}
- . + - =
cl E(EE,H:L] "3f2(ﬂzﬁg::} T Efz{ﬂzsﬂu} : 0

o, ot

rsenf, 17[0, r,senf, o 0
JE _
-rycost, Of|r -n,cos0,| ° |0

Y las velocidades secundarias estan dadas por:

H

E%

2

&

(8} =-(3.I" 3,15

0, rsenf, 17 [ nsend, o
i [~ |-ncos8, 0] |-ncos8,|

_ncosb,
i r,cosf, |,
. (= B,
LA rSen [HH- _HQ}
cosf,
Es decir,
]
@, =tz (2.4.1-1)
T, cosb,

ro,sen (6, -, ]
v, =

(2.4.1-2)

cost,

La ecuacion de aceleraciones es:

[3.118}+[3. Jia}+ {3, )b+ {3, | p =10}
3fi(0:,05m ) 3f (02,0551 ) [vﬂ(ﬂze T }) d [afiiﬂzﬁemnh
a0, ér, {ﬁ“}J, dt 00, dt 3

or, ) ][EIH}_'_ ot 5
d [8£:(6,.8,) d(3f(0.,8,)) (7 ofy(8,,8,) |
dt dt

&fi (02,057 )

af, (BE,H:I ;l af, (EIQ,IE!:I ] T,
'aeu [‘}ra t:Je:: E}ra 692

d [ fi(0:.0,,m,)
dt oh, .

4(e(0:0) b=l
t

of,

rsend, 17[#, rcos0,0, 0|4 nsend, | . r,c0s0,0, | . 0
' St ° et b,+q ° Sl =
-ryeosl, 0[] # rsenf, B, 0% —rycost, r,5enf,f, 0
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Y las aceleraciones secundarias estan dadas por,

(3 =37 ([3. )18} +(3,)5+{3,) )

0, rsenf, 17'(|rcos0,6, 0 0, r,senf, i 1, cos0, 52
e : Nl + .
¥, -r,cosf, 0 rsenf 0, 0|7 —r,cos0,| ° " |nsend, |

.. - -
—1,8, cosl, + 0, send, + 0, send,

B; L ':DS‘H::
ﬁ - T‘zﬁgsen{ E: - E':r }_ r:rézi ':DS{BE - E! }_ r!é::z

cosd,
O sea,
o =120, €088, + 1,0, send, + 1,0, send, (2.4.1-3)
2 r, cosb, T
o, = ra,sen(8, -0, )-no,’ cos(d, -0, )-no,’® [:2.-’-1. 1-4)

cos,

La expresiones (2.4.1-1), (2.4.1-2), (2.4.1-3) y (2.4.1-4) coinciden con las ex-
presiones (2.3.1-10), (2.3.1-11), (2.3.1-14) y (2.3.1-15) obtenidas mediante el mé-
todo de Raven.

De igual forma, se repite el diagrama cinematico y el lazo cerrado para el

mecanismo de cuatro barras.

Figura 51

Mecanismo de cuatro barras y su correspondiente lazo vectorial cerrado
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Para el lazo vectorial cerrado, se tiene:
ﬁl —ﬁz—ﬁa +E.¢ :ﬁ
De donde,
1, cost), =, cosl, -1, cosb, +r, cost, =0
r;sent), —r,sent), —r;send, + r;senb, =0
Es decir, las ecuaciones de restriccidon cinemaética son:
£,(6,.0,.8,)=rcos8, —r,cos8, —r,cosh, +r cosb, =0
£(8,,8,.0,)=rnsend, —rsend, —rsend, +rsend, =0

Andlisis de posicion. Es el mismo que el tratado en el método de Raven para
el mecanismo de cuatro barras, por lo que se supone 0, y 6, conocidos.

Analisis de velocidad y aceleracién. Considerando la variable primaria, p
= 0, y las variables secundarias, s, = 0,y s, = 0, las matrices jacobianas y sus

derivadas temporales estan dadas por:

0 (0,,0,,0,) af(0,,0,,0,) af,(0,,9,.,6,)
[t fili] fat]
[J,]= ) 3 A 4 {Jp}= ) 2
r’f;{gzﬂehﬂ-l) (*'fz(g'_ug:ugd} ‘-‘fz{greg:uea.}
of, a0, o,
i[f‘; l{BZ’Hi!"H-t}] i[f: l{Bﬂ’Bi!’H-t}] i[f‘; l{Bﬂ‘Bi‘B-I }]
. dt b, dt ol . dt oh,
[J’]= = = {JP}= =
d af,(9,.8,.,9,) d f,(9,.0,.,8,) d af,(0,,9,.8,)
dt b, dt ch, dt 08,
De donde,

r,sent, —rsend, r,sent,
¥ Keseliviors I AR ko)

-r,cosf, r cos8,
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r,c0s0,0, —r cos 0,

[J' ] B r;senﬂ;:{iu —1'~,,s.21'1l34l=:l4 :| { F} B {f&senﬂz{'}?

La ecuacion de velocidades es:

[3.)t8}+{3,}p=10}

Ef:[ﬂzfﬂ:uea} Efu[ﬂrea'-ea} ) Efu(gre:uea}
E"G:L 594. Ba aﬂz H {
. + =
of,(0,.0,,0,) 2£.(0,.0,.0,) [|6,| |af.(0,.0,.0,)[ "

20, 20 20,

3 4
rsenf, —rsenf, |6, r,sent, o 0
- =
—r,cos0, rcosB, ||§, [ |-mcosh,[ |0

Y las velocidades secundarias estan dadas por,

{ill' = _[J: ]-I {Jp } p
0, rsenfl, —rsend, | [ nsend, i
o |~ |-rcosh, rcosb, —r,cos8,|

_J&SEH{E’-_,—E_,}
[GS}_ rsen(d, —0,) b

rzsen{ez - 93 }
r,sen(0,-0,)

a

Es decir,

0, -0
o, =—asen(6, =6,) (2.4.1=5)
T?LS’EH(E;:_BJ}

o, =—0sen(®, -6,) (2.4.1—6)

ﬁs’en(ﬂa —E'd}

La ecuacion de aceleraciones es:

[3.Ji81+[3.Jio1+(3, }+(3, =10}

1, cos B8,

|
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O6,(6::8,:0,)  2(9,,8,.6,) A (26(9:,0:,0,) | d[0(0:,6,.,6,) afi(8,,8,,8,)
20, 20, {é“}+ dt a0, dt a0, {é*}Jr 20, §
3(02,05,0,) 2 (0:,05,0,) ||8, | | d [3£(0:.8,.0.)) d [£:(0:,0,,0.))[|6.] |2fe(020:00)| *
a0, o0, dt a0, dt a0, a0,
i afl[g'z‘ga'ea)
dt &0, . {U}
+ 0, =
d [2f,(8,,0,,8,) 0
dt o0,

rsenf, —rsend, {'E'I;E T, cosﬁaé! —r, cosBJI'} F I'B;E r,senf, B T, cosﬂj{-i:, 3 0
P . . . ¢t + . =
-ncosl, rcosl, ||@, rsenf, 0, —rsend, B, ||8, -nycos, [ ¢ |psenn,d, [ © [0
Y las aceleraciones secundarias estan dadas por,

(8 =—[3.7"([3.]ta+ (3,1 5+(3,}5)

ﬁj rsenf,  —rsenfl - T, cosﬂgél.; -7, -:21::5!3141?14 Qi r,senf), A ,cosi, b2

. == ’ ' . ) Tl = S + .,

0, -r,cosB, 7, cos0, rsend, 0, -rsend0, |0, |-ncosd,| *  |nsens, |
r,0,sen(0, -0, )—n0,’ +n0," cos(0, -0, )+ r0," cos(8, -0,)

é:! ‘i’:‘!SEH(B:; - B-I }I
i, - r,0,sen(0, -0, )—1,0," cos(0, -0, )+ 1,0," + 1,0, cos(8, -8, )

nsen(0, -0, )

O sea,

_ noysen(8, -8, )-no* +n,0," cos(0, -0, )+ o, cos(0, -0, )
3=

2.4.1-7
nsen(6, —8,) ( )

o - ra,sen(0, -0, )-r,ocos(0, -0, )+ no,® +no,’ cos(0,-0,) (2.4.1-8)
! r,sen(B, -0, ) o

La expresiones (2.4.1-5), (2.4.1-6), (2.4.1-7) y (2.4.1-8) coinciden con las ex-
presiones (2.3.2-11), (2.3.2-12), (2.3.2-14) y (2.3.2-15) obtenidas mediante el mé-
todo de Raven.

Finalmente, se repite aqui el diagrama cinematico y el lazo vectorial cerrado
para el mecanismo manivela corredera invertido que se muestra en la Figura
52 de la pagina siguiente:
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Figura 52

Mecanismo manivela corredera invertido y su correspondiente lazo vectorial cerrado

Para el lazo vectorial cerrado, se tiene:

Ri=H:=RHa:=0

De donde,

1, cosbl, —r, cost, —r cosd, =0

rsend, = rsend, —rsend, =0
Y dado que 6, = 0°, entonces:

r, =1, cost, — 1, cosd, =0
-r,sent, —rsend, =0

Es decir, las ecuaciones de restriccion cinematica estan dadas por:

fi(6,,73,8,) =1, — 1, cos8, — 1, cos, =0
falBy,1.0,) =—nsend, —rsend, =0

Analisis de posicion: Es el mismo que el tratado en el método de Raven para
el mecanismo manivela corredera invertido, por lo que se supone r, y 6, cono-

cidos.



Cinematica de mecanismos planos

Analisis de velocidad y aceleracién. Considerando la variable primaria, p
= 0, y las variables secundarias, s, = r, y s, = 0, las matrices jacobianas y sus

derivadas temporales estan dadas por:

3 1{93:"”;;-.94} 3 1(921«3'"4-.93} afy [EI:.._?;!,EI;;:I

o . &0

[J:]= - I. = : {JP}= =] .
ﬂ‘ﬁ,[ﬂ?,f;!._,ﬂ;t]l ﬂfz{ﬂisﬂ:ﬁa::} ‘-‘fziﬂzmaseaj

ory b, ch,

d (0£,(0,7.0,))  d [ f(8,m:0,)) d [ @£,(8,:1.8,)
o |dtl e dat| o ., |atl ae,
3.1+ {5,}-

¢ 3
dt

[Efj [Hiﬂﬂhﬂ;:}] i[ﬂfﬂ{ﬁrsf;bhg;dj - i[ ﬂ.ﬁ- [Hz1risﬂi }I]

e, dt ch, dt a4,

De donde,

—cosd,  nsenf, r,sent,
2.1-| A el

—senb, —r, cosd, —r, cosh,

[j ] senf,f,  senO,f +r cos0,0, {J } 1, cos0,0,
B —COS B,é“ —cosB, 7, +7, seu{-};iéu Bl 1&5&:193@?

La ecuacion de velocidades es:

(3.]{8}+{3,} =10}

‘33('1{92:7:';'-3:;} Efl{ezsf:'r-ea} éfi(0,,7,,0,)
an, a0, {r’;}Jr 70, g = {n}
‘?ﬁz(arff:‘:*a:s} 0 :'[E'z'-f:‘:*au} éa af,(0,,73,0,) ~ (0
ary b, b,

—cosl, msend, ||7 r,senf, i 0
. + , =
—senB, - cosd, [|0, -r,cos0, | © |0

Y las velocidades secundarias estdn dadas por,

(8} =-[3.]"{3,}p

T —cosB, msend, | [ nsend, 5
b, |-—sen®, —r,cos8,| |-rcos6,[ "
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i -nsen(0, —0,) '

3
n
Es decir,
v, =—rm,sen(0, -6, ) (2.4.1-9)
o, < 102005(0,-0,) (2.4.1-10)

LI

La ecuacion de aceleraciones es:

[3.]{8} +[ 3. ]{8}+{3,}5+{3, |5 =10}

a,fl{e-_nn1eu} af1(939’3|93} i aﬁ(ﬂz"n"el) i ‘?ﬁ[eﬁ"ﬂl:iﬂii} ‘}.ﬁ[991f;‘;99;;}
ér, &0, {-r:}Jr dt or, dt o, {fg})r 80, i
I'Jle:e?,f:‘“B:I} af:’(emﬂuea} ﬁ:l: i afg{ggﬂ;'uga) i a_ﬁ(ﬂerJ!g]} 93 6.5(921-13193} :
or, o, dt dr, dt oo, oo,
d((0,,9,)
dt ol , 0
+ 99=
d { 6f,(8,.7,,8;) v
dt o0,

—cosf, rsend, [ sent, éj senb, 7, 4+, cosﬂaf;}] T, rsenf, B T, COS 3292 3 0
. et . Sl R + ) =
—senfl, —rcosb, ||#,] |-cos®,f, -cosb,i, +rsend,d, ||0,] [-ncos8,] | nsens,d, [ T |0

Y las aceleraciones secundarias estan dadas por,

W -1 3 M s 3 5
8 =37 ([3.J18)+{3, |5+ {3,]9)
i [—msﬂ:, r,senf, ]_' [ send,0, send,s +r,cos0,0, |[% { r,senf, }ﬁ +{rz msﬁ?}g .
. == . S *
8, —send, -—ncosl, | || —cos0,0, -cosO,f +rsend,0, [[0,] |-mcosd, | msend, |

P 7?1932 -7 CDS{BE - 93 }923 —?‘292 sen[ﬂz _9:1)
{-- }=* nsen(0, -0, )0," +2#,0, -0, cos(0, - 0,)
. _

g:
n
O sea,
x, =T:I-m32 _rzm-_ﬁz CGS[HZ _H:L}_'rzﬂzsen{ez —E“} (2'4'1_1 1}
a, = rz“-“zusen[ﬂz _H::}"'El'::mu — Tyl L‘CIS{EE —6, } {2.4.1—12)

L



Cinematica de mecanismos planos

Coincidiendo las expresiones (2.4.1-9), (2.4.1-10), (2.4.1-11) y (2.4.1-12) con
las expresiones (2.3.3-9), (2.3.3-10), (2.3.3-13) y (2.3.3-14) obtenidas mediante el
método de Raven.

A continuacién, se exponen otros ejemplos con el uso de las metodologias

estudiadas para mecanismos de 1 grado de libertad y un lazo vectorial.

Ejemplo 4
Para el mecanismo de yugo escocés mostrado en la Figura 53, el eslabon
motriz OA gira a una velocidad angular constante de 600 rpm en sentido ho-
rario.
* (a) Para el momento en que 0 = 25°, efecttese el andlisis cinematico de
mecanismo.
* (b) Realicese el andlisis cinematico del mecanismo para un ciclo completo
de movimiento, suponiendo que inicia el mismo cuando 0 = 30°.
* (c) Describase en detalle la cinematica del eslabon 3 del mecanismo

Figura 53

Mecanismo del ejemplo 4 y su correspondiente lazo vectorial cerrado

=200 mm

Ry

Se calcula en primer lugar la movilidad y el nimero de lazos cerrados a ser

empleados en el andlisis cinematico del mecanismo,
m=3(3-1)-2(2)=1

N=3-2=1

La tabla de la pagina siguiente presenta las variables conocidas e incégnitas

de la cinematica del mecanismo:

99



100

Fundamentos de andlisis cinematico y dinamico

Datos geométricos del me— Constantes
Canismo ra=0.2m,0, =90",0; =0°
Variable conocida — | Variables desconocidas —
primaria secundarias
Posicidn B2 T4, T3
Fﬂ-rm'bi_e'g Velocidad W= -20x E Ty, Uy
cinemuticas &
Aceleracidn op=10 . (g

Es usual que no se le proporcione aceleraciéon angular a los eslabones motri-
ces de los mecanismos para no aumentar el efecto de la aceleracion en los de-
mas eslabones moviles de un mecanismo y con ello hacer menos voluminoso
el tamafio de los mismos.

Analisis de posicion: Para el lazo vectorial de la Figura 52.

R -R,+R,=0
De donde:
r,cos, —r,cosl, 4+, cosll, =0

r,senfl, =r,send, + r,send, =0
Dado que: 6, =90°y 6, = 0, entonces:

—r,cosll, + 1, =0 (eja—1
r, —rsenf, =0 le )

Que son las ecuaciones escalares de posicion y se pueden reescribir como:

r, =rsenf, .

LoETE (ejd=2)

r, =r,cos0,

Andlisis de velocidad.

Método de Raven

Derivando en el tiempo las ecuaciones escalares de posicion (ej4-1):
r,m, send, +v, =0 (ejd—3)

v, —rm, cosd, =0

Que constituyen las ecuaciones escalares de velocidad.

Despejando vA y v3 del sistema (ej4-3) da:

v, =r,m,cos0,

jd—4
v, =-7,m, senb, (€] )



Cinematica de mecanismos planos

Meétodo general
Considérese la variable primaria p = 0, las variables secundarias:s, = r, y s,

=7, asi como las ecuaciones de restriccién cinemética:

.ﬁ(ﬂzsrﬂe?'?;}:"‘“zﬂﬂﬂﬂﬁ"?::“ 4—5
2]d=—
£(0,,1,1 )=, —1,5en0, =0 (< )

De donde:

f?.ﬁ{‘%:"“m"?;} 51(%*%’1} ‘?ﬁ[e:»'-'rﬂ'-f?s} ‘?ﬁ[az'-fh'-f:‘s}

[J] ary o {] ﬂ] [ ] d ary or, [ﬂ ﬂ]
' ﬁ‘f;[a?._-r,,._-r;;} afz{eﬂrfuq’i} 01 ’ dt 5?[9217',1:’":} 52{9217',1-.7'3}' 0 0

ry o, oy oy

R R N

af,(8,,r,,m,) 1, senf,
o0,

af: [Bz'.ﬂl'.'r:‘;)

PLodt ] af (0, )| | e, cos,
a0,

Entonces, las velocidades secundarias estan dadas por:

v, 1 07" [-r,cos8, g

v, | |01 r,send, | °
vy _ [ no, cosb, (ejd—6)
o, —1ym, sent,

Analisis de aceleracion.
Método de Raven

Finalmente derivando en el tiempo las ecuaciones escalares de velocidad

(cj4-3): 2

nw, cosl, +a, =0 .

Fleah ) 2 a { ej 4_7}

a, +1rm,send, =0
Que conforman las ecuaciones escalares de aceleracion.
Despejando a, y a, del sistema (ej4-7) resulta:
—1,i0, senf,

fa=The (ej4—8)
a, = —r,m; cos,
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Meétodo general

Las aceleraciones secundarias estan dadas por:
a, 1 oT'(To 0](v, 1,0, senf,
=— + m?
i, 01 0 0)fw, T, 0, cosl,
i —rm," senf .
{ A}={ % 2} (ejd—9)
a, | |-nw, cosb,

Para el item (a), sustituyendo r,= 0.2 m, 0, = 25° y @, = -20r rad/s, en los
conjuntos de ecuaciones (ej4-2), (ej4-4) y (ej4-8) se obtiene:

r, =0.085m

rp=018m
m
v, =-11.39 —
A s
m
v, =531 —
&
m

a,=-333.69

m
a,=-715.59 —

8

Para cuantificar el item (b) se grafican las variables cineméticas desconoci-

das contra el angulo de giro del eslabén manivela ( 30° < 6,<-330°) las cuales
se muestran a continuacion:

0.27
0.17
. B2 (°)
2 a2 [ : - b 4
- (%2) —400 -300 -2 — 100 0 100
—g1t
O\
- 0.2
0.1
2 (°)
E "3(%2) —:40[1 —:'m . : .

100
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207
107
-1 1] 100
- 20~
207
10
62 (°)
E ua (8 . . . . .
T vs(f2) - : ; .
R — 400 — 300 - 20 — 100 ] 100
107
— 20
10007
n__
100
— 1000+
10007
S00T
— b3 (*)
B ag(8) ; ; ; |
E———— —400 = — 200 — 180 0 100
Mmoo+
4
— 1000~

Los valores positivos indican que la posicion esta a la derecha del punto Oy
que la velocidad y aceleracién estan dirigidas hacia la derecha de dicho punto,

mientras que valores negativos indicarian lo contrario.
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Para interpretar el comportamiento cinematico de ciclo completo de movi-
miento del eslabén 3 como se pide en el item (c) se toman las gréficas de las

variables cinematicas desconocidas del eslabon 3 (r,, v, y a,).

i ’ -.\‘lg_
| ]
| ]
| ]
| ]
| 1
. I I
3 l—- - i
- | [ 1)
| ]
| ]
| ]
| ]
| ]
| ]
| ]
| ]
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| 1
| ]
| ]
| ]
| ]
| ]
| ]
| ]
| ]
| ]
-~ | ]
z = i
= | . "I 1)
| | ]
| | ]
| | 1
| | ]
| | ]
| | ]
| | ]
| | ]
| | ]
| | ] ]
| | ] ]
| | ] 1
| | ] ]
| | ] ]
| | ]
| | ] ]
| | I s |
| | ] ]
| | ] ]
I | ] ]
-2 g ) .
E =il =30 =5 = L (1] 10

]
I L
]
]

N

e [°) = LIHHF

De las gréficas previas se puede observar que el movimiento del eslabén 3
se puede descomponer en 5 fases:

Fase 1: movimiento del eslabon 3 cuando el motriz gira de 30°a 0°.

Fase 2: movimiento del eslabén 3 cuando el motriz gira de 0° a -90°.

Fase 3: movimiento del eslabén 3 cuando el motriz gira de -90° a -180°.

Fase 4: movimiento del eslabon 3 cuando el motriz gira de -180° a -270°.

Fase 5: movimiento del eslabon 3 cuando el motriz gira de -270° a -330°.
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El comportamiento cinemaético de cada variable cinematica desconocida en

cada fase se resume en la siguiente tabla:

Cinematica de mecanismos planos

Fase | Variacidndery Variacidn de vy Variacidn de a;
1 |01Tm—02m 6.28 = —p = —683.79 = — —789.57 =
= = = &
2 0.2m—0m 0 12578 —T89.57 & —0 =
= 5 g L
3 0m——02m | —-12572 o 0™ 780571
= = 5 L
4 —0.2m—0m 02 L1257 780.57T = 0 =
= 5 5 3
5 0m—0.17m | 12.57 1: . 6.28 1: 0 ? . —_683.79 ?

De la tabla de valores anterior se puede interpretar lo siguiente:

1.

Durante la fase 1 el eslabon 3 (que estd a 0.17 m a la derecha del punto O,
o punto correspondiente a r, = 0 m) se mueve a la derecha desaceleran-
dose (signo de la aceleracién contrario al de la velocidad) hasta detenerse
a 0.2 m del punto O.

Durante la fase 2 el eslabon 3 invierte su movimiento hacia la izquierda
(velocidad negativa) y empieza un movimiento acelerado (signo de la
aceleracion idéntico al de la velocidad) en esa direccion hasta llegar al
punto O.

Durante la fase 3 el eslabon 3 se sigue moviendo hacia la izquierda pero
esta vez con desaceleracion (signo de la aceleracién contrario al de la ve-
locidad) hasta detenerse a 0.2 m a la izquierda del punto O.

Durante la fase 4 el eslabén 3 vuelve a invertir su movimiento esta vez
dirigiéndose hacia la derecha con un movimiento acelerado (signo de la
aceleracion idéntico al de la velocidad) hasta llegar nuevamente al punto
O.

Finalmente, durante la fase 5 el eslabén 3 sigue moviéndose hacia la dere-
cha con un movimiento desacelerado (signo de la aceleraciéon contrario al

de la velocidad) hasta llegar a ubicarse a 0.17 m a la derecha del punto O.

Es de observar que en la continuidad del movimiento del eslabén 3 se pue-

den combinar las fases 1 y 5 dado que reflejan un mismo comportamiento

cinematico.

A continuacién otro mecanismo de aplicaciéon comun:
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Ejemplo 5

Para el mecanismo manivela corredera invertido indicado en la Figura 54
efecttese el andlisis cinematico de ciclo completo, considerando al eslabén OA
como motriz, que gira a una velocidad angular antihoraria constante de 150
rpm partiendo de 0 = 120°. Grafiquense todas las variables cinematicas desco-
nocidas contra el angulo de rotacién del eslabén motriz.

Figura 54

Mecanismo del ejemplo 5 y su correspondiente lazo vectorial cerrado

Se procede a calcular la movilidad del mecanismo y el nimero de contornos
independientes que posee:

m=3{4-1)=-2(4)=1

Ned=3=1

La siguiente tabla presenta las variables conocidas e incégnitas de la cine-

matica del mecanismo:

Datos geométricos del me— Constantes
CATSMo r=036m, ro=0.18m, 8, =0°
Variable conocida — | Variables desconocidas —
primaria secundarias
Variable Posicion G0°< B < 420° T4, O3
aranres Velocidad we = 5w rad s v, W
cinenuiticos —
Aceleracion =11 iy, Oy

Anélisis de posicion. Para el lazo vectorial de la Figura 53:

R +R,-R =0
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De donde:
ncosb, + 1 cos, -1, cos0, =0
r;senf), +rsenfl, —r;senf, =0
Dado que: 6, = 0°, entonces:

1, 41, cosl, —r,cos0, =0

ejs—1
nsend, — rsend, =0 (e] )
Reacomodando las expresiones anteriores:
rycost, =1 + 1 cosb, .
a k] 1 z = (EI] 5_2}

r, senb, =r, senf,

Elevando al cuadrado ambas ecuaciones del sistema (ej5-2) y sumando tér-
mino a términos, luego de simplificar se tiene:

1y =1} +217;0080, +175 (ej5—3)

Y sustituyendo (ej5-3) en la segunda ecuacion del sistema (ej7-2) para pos-
teriormente despejar 0., resulta:

rsenf,

o, =arcsen[

J (ej5—4)

2 2
Jrl +2r1,cos0, + 13

Anualisis de velocidad.
Meétodo de Raven

Derivando en el tiempo las ecuaciones escalares de posicién (ej5-1):

-, senfl, —v, cos, + no, send, =0

(ejp—5)
r,m, cost, —v,send, -r,m, cos, =0
Reacomodando las expresiones (e]5-5) se tiene:
—u, cosl, +nm, senll, =r,m, send, (ej5—6)

=w,sent, = now, cosl, =-no, cosl,

Sistema que al resolverse genera:

v, =ryo, sen (0, -0, (ej5=T7)

o, __no, cos(8,—8,) (ej5—8)

n
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Meétodo general
Considérese la variable primaria p = 0,, las variables secundarias: s, =7,y s,

= 93 asi como las ecuaciones de restriccidn cinemaética:

£1(8,,73,0, ) =7, +1; cos8, -1, cos, =0

ej5—9
ﬁg{ﬂzs?:‘t'«&:i}:rzs’enﬁz -nsenf, =0 (e] )
Por lo tanto:
ﬁ.ﬁ{ﬂzrﬂreu:s] af, [ﬂzr"?rrua}
B or, ol - [— cosll; 7 send, }
’ ’afz [Hz Ty r[}a } Eﬁz (Uz fTa:u:r ] —senbl; - cosl,
ory a0,

ﬁﬁ{ﬂzr"':‘nua) aﬁ{ﬂze?ﬁteﬂ:s ]

o d on, o, | oysenB; v, send; +no;cosd,
T dt af,(0,,7,.0,)  8f,(0,,7,.0,) N I:—ma cosl, -v,cos0,+no, senﬂ;ti|
cfy [Uﬂﬂ'r?tru:!] 5ﬁ{ﬂzr7?raua}
B o, -1, senfl, . d ol |~ cosb,
Jp B F-f’: ﬂ N ua} { r, cost, } ! _E ’afz(ﬂﬂ:??ﬂu;r] _{_rzmz senﬂz}
o, o,

Entonces, las velocidades secundarias estan dadas por:
v, —cosf, w,send, | [-r, senf,
=— @,
W, —senf, -r,cos0, 1, cosf, -
o, sen {Bﬂ _B! }

{“;s }= T, CDS[EE —B:;] (E]E—ln)

5

Analisis de aceleracion.
Meétodo de Raven

Derivando en el tiempo las ecuaciones escalares de la velocidad:

-, cos, —a, cosb, +v,m, send, +v,m, send, + o, send, +r,w; cosd, =0

: (ej5—11)
=10, 5&1192 =, SEHB:; =y, UOSBJ =, ":DSB:; =T, lI:'35'8':; +?:':mi S’EHH:: =0
Simplificando y reacomodando:
—a, cosf. + o, senf, = cosd, —2v.m. senf, —1.o: cosh.
3 3 a3 3 z':':"z 2 43 3 3% 3 {:E_iﬁ—].ﬂ}

_ % 2
=i, SETl B:‘. =Ty, OC"E'BA =T;00, Sen EL_, + 2'i'-’:;""’:‘.a 'I'Sﬂa =T;00; SN El:t
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Resolviendo el sistema anterior para a, y a,, da:

a, =-1,0," cos(0, - 0; ) + ] (ej5—13)
rosen (0, -0, )+ 2v.m )
o, = ——22 (0,-6,) 2 (ej5—14)
jl“lil-
Meétodo general

Las aceleraciones secundarias estan dadas por:
i, —cosfl, r,senl, ! m, senb, v, send, +rm,cosl, |[v, =1y, cos0,
== + =
oy —senf, -, cos0, —w, coslly, —wv,cosl; +mo, send; || o, =m0, senb, e
Simplificando:

~ry0," cos (0, =0, )+ 7005
= 'i';_m: sen (0, -ﬂ:t]+2v:5m3 (ej5—15)

5 -

T

A continuacién, se muestran las gréficas de las variables cinematicas desco-

nocidas contra el dngulo de giro del eslabén motriz.

06T
0.5T
4T
2 73(02)
03T
027
a5 (")

0 100 200 300 400 a00

407
20
b (")
E 93{92} 1 1 } } |
_— 0 100 200 300 400 500
— 207
— 40~

109



Fundamentos de andlisis cinematico y dinamico

by

/ tia (")

300 400 S0

(m/s)
=
]
—
=
Ll

0 10 2000

1007 =10~

a3(%2) B2 (")

0 )C{l.".l 200 300 400 a0

4007

(m/s*)

= alr

2007

— 400~

200

3040

400

fa ()

a00

A continuacién, se realiza el analisis cinemético de una tipica estacion de

bombeo de petréleo.
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Ejemplo 6

Para el mecanismo de una estaciéon de bombeo de petrdleo indicado en la
Figura 55 efecttiese el andlisis cinematico de ciclo completo considerando al
eslabén OA como motriz y conociendo que gira a una velocidad angular cons-
tante de 30 rpm en sentido horario empezando desde la posicién horizontal
mostrada.

Como se puede observar muy facilmente, la estacion de bombeo correspon-
de a un mecanismo de cuatro barras, porloquem =1y N =1.

Figura 55

Mecanismo de una estacion de bombeo de petroleo y su correspondiente lazo vectorial cerrado

e
b

\ a=195m

@ oot b=0.9m
a @ c=3dm

@ B L0 r=0.6m

(a)

b)

De la Figura 55(b) se observa un mecanismo de cuatro barras OABC de
configuracion abierta, entonces los resultados del andlisis cinematico son los
revisados en el apartado 2.3.2, dado que el lazo vectorial empleado es el mis-
mo, por lo que:

Constantes
Datos geométricosdel me— | 1,=+a’+¢* ,a=r. 1 =.,||i"2 +la+ E:f .1, =yb +cf
Carnismo a
v i, =ar1:t.an(—]
c
Variables conocidas Variables desconocidas
Variabl Pasicicn —180°< By < 180° B, B,
ariames Velocidad wi= —m rad/s wa, Wa
cinermuiticns —
Aceleracion e =10 Oy, Oy
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Analisis de posicion, velocidad y aceleracion.

K+ K+ K- K° ,
aj=2mmn[ Il i Wl -“] (ej6—1)

K +K,

Donde:

K, =7 cos8, —r,cosb,

K, =1 senf, —r, send,

2o+ K+ K

2r

K,+JK!+K:-K} )
E|4=Ean:t.:u1[ 2 Ty T iE (ej6—2)

K,=

K +K,

Las velocidades angulares de los eslabones 3 y 4, estan dadas por:

f, -8 .
o, <72 5en(8:~8,) (€j6—3)
7, sen(8, 0, )

_rzmi SGI‘.[[HZ—H]} [Ejﬁ—4}

W, =
! ﬂsnn{ﬁﬁ _HI}

Y las aceleraciones angulares de los mismos eslabones son:

o = —ry,” cos( 8, -8, )-ru,’ cos(8, -0, )+ ne,’ (ej6—5)
. r,sen (8, -0,)

-y, cos(B, -8, )-ne,” +ne, cos(8, -6,

(ej6—6)

' ¥ Sﬂniﬂa -6,)
Las gréficas de las variables cinemaéticas desconocidas contra el angulo de
giro del eslabén motriz son las siguientes:

1107

fa ()

i
T
=200 = 100 0 100 200

| 70
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- 200 - 100 0
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- 2000

=0.5T

tlo (7)

100 200
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(v /5%
£
=
L

by (%)

: . : i
- 200 - 100 ff 100 N\ 200

Finalmente el analisis cinematico de una sierra mecénica para corte de me-
tales.

Ejemplo 7

Para el mecanismo de sierra de corte de metales indicado en la Figura 56
realicese el andlisis cinematico de ciclo completo considerando que el eslabon
motriz OB rota a una velocidad angular constante 80 rpm en sentido antihora-
rio inicidndose cuando B esta verticalmente encima de O.

Es facil identificar que la sierra de corte de metales corresponde a un meca-
nismo manivela corredera, porloquem =1y N =1.

Figura 56

Mecanismo de una sierra de corte y su correspondiente lazo vectorial cerrado

@ @ I =042 m

(@)

ib)
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De la Figura 56(b) se identifica un mecanismo manivela corredera, entonces
los resultados del analisis cinemaético son los tratados en el apartado 2.3.1, co-
rrespondiendo la configuracién de la sierra a la segunda configuracion geomé-
trica del mecanismo indicada en el analisis en dicho apartado. Es de notar que
en lazo vectorial mostrado en la Figura 55(b) el vector El es contrario al del

apartado 2.3.1, por lo que r, debera ser negativo. Asi entonces:

Datos geométricos del me— Constantes
COANismo r=—=r,Ta=T.ry3=1
Variables conocidas | Variables desconocidas
Posicidn Ell!"g ﬁz = 450° ﬂ;{._. T4
.‘,-"a,ﬁ&’bf.es Velocidad W = 8x rad Ly, Uy
cinenaticos 5 I
Aceleracion =10 oy, iy
Analisis de posicion, velocidad y aceleracion
| 1, —msenf, .
B, =180 —arcsen| ~——= (ejT—1)
T
3
T, =71 cosl, +7, cosh, (ej7T—2)
ryi, cosh, e
w, =——""—2 (ejT—3)
r, cosf,

o o sen (B, -6, ) (ejT—4)
! cost,

o = e, senf, +ro, send,
=

(ej7—5)

oSt

—rye,” cos (B, — 0, )—ro,
i, =— -
i

(ej7—6)

cosi,

Entonces las gréficas de las variables cinematicas desconocidas contra el
angulo de giro del eslabon motriz son las siguientes:

. 100 200 300 400
210 -0.3
i (")
—~ 200
—_ —~ =04
= =
= =
= —_
= [
€I
= g0 =
=l _n5
(")
180 L ; f :
100 200 300 400 —08
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2.3 Mecanismos de un grado de libertad con miiltiples lazos

Los métodos analiticos revisados en los apartados 2.3 y 2.4 se pueden apli-
car a mecanismos de movilidad uno con varios contornos independientes,
siempre y cuando cada lazo del mecanismo no posea mas de dos variables
incégnita en el analisis.

Los ejemplos siguientes muestran la aplicaciéon de las metodologias estu-

diadas en mecanismos especificos de un grado de libertad con lazos mltiples.

Ejemplo 8

Considérense el mecanismo de retorno rdpido mostrado en la Figura 56.
Efecttese el analisis cinematico de dicho mecanismo, considerando al eslabén
OA como motriz y que gira a una velocidad angular constante de 700 rpm en
sentido antihorario, iniciAndose con 6 = 20°.

La movilidad del mecanismo es:

m=3(6-1)-2(7)=1

Y el nimero de contornos independientes o lazos vectoriales a ser analiza-

dos son:

NeaT=-Hm2
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Los cuales se muestran en la figura siguiente:

Figura 57

Mecanismo de retorno rdpido y sus correspondientes lazos vectoriales cerrados

a = 300

b =620 mm

r=110 mm

I, =500 rmm

L =250 mm
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Metodo de Raven

Para el primer lazo vectorial y considerando que en el mismo la entrada de
movimiento se produce en el eslabén manivela OA, la siguiente tabla muestra
las constantes derivadas de la geometria del mecanismo asi como las variables
conocidas e incégnitas de la cinematica:

Datos geométricos del me— Constantes
COTHSITIO rm=da,ra=r, B, =90
Primer lazo Variables conocidas | Variables desconocidas
Variabl Fosicion 20° = Ba = 380° i, 6y
arianes Velocidad we=TOn/3 rad/s U, iy
cinenuiiices —
Aceleracion =1 3., Oig

Analisis de posicion. El lazo vectorial 1, genera la siguiente ecuacion:

ﬁ| +E2 —E;; ='|.=.' {Ejﬂ—l}
Que escribiendo en su forma trigonométrica y simplificando produce:

reost, —ncost, =0

j8—2
a+rsent, —r, senf, =0 (e] )
Reacomodando las expresiones (ej8-2):
1 cosfl, = reosé,
3 4 s { Ej ﬂ—:’; }

r, senfl, = a+ rsenf,

Elevando al cuadrado y sumando término a término las ecuaciones (ej8-3) y
luego de simplificar, resulta:

L= J’r* +a* + 2arsen, (ej8—4)
Despejando 0,, de la segunda ecuacion del sistema (ej8-3) da:

[El+]":1EI]E|'.=.]
B, =arcsen| ————

T

Sin embargo, en el mecanismo del primer lazo como el eslabén motriz da
una vuelta completa, el angulo 6, en el rango de 90° a 270° provoca que el an-
gulo 6, supere los 90°, en cuyo caso el angulo 6, correcto, al aplicar la funcion
arcoseno, se obtendré al calcular su angulo suplementario, asi entonces la an-
terior ecuacion se redefine como:
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0 .
mcmn[w] si 2078, <908

LE]

i+ rsent,

B, = 18!:]'-31'\1:31:11[ ] i 007 <8, =270 (ej8—5)

L

a+rsenf,

arcsr:n[ ] s 2700 =0, 3800

rs
Analisis de velocidad. Derivando en el tiempo las ecuaciones (ej8-2)

—ri, senf, —v, cosl, + o, senl, =0

eji—6
run, cost, —v, senf, —ro, cosl, =0 (€] )
Reacomodando el sistema (ej8-6) se tiene:
v, cosll, —rm, senfl, =—rm, send, (j8—T)
v, senbl, + ryom, cosl, =ro, cos,
Que resolviendo y simplificando produce:
vy, =—Tm, SED{HE—B’} (ej8—8)
ri, cos( 8, -0
w, =M (ej8—9)

i

Andlisis de aceleracion. Volviendo a derivar en el tiempo las ecuaciones

(€j8-7) y reacomodando las mismas se obtiene:

2 2
a, cosl, = o, senl, =2vyo, send, +ruo; cosB, —ro,” cosb,

. . (ej8—10)
a, senb, + no, cosl, ==2vm, cosb, + no) send, = ro,” senl,
Resolviendo y simplificando da:
a, =Tm; —ro, cos(8, -0, ) (ej8—11)
2um, + i, =en(d, —0
ﬂ.d= 34 2 { 2 I} [Hjﬂ_lz'j

T

El segundo lazo vectorial corresponde al de un mecanismo manivela corre-
dera descentrado cuyo anélisis ya se traté en el apartado 2.3.1; la tabla de la
pagina siguiente muestra las constantes derivadas de la geometria del meca-

nismo asi como las variables conocidas e incégnitas de la cinemaética:
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Datos geométricos del Constantes
Mecanismo ra=ly, ra=1ls rp=b, 0, =07, 8, =90
Variables dea—
Segundo lazo Varlables conocidas id
f,
mcmn[w} si 207 =0, <00
L
Posicidn | 0, = mtr—men[Ls’meﬂ] si 90" <8, <270 B5. T
Variables L
cinemdticas
mcmn[w} si 2707 <0, <380°
]"3
iy a,—-0
Velocidad @y = % Wy, Vg
L
2, @ *cos(0, -0
Aceleracion a, = Uy @, +70, cos(8, '] 0, iy
L

Analisis de posiciéon, velocidad y aceleraciéon. Del apartado 2.3.1 se infiere:

o, =msen[w]=ammn[w] (ej8s—13)
& L
1, =71, cost, +1; cosb, =1 cosf, + 1, cosi, (ej8—14)

Ty, cosf, _ L, cosf, (ej8—15)
1 cosh; L cosh,

T sen(f; —6,) Lo, sen(8; -0,)

ej8—16
' cosf, cosf, () )
o =% cosl, +rm,” send, + e send, _ =ho,cosb, + Lo, send, + Lo, * senf), (ej8—17)
B i costl N L cost,

_no, sen(f; -6, |- ro*cos(B, -0, ) - no _ Lo, sen (8, -8, ) -Lo* cos(6, -0, ) - Lo, (j8—18)

K
' cosl, cosf,

Meétodo general
Las ecuaciones de restriccién cinemadtica son:

.ﬂ(ﬁz'-'?i -*'Bd -"E'ﬁ'-r-s.
L(Br'ﬁ !"BI -'E'ﬁ'-r-s.
f:i(ﬂz'-';l r'E'd -‘Eﬁ‘-r-s.
fd(ﬂz'-';l r'E'd -‘Eﬁ‘-r-s.

=roosty, —ncosl, =0
=a+rsent, -, senl, =0 (ej8—19)
=1, cosb, + L cost, —v, =0

R

=1 senB, +L, senfl, —b=0

Donde la variable primaria es p = 6, y las variables secundarias son: s, = r,,

s,=0,s,= 95, y s, = r,, entonces:
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-aﬁiﬂznrseﬂ.ugmﬂ:} aﬁfeifﬁieasﬂseﬁi aﬁiﬂznrseﬂugasﬁ} a.ﬁ{ezﬂ.':ueuﬂseﬁ}_
oy a8, oh, oy
E'ﬁ."{ﬂiqr H E ﬁ} EL'::B?’?:I"BJ‘BE-’TE} D‘ﬁ"{ﬂi H-’E E r} EL{B?’TEJ'BJHBE-’TE}
[J ]= ﬁ;l- ml Eﬂ& Eq;i =
E-ﬁl-{ﬁ!1f;|-5‘el:‘aa",;i} E.fll:: 2‘5‘?:1 41 l-f'lrﬁ} Eﬁ{ﬁifﬁf‘ﬁlf‘aﬁ"rﬁ} !q-ufll:: ?5T3 41 l-f'lrﬁ}
a’;l- ml m& cq:i
E-ﬂ{.ﬂi'-ﬂl’elﬁaﬁ'|r5} a.fll:: 2’?‘5 41 r’rﬁ} Eﬁ{ﬂifﬂl’elf‘eﬁ11‘5} EL{BE,TE._qu r’rE}
T o 2, 2o, o
—cos, nsenf, 0 0
—senfl, —r cosb, 0 0
0 =l sent, -l senB, -1
0 LeosB, LeosB, O
_a.ﬁ{'azift!&ueﬁsﬁ} afi(0,.7,0,,8,,7, ) af(8,.1,0,,0,,1,) aﬂ(emrmﬂﬁﬂmrs}-
ar, a0, 20, ar,
Af (057,00, ) 0 (0,1,0,,0,,5)  8f(0,,75.0,,0,,5)  8f(0,,75.8,.0,,7)
[J ]=_ o, aa, ch, o, _
ot Oy (05:7,0,,0.,m ) 8 (0,,13.0,,0,,5)  8fi(0,7.0,,8,.5)  8f(0.,7%,0,,0,,%)
ar, 70, a0, ar
Eﬂ(eﬂ‘rgiﬂ E r} afl{EE"rﬂ’E E r} afl{E!1 H’E EE“"E} F£{E!1 J‘E Eﬁirﬁ}
] ar, a0, 20, ar, |
wm,senfl, v senb +rnm cos, ] 0
—wyeosl,  —v,cos0, + o, send, ] 0
N 0 —Lm, cosB, Lo eosd, 0
0 —lw, send, =L, senf, 0O
Ofi (0s73.8,.8,.%) O (8y,73.8,,8;.73)
20, 0,
afy (By.7.0,,0,.5) —rsenfl, afy (0y.7.0,.0,,5) —ri, cosf,
{J }_ a0, _ | reos8, {J }_ dJ a0, _ |-rwo send,
P 3fy (82,73,0,,8,,13 ) ) 0 T, af (0,.1.0,.0,.1,) B 0
a0, 0 20, 0
af, (8,.7,.,8,.8,,1,) f,(8,.13.,0,,8;,1;)
&4, ] I a4,
Analisis de velocidad y aceleracion.
Las velocidades secundarias estdn dadas por:
, —costl, rsend, 0 0 —rsend,
a0, —senb, -rcosb, ] 0 reosb, .
=— o, (ej8—20)
. ] =l senfl, -L senfl, -1 0
i ] LeosB, LeosB, O 0

121



122

Fundamentos de andlisis cinematico y dinamico

Que luego de resolverse y simplificarse produce:

—ra, sen (6, —0,)
rin, cos( 6, — 8, )
vy T
il cos{ B, —26, )+ cos .
= mzi][ I': 2 -I} !] , (EJE_EI}]
i 2l cosb,
U rm!Il[sen{E,—BE}—sun{E!—2E|'4+Ha]]
B,
2r, | 2sen®| = |-1
2
Para las aceleraciones secundarias, se tiene:
iy —cosfl, nsenf, 1] o7 o, senfl, v, senb, +rm, cosl, 0 O [y
o, —-senfl, -—r,cosB, 1] 0 —wcosl, -v,cos0) +no, send, 0 0 | [y,
o, N 0 —l sentl, -Lsenf, -1 0 —lw,cos0, —Locost, 0]
i 0 I cosb, Leosf, 0O 0 —lo, sen ), —Lo sen®;, Of[w;
—rm, cost,
—ru,sen,
(02
1]
0
De donde:
o =re; cos(B, =6, )
o, + T seni 8, =6, )
. 5 (ejs—22)
ui =1 rul, senfl, + 2l o] senfl, + 2nLof send, + L rod sen| 8, =20, )+ 44 v,m, cosl, L8
u: 2l cos8,
2rle] =redl, cos(B, =20, + 8, ) =4 vy, sen(8, =0, )+ rlod cos( 8, =8, )+ 2rl o] cos(8, =0, )
21y cosbly

Al graficar las variables cinematicas incégnita vs el angulo de giro del esla-
bon motriz se obtienen las siguientes graficas:

0.4 110
0.35F 1 100 4
£ o
£ 0.3F E -rgq\ ank J
£ =
=]
0.25F B 80 E
0.2 70 L - -
0 100 200 300 400 0 100 200 300 400
3 (") b (%)

1 Si bien las expresiones para @, y v, se ven distintas en el método general y el método de Raven,
el lector puede verificar que ambas son equivalentes.
2 Idem a la nota al pie 1 para a, y a,
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Ejemplo 9

Considérese el mecanismo mostrado en la Figura 58. Realicese el andlisis
cinemético de ciclo completo de dicho mecanismo si el eslabén motriz OA gira
a una velocidad angular constante de 400 rpm en sentido antihorario, empe-
zando en 0 =45° .

La movilidad del mecanismo es:

m=3(6-1)-2(7)=1

Y el ntimero de contornos independientes o lazos vectoriales a ser analiza-
dos son:

N=T=0=2

Los cuales se muestran en la figura siguiente:

Figura 58

Mecanismo del ejemplo 9 y sus correspondientes lazos vectoriales cerrados

n,=5cm

1, =10cm

n,=17.Tcm

n,=15.1cm
T r.=13.5em

L
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Y
Ty
r}f'\ X
r? — %ﬁ ].,:"I.ZCI 2
B
R
Meétodo de Raven

Como se puede observar facilmente el primer lazo corresponde al de un
mecanismo manivela corredera descentrado.

Dado que en el mecanismo se inicia el movimiento en el eslabén OA, la si-
guiente tabla muestra las constantes obtenidas de la geometria del mecanismo

asi como las variables conocidas y desconocidas en el primer lazo:

Datos geométricos del me— Constantes
Camnismo T, Fa, Ty, B, =907, 8,=0°
Primer lazo Variables conocidas Variables desconocidas
Variabl FPosicion 45° = E! = 405° B:L_u Ty
aruanes Velocidad wa = 407 /3 rpm L, T4
cirnenuiticns —
Aceleracion =10 O, (g
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Analisis de posicién, velocidad y aceleraciéon. Del apartado 2.3.1 se tiene:

E_!=msen[Lm] (ej9—1)
LE]
r, =1 cosb, +7; cost, (ej9-2)
, =T cost, (ejo—3)
ry cosf,
v, = ryo, sen| B, =6, ) (ejo—4)
cosfl,
] 2
= i, sent, +rm, sent, (ej9—5)
1 cosh,
—nyiy’ cos( By =B, )= rpo,® )
i, = o (ej9—i)
cosil,
Para el sequndo lazo del mecanismo:
Datos geométricos del me— Constantes
CILTLESTG Ti, Tay T, B, =907, 8, =0, 8; =0, 6, =270
Segundo lazo Variables conocidas Variables desconocidas
o Posicidn T4 B5. v
Pﬂﬁﬂ;b{es Velocidad 1y W, Ur
cireeriticns —
Aceleracion (L4 o, dr
Andlisis de posicion. Por lo tanto:
R.+R.-R:-R:—R-=0 (ej9—T)
De donde:
r,—rcos8, —r, =0 .
e]9—8
n,—rnsenf, —r =0 (€] )
De la primera ecuacion:
-
f, =..'3.n:cc|t-{ £ “] (ej9—9)
T
Y de la segunda ecuacién:
r=n-nsent, (ej9-10)

Analisis de velocidad. Derivando en el tiempo las ecuaciones (ej9-8):

v, + o, senfl, =0

-0, cosf, —u, =0
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Entonces:
v, \
=——t (ejo—12
iy (e )
Y,

v=—nm cost,  (ej9—13)

Andlisis de aceleracion. Finalmente derivando las ecuaciones (ej9-11) en el

tiempo se obtiene:

2
i, + o, senfl, +nocosd; =0

—ro, cosf, + o senf, —a_ =0 (ej9—14)
De donde:
“s“% (ejo—15)
=0 0080, 1, seny (ej9-16)
Meétodo general

Las ecuaciones de restriccion cinemadtica son:

filb,. 8,18, )=n cosb, + 5, cos8, —1, =0
ful8,.8,,1.0,.%)=—n +r senf, + r, senf, =0 (ejo—17)
e —
£(0,,0,,1,.8..5 )=, —n,cosb, -7, =0 1

fd'l:ﬂhﬂrra :-'851“,-}=T|_ 1 S-EIIEE - =0

Donde la variable primaria es p = 0, y las variables secundarias son: s, = 83,

s,=r,s,=0_ys, =r,entonces:

_Eﬁ{BmEmﬂf nTT} F‘f{E 0,,7,,6; 7:'} Eﬁiﬂziﬂubneﬂaﬁ%} aﬁfﬂzeﬂrlrnas*.“:}_
ct, or, a0, or;
Eﬂ{ﬂwﬂnruﬂmr?} E‘L(Ei?,ﬂs._ﬁ, nTT} E_ﬁ,{ﬂz._ﬂ],r.,ﬂa,r?] aL(BﬂEr.TL .:-7'7}
[J ] o8, or, a8, o,
’ af,(0,.8,,1, :«Baur?]' Ef_":(ﬂzz«ese’hﬂmrf} af,(0,,8,,1, :«Hsnr?} ﬁﬂ(ﬂz,ﬂgfﬂ,ﬂﬁ,‘r&}l
o8, E'rl of, E'r?
Efa{E .18, ?]' E-E.( 8,78, .} Efa{E LT } Eﬂl{ B,,7,.8, }l
T, o 2, Pa—_—
-rsenf, -1 (1] 0
| meost, 0O (1] 0
oo 1 rsenf. 0
0 0 —-reoosh, -1
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_aﬁ{E!1ES1H|Bﬁ’E} a-ﬁ(ﬂ?’agii.I‘ei‘r?} aﬁ(921ﬂﬂ-’rl1ﬂi1r'.'} aﬁ{H!1ﬂ]1rI’EE1ﬂ:'}_
'ﬁaﬂ- ard mi ar?
E.EEB?’EH’TI"BE1TT} af!{&21eﬂ-5rl1351ﬂ:'} a-é‘{ﬁ!1&]1ﬁ’aﬁ1ﬁ} a.f?{'ﬂi”EE‘fl‘&ﬁ-’TT}
[J ]=i 'ﬁaﬂ- ard mi ar?
dt aﬁ{BEFEH-’TI"EE1r?} afS{H21B]5rI’EE'|ﬂ:'} a-ﬁl{E!‘H]‘ﬁ’ErﬂrT} ﬁ£{62ﬁﬁg1n1&ﬁ-’r7}
2, o, 2, or;
aﬁ{ezﬁaﬂ-’.rl‘Bi‘rT} afliﬂi"e]"rlﬁaﬁ"t:'} aﬂ{ﬂhﬂmuﬁmﬁ} 6.’2{62&63111195&"?}
L aaﬂ- arl mﬁ ar? N
—ro.cost, 0 ] 0
—ryin, senfl, 0 0 0
- 0 0 nocosh, 0
0 0 mo,send; 0
O, (85.0,,7,.0,.,17) | (8f,(0,,0,.7,.8.7 )
a0, a0,
&f,(0,.0,.r,.0. 1) —r, senf, af, (6,.0,.r,.0..r.) =10, cosf,
{J }_ a8, _ | meost, {J }_ d a0, _ | ~Tyta, send,
el af; {Bz'*'aa:ruem“r}r- 0 ! -d{aﬁteﬂemfnﬂrrr} - 0
a6, 0 a6, 0
6_ﬂ(&2~63~r,,65,1:,}| a.ﬂ':&zﬁabrnﬂa'-“:}
an, ] ! 0, )

Analisis de velocidad y aceleracion.

Las velocidades secundarias estan dadas por:

1

iy —nysenfl, -1 0 0 —r, senf,

v, reosh, 0 ] 0 ncost, )

w, B 0 1 rnsent, 0O 0 e (e]9—18)
v, 0 0 -rcosB -1 0

Que luego de resolverse y simplificarse produce:

_r, cost,
r, cosf,
o, r, sen (6, -6, )
e

val_ =5 . (ejo—19)
00, o, sen(6, -6, )

LN 7 cost, send,

e, sen(f, -6, jeotf;
cosh, )

3 Idem a la nota al pie 1 para @, y v, .
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Para las aceleraciones secundarias, se tiene:

Cinematica de mecanismos planos

oy —-nsenf, -1 1] 0 THT -no,cosf, © 0 0 | [, —Ty i, cOSH,
a, roost, 0 1] 0 —rnyin, senfl, 0 0 [LRNEER —ryin, senf, o
= w, | (ej9=20)
oy 0 1 mwsenf, 0 0 0 rogeost, 0|, 0
- 0 0 —necosf, -1 0 0 migsenf, 0| 0
De donde:
i, senfl, + ol senf,
7, cosd,
]
. —ry; — 1300 cos( B, -8, )
]
a cosf,
L] a
a () rw; + Ko, cos, cosh, + o, send, send, —rw; cosd, cosh, - (ejo—21)*
; . cosh, senf.
‘ 2 3 2 2
Ty, cos b, —no; cosl, + nm, cosl, cosb, cosB, +ne,” sent, senb, cos,
=]
scnﬂ{?scn!(?g]— 1]

Las gréficas de las variables cinematicas desconocidas contra el angulo de
rotacion del eslabén motriz se muestran a continuacion:

(Hi] T T T T 0.3 T T T T
10 .
o T o2} .
< |7 1T £
= P
0.1 .
l'] = -
-0 - 4 4 : . 0 L 1 1 L
0 100 2““&) 300 400 500 0 100 200 300 400 500
2 { ] 32 {':l
40 J T L T 10 T T T T
— Mk -
=
E 2 5F g
= or 1 £
“iﬁ——" —
™ o1
3 E'g; ok _
20} . s
—40 ! . L . - -5 L L I 1
0 100 znna 300 400 500 0 100 200 300 400 500

4 Idem a lanota al pie 1 para a, y a..
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Ejemplo 10

Considérese el mecanismo mostrado en la Figura 59. Realicese el analisis
cinematico de ciclo completo de dicho mecanismo si el eslabén motriz OA gira
a una velocidad angular constante de 900 rpm en sentido horario, empezando
en 0 = 60°.

Figura 59

Mecanismo del ejemplo 10

Ty = 50 mm B1,=353.2°
ry = 123.63 mm

ry, = 117.81lmm

ru= 186.42mm

F. = 18L.20mm By2=19.33
Ty = 211.31 mm By:=191.75"
. = 149,17 mm

Ty = 63.81 mm

2= 233.38 mm

3= 134.79 mm

La movilidad del mecanismo es:

m=3(8-1)-2(10)=1

Y el ntimero de contornos independientes o lazos vectoriales a ser analiza-

dos son:
Ne=lld=T=3

Los lazos cerrados del mecanismo se muestran en la figura de la pagina
siguiente.

131



Fundamentos de andlisis cinematico y dinamico

Figura 60

Contornos independientes o lazos cerrados del ejemplo 10

Meétodo de Raven

Como se puede observar facilmente todos los lazos del mecanismo corres-

ponden a mecanismos de cuatro barras.
La siguiente tabla muestra las constantes obtenidas de la geometria del me-

canismo asi como las variables conocidas y desconocidas en el primer lazo:

Datos geométricos del me— Constantes
CATETG Fias Ty Ty Tys By
Primer lazo Variables conocidas Variables desconocidas
Variables PD.'?ICT,-D’I‘I IE'.: 'E'J-_ E.I
. . Velocidad we = =3mw rpm Lo, Gy
cinenuiiicns —
Aceleracion oz =1 00, Doy

Analisis de posicion, velocidad y aceleracion. Del apartado 2.3.2 se tiene:

+K!+ K} -K} (e]10—1)
K, +K,

K,
8, = 2arctan
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Donde:
K, =7, cosf,, —r,cosd,
K, =r, senfl | = r, senb,
n-r+ K+ K}

K
: 2r,

K +K,

lL:i!:m:tan[ 2 : 2 = (ejl0—2)

Donde:

K, =7, cosf —r cosf,
K, =n, senfl, =, senf,
b 2 -1 -1
K =h-h -K;-K;
. =

- 2r,

_rosen(d, -8, )

= 110—3
7, sen(6, -9, ) (e]10-3)

. 6, -8 .

r,sen(6,—8,)

o - ro,” —ne’ cos(8, -0, )-re,’ cos(8, -0, (10—5)
! rsen(d, —0,)

o =r.mfco5{ﬂg -8, )-nm,’ -no’cos(6, —0,) (€j10—6)
! rysen(d, —8,)

Para el segundo lazo del mecanismo:

Datos geométricos del me— Constantes
COTLSTe Tizs Ty Tsis Tos Ehin
Segundo lazo Variables conocidas M bl“l i
Posicid 8. = Sarcia: K,+K;+K}-K; o 8
: =Zarctan| — R 5. B
nsicidn 4 K <K, i
Variables ) rmsen(f, -8, )
cinemiticas Velocidad o, = —"". sen(8, -0, ) W, W
.. r,” cos(8, -6, )- rym,’ — e’ cos(8, -0, )
Aceleracion | o, = - iy, Qi
r sen(B, -6, )

Analisis de posicién, velocidad y aceleraciéon. Del apartado 2.3.2 se tiene:

K, +K!+K.-K} .
31=ZEMMH{ I e W (ejl0—7)

K, +K,
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Donde:
K, =r,cos8, -, cosb,
K, =1, senb, = r, send,
-+ KD+ K]
2,

K,=

K, + K +K;-K;

K +K,

b, = 2arctan

Donde:
K, =r,cos0, —r,cosl,
K, =1, senfl, —r senfl
n-n K -K;

K, =
3 2r,

b, -6
o, = r,o, sen(f, -6, )

' r,sen(d -0 ) (j10-9)

i 0, =i, .
mn=_w (ej10—10)

1, sen|d; — 6, )

ryo, sen(B, =0, )= no? + o’ cos(8, -6, )+ o’ cos(6; -0, )

(ej10—8)

o, = ejli—11
: rsen(b; =6, ) (€] )
ryo, sen( @, -6 ! b, -0 * : 6, -0
I e ' :1}_rnmﬁ ":":'5'{ E n]""""';@h T, EDS{ a~ n} .
o, = (ejli—12)
rsen(6, —6,)
Para el tercer lazo del mecanismo:
Datos geométricos del Constantes
MEeECanismo 13, T, T, Ta, By
Tercer lazo Variables conocidas :J’ i—
das
Posici b -3 Ki+1||Kf+K:—K'j 6 8
’ i = ta = ¥
asicion . = Z2arctan KK, 7, B
Variables Velocidad Ty sen(f, —98.)
cincmidi— | Veloci " rsen(0,-0) o
Acelera | g =- e, sen( B, -0, ) -’ cos(8, -0, )+ no” +ro,” cos(6)
y 1, sen(f, -6, ) oy, e
cidn

Andlisis de posicion, velocidad y aceleracion. Del apartado 2.3.2 se tiene:

K+ KK
K, +K,

K, +
0, = zarctan[ =

] (ej10—13)
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Donde:
K =r, cosb  —r cosb,
K, =r, sentl, —r, sent,

2 F | 3 2
K _r-n + K+ K,
3= ;
r;

(ej10—14)

K, +yKI+ K - K2 ]

8, =2arctan
[ K +K;

Donde:

K, =n,cos8,, — 1, cosh,
K, =mn, senfl, —r, senb,
2 2 3 2
K - —K-K;
- 2
T

__negsen(8, -6,)
- 1, sen| B, =, )

(ejl10—15)

Ty, sen(8; -6, ) ’
== 10-16
“ L S"E“{E}r _Eaﬂ} {EJ :}

_ o, sen(f; -0, )—no.’ + o, cos(8; -0, )+ o, cos(8; -6, )

. =
! rsen (B, -6, )
_ nogsen(f; —0.)—ne, cos(0, -6, )+ ne” + e, cos(8, —6.)
" r,sen(6, -6, )
Meétodo general

(ej10—17)

(ej10—18)

Debido a la dimensién del problema y para facilitar el calculo de la inversa

de la matriz jacobiana de las variables secundarias, se va a subdividir su solu-

cion en dos partes:

1. Solucién con el uso de la matriz jacobiana para el primer lazo, y
2. Solucion con el uso de la matriz jacobiana para el segundo y tercer lazos.

Se pueden apreciar los lazos cerrados en la figura de la pagina siguiente.
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Figura 61

Contornos independientes o lazos cerrados del ejemplo 10

Analisis de velocidad y aceleracién. Para el primer lazo, mostrado en la
Figura 61, las ecuaciones de restriccién cinematica corresponden a la de un
mecanismo de cuatro barras, tratadas, en el apartado 2.4.1 y sus resultados son
los mismos de dicho apartado.

Los contornos vectoriales 2 y 3 para ser analizados por el uso de la matriz
jacobiana se muestran en la Figura 61 y como se observa no todos necesaria-
mente corresponden a los empleados en el método de Raven.

Para los lazos cerrados 2 y 3 las ecuaciones de restriccion cinematica son:

file,.0,,0,.08. .08, )=-n,cos8, +r,cosd, +7, cosl, +r;, cosb, -7, cosb, =0
Ll8,.0,.0,.0..8,)=-n, send, +r, send, + 1, senb, +r send, —r, senf, =0 (ej10—19)
Fl8,.0,,0,.0..68,)=-n, cosll, +r, cos, +5cosf, —r, cosl, =0 “ ’

fule,.6..0,.06._8. )=-n, send,, +1, senf, +r, senb, —r, sent, =0

Donde la variable primaria es p = 0, y las variables secundarias son: s, = 6,,

s,=0,,s,=0,ys, =0, entonces:
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_ﬂ‘ﬁ{ﬁ,,ﬂ“ﬂa,ﬁ?,ﬂ“} Qﬁ{ﬁ,,ﬁmﬂmﬂ'ﬂﬁ"} f; {B'u'aaiﬂs'-e'r'-'an:' E_ﬁl{ﬂ“ﬂmﬁmﬂﬂﬂ'ﬂ :'-'
6, &6, &6, of,
ELI{'B_H'BHQMH'N'BH} afi(e-l.'-a'ﬁsﬂaiﬂ"nen} df, (8,,8;.6,,0,.8;) 5.'!2[31135&&3&33133}
[9,)= 6, &6, &6, of,
aﬂ(eu'amﬂmﬂ'ﬂﬁn:' E'fgliﬂ'_uﬂ'ﬁ,ﬂmﬂ.“ﬂ'“} afsiﬂne’ss'aaiﬂ'nﬂ's} 5.';[31135'-'332133133}
6, &6, &6, of,
0F,(0,.0,,0,.0,.8,)  2£,(0,.8,.6,.6,.0,) &£,(0,.0,.0,.0,.8,) F,(6,.6,.0,.6..6,)
i 6, &6, &6, of, ]
-1, senf; 0 -rpsenb.  nsent,
r,cosf; 0 neoosb. - cost,
N 0 -, sentl, —rsenf. 7w senf,
0 reosty,  nmcosf, —rcosb,
_5]‘;(&“&5,136,&“3“} af, (0,.0..0,.0..0.)  af(8,.0,,06,.6,.6,) Qﬁl[ﬂ*,ﬁs,ﬂmﬂ.,,ﬁn}"
of, &, i £,
5.'!![3413&&'855133133} 5ﬂ{ﬁ,,ﬂa,ﬂﬁ,ﬁ?,ﬁ"} E_ﬁ(ﬁ”ﬁmﬂmﬂﬂﬁ“} af!(eua'ﬁs'aﬁi&nﬂ'a}
|: 3 :| d i iR o, af, o,
ot 5.'!3[3413&'-'85&'8313"} 5.&('845135135'-'81'&'8"} E_ﬂl{ﬂ“ﬁmﬂﬁ,ﬂﬂﬁ“} r','fgl:ﬂ“ﬂa,ﬁmﬂ-“ﬂa}
of, &, i £,
afdiﬂﬁﬂmﬁssﬁﬂﬂn} 5.'!4('84&'8513'5'-'81'&'8"} a.ﬂ(e-l.\aﬁiﬂﬁiel'\eﬂ} afdiﬂﬁa’asamﬂhﬂ'a}
] of, &, i £,
=T, cosf, 0 =i cosf,  no, cosl,
=iy senb; 0 - sent,  no, send,
- 0 —nm cosl,  —nocosl,  no,cosb,
0 —rmg sently,  —no, senf, o, senf,
&, (0,.0,.0,.0,.8,) af, (6,.8,.0,.0..6,)
o, &o,
af, (6,.6..0,.8,.6,) -1, senf, af.(8,.8,.0,.08..06,) —r, @, cos,
{J }=' a0, _ r,cosb, {,‘]‘ }=i oo, - =r,@, senf,
g 5.'!3{84&&513513?\'3” 0 Pl dt E.E{Enﬂmemeﬂen} 0
0, 0 ) 0
af,(8,.8,.6,.6..6,) &f,(0,.0,.8,.6..8,)
a0, &e,

Andlisis de velocidad y aceleracién. Las velocidades secundarias estan dadas

por:

i,
iy
iy
iy

=1, senb, 0 =rsenb, ¥ send, ' =7, send,
¥ costh, 1] woost,  —rcosl, 1, cost,
0 = sentl, —-msenb, wsent, 0
0 peost,  woost,  —rocosl, 0

Que luego de resolverse y simplificarse produce:

iy,

(ej10—20)
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_ne, sen(d, =0, )
7 senf i =0, )
v, sen (B, =0, )
0, ri sen(0; =0,) (ej10—21)
@, | | r,[cos(B, =0, +0,=0,)=cos(0, =0, =0, +0, )]
iy 'q.l:ms[ﬂs—ﬂs +D-:-ﬂn]-fﬂﬂlﬂa-ﬂa-ﬂ-:+“n}]
)
]

ryo, [ cos(0, -0, +0, -0, )—cos(0, -0, -0, +0,
| n[cos(0, =0, +0, =0, )= cos(0, =0, =0, +0,)

]

Para las aceleraciones secundarias, se tiene:

g =i, sen i L] =, senfl, o, send, ! =i, Cosi; ] =Ty, cosl,
oL, r, cosf, 0 roosl, =1 cosb, =1 iy, Sen 0 =15 ity senfl,
Ly 7] ] =, senfl, =nsenfll, rsend, ] =, cosl,  =no, cost,
o, 0 1, ooslly rensl, =i, cosi, 0 =ty senl, =, send,

Ty, cost, ||, —-r, senb, =Ty, cosf,

o, senf, ||, T, cosh, —r,m, senb,

+ o, + i,
Ty, cost, ||, 0 0
ro, senf, ||, 0 0

De donde:

v, sen 0, =0, J=r o +roe’ cos(0, =0, )+ no cos( 0, =0
Aty o =g =TT Ty, Uy )+ Ty T

r sen( 0, =0, )

a i, sen( i, =0, )=nm* cos(0, =0, )+ o + e, cos(0, -0,)

a, rsen(d, =0, )

o, rya, [ cos(0, -0, +0, -0, )—cos(0, -0, -0, +0, ) |- 2r,e; sen(0, -0, )+ 2r,e; sen (0, -0, ) - 2ru]

a, ;[ cos(0, =6, +0, =0, )=cos(0, =0, =0, +0,) ]

ry, [ cos(0, =0, -0, +0, ) —cos(0, -0, +0, -0, ) |+ 2n0] sen(0, -0, ) - 2re} sen(0, -0, ) - 2ru]
r.[cos(0, -0, +0, -0, )—cos(0, -0, -0, +0,)]

sen(f, -6, )+ ro] |:=ar_~r1.{'ﬁd -6 -6, +6,)—sen(6, -0, +6, -6, }]

sen(f, -6, )+ro] [snn{ﬂ. -6, +6, -0 )—sen(6, -6, -6, +6, }]

+r7m§[snn|{ﬂﬁ—ﬂa +0; -6, )+sen(B, -0, —0_ +8, }l] | (ej10-22)

+ T, [scn{ﬁs—'B5+BT—'B“}+9|311{'B5—B'5—97 +0, }]

A continuacién se grafican las variables cinematicas incoégnitas para todos

los lazos vectoriales:
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T
1

ag(82) (rad /%) g

ag(8) (rad/s%)
-10f T 1]

20 2
- 300 - 200 - 100 [i] 60 - -E 200

ta (") b5 ()

2.b Analisis cinematico de puntos de interés en mecanismos pla-
nos

Existen situaciones en las cuales es necesario determinar las caracteristicas
cineméticas de ciertos puntos de interés en un mecanismo, por ejemplo cen-
tros de masa, puntos de aplicacién de fuerzas o momentos o puntos de un
eslabon que cumplen alguna tarea especifica, en cuyo caso se puede construir
un lazo vectorial especifico para dichos puntos con el objetivo de efectuar el
analisis cineméatico mediante el empleo del método de Raven para obtener las
variables cinematicas requeridas.

Los siguientes ejemplos, desarrollan varios ejemplos del analisis cinematico

de puntos de interés en mecanismos especificos.

Ejemplo 11
Para el mecanismo mostrado en la Figura 62, encontrar la velocidad y ace-
leracién del punto P, considerando que el eslabén motriz OA gira a una velo-

cidad angular constante de 300 rpm en sentido antihorario.

Figura 62

Mecanismo del ejemplo 11 y el lazo vectorial empleado

b a =170 mm

C

a b =75 mm
r c =110mm
c
T, = 50 mm
B o) *
P Ta

Ta
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Para el lazo vectorial OAB, se tiene:
Eu—ﬁgm—ﬁ4 ='ﬁ [Ejll.—l}

De donde se obtienen las siguientes ecuaciones de restricciéon cinemaética:

ryoost, —acost, -, cos180° =0

(ejl1-2)
r, senfl, —asenf, —r, sen 180" =0
Que, simplificando, producen:
ryoost, —acost, +1, =0 (ej11=3)

T senfl, —asend, =0

De la segunda ecuacion del sistema (ej11-3) se deriva 6,

LR 5”19*] (ejl11—4)

8, = arcsen
i

Derivando en el tiempo el sistema (ej11-3) se tiene,

—1,m, senb, + am, senb, +v, =0

r,m, cost, —aw, cost, =0 (ej11-5)
De la segunda ecuacion del sistema (ej11-5):
@ =—’"*;“;;:;f* (ej11—6)
Derivando en el tiempo el sistema (ej11-5) resulta:
—1ym,” cosB, +ao, send, +aw] cosd, +a, =0 (ej11-T)

. y 2 =
—mn, senfl, —ao, cosh, +am; senf, =0

Despejando, entonces, a3 de la segunda ecuacion del sistema (ej11-7), da:

2 3
o = —r@,” sen b, +am] send,
3

(ej11—8)

acosb,

Para el punto P, se tiene:

De donde:

T, =1y c0st, +beostl, =ccosb (ej11—10)
8ill—
-

y = T2 Senb, + bsend, - csenfl,,

Pero, 6, = 90° + 0, , entonces:
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T, =1 008, +beostl, +csenf, (ej11—11)
eill—

Tpy =13 Senf, + bsend, - ccosb,

Derivando en el tiempo las ecuaciones anteriores:

v, ==rm, senl, =bo, send, +co, cosd .
P =2 2 3 3 3 3 [Ell]_l_—lz}
U, = 10, cosb, + bo, cosd, + co, send,

Derivando en el tiempo las ecuaciones (ej11-12), se obtiene:

2 2 2
L, ==10, cosl, —bo, sen, —be; cosl, +co, cosb, — co;send,
—ry cosf, + 0, (ccosb; -bﬂﬂnﬁl}—m:{bfﬂSHﬂ +csenf, ) (ej11—13)
1,
= 2 2 : =
p, ==Ty0; sen b, +ba, cosl, —be] send, + coy send, +ecwj cosh, =

—ryt) sen B, + o, (beost, +esenf, )+ o} (ccost, —bsenf, )

Entonces la magnitud de la velocidad y aceleracién del punto P estdn dadas

por:
2 2

Up =.|||-vPr +Up,
ap =,fa,’ +a,’

Si se grafican la velocidad y aceleraciéon del punto P en funcién del angulo

de giro del eslabon motriz iniciando en 0 = 25° se obtiene lo siguiente:

3 ' ' ' B0 : ; .
g 2.5F 1 ':g Es | ]
< | 2r N =<' | s0f .
— —
& &
L5 . 45k 4
1 L 1 1 40 1 ) |
0 100 200 300 400 0 100 200 300 400
B9 (*) 2 (°)

Es imprescindible ademas hallar la cinematica de puntos de interés en el
estudio de las fuerzas dindmicas como los centros de masa, como se muestra

en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 12
Para el mecanismo manivela corredera invertido mostrado en la Figura 63,

encontrar la cinematica de los centros de masa G, y G,, de los eslabones motriz
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y acoplador, respectivamente, considerando que el eslabén motriz OA gira a
una velocidad angular constante de 180 rpm en sentido horario.

Figura 63

Mecanismo manivela corredera invertido del ejemplo 12 y sus correspondientes lazos vecto-

riales cerrados

r =900 1mm
I =250mm
L =600 rmun

Aceleracion del centro de masa G,

R, =Lem

b | =

]

R =%I{mﬁﬂi+isenﬂg} (ej12—1)
Con:

rf-}.-

=%m&ﬂz (ejl2—2)
rr_.g_=%5nn-ﬂi (ejl2—3)

Derivando en el tiempo, se tiene:

Ve, =%I{—ﬁ1¢ senfl, + i, cosf, ) (ejl2—4)
Con:
U, = é—m! senf, (ejl12—5)
) .
Vg, =500, cosf, (ejl2—6)
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Y derivando por segunda vez en el tiempo da finalmente:

e, = %{—m,f cosf, — i, senf, )

Con:

Aceleracion del centro de masa G
ﬁ-r:_., =R —ﬁc.'ln
EC, =le” —%Ea’

Entonces,

A

R, =[Imsﬂz —%Eﬂﬁﬂl} +tf[lsan! —%senﬂl

Con:

r
1y, =lcost, -Ecusﬂg

i‘c‘.

Derivando en el tiempo:

ve, =[—||!4'.-132 senf, —Ema snnEH]+:'|:kuE cos, —%mu ::EFJ] (ejl2—15)

Con:

-
t ==l 2enl, = —m, send,
2 3 :

r
v, =lm,cosl, - 3% 008 b,

=lseni, - z senb,
3 :

(ej12—T)

(ej12—8)

(ej12—9)

(ej12—10)

(ej12—11)

A

] (ej12—12)

(ejl12—13)

(ejl2—14)

(ej12—16)

(ej12—17)

Derivando nuevamente en el tiempo y simplificando:

Entonces,

™,
— 2 2
g, ==lm,” cosd, 'Er*““ senb, + o) :DSE!J}

[—hﬂf cosh, —%{ag senf, +w; cos, }] +i[—£m; sen, —%{ag cosh, —wd scnﬁa}] (ejl12—18)

(ej12—19)
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ag, =-lo,’ se:nﬂz-gl':uﬂ coshl, — @) send, | (ejl12—20)

Donde, 8,, o, y a, estan dados por las expresiones (2.3.3-5), (2.3.3-9), (2.3.3-
10)y (23.3-14)conrl =L, r,=1y r3 =1/2.
Las trayectorias de los centros de masa:

TG2y {SEJ rGay(f2)

rG2z(2) —

Gréficas cinematicas de las componentes de G, contra el angulo de giro del

eslabon motriz:

20 37
— = of
= 10 E
— —_ it ;
= 6y (° S .
< /720 = _ 20
1 o 100 /200 300 400 g1 0 1 200 300 400
o =
= 171
-10
—at
-20 -3l
60T 60
% 407 :g 40
— 207 = 20
= 9200 ' 02 ()
E._" " + + + "
gl o 00 200 00 400 S| o 100 /200 300 400
= — 20+ é" —an
— 40t —40
- 60" - 60
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Gréficas cinematicas de las componentes de G, contra el angulo de giro del

eslabon motriz:

107 21
= -
= T 2
3 5 =
" =
< o) S| 1
ko t . 4 ! = P
Sl o 100 /200 300 400 & . . . 2 (*)
- o 100 200 300 400
-5
- 1-
—10l g
100 407
B 3 20
- by () =
=] _—
— B =™ g {-:}
R 1 200 300 400 T 2
¢ =
£ 50 gzl o 100 200 300 400
=]
—100 — 207
~150 ol

2.7 Curvas de acoplador

Como se menciono en el capitulo 1, en mecanismos como el manivela corre-
dera o el de cuatro barras, los eslabones acopladores poseen movimiento plano
general, por lo que la trayectoria de cualquier punto de los mismos tiene una
forma muy compleja. La resolucion de las ecuaciones de posicién para un pun-
to de un eslabon acoplador puede generar dichas trayectorias, denominadas
curvas de acoplador.

Los siguientes ejemplos muestran la generacion de las curvas de acoplador

para un mecanismo manivela corredera y otro de cuatro barras.

Ejemplo 13
Para el mecanismo manivela corredera mostrado en la Figura 64 de la pa-
gina siguiente, genérese la curva de acoplador del punto P, si se sabe que r, =

7.62cm,r, =114 cm, r, =10.3 cm, B =6.55°yy=7.25°
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Figura 64

Mecanismo manivela corredera del ejemplo 13

Figura 65

Lazo vectorial cerrado para la determinacion de la curva de acoplador

Para el lazo vectorial mostrado se tiene:

Re=—Rz:+Rea (ej13—1)
Pero se puede observar en el eslabon acoplador que,
Rea—Rs-Ri=0
Rea=Ra+R:  (ej13-2)
Entonces,

ﬁp =—E2 'I'ﬁ: +ﬁ4

Re=-ne™ +ne™ +re™ (ej13-3)
De donde:

Tpe (B, ) =1 cosl, = -r, cosb, +r, costl, + 1, cosl, (ej13—4)
Tiy (02 ) =75 send, = -r, send, +n, sen, +r, senf,

Ya que,

o, (8, }=msen[mJ

T
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a=y+p

8,(6,)=9,(8,)—p-y

Si para los datos establecidos en el enunciado se grafica r, (02) versus r,,
(02) se obtiene la curva de acoplador para el punto P, y que se muestra en la

Figura 66.

Figura 66

Curva de acoplador para el punto P del mecanismo del ejemplo 13

r-'“y( []'.3 }

r.i‘"I{ HE }

Otro ejemplo de curva de acoplador:

Ejemplo 14

El mecanismo de cuatro barras mostrado en la Figura 66 de la péagina si-
guiente, es utilizado para mover la cinta de pelicula en un aparato reproduc-
tor, genérese la curva de acoplador del punto Q si se sabe que r, = 50 mm, r, =
200 mm, r, = 125 mm, y r, = 100 mm para la posicion referencial mostrada en

la misma figura, donde los eslabones OA y CB se hallan horizontales.
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Figura 67
Mecanismo de cuatro barras del ejemplo 14 y su correspondiente lazo vectorial cerrado para la

determinacion de la curva de acoplador

= Hllmm

T, = 200 rnm
T, =125 mm
= 100 rmm

Para el lazo vectorial de la figura anterior se tiene:

Rg=R:+Ry+Rug (ejl6—1)
Entonces,
Ro=r1e™ +re™ +ne™ (ejl6—2)
Por lo que,
Toe |8, ) =15 c088, =1, cosb, +(r, + 1, jeos b, (ej16—3)
Taw (6,)=r,send, =r, send, +(r, +1,)senf,

Pero del apéndice B se puede escribir:

_ 2 2 gz
EJ[EE}=Earctan[K2 vKi+ K K’J (ej16—4)

K, +K,

Donde,
K, (b8, )=r cos8 -, cost,

K, (0, )=r senfl, —r, senf,

2 2 1 E
Hg{ﬂg}=rj -1 +HI{{I2}+KE{HE}

2r,
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Y de la geometria de referencia del mecanismo:

2

6, =90r +arctan i = (ejl6—a)
L)

CEN LRt (ej16—6)

Si para los datos establecidos en el enunciado se grafica r,, (6,) versus r,,
(6,) se obtiene la curva de acoplador para el punto Q, y que se muestra en la

Figura 68:

Figura 68
Curva de acoplador para el punto Q del mecanismo empujador de una cinta de pelicula del

ejemplo 14

2.8 Angulo de transmisidn

Un indice de mérito importante para valorar la calidad del disefio de un me-
canismo es la medicién del dngulo de transmision y. Este se define como el
angulo formado entre el eslabén acoplador y el eslabén de salida, como se
muestra en la Figura 69 para el caso de un mecanismo de cuatro barras, y mide
la calidad de la transmision de la fuerza en el mecanismo. El dngulo de trans-
misién no es un valor constante y varia de un valor minimo a un maximo con-
forme el mecanismo se mueve; cuando el angulo de transmisién es pequefio,
se necesitard una fuerza grande para impulsar el eslabén de salida mientras
que el angulo de transmision 6ptimo es de 90°, pues en dicho caso la fuerza
transmitida del acoplador al seguidor es la mayor posible. Como norma gene-

ral se recomienda que el &ngulo de transmision este entre los 45° hasta los 135°
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Figura 69

Angulo de transmision para un mecanismo de cuatro barras

Ejemplo 15
Considérese el mecanismo manivela corredera descentrado, mostrado en la
Figura 70, héllese el angulo de transmisién en funcién de la y de 0,, encuén-

trense ademas los valores méximo y minimo del mismo.

Figura 70

Angulo de transmision para un mecanismo manivela corredera descentrado y su geometria

ry

ry
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Se puede escribir lo siguiente:

r, sen{ﬂl‘l‘ -y)=r,senf, -7,
Dado que: sen (90° -y) = cos v, se tiene:

r,cosy=r,senfl, —r,

r,senb, -1,
¥y =arccos| 2 ——2 L
rﬂ

Los valores maximo y minimo se obtienen cuando sen 6, son 1y -1, res-
pectivamente es decir para 6, = 90°y 0, = -90° , respectivamente en cuyo caso

resulta:

Vosin = a.n:r:m:[ LA ] (ejlT—1)
T

£

Ve = arr:cm:[m] (ejl7—2)
T
La construccion grafica de dichos dngulos se muestra en la Figura 71:
Figura 71

Angulos de transmision minimo y maximo para un mecanismo manivela corredera descen-

trado

S

Para el mecanismo de cuatro barras, se tiene:

Ejemplo 16
Considérese el mecanismo de cuatro barras mostrado en la Figura 72, halle-
se el angulo de transmisién en funcién de la geometria del mecanismoy de 6,

grafiquese ademas el angulo de transmisién en funcion de 6, para el ejemplo 3.
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Figura 72

Angulo de transmision para un mecanismo de cuatro barras y la geometria de su mecanismo

Se puede escribir:

Tye =77 +15 —2nnco8(0,—0, )=17 +17 —2n1, cosy

De donde despejando el angulo de transmision, y se tiene:

o |:‘! 0 -] - .
]-'=L'U5-][T?;+Tl —rn —n +Inm m”‘{gz _HL}]

2nr,

La gréfica para el ejemplo 3 es,

20 T T .

G0 - .

7(62) ()

20

0 100 200 300 400
fa (7)
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2.9 Ventaja mecéanica

Otro indice de mérito fundamental a considerarse en el disefio de un me-

canismo es la denominada ventaja mecanica, que esta dada por la expresion:
v =i (2.9—1)

Donde,

v es la ventaja mecanica

F, , eslafuerza aplicada al eslabon de entrada del mecanismo, y
F_, es la fuerza producida por el eslabon de salida del mecanismo.

Si se supone eficiencia ideal en un eslabonamiento, la potencia ingresada al

mecanismo se transfiere integramente a la salida, es decir:
F.=F, (2.9-2)
Pero la potencia es el producto del momento por la velocidad angular, por

lo que:
M_wo_ =M_wo_, (2.9-3)

el el

Por otro lado, M = Fd , siendo F la fuerza que produce el momento y d su

brazo, entonces:

F d o  =F d o, (2.9—-4)

De aqui se deduce que:

F_ul ey dﬂu

= (2.9-5)
Fop g dy
Sustituyendo (2.9-5) en (2.9-1) se tiene,
v, =2 %ew (9 9_g)
wy dy

Considérese un mecanismo de cuatro barras con eficiencia ideal, para el

cual por la expresion (2.3.2-9) se tiene,

ryo, sen(B, —, )

r,sen(6, -6, )
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De donde,

o, __nsen®,-8,) 4 4
i, 7 EEH{B:L -8,)

A partir de la Figura 73 de la geometria del mecanismo se deduce:

Figura 73

Geometria de un mecanismo de cuatro barras
6, -8, =180"—-p
0,8, =y

Por lo que, sen (8, - 6,) = sen (180° - B) y sen (6, - 0,) = sen (-y) = -sen (y) que,

sustituyendo en (2.9-7), produce:

w, nsen(f) .
o raenty) (297

Y entonces, a partir de la expresion (2.9-6), la ventaja mecanica de un meca-

nismo de cuatro barras estd dado por:

_ n sen{'r]h (2.9-9)
" nsen(f)d,

__n sen(6, -0, )d_,

Ful
r,sen(6, -0, ) d_,

(2.9—10)
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2.10 Mecanismos de varios grados de libertad

Para efectuar el analisis cinematico de mecanismos de varios grados de li-
bertad es necesario conocer dos o mas variables cinematicas y a partir de uno
o mas lazos vectoriales cerrados en el mecanismo se pueden determinar las
variables cinematicas incoégnitas mediante el uso del método de Raven.

En estos mecanismos también es posible emplear el método general para un
mecanismo de m grados de libertad, como se describe a continuacién:

A partir del lazo o lazos vectoriales generados para el mecanismo se escri-
ben las ecuaciones escalares de posicion o ecuaciones de restriccion cinematica

que se pueden representar como:

Py Paseees Py 32 -8, )=0
f{pl F:i" "p:u." 1* "5 :I=u

(2.10—1)

Estas ecuaciones como se mencioné anteriormente forman un sistema no
lineal de ecuaciones que se resuelven para las variables secundarias o incog-
nita ya sea de forma analitica o por métodos numéricos, procedimiento que
constituye el analisis de posicion.

Derivando en el tiempo, y por la regla de la cadena para funciones de varias

variables, las ecuaciones escalares de posicion se escriben como:

df,_of dp, O dp,, |, Of dp, Ofids ofds, | ofids,

dt ép, dt &p, dt ~ dp, dt s dt ds, dt  ds, dt
df, _of dp, of, dp, . of dp. dfids fds, ¥ ds,
dt @p, dt ép, dt ap, dt ds dt ds, di s dt (2.10-2)

3 _ : 2
4, _ 2, dp, rj; dp, ot oy dp., +E;f"-ﬁ+3—f’-ﬁ+...+ o, s, _
dt p dt o, dt ap,. di  Os, dt s, di 7s, dt

Que en forma matricial desarrollada se expresan como:

% A ap) [E L H](a

op,  Op, 0P || dt ds, O, as, || de 0

% o  Gh||dp| |%h G Gh||ds| |,

dp,  Opy Op,, |3 dt p+|8s, 08, és, |4 dt p= (2.10-3)

o o ok |ldea| [ % 2 ||ds

| dp,  Op, Py, L dt ) 08 08, os, | dt |
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Escribiendo la expresion (2.10-3) en notaciéon matricial simplificada:

(3, ]ip}+[3.]{8} =10} (2.10-4)

Donde:
o op.  op.
o o o
[3,]=|op. P P | (2.10-5)

%y Uy oy
op op. | o

Es la matriz jacobiana para las variables primarias,

Sh G G
ds, ds, s,
% oh ok
[J.]=| 8s és is,, (2.10—6)
| 08, ds, s, |

Es la matriz jacobiana para las variables secundarias.

dp,
(b
b || : o
Adicionalmente, {p}={ dt }={ "} eselvector de velocidades primarias y
[ dt ]
ds,
dt $,
s, 4
lg}=1 dt r=1 el vector de las velocidades secundarias.
ds, %

| dt |

Resolviendo la expresion (2.10-4) para las velocidades secundarias, produce:

(8}==-[3.1'[3,](p} (2.10-T)
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_E"ﬂ

05,
if
05,

af,

| &5,

ah

as,

af,

=

2l »

£l

JES

o o
o op,
of, o
af,  of,

f:
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B,
Py

P

(2.10—8)

Por otro lado, las ecuaciones de aceleracion se pueden obtener al derivar

con respecto al tiempo la expresion (2.10-4), lo que al reacomodar términos da

como resultado:

O en su forma desarrollada:

s,
o
os,

¥,
| s,

af

O,

af,

05,

¥,

Os,

" Bs
C fs

i

s

T

of

ap,
af,

op,

af,

Oy

Sh h

o5,

o5,

i

| O3

of,

o,
af,

o,

af,

op,

o . o]
s, o8
oz, os,
cs, os,
af, 7
P |
3 "
11l
ap,. Pa _
afq PIII.
- ap,, |

3, )81 +[3, 1&g} +[3, 1ip}+[3, lip} =10}

(2.10—9)
el el
op op
o o
p o
(2.10-10)

4 |

0P,

of
- o,
Yy
O, ]

By

Resolviendo la ecuacion vectorial (2.10-9) para las aceleraciones secundarias,

se tiene:

Que, en su forma explicita se escribe:

(8} =—(9.1"([3.](8)+[3, ]9} +[3, 19}

(2.10—11)
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3 deg, s &5, ds  0s, oa :
2l__|as os s —| s ds Os s
L 2 (] 1 2 i
. di .
'-g-rt ! = | ’;:I
| &8, s, s, | L ds, 0=, os, |
[ of O a, | (of O ahl
EPI. epﬂ ap:n. jj FFI. apﬂ Ep:u. p
A A | b A A A | B
+ F.PI. ﬁpﬂ ap:n. * +E FFI. api Ep:u. * ':2"1{}-12}
: e B : C e . b
A A A A
_5.:][ &pﬂ ELP:M. _ _5F|. E‘pi ;—‘:‘P:u. .

Las expresiones (2.10-7) y (2.10-11) constituyen el analisis cinematico de ve-
locidades y aceleraciones de un mecanismo de varios grados de libertad repre-

sentado por las ecuaciones de restricciéon cinematica (2.10-1).

Ejemplo 17

Realizar el andlisis cinemético del mecanismo de cuatro barras con eslabén
telescopico AB mostrado en la Figura 74 para el instante representado si los
eslabones motrices tienen ambos velocidades angulares horarias constantes de
100 rpm durante su funcionamiento. En la posicién mostrada el eslabén OA se

encuentra en posicion vertical mientras el eslabén BC se halla vertical.

Figura 74

Mecanismo de cuatro barras con acoplador telescopico del ejemplo 17 y su correspondiente

diagrama cinematico

o

a =170 mm
b =150 mm

T, =1, = 50 mm
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La movilidad del mecanismo es:

m=3(5-1)-2(5)=2

Y el ntimero de contornos independientes o lazos vectoriales a ser analiza-

dos son:
WNeaf=d=ml

El lazo cerrado del mecanismo se muestra en la siguiente figura:

Figura 75

Contorno vectorial cerrado del mecanismo de cuatro barras con acoplador telescopico del ejem-

plo 17
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La siguiente tabla presenta las variables conocidas e incégnitas de la cine-
matica del mecanismo:

Datos geométricos del me— Constantes
COTETTI ro, Ty, Mop=a, Tiep= b, B, =90, Biep=10
Variables conocidas Variables desconocidas
. PDS'E‘ET:G.:TI- EE = {}n.. ﬁ;; = 2?”“ E;,. T3
Variables - .
. .- Velocidad | we=ws=—10w/3 rad /s wy, By
cinenuilicas —
Aceleracion =0y =10 Oy, g
Meétodo de Raven

Analisis de posicion. Para el lazo vectorial de la Figura 75.

_RLE.'E' - Emﬂ + Ez —-H, + 'ﬁl =0
De donde:
—Tyep + Ty o088, — 1, cosB, + 1, cosd, =0

—Top + T, senf, —r, senb, +r, senfl, =0

Dado que: r,,, =ay r,.,, = b, entonces:

—h+rcos8, —r cos0, + 1, cos0, =0
3 2 E E 4 4 {Ejl_?—l_]

—iz+ 1, senb, —r, senf, + 1, send, =0

Que son las ecuaciones escalares de posicion, y se pueden reescribir como:

r,cosf, =b—r, cost, + 1, cost, (ej17—2)
r,senfl, =a-r, send, + 7, senf, &

Dividiendo la segunda ecuacién para la primera en el sistema anterior,

(ej17—3)

a—r, send, +r,senf
i, =arctm1[ : L ‘J

=1, cos0, + 1, cosb,

levando al cuadrado cada ecuacién del sistema (ej17-2) y suméandolas termi-

no a término, luego de simplificar y despejar r,, se obtiene:

= .,Jl'a.“ +b* + 17+ —2a(7, senb, —r, senb, )—2b( 7, cosf, + v, cosl, ) - 2rrcos(6,-6,)  (e]lT—4)
Andlisis de velocidad. Derivando en el tiempo las ecuaciones del sistema
(ej17-2) se tiene:

v, cosb, —r o, senl, = o, send, —rm, senb, (j17—5)
L.
v, snnEFJ‘ + 1, r:a:r&-Eld =—T,0, 1:-:|.E:EI'2 + 10, msﬂz
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Resolviendo el sistema (ej17-5) para v, y ®, da,

v, =1y, sen(d, -0, ) —ro, sen(6, -0, )

=_5%m{52_54}_raﬂ33m{53_94} {leT_E}

4

T

Andlisis de aceleracion. Volviendo a derivar en el tiempo las ecuaciones del
sistema (ej17-5):

2 2 2
a, cost, —v,m, senl, — v, o, sendl, — o, send, —r o) costl, = no,” cosl, - o, cosb,

(ej17-T7)
a, senfl, + v,@, cosf, +v,m, cosl, +ra, cosl, —ro) send, = no,” send, —no,” senf,
Reorganizando el sistema (ej17-7):
a, costl, —r,o, senb, = no,’ cosd, - no,* cosd, +2v,m, send, + rw] cosd, (e17—8)

a, senf, + r,a, cosd, = no,’ send, - no,” senb, —2v,wm, cosd, + o] send,

Y resolviendo paraa, y a,:

a, =r2m:m{31 —Ell}—rm: cos(f, _Eld}""rl“ﬁ

E
—nyg sen (6, —6, )+ nojsen (8, -0, )+ 2v,m, (ej17—9)
o, =—

N
Meétodo general

Considérese las variables primarias p, = 0, y p, = 0,, las variables secunda-

riass, = 0,y s, = r, asi como las ecuaciones de restriccion cinematica:

£08,.8,.8,,r, ) =—b+r,co80, — 1, cosf, + 1, cos0, =0

(ej17—10)
f:(8,.8,,0,,1, )=—a+n,send, —r, sen, + 1, send, =0
De donde:
aﬁiﬂzfﬂnﬂuﬂ} Qﬁ(ﬂ'ﬂag-ﬂ“ﬂ}
3] a0, or, [—:lf;sq:nEId ::DSEFJ‘]
ol afle,.n,.e,.n) af(e,.0,.0,.r) r,cosh,  senf,
a, on
ﬁj']{'ﬂ?,ﬂg._ﬂl._?'l} c'ﬁ-ﬁ(ez"en."eﬂra}
[J :|_ d af, ar, _| vy send, —no, cosl, -, senb,
17 dt| af,(0,.6,.8,.r,) af,(0,.8,.0,,r.)| | v,cos8, —no,send, ,cosd,
a0, ar,
f (0,.0;.0,,1 ) 8f(0,.0,.8,.1,)
[J] o, &b, [—qsunﬂz T'Jsunﬂg]
"2 81 (0,.0,.8,.r, ) 8£(0,,8,.0,1,)| | rcos8, -r,cos6,
a0, 20,
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&y {H!-ﬂ:-ﬂ.uﬁ :' aﬁiﬂz*ﬂr&wﬁ }

[J ] i i, ot —rm,cosf, 7o, cosh,
P dt fy (0.0,.0,.1, ) 8f(09,.0,.0,.713) ) —r0, senll, o, send,
a, ae,

Entonces, las velocidades secundarias estan dadas por:
w, —-r,sentl, cosf, [ |-r,senB, 1 sent, |[uw,
v, [ | rycosB, sen6, noeosh,  —mcos, || o,

{m } _7&@250‘5{52_54}_7'3“‘:':[83_8'4.}
1
i

o n (ej17—11)
! r,m, sen(6, -0, )—ro, sen(6, -0, )

Las aceleraciones secundarias estan dadas por:

1
, -1 senf, cos6, —u, senb, —rm, cosl,  —m senf, ||, —noycosl,  no,cost, ||o,
i, B r,cosf;,  senf, v, cosf, —ro, senf,  wo,cos8, [|v, N —ny, sent, no, send, || o,
-y sen (B, -8, )+ rodsen (8, - 0, )+ 2v,o,

{“’}: m (ej17—12)

a
! rying cos(B, — 0, ) — ol cos(B, —0, )+ 0]

Sustituyendo los pardmetros conocidos y calculados para las variables cine-

maticas incognitas del mecanismo se obtienen:

6, =50.19°
r,=0.16m

rad

®, =4.72 ——
&
v, =0.07 2
&

rad

o, =—8.55 —
L]

a,=11.2 %

A continuacién, otro ejemplo de un mecanismo de varios grados de liber-
tad, con un lazo vectorial.

Ejemplo 18

En el mecanismo eslabonado mostrado en la Figura 76, el eslabén OC tie-
ne una velocidad angular horaria constante de 60 rpm durante su movimien-
to, mientras el cilindro hidraulico le proporciona al pasador A una velocidad
constante 3 m/s, hacia la derecha.
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Efecttiese un analisis cinematico del mecanismo para la posicién mostrada,

en la cual el eslabon OC se encuentra vertical mientras el eslabon CB se halla
en posicion horizontal.

Figura 76

Mecanismo eslabonado del ejemplo 18

a =280 mm

b =380 mm

¢ =480 mmn

La movilidad del mecanismo es:

m=3(5-1)-2(5)=2

Y el ntimero de contornos independientes o lazos vectoriales a ser analiza-
dos son:
Nehi=4=]

El lazo cerrado del mecanismo se muestra en la siguiente figura:

Figura 77

Contorno vectorial cerrado del mecanismo eslabonado del ejemplo 18

B >
C
Y
B, B
0 - B -
: —-- R\
C
1 R‘-‘
T3 —_
R o
05 — :
A — o ‘%
 — i X
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La siguiente tabla presenta las variables conocidas e incégnitas de la cine-
matica del mecanismo:

Datos geométricos del me— Constantes
canismo ra=a,ra=h,r=e¢ 8, =180"
Variables conocidas Variables desconocidas
Posirion B = 90°, 7y By, B
V ﬂb{ . o = =2 I'ld s ==
. art . .ES Velocidad e . rad{s, va W, Ws
Cinematicas dmjs
Aceleracidn =0,z =10 0L, Ol

Analisis de posicion. Para el lazo vectorial de la Figura 76,

De donde:

r,costl, —r, + 1, cosb, —1, cosf, =0
I 4] i ]

nsenfl, +rsent, —nsend, =0
Dado que:r,=a,r,=by r, = ¢, entonces:

acosl, —r, + beosB, —ccost, =0 (ej18—1)

asenfl, +bsenbl, —csenf; =0

Que son las ecuaciones escalares de posicion, y se pueden reescribir como:

beosB, —ccosB, =1, —acosh, .
T : (ejl5—2)
bsenb, —csenbl, = —asend,
Las variables desconocidas de posicion se pueden resolver del sistema an-
terior con un procedimiento similar al del apartado 2.3.2 o mediante férmulas

geométricotrigonométricas que, para la posicién mostrada, son:

0, =1800

0. = arcsen[i] = (1" 561 [EJ
?:-. [
Meétodo de Raven

Andlisis de velocidad. Derivando en el tiempo las ecuaciones escalares de po-
siciones dadas por el sistema (ej18-1):
am, senf, + v, —bo, send, +co; send; =0

(ej18—3)
—am, cosh, +bw, cosl, —cn, cosb; =0
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Reordenando el sistema (ej18-3) resulta:

by, sentl, — cw, sen b, = v, +am, senf, (ej18—4)
b, cost, — cw, cosl, = am, cosB, )

Y resolviendo para @, y @,, se tiene:

v, cosb; +am, sen (6, —0;)
=T bsen(e,-8,)

o 2l cosf, +am, sen (6, —0,)
" csen (6, —6.)

(ej18—5)

Andlisis de aceleracion. Derivando de nuevo en el tiempo las ecuaciones del
sistema (ej18-3):

—am,” cos, = b, senfl, —be; cosl, +cu, senb, + co; cosl, =0

(ejl18—6)
—am,” senf), +ba, cosB, —ba| senb, - co, cosh, +cel send, =0
Reorganizando el sistema (ej18-6):
ba, sen B, —ca, sentl, = —awn,” cosl, —be? cosl, + cw? cosl, (j18—T)
bu, cosh, — e, cosb, =am,” senb, + bo? send, — oo} send,
Y resolviendo para a, y a:
awn,’ cos(8, -6, )+ b cos(, -6, )—cw?
o, =
bsen(8, -8, ) )
, . . (ej18—8)
am,” cos(6, — 0, )+ bw| —co; cos(6, —6,)
. =
; csen (B, -0, )
Meétodo general

Considérese las variables primarias p, = 6, y p, = r,, las variables secundarias

s, =0,y s, =0, asi como las ecuaciones de restriccién cinematica:

5(8,,7,.0,.0, )=acosh, —n, + beosB, —ccosb, =0

ej15—9
£,(8,,7,.0,.8, )=asend, + bsend, —csenfl, =0 (e] )
De donde:
E.ﬁ{ﬂzﬂft'l&.u&r.} 'E'ﬁ.ﬁliﬂrs-rr.&.l.!ﬂr.}
[.] ]= o, o0, _ —bsenfl, csenb,
’ f (8,,73.0,.0;) 6 (0,,7,.,8,.6;) beos®,  —ceosh,
ch, o0,
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aﬁiﬂiff&‘E%‘Eﬁ} a.ﬂl::821rﬁ-’ﬁd’ﬂﬁj

[j‘]=£ aa, ) o6, =|:—bm4ms&+ cmimsﬁs}
dt a.fﬂ{'e?’rﬂ‘-el'-e&} ﬂ-ﬁ.’iﬂiffE‘BJ‘Bﬁ} _bﬂll Snne-l cmﬁ SenEE
20, a0,
aﬁ{B!‘EE'EI’EE} ﬂﬂ-ﬁ(eﬂ‘ﬁrﬂfﬁlfﬂa}
ot on, —-asenfl, -1
[JP:|= E_ﬁ,{ﬂ,‘,._?},ﬂ'_l,ﬂ'n} af!{ﬂz'lra!'aves} =[ acost, l]]
0, ar,
af]{ai"'.ﬁ‘ﬂ-l‘eﬁ-} Eﬁ.{ﬂi‘rﬂ’al’aﬁ}
|:J ]=i &, o, =|:ﬂm2msﬁi, H]
P17t af,(0,.1.0,.0.)  f,(0,.7,.0,.0.) | | aw, sen8, 0
20, o,

Entonces, las velocidades secundarias estan dadas por:

@, —bsenf, csenf, | [-asenf, —1][w,
. | | beosB, —ccos8, acosf, 0 ||w,
v, cosf, +am, sen (6, —0;)
b 6, -0, .
- sen (6, -6;) (ej18—10)
o, v, cosl, +am, sen (8, -0, )
csen (B, —0;)

Las aceleraciones secundarias estan dadas por:

a,| |-bsenB, csenf; ([ -bo, cosB, cm. cos6, | [o, ad, cost, 0] |,
a | beosB, —ccoos, —bwy, senfl, ooy, senf; || o, N am, senf, 0|z,

awm,” cos( A, —8, )+ bo; cos(8, -0, |- ol
o bsen(B, -8,
i . § ]'! (ej18—11)
i, awm,” cos(8, —0, ) +bw, —co; cos(8, -6, )
csen(6, —8,)

Sustituyendo los pardmetros conocidos y calculados para las variables cine-
maticas incognitas del mecanismo se obtienen:
B, =180
B, =36.87"
rad

w, =—2 —
5

rad
o, =2 —
5

rad
o, =10.67 ?
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a, =—10.67

2
L]

Finalmente, para un mecanismo de varios grados de libertad y mds de una

lazo vectorial se muestra un ejemplo.

Ejemplo 18

Para el mecanismo mostrado en la Figura 78, realizar el andlisis cinematico
completo para el instante indicado, considerando que el eslabén OA gira con
una velocidad angular constante de 180 rpm en sentido antihorario, mientras
la corredera 5 se desplaza a una velocidad constante de 8 m/s hacia arriba.

Considérese para el instante mostrado que 6,= 60° y r, = 100 mm.

Figura 78

Mecanismo el ejemplo 19

=20 mm
1, =5l mm
1y, =200 mm

1, =180 mm

75

Ty

T

La movilidad del mecanismo es:
m=3(7T-1)-2(8)=2

Y el ntimero de contornos independientes o lazos vectoriales a ser analiza-

dos son:
NeEl=G=2

Los lazos cerrados del mecanismo se muestran en la Figura 79:
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Figura 79
Lazos vectoriales cerrados del mecanismo del ejemplo 19
Y
B
/"‘“‘\1L
ek
B | =—
Tr -
5 0 Rs
= = X
R
ry
b
5
0 —
@ R X
T4 -
Trr

La siguiente tabla presenta las variables conocidas e incégnitas de la cine-

matica del mecanismo:

Datos geomeétricos del me— Constantes
COTNEENO 1, T2, T, Tig H] =00, 6, = {]'d_. B': =400 R B =101"
Primer lazo Variables conocidaa Variables desconocidas
Posicion By, 8. Ty
Variables Velocidad | 2= 8 rad/s,vs=8 Wy V4
cinemidticas m/s
Aceleracion ox=0,a,=10 D, g
Segundo lazo Variables conocidas Variables desconocidas
o Posircidgn ra, T B,y
Variables Velocidad Ve, Us = B /s we, U7
CITLETTLALECS —
Aceleracion iy, ag =1 Oy, €7

Para el primer lazo vectorial:
Andlisis de posicion. Para el lazo vectorial 1 de la Figura 78,

R,-R, -R,-R =0

De donde:
r,cosf, —r, cosh, —r, =0

T, senb, —r, senf, —1. =0
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Que son las ecuaciones escalares de posicion, y se pueden reescribir como:

r, =r,cosb, — 1, cos0, .
4 2 2 3 3 (EJ 19_1 :}
n, sent, =5 senf, —n;
Que determina las variables incognitas para el analisis de posicion, una vez
corregido el angulo 0, , se tiene:

T snnﬂ-z—rn]

B, = 180" +arcsen
L

(ej19—2)

r, =r,cosb, —7, cost,

Meétodo de Raven

Andlisis de velocidad. Derivando en el tiempo las ecuaciones escalares de po-
sicion:
—1yi, sen b, +nm, senf, —v, =0

ejlo—3
nymcosl, —no, cosl, —v, =0 () )

Despejando o, de la segunda ecuacién del sistema (ej19-3) produce:

ryin, cosf, —u;

5 (ejl9—4)
T, cosf,

Y de la primera ecuacién del sistema (ej19-3),
v, =—-n, send, +mw, send,  (ejl9-5)

Andlisis de aceleracion. Derivando con respecto al tiempo las ecuaciones es-

calares de velocidad:

-r,m,” cosbl, + ru, send, + no: cosh, —a, =0 (ei19—6)

2 2 =
-y, senb, — o, cosh, + reo; send, =0

Despejando a, de la segunda ecuacion del sistema anterior:

-r:_rmfscnﬂi+rgm§ senf, (ej19—7)

iy =
1, cost,

Mientras que despejando a4 de la primera ecuacién del sistema (ej19-6):
'1-1 = _Em'lz DLEHE +I:'|_':[“ EEH'H“ +1?I-m:icmﬂil- {Ej lg_ﬂ}

Para el segundo lazo vectorial:

Andlisis de posicion. De la figura 78,
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De donde,

r—reos8, —n =0
T, —T;senf; -1, =0

Despejando 6, de la segunda ecuacion, y corrigiendo el angulo, se tiene:

B, = lﬂﬂ'—a.rcsen[?"" i ] (ej19-9)
T

L1

Y despejando r, de la primera ecuacion se obtiene:

=1, -1, cos0; (ejl9—10)

Meétodo de Raven
Andlisis de velocidad. Derivando en el tiempo las ecuaciones escalares de po-
sicion:
v, +r, senf, —v =10

ejlo—11
#, — oy cos; =0 (e] )

Despejando o, de la segunda ecuacion del sistema (ej19-11) produce:

0, =—8 (ej19—12)
1, cos,

Y, de la primera ecuacién del sistema (ej19-11):
v, =1, +7,m, send, (ejl9—13)
Andlisis de aceleracion. Volviendo a derivar en el tiempo las ecuaciones esca-
lares de velocidad:

o om0, erdcosd - =0 o
-, cost, + rol send, =0

Despejando a, de la segunda ecuacion del sistema anterior:

3
o, =250 _ 2 iane, (ej19—15)

cos

Y despejando a, de la primera ecuacion del sistema (ej19-14) se tiene:

a, =a, + o, senf, + o, cosl,  (ej19—16)
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Meétodo general
Considérese las variables primarias p, = 6, y p, = r,, asi como las variables
secundarias: s, = 0,, s, =71, s, =0,y s, = r,. Las ecuaciones de restriccién cine-

matica son:

fi {Hz'!rr.'.ﬂr.'lﬁmr? }=Tz cost, —r; cosf, —n, =0
5 {H!"rr.‘-ﬂs‘-n'lﬂs'lr? }=Tz senb, —r, senfl, -1, =0 (e19—17)
-f;{ﬂz"rr.‘-ﬂs‘-'l‘as‘FT]':Tl_TnEDSHn_T:=“ =

5 {H!"rr.‘-ﬂs‘-n'lﬂs'lr? }=7:'. -1, senfl, -1, =0

El analisis de posicion es el mismo que el del método de Raven.

Las matrices jacobianas y sus derivadas en el tiempo son:

-&.ﬁ.{ﬂmrsfer.ﬁ!ﬂssr?} 3.#;(&2&?51&11?4&6517-7} a.ﬁ{'agﬂ:-.ﬁasrdeﬂﬁeﬁ'} aﬁ{ﬂgef‘nsﬁgeﬂ1emry}-
N oy ah, o
ﬁ_fz{E!._f‘ﬁ,Ea,T‘._ﬂmt,] a.ﬁ{ﬂmrrnﬂrﬁ!emr?} af!(a'zsrs'.e:1rds'aﬁs7':}| a.fzfegs":-.uﬁp,sraﬂﬁefﬁ-}

[J] o8, ar, o8, s
’ af, (8,.7.0,.7,.8,.1)  8f(0,.5.0,.7.6,,1) &f(6,n.0,n.0,%n) &(0,n.0,r.0,%)
ah, o, o, i
ﬁﬁ{ﬁr_‘l}',ﬁa,ﬂ.ﬂr_ﬁ.] a.fdiﬂzfrr.sﬂr.ﬁﬁmr?} Ef‘{&yrs._ﬂ],f;,ﬁﬁ,q}l 5.ft(ezs7:i1ea1rnﬂﬁfﬁ'}
L o, iy ot &
nsend, -1 0 0
—-r,cosfl, 0 0 1]
- 0 1 wsenfly, -1
0 0 -rcos, 0
-aﬁiﬂmfﬁsﬂsﬂ"ﬁmﬁ'} ﬁj{ﬁgfg,ﬁa,rﬁﬂﬁff}}l ﬁ‘ﬁfﬂg,g,ﬂl,rﬁﬁﬁ,q}l 3ﬁ(ez1rsfﬂs1ﬁ1essrr}-
a0, o a0, i
ﬁﬁ{'ﬂg._i}',ﬂa,ra,ﬁﬁ._i;}l Efz(eﬂrs!e.uruesfri} af!(ﬂ'mrsfﬂsfﬁ!emrr} E‘ﬁ{ﬂr_f‘ﬁ,ﬂgfrﬂﬂmﬂ.}
[ ]_i a0, o a0, i
dt] ofy (8,.5.0,.m.05.% ) Of (0,750,055 ) 0f (85,000, ) 8f(0..75.0,.73.8,.% )
ot ar, o, £,
af (0,,1.0,.7,.0,.5 ) 8f(0,,5.0,.5.0,.5) 8f(0..5.0,,n,0,5) af(6..7,0,r,.0,7%)
| a0, o a6, i |
o, cosd, 0 ] 0
o, senfl, 0 ] 0
- 0 0 neo cos, 0
1] 0 mm,send, 0
_5_ﬁ{ﬁg,1g,ﬂa,r‘,3&.r?} aﬁ(amrmarra:emﬂ')_
2, ar,
afi(az‘rﬁ'ﬂ]‘rl’ﬂﬁ11:.') 5fﬂ{9211‘ﬁ’eg1n‘eﬁ"r{} _riscnei :}
o, & roost, -1
[JP]= =
Of (0,180,101 ) Of,(8,,7,.0,,m,.0,..) 0 o
20, an, 0 1
r','j"{ﬂz..r“ﬂr.r,,ﬁs,r,) 5f4{9217ﬁ5631’1~853r3}
L 8, o ]
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_E‘ﬁfﬁyi},ﬁﬁ,‘i‘“ﬂmﬂ,} E‘ﬁ{ﬂﬂfﬁ,ﬂg,n,ﬂyﬁ}-
2, o,

af, (0,10, r.8,.7)  2f,(0,.%,0,.1,.0,,1) -ro,cosl, 0
|: ]=£ o, o _ —rym, senfl, 0
F4odt ELI:BZ..:"E,BJ..:"“EE,’J}}I E_;I‘;I:Ez,i's..ﬂ'ﬂ,r',ﬂﬁ,f:,}l 0 0
a0, ar. 0 0

af(0,.5,0,,7,.0,.5 ) 8f (0,,1.0,,7,.0,.1;)

L a8, o |

Entonces, las velocidades secundarias estan dadas por:

iy rosenf, =1 0 0T [-rsend, o
vl | cost, 0 0 0 reost,  =1|[a,
i, 0 1 rysenfl, -1 0 0 ||
v, 0 0 =rcosd, 0 0 1
i, cost, —u,
7, cosd
I’ﬂ: ] %
e, sen (8, —6, )—v, senb,
Y .
i == CDE.E“ 3 (EJ].Q—].S}
s .
LE
, —_—
’ 7, cosb,
v, (tanf, —tanf )+ ro,(cosf, tanf, —senf, )

A pesar de que las expresiones para v, y v, se ven distintas a las determina-
das por el método de Raven, al reemplazarse los valores numéricos se obten-
drén los mismos resultados, como lo puede verificar el lector.

Las aceleraciones secundarias estan dadas por:

o, n,senfl, -1 0 oT" o, cosB, 0 1] 0| [y -nsenf, 0
al__|n cosf, 0 0 ] o, senfy, 0 0 0|, N reosf, -1 {a! } N
o, 0 1 rmsenb, -1 0 0 rmow cosl, 0o, 0 0 ||a,
. 0 0 -rcosB, 0O 0 0 rogsend, 0w 0 1
-, cost, 0
-n, senb, 0o,
- 0 0 {uﬁ}
0 0
a, r,sent, -1 0 o7 o, cos, 0 0 0| ey -nsenf, 0
i, -rycos8, 0 0 0 o, senf, 0 0 0], roosd, =1([0
a, - 0 1 rmsenf;, -1 0 0 mog cosf, 0o, N 0 0 {ll}
i, 0 0 -rcost, 0O 0 0 momgsend, 0w 0 1
—nym, cosf, 0
-, senb, 0o,
=t 0 0 {uﬁ}

0 1)
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o, r,senf, -1 0 07" ([ ro, cos, © 0 07 [, iy cosl, 0
a, —r,cos6, 0 0 0 T, senfl, 0 0 0w, —ro,senf, 0|fwo,
o, - 0 1 rsenf, -1 0 0 mm ocos, 0], * 0 0] v,
i, 0 0 -ncosB;, 0O 0 0 moysenf;, O 0 0
( -, senf, +rm; senfd, ]
T, cosb,
o,
! —Ty," cos(8, —8, )+ ryo;
a
ﬂ* = cosf, - (2j19—-19)
" i, tanf,
ar" z x E
— T,y m{ﬁt_ﬁu]"'rum.& + Tailg
cost, cash, |

A pesar de que las expresiones para a, y a, halladas por el método de Raven
son aparentemente diferentes a las del método general, ambas producen los
mismos resultados numéricos, lo que se puede comprobar muy facilmente.

Sustituyendo los pardmetros conocidos y calculados para las variables cine-
maticas incégnitas del mecanismo se obtienen:

8, =163.53
n=022m

w, =39.25 rad / s
v,=14lm/js

w, =—375.31 rad / &*
a,=-325.Tm/[s"

B, =153.61°
n=038m

w, =—49.61 rad /s
v =-256m/s

o, =—1221.27 rad [ &*

a, =—820.31m/s"
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2.11 Problemas propuestos

*En los problemas propuestos utilicese tanto el método de Raven como el método
general.

1. En el mecanismo mostrado en la figura, el eslabén motriz CB rota a una
velocidad angular constante 60 rpm en sentido antihorario. El pasador A esta
soldado al eslab6én CB.

Efecttese el andlisis cinematico completo y escribase una implementacion
computacional para graficar todas las variables cineméticas respecto a la va-
riacion del dngulo del eslabon CB que va desde -90° a 90°.

2. La manivela OA gira en sentido horario con una velocidad angular cons-
tante de 250 rpm. Realicese el andlisis cinemaético de ciclo completo del meca-

nismo, si r = 180 mm.
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3. Para el mecanismo mostrado en la figura, la corredera tiene en el mo-
mento indicado una velocidad constante de 4 m/s hacia la derecha, hagase el

analisis cinemético completo del mismo en el instante mostrado.

r= 60 mm
I =180 mm
= 30°

4. Para el mecanismo mostrado en la figura y considerando que el eslabén
motriz OA gira a una velocidad angular constante de 1000 rpm en sentido ho-
rario, realizar el andlisis cinematico de ciclo completo del mecanismo. Adi-
cionalmente grafiquese todas las variables cinematicas desconocidas versus
el angulo de giro del eslabon motriz, considerando que este comienza a girar
desde los 25°.

2= G5 mm

b=200 mm
r= b0 mm
I =195 mm
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5. Para el mecanismo mostrado a continuacion efectuar el andlisis cinema-
tico de ciclo completo considerando que el eslabén motriz OA gira a una velo-
cidad angular constante de 2000 rpm en sentido antihorario. Adicionalmente
grafiquese todas las variables cinematicas desconocidas versus el dngulo de

giro del eslabon motriz, considerando que este comienza a girar desde los 90°.

r= 125mm

I = 350 mm

6. El mecanismo mostrado en la figura tiene algunas aplicaciones industria-
les, como por ejemplo, el sellado de las solapas superiores de cajas de carton.
Realicese el analisis cinemaético de ciclo completo si el disco motriz OA gira
a una velocidad angular constante 90 rpm en sentido horario. Para los datos
mostrados crear una implementacién computacional que permita graficar to-
das las variables cinemaéticas respecto a la variacién del angulo del eslabén OA

desde 0° a 360°. En la configuracién mostrada OA esta horizontal.

a= 55 mm
b= 200 mm
=310 mm
d= 180 mm
1= 27220 mm
m= E7.30 mm
n= 4923 mm
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7. En el mecanismo mostrado en la figura las correderas roscadas A y B
estan controladas por la rotaciéon de sus respectivos husillos; si en el instante
indicado la corredera A tiene una velocidad constante hacia la derecha de 2.5
m/s mientras que la corredera B tiene una velocidad hacia la izquierda de 1.75
my/s constante, efectte el andlisis cineméatico completo del mecanismo y la cine-

matica del punto P del mismo para el momento mostrado.

8. Para el mecanismo de cuatro barras con deslizadera mostrado en la figura
y en el instante indicado efectuar el andlisis cinemético completo si el eslabon
OA gira a una velocidad angular constante de 300 rpm en sentido antihorario,

mientras la corredera se desliza a una velocidad constante de 3 m/s hacia arri-
ba.

sy
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9. En el mecanismo del problema 8, para el instante en que 6, = 160° y r, =
195 mm., calctlese todas las variables cinematicas del mismo considerando
que el eslabén OA gira a una velocidad angular constante de 200 rpm en sen-
tido horario, mientras la corredera 5 se mueve hacia abajo con una velocidad
constante de 2 m/s.

10. Para el mecanismo del ejercicio 3 y mostrado nuevamente en la figura
siguiente, calctilese todas las variables cinematicas del mismo, considerando
que la corredera se mueve hacia la derecha con una velocidad constante de 3.4
m/s en el instante mostrado cuando el eslabén BD es horizontal mientras que

el eslabon DE se halla vertical.

r= 6l mm
1 =180 mm
D _
0 0 i = 307
B 7
i
r
ch E
= i -

11. El mecanismo mostrado en la figura se denomina “mandibulas de la
vida” y es un aparato con accionamiento hidraulico utilizado para hacer pa-
lanca y abrirse espacio entre los restos de vehiculos accidentados con el fin de
liberar personas atrapadas en el interior. Si las mandibulas se abren un angulo
0 = 30°, cuando el pistén P se mueve hacia arriba a una velocidad constante de
8 mm/s, calcular:

(a) El desplazamiento sufrido por el pistén P,

(b) La velocidad angular del eslabon AB, y

(c) La aceleracién angular del eslabén AB.

Dimensiones en milimetros
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12. En la figura se muestra el mecanismo que permite la descarga del mate-
rial de un contenedor. En la posicién mostrada el eslabén EF y el lado DE del
eslabon ternario BED se hallan horizontales; el eslabén BED es un triangulo
recto. Si el cilindro hidraulico tiene la velocidad constante 10 mm/s mostrada,
calcular, en el instante indicado, las velocidades y aceleraciones angulares del

contenedor y la compuerta de descarga GH.

300

contenedor

1 G
12} E 125

I L I'IC H

800 350 430

dimensiones en mint
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Fuerzas dinémicas en mecanismos planos

3.1 Introduccidn

Para el disefio de tamafio y forma de los eslabones de un mecanismo, ba-
sado en su resistencia, se requiere el calculo de las fuerzas y momentos que
actian en los mismos, por lo que es necesario efectuar un andlisis de fuerzas
en un mecanismo. Este andlisis puede ser estético o dindmico, dependiendo de
si el mecanismo tiene bajas o altas velocidades de rotacién y/o traslacion. Si
el mecanismo trabaja a bajas velocidades o en condiciones en las cuales prac-
ticamente permanece estédtico, como el mostrado en la Figura 80, entonces, es
viable un andlisis de fuerzas estaticas (bajo la aplicaciéon de la primera y tercera
leyes de Newton).

Figura 80

Mecanismo para andlisis de fuerzas estdticas

En la situacion de un mecanismo sometido a altas velocidades de rotacion,
aparecen las fuerzas debidas a la aceleracion, denominadas usualmente fuer-
zas efectivas, y estas son las que dominaran las condiciones del disefio de los
eslabones, en cuyo caso se aplicard el analisis de fuerzas dindmicas o andlisis
cinetostatico (mediante el uso de la segunda y tercera leyes de Newton).

El presente texto revisara iinicamente el andlisis de los mecanismos some-
tidos a velocidades de rotacion apreciables, es decir, el andlisis de las fuerzas
dindmicas o cinetostatico.

El analisis de fuerzas en un mecanismo se fundamenta en dos categorias
diferentes:

a. La Dindmica inversa, consistente en el andlisis de las fuerzas provocadas
en los pares cinematicos, esencialmente, si se conoce la cinematica del

mecanismo, y
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b. La Dinamica directa, que calcula la cinematica del mecanismo si se cono-

cen las fuerzas intervinientes en el movimiento del mecanismo.

En este texto se tratard el problema de la dindmica inversa, que conlleva la
resolucion de sistemas de ecuaciones lineales, a través de un procedimiento matri-
cial.

3.2 Cinética del cuerpo rigido

Esta seccion presenta un resumen breve de la cinética de un cuerpo rigido,
como preambulo para el correcto andlisis de las fuerzas dinamicas que afectan
a los eslabones de un mecanismo.

Considérese un cuerpo rigido, de masa m, que se mueve en movimiento

plano general, como lo muestra la Figura 81:

Figura 81

Solido rigido en movimiento plano general

fuerzas efectivas

F;

fuerzas exteriores

Entonces, las ecuaciones que gobiernan su movimiento son:

Y F=mac (3.2-1)
Y Me=I,0 (3.2-2)
Donde,
3 F = Fuerza exterior resultante aplicado al cuerpo rigido.
m = masa del cuerpo rigido.
a: = aceleracion del centro de masa del solido rigido.
ZH‘? = Momento exterior resultante aplicado al cuerpo rigido

con respecto a G.
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I.,=Momento de inercia masico del cuerpo rigido con respecto a un eje
paralelo a z que pase por el centro de masa G.

@ = aceleracion angular del cuerpo rigido.

Para un movimiento plano en x-y, la ecuacién (3.2-1) es vectorial mientras
que la ecuacién (3.2-2) que ocurre en el eje z es escalar. Se puede entonces es-

cribir las ecuaciones escalares para el movimiento plano general como:

ZF! =mag, (3.2-3)
ZFH =mag, (3.2—4)
> M, =I,a (3.2-5)

Si el cuerpo tiene rotacion pura alrededor de un punto O, distinto al centro

de masa G, entonces la ecuacion 3.2-5, se transforma en:
> My=I,a (3.2-6)

Donde,
% M, = Momento exterior resultante aplicado al cuerpo rigido, con

respecto a O.
I,=Momento de inercia méasico del cuerpo rigido con respecto a un eje

paralelo a z que pase por O.
a = aceleracién angular del cuerpo rigido.
Y,
I,=I_+md" (3.2-7)
Siendo,
I, = Momento de inercia masico del cuerpo rigido con respecto a un eje pa-

ralelo a z que pase por O.
I, = Momento de inercia masico del cuerpo rigido con respecto a un eje pa-

ralelo a z que pase por el centro de masa G.
m = masa del cuerpo rigido.
d = distancia entre los ejes, paralelos al eje z, que pasan por O y G.
Las expresiones 3.2-3 a 3.2-6 se pueden reescribir en la forma siguiente:

> F —ma, =0 (3.2-8)
y» F —mag, =0 (3.2—9)
> Mg-I,a=0 (3.2—10)

> M, -1,a=0 (3.2-11)
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Llamadas ecuaciones del equilibrio dindmico o Principio de D’ Alembert.

En dichas expresiones los términos -ma__, -mag,, -I.a e -I a son las denomi-
nadas fuerzas inerciales.

A continuacioén, se utilizan las ecuaciones de la cinética de un cuerpo rigido
expuestas anteriormente para analizar el comportamiento de las fuerzas dina-
micas en un mecanismo manivela-corredera y en un mecanismo de cuatro ba-
rras, este método genera una expresion matricial de un sistema de ecuaciones
lineales, de ahi su denominacion de método matricial. El método matricial es
un procedimiento analitico que se puede generalizar para cualquier mecanis-
mo de un grado de libertad o maés, con la ventaja de que puede ser implemen-

tado computacionalmente.

3.3 Anélisis de fuerzas dindmicas - Método matricial

d.3.1 Anélisis de fuerzas dingmicas para un mecanismo manivela -
corredera

La Figura 80 muestra el diagrama cinematico (con la forma real de los esla-
bones en lineas entrecortadas) de un mecanismo manivela corredera con sus
centros de masa ubicados en las posiciones G,, G,y G,. La velocidad rotacional
de la manivela w, es antihoraria asi como su aceleracion angular a,. Las dis-
tancias de los centros de masa con respecto a sus pares cineméticos O y B se

nominan como 7., = r., = b,y r,.. = b, . Los angulos, tomados en sentido an-

G3
tihorario con respecto a OA y AB, que ubican los centros de masa son ¢, y &,.

Las longitudes de los eslabones manivela y acoplador son r, y r, formando
angulos 0, (para la manivela) y 0, (para el acoplador) como lo muestra la Fi-
gura 82; finalmente, la distancia de descentrado se nomina r, y la longitud a la

que se encuentra la corredera 7,.

Figura 82

Geometria del mecanismo manivela corredera para el andlisis de fuerzas dindmicas
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En el analisis de fuerzas dindmicas se va a considerar que el efecto de los pesos
de los eslabones es despreciable en comparacion a las fuerzas efectivas producidas
y que la friccion en los pares cinemdticos es despreciable.

El primer paso a efectuarse en el analisis de fuerzas dinamicas es el célculo
de las aceleraciones de los centros de masa, para lo cual considérese la Figura
83:

Figura 83

Lazos vectoriales para el cdlculo de las aceleraciones de los centros de masa

R, =b, cos(0, +d,)+ib,sen(0, +b,)

De donde,
li-1I:'..':,I =b‘_* CIJE{E'! + d}g }
oy =h,sen(0, +d,)

Derivando las anteriores expresiones dos veces con respecto al tiempo, con-

siderando que b, y ¢, no cambian con el tiempo, se tiene:

ag, = —b, i cos(0, +b,)

(3.3.1-1)
Oy = —bzmisen{El_, +dy)

Ahora, para el centro de masa G, se tiene:

Rr:, = ﬁz + ﬁm:'l = I’.‘EEJE’ + buﬁr{g’ﬂ’]

ﬁ"-’: =n CDE{E?)""E'.SCDE{H;L +'¢’;L}+j['r259n{ﬂz ] +bi|-5'en{93 +¢'3 ]]
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Es decir,
L cos(B,)+b, cos(B, +4,)

Ty, =fsen(8,)+bsen(6, +¢,)

Y como antes, derivando dos veces con respecto al tiempo bajo la conside-

racion de quer,, 1,, b, y d, no dependen del mismo, se obtiene:

Mpre =Ty [ﬂ_._,sen{ﬁz}+m'_‘: CDE’{EE}]_b][a:LEEH(BJ +¢‘.L} +{“§‘:m [E:I- + '1-".1 }]

(3.3.1-2)
ﬂt;,b- = “z[ﬂ': EE'E{HE}_ﬂéSE’n{EEJ]+bJ[ﬂ:L ':':'5(93 +¢‘.L}_m§ E'en{HJ +¢3 :l]

La corredera se puede considerar una particula con aceleracion a, dada por:

Tyl senl @, -0, )-no,” cos(8, -0, )+ o’
=

(3.3.1-3)
cosh,

A continuacion, se desarrolla las ecuaciones de la cinética del sélido rigido
para cada eslabon en el mecanismo.

De aqui en adelante la fuerza exterior F, es la fuerza exterior actuante en el
eslabon i debido a la accién del eslabén j.

Para el eslabén manivela, se tiene el siguiente diagrama de fuerzas exterio-

res y fuerzas efectivas,

Figura 84

Diagrama de fuerzas para la manivela

Considerando que la manivela tiene una masa m, y un momento de inercia
masico I, y que el eslab6n manivela tiene rotacion pura con respecto a O en-
tonces, en base a la expresion (3.2-6), las ecuaciones para las fuerzas dinamicas
son:
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_F21_+ Fu: i, E:;‘t_ (ZF:‘“ =TJ'L£E!:!} {3.3_1_ 4}
Hu Hf‘1ﬂ+ﬂ':fu]=fuﬂu {Z;“f:}=1:}ﬂ3}

Donde:

I,=I_+mm =1 +mb* (3.3.1-5)

Si se descomponen las ecuaciones (3.3.1-4) en componentes escalares expre-

sadas en el sistema local x-y que se ubica en G,, se tiene:

FoetFye= Myl {Z F = My }

Fyy + Fyyy =1y, (Z.F‘!'l ='rir1.lﬂ.,~1'} (3.3.1— 6)
+n, F, +M, =1 a, {ZM’G =Iﬂu3}

_rzy sap ' laxtEy

Donde:

(3.3.1-7)

Para el eslabén acoplador, se tiene el siguiente diagrama de fuerzas exteriores

y fuerzas efectivas:

Figura 85

Regiones laminar y turbulenta de la capa limite durante el flujo sobre una placa plana

Tomando en cuenta que el acoplador tiene una masa m, y un momento de

inercia masico [

oy €ntonces las ecuaciones para las fuerzas dinamicas son:

B T‘_‘:E+F:u =’it“a:';, _ (Zf_r: =TH~I,IE_!:,} {3.3.1_8}
H;E w +H;|,.| ® Flay =1{_-_11'.'l3 (Z;“f{?:fgﬂg}

191



Fundamentos de andlisis cinematico y dinamico

Por la tercera ley de Newton, F,, = -F,, entonces:

—F'm + Fa=m,ag, {Z Fop =1 00, }

sz K(—F!:L}+E;u XFH =I"":|E:I' {ZHC =.fﬂ-1 C_I'..q}

por lo que,

_F!:I. + F:u = 'Fi'l!-3i_-|5-¢:“.'J {ZF«_H = :I’J"I3c_.|:{:J }

_ _ _ _ (3.3.1—9)
—Huz XI"1'_5 +R;4.|X.F|;u =I:-‘.1U.;|. {ZH:;‘ =1C_~| ﬂ'.;q}

Descomponiéndose las ecuaciones (3.3.1-9) en sus componentes escalares

expresadas en el sistema local x-y que se ubica en G,, se tiene:

—F,, +F,, =myag {ZFI =Tyag, }

~F,, +F, =ma, (ZFH =mya, ) (3.3.1-10)
TMB"E.'EM _rEIP-'-:'J!.I _TIH!.IP?H.I +TH-1.1P-':H.!,| =I{:‘_.Iu;|, {Zﬂ’jﬂ- =Ic_’ﬂ]}
donde,
R =—Rag, =—be"™™ =—b, (cos(0, +¢,)+isen(0, +¢,))
1“;':_:,1 =—b;:-CCI'Ei(EH_ +¢;+}
Lo =—b;:SEI]{E|';I +¢::}
Ru=Rn+R,
R =—b, (cos(0, +b,)+isen(B, +¢,))+n (cos(0, )+isen(0,))

(3.3.1—11)

-r;“z = _bil c:}b{ﬂ.l + ¢|il ,l'+1:l cﬂh{ﬂ.l }

3.3.1-12
Ty = —b,sen(6, +¢, )+rsen(8, ) ( )

Para la corredera, se tiene el siguiente diagrama de fuerzas exteriores y

fuerzas efectivas:

Figura 86

Diagrama de fuerzas para la corredera
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Dado que la corredera tiene una masa m, y puede ser tratada como una

particula al tener solo traslacion rectilinea sin rotacion, entonces las ecuaciones

para las fuerzas dinamicas son:

F,,=ma, {ZF,=m4ﬂ,] (3.3.1—13)
Por la tercera ley de Newton, F,, =-F,, , entonces:
—Fypp =m,a, {EF,=mJ,ﬂ4} (3.3.1- 14)

Fy—Fg, =0 {ZF!.':G}

Y dado que, por tercera ley de Newton, F,, =-F,, , entonces:

34x7

F,+F, =0 (3 F,=0) (3.3.1-15)

Agrupando las ecuaciones (3.3.1-6), (3.3.1-10), (3.3.1-14) y (3.3.1-15) se tiene:

‘F:uz + Fz;u =na,

'F:uy + quy STt
_IﬁyFu;u +T!.'|:F'.'Jy + M, =1 a,

_F;:I:.: + 'FJI'-' = rrlTqu:J: |:1 3 l_lﬁ}

_'F:E:Iy + 'F‘le = ”I‘.:uﬂ,.

E, - F, -r F, +7, F

et oy~ Tadgt e T Taaetaey =

I

L

Ty [+ |

Ay

—-F,, =ma,

Fup +F-'u =0

donde,

r, cos(0,)

T

r,sen(f,)

Ty
Ty, =—D, cos(8, +4¢,)
T, =—Dysen(0, +9, )

Ty ==y cOs (0, + b, )+ 1, cos(8,)

Ty =—Dysen (8, +, )+ nrsen(, )

Expresado en forma matricial el sistema (3.3.1-16), resulta:

[G]\F.ci}={F. |
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Donde,

[G] es la matriz de la geometria del mecanismo.
{F} es el vector de las fuerzas en los pares cinematicos, que son las incogni-
tas a determinarse.

{Fe,} es el vector de las fuerzas efectivas, con:

10 1 0 0 0 0 0]
01 0 1 0 0 oo
00 —nsen(B,) cos(8,) 0 0 01
o0 -1 0 1 0 oo
e P 0 -1 0 1 00
0 0 —bsen(B,+d,) bcos(8,+¢,) bsen(B;,+d,)-—nsen(B;) —b,cos(8; +d,)+rcos(B;) O 0O
(U] 0 0 -1 0 00
0 0 0 0 0 1 1 0]

(myag, E,,

My, B,

IUC[! FJ:E‘E

T F,

{F:-r} - .Iu(‘_]; ) y {F} _J

myag, Fyp

.n.r‘::__‘(].J F;uy

mn,a, FJL

“ ‘;":fm

entonces,

\F}=[GT"|F,} (3.3.1-17)

Finalmente, en el bastidor del mecanismo se tiene el siguiente diagrama de
fuerzas exteriores y fuerzas efectivas:

Figura 87

Diagrama de fuerzas para el bastidor del mecanismo

Fi,

'I"_ll 1

A partir de la figura anterior se calcula la fuerza de sacudimiento (fuerza

que afecta al bastidor del mecanismo) F_, como:

F: =FL2 +T'1u
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Pero dado que, F,,=-F, y F,, = -F,, por la tercera ley de Newton, entonces:

Fo=—Fu-Fu

y descomponiendo en sus componentes escalares x-y:

Fa=ta (3.3.1-18)
F, =-F,,-F, o

de donde,

F,=\F. +(Fy+F,)"  (3.3.1-19)

y el momento de sacudimiento (momento que afecta al bastidor del meca-

nismo) M_con respecto al punto O:

M,=rF,+M,,=-nF,-M,

de la expresion (2.3.1-7), entonces:

M, =—F, [r,cos(B, )+, cos(0, )] - M, (3.3.1-20)

Es necesaria una implementacién computacional para observar el compor-
tamiento de las fuerzas dindmicas en el mecanismo para un giro completo de

la manivela del mecanismo.

Ejemplo 1

Para el mecanismo manivela corredera mostrado en la Figura 85 de la pagina
siguiente, cuya manivela OA gira a una velocidad angular constante de 500
rpm en sentido antihorario, grafiquese para un ciclo completo de funcionamien-
to del mismo las fuerzas en los pares cinemiticos, asi como la fuerza de sacudimien-
to'y el momento de sacudimiento.

Ademas, grafiquense los componentes y vs componentes x, de todas las
fuerzas en el mecanismo. Supéngase que no existe friccién en los pares y des-
préciese el peso de los eslabones; considérese la siguiente informacion: b, = 3
cm, b, =8 cm, m, = 0.1 kg, m, = 0.3 kg, m, = 0.05 kg, I, = 0.00008 kg - m? I, =
0.0002 kg - m?.
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Figura 88

Mecanismo del ejemplo 1

Andlisis cinemdtico del mecanismo
Del anélisis cinematico visto en el apartado 2.3.1 y para el mecanismo de la

Figura 88, se tiene:

93(92}=m5en[ﬂ] (ej1-1)
T
(8, )=rcosl, +r,cosb, (8,) (ejl-2)
i, cos b, .
@, (0,)=——22 00 ejl—3
™ eos(0,0,) (=)

(©,) ro,” senfl, + o, (0, ]2 snn{ﬁﬂ{ﬁi }}I
o =
e r,cos(0,(0,))

(ejl—4)

—r,0,” cos( 0, =0, (6, )= rym, (6, )’
ms{ﬁﬂ (8, }}I

a, (8, )= (ejl=5)

Analisis cinemdtico de los centros de masa

Para los lazos O, y O, ., mostrados en la Figura 89:

Figura 89

Lazos para el andlisis cinemdtico de los centros de masa del mecanismo del ejemplo 1




Fuerzas dinémicas en mecanismos planos

Del apartado 3.3.1, para el centro de masa G,:

g . (8, ) = —h:rf'-“g cos(f,)

ag,(8,)= —b,elsen(0,) (ejl—6)

Del mismo apartado, para el centro de masa G

L {Hz }= _"zm: EBS(B!}_ ﬁ:4["13 {E? }5‘311 (E'a {Ez ” ""'-'-"‘.12 (Hz }‘:'DE {Eu [Hz }}] {EJ ].—T}

Ty {E: }= _7'2”3:5&11 I:H: )+ b:['la (8, ]EUS{H] (6, H _maz (H: ]SEDEEH (H! ]']]

Analisis cinetostitico o de fuerzas dindmicas.

Los diagramas cinéticos de cada eslabon moévil del mecanismo se muestran

a continuacion:

Figura 90

Diagramas cinéticos de los eslabones moviles del mecanismo

™,

—— L

“?4;;;.

Del apartado 3.3.1 para las ecuaciones de las fuerzas dindmicas se tiene:

LI =Thte,
-F;:Jy + Fz;{-y =Ty,

-, B, +r E, +M, =0

2l mar T Tarany
_Fu:u + FJ.:: =T
_Fu::y + FJ-ly =T”‘::u'{:JII
TzuszM Tgag 'F;:Iy — Ty pF_u: + TH:FJ-IF = I:’;, 0Ly
—-F,, =m,a,

Fy,+F,=0
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Donde:

i;ﬂ!y = —b;ISE]l{HJ }
1, =—b, cos(0, )+r, ms{ﬁj}

Ty, =—bsen(8, )+rsen(8,)

El sistema a resolverse en forma matricial es:

(o)} =[G(6.)] {F,(0.)] (ei1-8)

Con:
1 0 1 0 0 0
o1 ] 1 0 0
0 0 -nsen(d,) r, cos(8,) 0 0
oo -1 0 1 0
[G(6,)]= 00 0 -1 0 1
00 _b:sen{ﬂal{ﬂz }} baEDS{Ha{B!]I:] {ba_ E]SED{BS{'B&}J I{'r': _bz }Cus{as{ezn
(/1] 0 0 -1 0
0 0 0 0 0 1
y, 1
m, (ag,, (6,))
m, (ag, (6,))

[ (o)) =47 )|
ﬂh{ﬂﬂ,.{ﬂz})
Iﬂ;{u:r{ﬂz}}
ﬂh{ﬂu{ﬂz)}

0

Se utiliza entonces un software matematico para hallar el vector:

(F,,.(8,)]
Fo,(8,)
-Fﬂ::z{ﬂz}
Fﬂ::y{ﬂz}
F,.(8,)[
F,,(8,)
EII {Ez}

| M., (8,)]

{F{‘gﬂ }}=‘
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Fuerzas dinémicas en mecanismos planos

Mediante la resolucién de la expresion (ej1-8) para la matriz [G (0))] y el

vector {F (6,)} anteriores.

Finalmente, la fuerza y momento de sacudimiento estan dados por:

F,(0,) =By (0,) +(Fyy, (8,) + F,y (6,))°

M, (8, )=—F\, (8, )[r, cos(8,) +r; cos(8, (6, ))]- M, (6,)

Ademas,

Fﬂ{g!]=_Eﬂ.‘r{H!}

Fg {E'z }=_Fz1p (HQ}_F;I {Bz}

(ejl—11)

(ejl—

(ej1—10)

(ej1—12)

9)

A continuacion, se grafican cada entrada de {F (0,)} con respecto a 6, para un

ciclo completo (60° < 6, < 420°), obteniéndose las siguientes gréficas:

Faiz(f2) (W)

Foge(82) (N)

100

=100

100

a0

=5l

=100

0 100 200 300 400 200
o (%)
I I I I
1 1 1 1
0 100 200 300 400 00
o (")

80

60 [~

40

20

Faiy(2) (N)

oF

=20

=40

40

20

Foqy, (az} (N}

=20

=40

=Gl

1 I 1 1
100 200 300 400 00
05 ()
T T T T
I 1 1 I
0 100 200 300 400 500
5 (%)
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30

20

10

F:m(“z}(N)

=10

- 20

40

=40

15

10

My (B3) (N = m)

- 10

100 200 300 400 200
by ()

T T T T

L 1 1 1

100 200 300 400 500
8y ()

T T T T

1 1 1 1

100 200 300 400 500
by ()

40 T T T T
a0 4
z
—
2| o 4
=
3
Ly
-0 E
- 40 1 1 1 1
100 200 300 400 500
8, ()
i1 T T T T
—_ 4 7
=
=
| 2 i
Z
e
=] 0 7
—_
3:‘:
: -2 i
-4 N
-6 1 | 1 1
100 200 300 400 00
8y ()
120 T T T T
100 T
80 4
Z
— 60 T
2
=
w | 40 1
20 4
0 ! I | 1
100 200 300 400 500
B ()

Las graficas de las componentes y vs componentes x para las fuerzas en el

mecanismo se muestran en la pagina siguiente:



Fuerzas dinémicas en mecanismos planos

B0 T T T 40 T T T
6o -1 20 = -
Z  awf i =
- =, 0r .
= =
I 7 E
S g 201 .
nr =
—40fF i
- i
-0 - 1 1 -60 1 1 L
=100 =50 0 50 100 =100 =50 0 50 100
Fa12(63) (N) Fagq(62) (V)
40 T T T T 50 . , :
. 20 —
<, —_
= = ok N
) =
| or 1 =
-4 =
ol w
= f
-501 i
=20 -
-40 : L : - -100 - ! L
-0 10 0 10 20 30 — 100 —50 0 50 100
Fygz(62) (N) Fer(82) (N)

d.0.2 Anélisis de fuerzas dindmicas para un mecanismo de cuatro
barras

La Figura 91 muestra el diagrama cinematico (con la forma real de los es-
labones en lineas entrecortadas) de un mecanismo de cuatro barras con sus
centros de masa ubicados en las posiciones G,, G,y G,. La velocidad rotacional
de la manivela w, es antihoraria y su aceleracién angular a, tiene también la
misma direccion. Las distancias de los centros de masa referidas a sus pares
cinematicos O, Ay Csonr,,=r,,=b,r,.,=byr,=r.,=b,

Los angulos, tomados en sentido antihorario con respecto a OA, AB y CB,
que ubican los centros de masa son &,, @, y d,, respectivamente. Las longitu-
des de los eslabones de entrada, acoplador y de salida son r,, r, y r, respecti-
vamente, formando dngulos 6, (para el eslabon de entrada), 6, (para el acopla-
dor) y 0, (para el de salida) con sus ejes horizontales positivos y tomados en
sentido antihorario; finalmente la distancia entre los puntos fijos del bastidor

es r, y forma un angulo 6, con el eje horizontal positivo.
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Figura 91

Geometria del mecanismo de cuatro barras para el andlisis de fuerzas dindmicas

Como en el apartado anterior, se va a considerar que el efecto de los pesos
de los eslabones es despreciable en comparacion a las fuerzas efectivas produ-
cidas y que la friccién en los pares cinematicos es despreciable y se principia
calculado las aceleraciones de los centros de masa de cada eslabéon mévil, para

lo cual témese en cuenta los lazos vectoriales mostrados en la Figura 92:

Figura 92

Lazos vectoriales para el calculo de las aceleraciones de los centros de masa

Para el centro de masa G, se tiene:
R, =g

E.—., =h, cos(0, +d, ) +ibsen(0, +d,)
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De donde,
R(‘.Ez = b‘; ms{El_, + '1-."1}
R(T-iy = b.JSEHI:El_, + dl_; }

Derivando las anteriores expresiones dos veces con respecto al tiempo, con-

siderando que b, y ¢, no cambian con el tiempo, se tiene:

ag, = —b, e, cos(0, +d,) (33.2-1)
ag, =—h,a;sen (0, +¢,) o

Para el centro de masa GS:
Ra, =Ra+Rug, =™ + b/

Re, = 1, cos(0,)+ b, cos(0, +¢, )+i(r,sen(0, )+ b,sen(0, +¢,))

Es decir,
R, =1,c0s(8,)+b, cos(8,+¢,)
Ry, =1, sen(0,)+b, sen(8, +é,)

Y, derivando dos veces con respecto al tiempo bajo la consideracién de que
r,, b,y &, no dependen del mismo, se obtienen:
e EE“{EE :I - ru“-": UUE{H:) - “-"?:[E"J ':-'05[9;: +5 :I] - “-;:[E"s 5‘:"(9;1 +; :I]

" (3.3.2-2)

a, =ra,cos(d,)-no; sen(d,)—wi[b, sen(8, +¢,)]+a,[b, cos(B, +¢, )]

Gy

Finalmente, para el centro de masa G » Se tiene:
R, =Res, =b,e"" ™ =b, cos(0, +¢,) +ib, sen(0, +9,)

R, =b,cos(0,+¢,)
R, =b, sen(0, +¢,)

De donde, al derivar dos veces con respecto al tiempo resulta:

e =—b,-u.‘+f cos(B, +9,)-b,a, sen(d, +¢,) {-; 1 2_-‘]}
e =_ﬁ|mj sen(d, +¢,)+b,o, cos(0, +¢,)
A continuacion, se desarrolla las ecuaciones de la cinética del sélido rigido
para cada eslabon en el mecanismo.
Para el eslabén manivela, se tiene el siguiente diagrama de fuerzas exterio-

res y fuerzas efectivas:
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Figura 93

Diagrama de fuerzas para el eslabon manivela

Considerando que la manivela tiene rotacién pura con respecto a O, enton-

ces se puede escribir, con base en la expresion (3.2-6):

Fz] +F:g =TI, E:';* ZFH: =TT, E.r,'!
_ ( _ . ) (3.3.2—4)
RexFru+Moa=1, 00 (Zﬂifﬂ=fﬁ,uz}
Donde:
I,=I_+mn,*=I_+mb’ (3.3.2-5)
Si se descomponen las ecuaciones (3.3.2-4) en componentes escalares expre-

sadas en el sistema local x-iy que se ubica en G,, se tiene:

e+ Py, = ma;, { ZFz =ma; }
'F;Ly + 'F;:I:y =ma, { ZF; =m,a, ] (3.3.2—6)

{r_J:Fﬂy _Trzy-F';:u }+ My, =10, {qu: = I:Juz}

Donde:

1, =1,c08(6,)

3.3.2-7
. ( )

, =1, sen(6,)

Para el eslabén acoplador, se tiene el diagrama de fuerzas exteriores y efecti-

vas en la Figura 94 de la pagina siguiente.
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Figura 94

Diagrama de fuerzas para el eslabon acoplador

Tomando en cuenta que el acoplador tiene una masa m, y un momento de

inercia masico I ., entonces las ecuaciones para las fuerzas dindmicas son:

G3’
F:E + F:u =TIl E:;‘, F::t =TI E-r;,
- (Z_ T ) (3.3.2— 8)
H;E I.F‘;qz +H;r,.| xf'1;|;.|=..f¢:ﬂ] (ZJ\-{{.‘:IQ‘Q]}
Por la tercera ley de Newton, F,, = -F,, entonces:
—F-_u + FJ-I = TILIIE:;, {ZF«;: =T, Ef"-':. }

Euz x[—?u::}+E;H XFJ: =Ifl’:E“ {ZHG =_f(_._1 C-[,q}
Por lo que,
—Fu:: + F:u =11, (-I-c“.'J {ZF«_ﬂ = :I'J’l._,nt-.l:{:_1 }

_ o _  _ _ . _ (3.3.2—9)
—RupxFn+RuxFu= I:-‘.‘ (v {ZJ’H::‘ =1 wa }

Descomponiéndose las ecuaciones (3.3.1-9) en sus componentes escalares

expresadas en el sistema local x-y que se ubica en G,, se tiene:
b B =y, {z F, =ma, }
—Fy, + By =g, (Z E,=myag, } (3.3.2— 10)

{Tuzy-f':z:u _I'Ju:f';ug }+{T:u.rf'1:uy - T:uy-f';u }= ic,us {Z!ﬂ{“ = Ic,u-_l]

Donde,
i By oy + 15801 —p ei{n,ﬂ,-rl.m':l -h

R =10 A, .:{cns{ﬂj +¢..:+131[]l'}+£5en{93+¢3+18{]'}}

Ty, =b, cos(0, +¢, +180° ) =—b, cos(8, +¢,)
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(3.3.2—11)
Tiay = b,sen{El.d +, +180° } =—bysen (8, +¢, )
E:u = E:u + E:I.
R =—b, (cos(B, +¢,)+isen(0, +,))+n (cos(B,)+isen(8,))
Ty =D, cos(8, +d, )+, cos(8, ) (3.3.2-12)
1y, =—b,sen(0, +é, )+ rsen(,) o
Para el eslabon de salida, se tiene el siguiente diagrama de fuerzas exteriores

y fuerzas efectivas.

Figura 95

Diagrama de fuerzas para el eslabon de salida

F-i.‘b

Considerando que el eslabon de salida tiene rotacion pura alrededor de C,

una masa 11, y un momento de inercia masico I

o €ntonces las ecuaciones para

las fuerzas dindmicas son:

Fu+Fa=mag, {Z Fen=m g, }

- _ _ (3.3.2— 13)
Ha X.f"-l:-l=.fﬁ.ﬂ..l {ZHC:qud_}

Por la tercera ley de Newton, F,, = -F,, entonces:

—_.E"-',H +F.1;| = '."]'!-_|E1:':4 (ZF;-_“ ='i|"l"l:-_1 E{':4 }
Bux(-Fu)=loae (X Ne=I,5)

Entonces:

—Fyu+Fa=m,uac, (ZFEH =TT, u..:,-‘}

_ _ _ (3.3.2— 14)
—Fq K.E'1;4 =_r|:-_.ﬂ: (ZEC =_r|:-_.ﬂ.|}
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Descomponiéndose las ecuaciones (3.3.2-14) en sus componentes escalares

expresadas en el sistema local x-y que se ubica en G, se tiene:

-F,, +F,,=ma, (Y F,=ma, )
~Fuy+Fo,=mag, (X F,=ma,) (3.3.2-15)
Ty Foe — By =leo, (2 Me=1Ica,)

Donde:

Ri=re"™ =re'™ =r,‘{|:::_1us{«{-}4 J+isen(8, }]

Pir =i 05(0,) (3.3.2-16)
Ty =T, sen(ﬂ,}

I.=1; +mpb;
Agrupando las ecuaciones 3.3.2-6, 3.3.2-10 y 3.3.2-15 se tiene:

Fy, +Fy, =m.d;
ley + Fu::y =7”2'ﬂ'(:,.
—Ty FJ;:: + Tﬁr‘F‘zHy + J":le. = 10‘12
_F'_'Jz + F.H..r =Tyt
~Fyy +Fyyy =myag, (3.3.2-17)
Thag Fne — TPy — Ty Flue + 100 Fy =g 04
_‘F:u: + F-II: =T"‘-1.ﬂ'-:“.',,,
_‘F:uy +F

LA

2
leFH.u _r-::F:'uy = {Iﬂ, +'Fi’1,,b_| }u-t

Donde:

r:‘igy = h'_.iSEH (B.‘i +¢l;; +180° ] = —blts,en(ﬁ:t +¢3 ]

LT =_b:: Cm{ﬂ;: +¢;:)+?;': Cm{ﬂ;:}
1y, =—bysen(6, +¢, )+rsen(0,)
7, =rcos(8,)

1, =r sen(8,)

Expresado en forma matricial el sistema (3.3.2-17):
[G]{F,,) = F,)
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Donde:

[G] es la matriz de la geometria del mecanismo.

{F} es el vector de las fuerzas en los pares cineméticos, que son las incogni-
tas a determinarse.

{Fef} es el vector de las fuerzas efectivas.

con:
1 0 1 0 0 0 00 0]
o1 0 1 0 ] 0 o0
00 -nsen(d,) 1, cos(8,) 0 0 001
a o -1 0 1 0 0o o0
[G] a o 1] -1 0 1 0o o0
- bsen(B, +4¢,) —b, cos(B, +
0 0 -bsen(8,+d,) bcos(0,+d,) (dg%} ! \{L’g ¢:) 00
—rsen(6,)  +1,cos(6,)

a o 1] 0 -1 0 1 0 0
0 ] 0 0 -1 01 0
00 0 0 r, sen(8,) —reos(8,) 0 0 0]

Thfa, Fy, |

myag F,,

Iﬁlﬂu E,.

L 'F;M'

(Bl=| moe, |y ;=B

I a, E,,

m'iﬂ(-'u Fll'_-

Tyl F,,

(I, +m.b})a, M, |

Entonces:

{F}=[GI"{F,} (33.2-18)

Finalmente, en el bastidor del mecanismo, se tiene el siguiente diagrama de

fuerzas exteriores y efectivas:

Figura 96

Diagrama de fuerzas para el bastidor del mecanismo
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A partir de la figura anterior se calcula la fuerza de sacudimiento F, como:

Fs =F12 +F‘u

Pero, dado que, F, = -F,, y F,, = -F,, por la tercera ley de Newton, entonces:
FJ — _F_’l —_ F-I 1

y descomponiendo en sus componentes escalares x-y:

Fn =_'F;I.'l.' _'F;I:r

(3.3.1-19)
Fjg =_'F‘2Ig|I _'F;Iy

de donde:

E = |(Fy. +F.) +(Fy, + F,,) (3.3.1-20)

y el momento de sacudimiento M_con respecto al punto O:

M, =rF, -1 F

] L™ ldy ldx

+M,=n F, -nF

1y~ 4ix Lz dly

M, (3.3.2-21)

donde:
1, =1 cos(6,)

n, =1 sen(6,)

Como en el mecanismo manivela corredera, seria necesaria una implemen-
tacion computacional para observar el comportamiento de las fuerzas dina-

micas en el mecanismo para un giro completo de la manivela del mecanismo.

Ejemplo 2

Para el mecanismo de cuatro barras mostrado en la Figura 97, cuya mani-
vela OA gira a una velocidad angular constante de 800 rpm en sentido anti-
horario, grafiquese para un ciclo completo de funcionamiento del mismo las
fuerzas en los pares cinematicos, asi como la fuerza de sacudimiento y el mo-
mento de sacudimiento.

Ademas, grafiquense las componentes y vs componentes x, de todas las
fuerzas en el mecanismo. Supéngase que no existe fricciéon en los pares cine-
maticos y despréciese el peso de los eslabones; considérese la siguiente infor-
macion: b, =3 cm, b, =11 cm, b, =10 cm, m,= 0.1 kg, m,= 0.3 kg m,=0.25kg, I,
=0.00008 kg - m,, 1., = 0.0002 kg - m,, I, = 0.00015 kg - m,,.
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Figura 97

Mecanismo del ejemplo 2

Analisis cinemdtico del mecanismo

Del analisis cinematico visto en el apartado 2.3.2 y para la Figura 97, resulta:

6, (6, )=2arctan

B, (b, )=2arctan

szz}"'ﬂrxl {E‘z }2 ""Hi{'a:a }2 - K, {E‘z }2
K (6,)+K,(6,)

J (ej2—1)

W

er{'Hi}""JKJ [.E'z }2 + Hzt.ez }2 'Kj_[.ez }2

Con:

a, (6,)

®, (8,)

ﬂ-:l'[E:J'=

Ky (0.)+ K. (6,) J (e2=2)

K, (B, )=rncosB, —r,cosh,
K, (0, )=r senb, —r, sent,

2 x 2
?l'ff+H|+Hi
2r,

K, (b, )=

2 2 2 2
Pl pall S i

K (8)= 2,
4

LEAC sen{ﬂﬂ -6, (6, ]'}I
n snnl[ﬁg (8, )-8, (68, ”'

(ej2—-3)

rym, sen(6, -6, (6,))
L Snntﬂa {Ei }_Euiﬂz ”'

(ej2—4)

nmf{ﬂi}-ﬁmf cns{’ﬂi -E,{Ei}]l-r;mﬂ{ﬂi }2 ms{ﬁg{ﬂi}-i [Elz]}

o, (8;)

_ roon, (8, Jeos (0, (8, )=0,(8, )= rye, (6, }2 -y, cos(B, —0,(8,))

rysen (6, (0, ) -0, (0,)) (ej2-5)
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Donde,
Andlisis cinemdtico de los centros de masa

Para los lazos OG,, OAG, y CG, mostrados en la Figura 98:

Figura 98

Lazos para el andlisis cinemdtico de los centros de masa del mecanismo del ejemplo 2

v B

Para el centro de masa G,

G, (0) = =b,0} cos(6,)

Yoy {Eﬂ } = —b:,{ﬂiﬁ&ni:ﬂj} (ej2—7)

Para el centro de masa G

ag,, (8,)=—r,; cos(8,)—b, [ @,* (8, ) cos(8, (8, )+ a, (8, )sen(8, (6,)) ]

. , (ej2—8)
ag,, (8,)=-n; sen(8,)—b,[w,* (0, )sen(8, (8,))— o, (6, )cos(8, (6,)) ]
Para el centro de masa G;:
s {Bz } =—b, [‘-":'11.‘2 (Hz Jeos (8, {Bz ::I}+'D'-4 {B: }SEREHJ {B: ::I]'] (ej2—9)

ag, (8,)=—b,[@,(8,)sen(8, (8,))—a, (8, )cos(8, (6, ))]

Andlisis de fuerzas dindmicas.
Los diagramas cinéticos de cada eslabon moévil del mecanismo se muestran

a continuacion: en la figura de la siguiente pagina
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Figura 99

Diagramas cinéticos de los eslabones moviles del mecanismo

Ty (4,

————— —X

Fllr

Del apartado 3.3.2 para las ecuaciones de las fuerzas dinamicas se tiene:

Fype + For =Tyt
F;uy + F‘Eil-y- =mzﬂ'c'.‘!,
dﬂngz:u- + T;.I'F;:I:y + Jl"irzl =0
_Fu:u + Fuz =Tl

_'P:z;:y + ‘F:uy =ﬂl::ﬂ'¢_1.
nuyE?;u- ~Tyag Fz;:y -y EFM: + TM:FME = Jirf:‘,"-)'-;:

_Fu.u + 'F-III: =m.1.ﬂ'cu
_Fil-'l.y +F-I||y =TI,

2
TigFair —TiaFay = {Iﬂl +rm, by }“--:

Donde:

Ty, =—bysen(0, )
LT =(1:1 —b, }CDE{B;:J
1y, =1 —by)sen(8,)

1, =ncos(8,)

T, =T, sen(d,)
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El sistema a resolverse en forma matricial es:

(F(6,)}=[G(6.)] (F,/(8,)} (ef2—10)

con:
10 1 0 0 0 00 0]
01 0 1 0 0 0o o0
0 0 —nsen(f,) , cos(8,) 0 0 0o 1
oo -1 0 1 0 0o o0
[@(0,)]=[0 © 0 -+ 0 1 00 0
00 —basen{E.d{E! ]l) ﬁdcns{ﬂa{ﬂzjj [ba—ru]sen{ﬂs{ﬂzn [E—b]}cas{ﬂs{ﬂz}} 000
0o o0 0 0 -1 0 1 00
00 0 0 1] -1 o1 0
0o 0 0 r,sen (8, (8, }J -r,cos(8,(6,)) 0 0 0
Y,
i, (,)
myag, (9, )
]

. (8,)
(B (0,)}={ ™0, ()
I & a, {Hz }
mag,, (0;)
Til_tflc“ {Ez }

_{It‘?; +1m bz]u,‘[ﬂu },

474

Se utiliza entonces un software matematico para hallar el vector:

Fuuu (8,)
F:.!Iy{ﬂﬂ}
FH:II{HE}
Fu::u{ﬂz}
{qu }}=‘ Fiuu (0:)1
Fy (0,)
E]I{HE}
E]E{Hz}
21, (0,)]

Mediante la resolucion de la expresion (ej2-10) para la matriz [G (0,)] y el

vector {F (6,)} anteriores.

Finalmente, la fuerza y momento de sacudimiento estan dados por:
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F: {Ez }= iﬁ‘F;.u {Ez}"' F-u: (ﬂu }}J +{'F!uy (92 } +'F;]y {Ez }}z

(8,)—, cos(8, }'F:uy (8,)-M,,(8,)

(ej2—11)

M, (0,)=r,sen(0, )F, (ej2—12)

lx

A continuacién se grafican cada entrada de {F (0,)} con respecto a 6, para un

ciclo completo (20° < 6, < 380°), obteniéndose las siguientes graficas:
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Las graficas de las componentes y vs componentes x para las fuerzas y mo-

mentos en el mecanismo, se muestran a continuacion:
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Fayy(62) (N)

Faay(92) (V)

d.3.3 Anlisis de fuerzas dindmicas para un mecanismo manivela co-
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rredera invertido

La Figura 100 muestra el diagrama cinematico y su correspondiente lazo

vectorial cerrado para un mecanismo manivela corredera invertido (RRTR)

del cual se va a realizaer la deduccion de las ecuaciones de su cineméatica, con-

siderando que el eslabén manivela OA gira a una velocidad angular 2 y a

una aceleracion angular a2, ambas en sentido antihorario:
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Figura 100

Diagramas cinéticos de los eslabones moviles del mecanismo

La siguiente tabla muestra las constantes derivadas de la geometria del me-

canismo, asi como las variables conocidas y desconocidas de la cinematica del

mecanismo.
Datos geométricos del me— Constantes
COTELETIMG ry, Pa, B,
Variables conocidaa Variablea desconocidaa
Vieriables Posicidn B2 s, T3
Jornbie Veloctdad e Wi, T
cirerrifions -
Aceleracidn [ T

Analisis de posicion. A partir del lazo vectorial mostrado en la Figura 96, la

ecuacion vectorial de posicion es:
~Ri+ R+ R =0 (3.3.3-1)
Y su forma polar:
—re™ +re™ +re™ =040

Escribiendo esta tltima ecuacion en su forma trigonométrica, se tiene:

—rcostl, —in sen ), +r, cosll, + i, send, + 7, costl, +ir, senl), =040

De donde, separando partes reales e imaginarias y despejando las expresio-
nes resultantes de acuerdo a las variables incégnita de posicion, se tiene:
r,cosl, =r cosf, —n, cosb,

4.4.3-12
1, senfl, =1, senB, —r, senb, ( )
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Que son las ecuaciones escalares de posicion.
Dividiendo la segunda ecuacién del sistema (3.3.3-2) para la primera y des-
pejando 0., resulta:

rsend, —r, 5&11[]!]

L 1 cosl, —r, cosd,

'l
B, = arctan

(3.3.3-3)

Elevando al cuadrado cada término del sistema (3.3.3-2) y suméndolos,

para luego despejar r,, produce:

¥ =,.;I'|2 +1':_:J -2y Ty 1‘:1::-1'{:?' ['“I._JHH.J —2?‘, T, .‘iEtIHI Sen E':

T, —J-r,‘” +7 —2r1,(cosl, cosh, +senf, send, )

A =JJ1I= +T!_;"—21':IT_.{'UH{E3 _BI} {'33-3—’”

Expresion que también se puede lograr al aplicar la ley de cosenos al trian-
gulo OAB.
Andlisis de velocidad. Derivando en el tiempo el sistema de ecuaciones

(3.3.3-2) bajo la consideracién de que r,, 6, y r, son constantes, se tiene:

v, costl, —nm, senll, = o, send,

3.3.3-5
v, senf), + o, cosll, =—nm, cosl, ( )

Que corresponden a las ecuaciones escalares de velocidad.
Resolviendo por Cramer el sistema lineal (3.3.3-5) en v,, @,, y luego de sim-
plificar da:
v, = rm, sen| 0, —0, ) (3.3.3-06)

o, - 'r;mz-:.-;:-s::ﬂ._. -0, (3.3.3-7)

Andlisis de aceleracion. Al derivar en el tiempo el sistema de ecuaciones
(3.3.3-5) se obtiene:

i, cosf, —v,m, senf, —['L'_,m_, senfl, + 1, (o, send, +w; cosh, }] =1, | o, senfl, +w, cosd, |

a, senfl, +v,m, cosl, +| v, cosl, + 1| o, cosl, —e] sen), [I =—r, (0, cosfl, —aj senf, )

Y, reorganizando las anteriores ecuaciones, de acuerdo a las variables in-

cognita de aceleracion, resulta:
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a, cosf, —ro, send, =no, senf, + rm; cos, + 2u,m, senfl, + o] cosh, (3.3.3-8)
a, senfl, + 10, cosl, =—no, cosl, +ro; send, — 2v,m, cos, + o) senf,

Que son las ecuaciones escalares de aceleracion.

Si se resuelve el sistema lineal (3.3.3-8) en a, y a,, da:

a, = 1w, cos(0, —0, )+ rm,” + o, sen(6, —0,) (3.3.3-9)

e -|.-I'\- Ij|_H — 0., COf H|_E| _21 L]
m:'r_m_ sen(B, — 0, )—ra, cos(6, -6, |- 2v,0, (3.3.3-10)

i

A continuacién, la Figura 101 muestra el diagrama cinemaético (con forma
real de los eslabones en lineas entrecortadas) de un mecanismo manivela co-
rredera invertido con sus centros de masa ubicados en las posiciones G, y G..
La velocidad rotacional de la manivela w, es antihoraria, asi como su acelera-
cién angular a,, también antihoraria. Las distancias de los centros de masa con
respecto a sus pares cinematicos O y A se nominan como 7, =7, =b,y 7,

= b,. Los angulos con respecto a OA y AB, que ubican los centros de masa son

b,y b,

Figura 101

Geometria del mecanismo manivela corredera invertido para el andlisis de fuerzas dindmicas

En el andlisis de fuerzas dindmicas, como antes, se va a considerar que el
efecto de los pesos de los eslabones es despreciable en comparacion a las fuer-
zas efectivas producidas y que la friccién en los pares cinematicos es despre-
ciable.

El primer paso a efectuarse en el analisis de fuerzas dinamicas es el célculo
de las aceleraciones de los centros de masa, para lo cual, considérese a la Figu-

ra 102 de de la pagina siguiente.
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Figura 102

Lazos vectoriales para el calculo de las aceleraciones de los centros de masa

Para el centro de masa G,, entonces:

ﬁx:, = EJ!_,.-E?J':"" +8:)
R, =b, cos(0, +d,)+ib,sen (8, +,)

De donde,
T =y cos(0, +¢,)
Yoy = bysen(f, +¢, )

Derivando las anteriores expresiones dos veces con respecto al tiempo, con-

siderando que b, y ¢, no cambian con el tiempo, se tiene:

a., =—b, [11;,:%&"{{3!3 +h, |+ cos(8, +¢2]|]

) (3.3.3—11)
ag, =b, [{12 cos(8, +, |—wisen (8, +d, ]]

Ahora, para el centro de masa G, se tiene:

H—E-‘. =R'3 } R_.“’," :T‘ue‘“* t b“.t,"['-'.. iy )
ﬁﬁ. =r, CDS-{B-:} +h'_5 cos(0, +d, } +f{'i’.:.5&ll ('[]2 J+hsen(0, +d.))

Es decir,
T, =T cos(0,)+b, cos(0, +¢,)
T, =Nsen(8,) +bsen (0, +¢,)

Y como antes, derivando dos veces con respecto al tiempo bajo la conside-

racion de que r,, b, y d, no dependen del mismo, se obtiene:

a,, =-r |:n:1._,:-;'[:n{l32 )+ o cus{ﬁg}]—hﬂ[a_ssun (8, +b, )+ wicos (B, +d,)] (3.3.3-12)
g, =T [u_, cos(d, )— Ui::ﬁﬁﬂw_s}:|+ by, cos(6, +d, ) — o sen(B, +d, )]
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A continuacioén, se desarrollan las ecuaciones de la cinética del solido rigido
para cada eslabon del mecanismo.
Para el eslabén manivela se tiene el siguiente diagrama de fuerzas exteriores

y fuerzas efectivas:

Figura 103

Diagrama de fuerzas para la manivela

Considerando que la manivela tiene una masa m, y un momento de inercia

masico I,

entonces, con base en la expresion (3.2-6), las ecuaciones para las fuerzas dind-

y que el eslabon manivela tiene rotacién pura con respecto a O,

micas son:
F a1+ Lo =‘J']’1.:f1.:;_. (ZP et =IF!,2-I'.I-|:.:_. "

_ — _ T _ (3.3.3— 13)
RaxFa+ Ma ZI”CH {.Zﬂfu ZI“EH]

Donde,
I, =1, +mb,’ (3.3.3—14)

Si se descomponen las ecuaciones (3.3.3-13) en componentes escalares ex-

presadas en el sistema local x-y que se ubica en G, se tiene:

le.r + Fm.— =mya; {EF, =m,a, }
E,, + Fy, =ma, (X F,=ma, | (3.3.3-15)
_T;'J.I F';!F.; T T!rf'-l_#:lu + 'I\'IEL = Irru! {Z ﬂ r':-:' = If?u! }
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Donde,

r, =r,cos(0,)
o (3.3.3—16)
r, =rsen(d,)
Para el eslabon acoplador, se tiene el siguiente diagrama de fuerzas exteriores

y fuerzas efectivas:

Figura 104

Diagrama de fuerzas para el acoplador

Tomando en cuenta que el acoplador tiene una masa m, y un momento de

inercia masico [

oy entonces, las ecuaciones para las fuerzas dinamicas son:

F!u "'F'i-l =TIl E;.—, [ ﬁ-::.' =TI E-r.:I
T Z T ) (3.3.3—17)
R = Fae + Ray 2 Fag =Ir.‘J L3 {Zﬂr‘frr :Ii-'. s }
Por la tercera ley de Newton, Ez = -F,,, entonces:
_F?:i +F:i| =T]‘1:LEJ';, (EF.TI =TleE-f.'. J

E!I'! b (_F!J:I- ] + ﬁﬂ.l -‘i'fF:-:.l = LI.R E.L {Eﬁf = I,_fﬁ [_ll:l ]

Por lo que,

—ﬁu + f.s: =m, &t (Z ?nrl =1, a-h', ]

L L _ . . (3.3.3— 18)
—R:l'_:- XF;:I +R:I;| > F:I-| _I*'r'.u ols {Z Mg= li,:‘..l (I:L]

Descomponiéndose las ecuaciones (3.3.1-9) en sus componentes escalares

expresadas en el sistema local x-y que se ubica en G, se tiene:
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v+ Fyy cos( 0, 4907 ) =m,a,, {EE =m,a, |
—F,,, +F,, sen (8, +QD'}=reruﬁ.ﬂ_ {ZF =m,a,, ]
[ Hycuslﬁ + 00 ) Tyiw :;.r:-n{ﬂ + 00 }:I =1 [Zﬂ.f }

-F

., K. —r. F

¥y Br d2r® Iy

donde,
R'sﬁ —R A EJ‘ ) - _h.t{cﬂﬁl[ﬂ-? +¢3 II+T' EE“'{H" + ¢" ﬂ

= —IJ:F {1#33{94 + 't':p ]

——bsen(0, +6,) (3.3.3-20)

ﬁ =ﬁ'|'_r +ﬁ'5 =—ﬁ Al +ﬁ3 =—h F'”:“' Hal +'i|" F'iu"
R =7, cosf, —b, ,cos| 0, + b, +'i!.|:1 send, —h, sen (0, +¢|l}:|
LETT CDSDR _bH ':GS{ D:{ +¢':< ]

(3.3.3—21)
Tu_.,. =T, 521 BZI. _bz SEH{EZL + ¢ZI-]

Para el collarin se tiene el siguiente diagrama de fuerzas exteriores y fuerzas

efectivas: (3.3.3-19).

Figura 105

Diagrama de fuerzas para el collarin

Dado que el collarin puede ser tratado como una particula, y al tener solo
rotacién pura con respecto a B, entonces se puede considerar un elemento en

equilibrio estatico y considerando sus componentes escalares se tiene:

Fu+ Facos(0, 2100 (SF, =0
F,, +F,sen(0,+270°)=0 (Y F, =0)

dly

(3.3.3-22)

Por la tercera ley de Newton, P = -F,, entonces:
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F||T—Fa,'f-'05{['}x—2'?ﬂ']=n {E_Fr:n']
F,,—F, sen(8,+270°)=0 (3} F, =0)

T

(3.3.3— 22)

Agrupando las ecuaciones (3.3.3-15), (3.3.3-19) y (3.3.3-22) se tiene:

Ful: + ﬂz: =mydg
F

g+ 'F:-ﬂu = mua-:;._.u

_Fr:"g-Fﬂll v +T:J-F;1_.,. +*Mr'zl =I”U:2

-F,

3ie

+F,, ms[EI':, + 00 ]. =Myl
—F,,, +F, sen(6,+90 |=m,a,_ (3.3.3-23)
TaoyFias —TaaFany —['r‘.,_,_,r cos(8, +90")—r,_sen(0, +90° }] F,=I,q,

F,., —F, cos(f, +270° |=0

F,,, —F, sen(6, +270")=0

1y

Nk

Donde,
1, =1, cos(d,)
1, =T, sen(, )
Pia, = =Dy cos (0 +4y )
Ty =—Dysen( 0, +b, )
Ty =T costl, —h cos(B, +4, )
=rsenf, —b, sen (6, +¢, )

TTI-I._u

Expresado en forma matricial el sistema (3.3.3-23), resulta:
[G] AP }= {-F:.r}

Donde:

[G] es la matriz de la geometria del mecanismo.

{F} es el vector de las fuerzas en los pares cineméticos, que son las incogni-
tas a determinarse.

{Fef} es el vector de las fuerzas efectivas, con:

10 1 0 0 00 0]
01 i 1 0 0o 00
0 0 —rsenfd,) 1, cos(f,) ] 001
00 -1 0 cos( 0, +90°) 000
[G1=0 o 0 1 sen(6, +90°) 100
0 0 —bsen(d, +d,) b cos(B, +b,) rs—bl[sen&lsenf_ﬂs+d:s]|+cusﬂ.sws|18';+4h]:| 000
00 0 0 —cos(B, +270°) 100
00 0 0 —sen (6, +270") 010
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rrl!ﬂ'f;_.: F!]J
mya,; F,,
II'JG';' P“!I P
T, F,
'FF _J A ey . ;F _ 23y i
Ber | maa,, |’ y |F} F,
"rn:_,'l El'._!_ lF|| I
] F, 1y
0 M,

Entonces,
\F|=|G]"|F,| (3.3.3-24)

Finalmente, en el bastidor del mecanismo se tiene el siguiente diagrama de

fuerzas exteriores y fuerzas efectivas:

Figura 106

Diagrama de fuerzas para el bastidor del mecanismo

Fl'@‘y

A partir de la figura anterior, se calcula la fuerza de sacudimiento (fuerza
que afecta al bastidor del mecanismo) F, como:

F.. =F|-:+F||

Pero dado que, F_l2 = -_1321 y?u = -F,, por la tercera ley de Newton, entonces:

?.-. :_F_’I _ﬁ-l-l

Y descomponiendo en sus componentes escalares x-y:

F::r =_F'l"l.r _Fll.r {-3 3 3_25}
FJ'E.I =_F|2IJ.I_F:II|.|

De donde,

F, =‘J|[F3|.. +F,, }-z +(F;

2l

+F,, ¢ (3.3.3-26)
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Y el momento de sacudimiento (momento que afecta al bastidor del meca-

nismo) M, con respecto al punto O:

M _=H >"5{—F.|| }—!”:1

£

Entonces:

M, =rsen(0 )F, —rncos(0 )F, —-M, (3.3.3-27)

]

Es necesaria una implementacién computcional para observar el comporta-
miento de las fuerzas dindmicas en el mecanismo para un giro completo de la

manivela del mecanismo.

Ejemplo 3

Para el mecanismo manivela corredera invertido, mostrado en la Figura
107, cuya manivela OA gira a una velocidad angular constante de 500 rpm,
grafiquese para un ciclo completo de funcionamiento del mismo que las fuer-
zas en los pares cinemadticos, asi como la fuerza de sacudimiento y el momento
de sacudimiento.

Ademas, grafiquese los componentes y vs componentes x de todas las fuer-
zas y momentos en el mecanismo. Supéngase que no existe friccién en los
pares y considérese la siguiente informacion: b, = 4 cm, b, = 6 cm, m, = 0.1 kg,
m, = 0.3 kg, I, =0.00008 kg - m,, I ., = 0.0002 kg - m,

Figura 107

Mecanismo del ejemplo 3

40 e

10 e

Analisis cinemdtico del mecanismo
Del anélisis cinematico visto en el apartado 3.3.3 y para el mecanismo de la

Figura 107, se tiene:
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T senf, —r, sentl,
0,(0, )=arct - — - j3—
58, ) =are mkr,mﬁﬂ, —rﬂtusﬂ._,] (ej3—1)
7 (6, )=+ —2nr, cos(6, -6, ) (ej3—2)
v, (0, ) =rym, sen(B, -6, (8,)) (ej3—3)
Ty, l:"u:-;{il2 —i, |:[5I2 ” i
o (8 j=— | 34
u.|.|: ..!:I T;I{Ee_} {E..] }
W, & - — 2, (B, }
agm!}_fiuj sen (8, —0, (8, ))—2v, (8, o, (8,) (ej3—5)

ri0,)

Analisis cinemdtico de los centros de masa

Para los lazos OG, y OAG, mostrados en la Figura 108:

Figura 108

Lazos para el andlisis cinemitico de los centros de masa del mecanismo del ejemplo 3

Del apartado 3.3.3 para el centro de masa G2, tomando en cuenta a, =0y
b, =0
a. (8, )=—h,m cos(d,)
a(9:) =0, ) ] (ej3—6)
g, (8 ) =—bo,sen(D,)

Del mismo apartado, para el centro de masa G3, considerando a, =0y ¢,
=0°:

Uiz e {Hu } = _Tﬁ"-*i:: ﬂus{ﬂz}_hd[uil- {Hu :I S |:'H;L {Hu :I'} + m-‘l-u {Hz }UUS{H'J, {Eu }}]

g, (60, ) =—nwisen(8,)+b,[o; (8, )cos(6, (8, ), (8, )sen(, (6, ))] (e33=1)
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Analisis cinetostitico o de fuerzas dindmicas
Los diagramas cinéticos de cada eslabén moévil del mecanismo se muestran

a continuacion:

Figura 109

Diagramas cinéticos de los eslabones moviles del mecanismo

Del apartado 3.3.3 para las ecuaciones de las fuerzas dindmicas se tiene:

F!‘IJ- +F

2

=m,a,,
F:J‘Ig' + Fz:n_. =m,a,;

1y Fogy + 1 Fog, + My, =I0,
—Fp + F, CGS{{I:L +90 }: LLLPLE

—F,

iy

v F:II S'E“{B!I +9n'}=ﬂluuﬂw

Paay Foaz — Ve Py —['i‘;.,._v t:ﬂSliEi:L +90 }—-r;m sen (EI_L +90 ]] F,=I,q,
Fi.—Fy CQS{E‘E + 2?11]:[}

F..;-—E';,scnllﬁ:ﬁz?ﬂ'}:n

Donde:
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T, =T, cos(8,)
1, =T, sen(f, |
Tyo, (8, ) =—h, cos( 8, (0, ]}
Tya, (8, ) =—hysen (0, (0,))
T (0, )=1,(0, )cos(0, (0, ) )b, cos(0, (0, )
Tuay (0, ) =1;(0,)sen(0, (0, }) b, sen(0, (6, ))

El sistema a resolverse en forma matricial es:

(F(0,)}=[@(0.)] {F,(0,)] (e]3-8)

Con:
1 0 1 0 i a 0 0
01 0 1 0 000
00 -rsen(0,) 1, cos(0,) i 0ol
00 -1 0 cos(0,(8,)+90°) 0 0 0
(&80 o 0 1 sen(6,(6,)+90) 1 0 0
0 0 —bsen(B,(6,)) b cos(8,(6,)) (8, )-h, 000
00 0 0 —cos(8,(6,)+270°) 1 0 0
00 0 0 —sen(0,(0,)+270°) 0 1 0
Y:
m,(a,; {E.g}}
m, ”‘{-‘_._,'[E-s]')
0

Se utiliza entonces un software matematico para hallar el vector:
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{F{Hz ]} =

Mediante la resolucién de la expresion (ej3-8) para la matriz [G(0,)] y el
vector {F  (6,)} anteriores.

Finalmente, la fuerza y momento de sacudimiento estan dados por:

F(0,)=(F. (0.)+ F... (0.)) +(Ey, (0,)+ F, (0,)) (e3-9)
fﬂr.«. (Dz }_ﬂ S'El'll[ﬂl }F:u {{}-3}_?3 ':DS{DL }Fuu {{}_’ }_ﬂ"fu:l “}_’ } {Ejﬂ_lﬂ}
Ademas,
F, {ﬂz}z_le.-. [UEJ_FII.'. [ﬂ'_r:l (E-i:]_ll}
E, {Hi}z_‘ley [Bz]_Fuu (Hz] (ej3—12)

A continuacion, se grafica cada entrada de {F (0,)} con respecto a 0, para un
ciclo completo (60°< 6, < 420°), obteniéndose las siguientes graficas:
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Las graficas de los componentes y vs componentes x para las fuerzas en el me-

canismo se muestran a continuacion.

100 T T 100 T T T T
- a0 1 50 -
= z
= —_—
= | _ 2]
—= 0 = ok -
Jun =
o -N:
= =
=sor ] -sof .
=100 ! ! 1 1 1 1
=200 =100 0 100 = 100 -
F {6‘ ](_N} = 100 =50 0 50 1000 150
21lr 2_ FZM{BQ) u\‘r}
20 T T T T 100 T T
8
= lof . 50 ]
p— ‘:__"\
2]
= =
HE { F| of -
=+ —
" 7
Ly
= 1 N =50 .
-20 1 1 1 | =100 - -
-2 0 2 4 [ 8 =100 0 100 200
Fy14(62) (N) Fr(82) (N)

Finalmente, cabe recalcar que este procedimiento aplicado a los mecanis-
mos manivela corredera, cuatro barras o manivela corredera invertido, se pue-
de utilizar en cualquier mecanismo eslabonado de un grado de libertad, lo que

conlleva la aplicaciéon de todo lo revisado en el texto hasta este momento.

Ejemplo 4
En el mecanismo mostrado en la Figura 110 de la pagina siguiente, el esla-
bon manivela OA gira en sentido horario a una velocidad angular constante
de 900 rpm.
1. Realicese el analisis cinematico de ciclo completo del mecanismo (empe-
zando en 30°), incluyendo la cinemadtica de los centros de masa.
2. Efecttese el andlisis de fuerzas dindmicas o cinetostdtico del mecanismo
para un ciclo completo de movimiento (empezando en 30°).
3. Grafiquese contra la variacion del dngulo del eslabén manivela todas las mag-
nitudes cinemdticas y dindmicas de los items 1y 2.
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4. Grafiquese contra la variacién del angulo del eslabon manivela la fuerza y

el momento de sacudimento.

Despréciese la friccion en todos los pares cinematicos y el peso de los esla-

bones.

Fuerzas dinémicas en mecanismos planos

Datos para el andlisis cinetostdtico

EslabdnNo. | m(kg) | Ie(kg—mm?)
2 0.2 0,05
3 0.4 1.2

Andlisis cinemdtico del mecanismo.

1. Analisis preliminar

La movilidad del mecanismo es: m = 3(3-1) -2(2) -1 =1
El ntimero de lazos vectoriales independientes es: N = 3-2 =1

El lazo vectorial cerrado para el analisis cinemaético es:

Figura 110

Lazo vectorial cerrado OAB del mecanismo del ejemplo 4

D
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La siguiente tabla presenta las variables conocidas e incégnitas de la cine-
matica del mecanismo:

Datos geométricas del me— Constantes
Canismo ry = 026w, 0 =0 vy = 0.15m,
Variable conocida Variables desconocidas
FPosicidn B ra, By
Virinbles E ; : :
cinemilicas v eim:m.’mf w, = —307 Ua, W
Areleracion oy =0 (g, (i3

2. Cinematica del lazo vectorial OAB

Analisis de posicion. Para el lazo vectorial de la Figura 106,

R -R,+R,=0+i0
De donde:
¥, cos8, —, cosl, < cost, =0

rsend, —nsenf, +nsenf, =0

Dado que 01 = 0°, entonces:

¥ =1y costh, 1, cost, =0 (eja—1)

—rgenfl, +rsentl, =0
Que son las ecuaciones escalares de posicion y se pueden reescribir como:

rycosl, = cosf, —rn ,
’ e]d—2
msenf, = rsenfl, (€] )

Dividiendo la segunda expresion para la primera, término a término:

m,senf,

tand, = (ejd—3)
r,cost, —n
De donde,
A rmsend, ) .
#, =tan™' | ———— ejd=—1
: l r,eosl, —rn | |: ] J

Sin embargo, el dngulo expresado en la ecuacion (ej-4) es el menor angulo
(negativo) medido desde el eje X hasta el VectorE y, mostrado en color rojo
en la Figura 106; el &ngulo corregido y utilizado en nuestro convencionalismo
usual (angulo positivo antihorario) es:
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f
B, =180° + tan™ |

i
.,

T, sen b, (ej4—5)

rcosf, — 1

Elevando al cuadrado cada término de las (ej4-2) y suméndolas para luego

despejar r,, resulta:

"= Jl{ roeosf, - | +{rzend, | = ..J[r,” +15 —2rm cos0, (ejd—6)

Andlisis de velocidad
Método de Raven
Derivando en el tiempo las ecuaciones escalares de posicion (ej4-1):
ro, seni, + vy cosil, —ro, send, =0 .
F 2 k H | B {EJil—T}
—ryo, cosil, i, send, +ro, cosi, =0
Que constituyen las ecuaciones escalares de velocidad.
Las ecuaciones (ej4-7) se pueden escribir como:
i, cos B, — oy send, = —ra, send,

(ej4—8)

i, sen iy 4w, cosi, = rm, cosi,
Sistema lineal de ecuaciones en v, y ,, que al resolverse da:

v, =—nm, sen (6, —0,)
no, cos(0,-0,) (ejd=9)

T

ieh,

Anualisis de aceleracion
Meétodo de Raven

Volviendo a derivar en el tiempo las ecuaciones escalares de velocidad:

ryon; cosf, +a, cosb, —2u,m, senf, —ro, sen b, — o) cosd, =0

: , (ejd—10)
mo sen i, + o, sen B, 4+ 2w, cos iy oo, cosf, —mod senf, =0
Que conforman las ecuaciones escalares de aceleracion.
Al reescribirse las ecuaciones (ej4-10),
o %
i, costl, —r, sendh, = — o costl, + 2e,m, sen bl + rm; cosil, (ejd—11)

a, sen b, + o, cost, = —rm) send, —2v,m, cosd, + o) send,
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Sistema de ecuaciones lineales en a3 y a3, que al resolverse producen:

i, =—r,m; cos( 6, —0, |+ rmn]
o sen (0, — 0, )+ 20,0, (ejd—12)

T

5

I:l:l -

3. Cinematica de los centros de masa
La Figura 111 muestra el esquema vectorial requerido para analizar la cine-

matica de los centros de masa G, y G;:

Figura 111
Esquema vectorial para el andlisis de la cinemdtica de los centros de masa del mecanismo del

ejemplo 4

Para el centro de masa G, se tiene:
Re =1, e™
Componente x
Ta, =Ty, cosb,
Derivando en el tiempo para la velocidad:

Vg, =Ty o, senf,

Y derivando nuevamente respecto al tiempo para la aceleracion:

g =—Tg, m; cosf,  (ejd—13)

ar
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Componente y:

T, =T, senf,
3 T

Derivando en el tiempo para la velocidad

U, =T 0, cosh,

Y derivando nuevamente respecto al tiempo para la aaceleracion:

a, =-1, w,senl, (ejd—14)

Para el centro de masa G3 se tiene:

‘EI.I

Re, =156

Componente x:

Tn =T cos,

Derivando en el tiempo para la velocidad:

v, =-T, v, sent,

Y, derivando nuevamente respecto al tiempo para la aceleracion:

a,,

i

= -1, o, send, —r, w; cosh, (ej4—15)

Componente y:

Ty, =T, SN o,
Derivando en el tiempo para la velocidad:

v, =1, o, cosb,

£ 11

Y, derivando nuevamente respecto al tiempo para la aceleracion:

- 2 = ¥
g =T, o, cosb, -1, o senf, (ejd—16)
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Analisis cinetostitico del mecanismo.
Los esugemas de las fuerzas dindmicas de los eslabones 2 y 3 del mecanis-

mo se presentan en la Figura 112:

Figura 112

Fuerzas dindmicas en los eslabones moviles del mecanismo del ejemplo 4

D

Eslabdn 2

Las ecuaciones para el eslabon 2 son:

F, +F, cus{'ﬂﬂ- +8, ] =1m,a, (ej4—1T7)
F,, +F, sen(90"+0, )=m.a, (ej4—18)

M., +|V'F'3_, sen |90 1-{-33_]]—1".‘,:r {:tlﬁ[ﬂﬂ' +8, ]-IF;. =0 (ejd—19)

Las ecuaciones para el eslabén 3 son:

F, +F, 1:{}5{H:, —a0 } =ma,; (ejd4—20)
F,, +F sen {Hﬁ -0 |= o (ejd—21)
—E =1 +m, e, (ejd—22)
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Donde:
r, =1, cosi,
r, =rsend,
Entonces:
1000 cos(90° +8, ) 0]
010 0 sen(90°+0, ) 0
[G] (0000w sen {‘.-'}[I' ""H.:}_]'-}:-; {:m-:{'.—'!['!' +H:L;| -1
0010 cos(8, —90) 0
000 1 sen (@, —90° 0
0 0 -, 0
m."ﬂ'-l'.:_.‘
mua,
0
{‘F:f } - m,a,;
:"1'1":!.':-'!'4;,_,|
(It;, +m'src.f'_. ]'D'*:L
Y,
Fyz |
"F'lflg.'
¥ I::!.u- Ly | :
1F}=1 ;.—[G]' s | (ejd—23)
Fu_f.- ’
P,
M,,

Por lo cual, la fuerza de sacudimiento y el momento de sacudimiento res-

pecto a O estan dados por:

F,) (eja—24)

.!ly_

F= (Bt B ) +(F
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M, =My~

F.

Ay

(ej4—25)

A continuacioén, se muestran las graficas pedidas:
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Fy(93)

S0
00

M, fE'I?.J e
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— 40D
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3.4 Problemas propuestos

1. En el mecanismo mostrado en la figura, el eslabén motriz OA gira en sen-

tido horario a una velocidad angular constante de 1000 rpm.

a.

b.

Realicese el andlisis cinematico de ciclo completo del mecanismo (empe-
zando en 60°), incluyendo la cinemaética de los centros de masa.
Efecttese el andlisis de fuerzas dindmicas o cinetostatico del mecanismo
para un ciclo completo de movimiento (empezando en 60°).
Grafiquense contra la variaciéon del angulo del eslabén manivela todas
las magnitudes cinematicas y dinamicas de los items (a) y (b).
Grafiquense contra la variacion del dngulo del eslabén manivela la fuer-
za y el momento de sacudimiento con respecto a O.

Despréciese la friccion en todos los pares cinemaéticos y el peso de los esla-

bones.

AC =60 em
OG, =6 cm
AG, =15em

Datos para el andlisis cinetostdtico

Eslabdn No. m(kg) Ig(kg—mm?)
2 0.3 0.08

3 0.5 1.5
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2. En el mecanismo mostrado en la figura, el eslabén motriz AB gira en sen-
tido antihorario a una velocidad angular constante de 1200 rpm.

a. Realicese el analisis cinematico de ciclo completo del mecanismo (empe-
zando en 20°), incluyendo la cinemética de los centros de masa.

b. Efecttiese el analisis de fuerzas dindmicas o cinetostatico del mecanismo
para un ciclo completo de movimiento (empezando en 20°).

c. Grafiquense contra la variaciéon del angulo del eslabén manivela todas
las magnitudes cinematicas y dindmicas de los items (a) y (b).

d. Grafiquese contra la variaciéon del angulo del eslabén manivela la fuerza

y el momento de sacudimiento con respecto a A.

El centro de masa del eslabon AB se encuentra en el medio del mismo. Des-

préciese la friccién en todos los pares cinematicos y el peso de los eslabones.
D

Datos para el andlisia cinetostdtico
Eslabén No. m(kg) Ig(kg—mm?)

2 0.3 1
3 0.1 -
E 0.4 1.2

r=AC n=AB=10em n=CE CD=40em a=2cm b=15cm r=12em

3. Para el mecanismo manivela-corredera mostrado en la figura, efecttese
el analisis cinemaético total y el andlisis de fuerzas dindmicas o cinetostético de

un ciclo completo de movimiento, para los datos dados:
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CINEMATICADEL | tes
CENTRO DE MASA
Datos geométricos del e, =40 mm
mecanismo | T, = 100 mm
DINAMICA Constantes CINEMATICA Constantes
I, =250 kgrmm* L. ra =90 mm
= ) ; Datos geométricos del o _aE
I, =800 kgmm* mecanismo ?u_—lzr*:.u mm
Datos del mecanismo m, =0.35kg p=1s
m, =0.15 kg Variables conocidas
m, =0.21kg Variables Posicidn 8, = 80°(inicial).
. is Velocidad uy =120 rpm
cinemaiticas —
Aceleracion oy =10

Despréciese la friccion en todos los pares cinemaéticos y el peso de los esla-
bones.

4. En el mecanismo mostrado en la figura (a), el eslabén motriz OA gira a
una velocidad angular constante de 1300 rpm. Todos los eslabones son fabri-
cados en acero de densidad p, =8100 kg/m® y sus medidas se muestran en la
tigura (b). Considerandose que todos los eslabones tienen un espesor de 5 mm
y la corredera tiene una masa de 0.06 kg.

A. Dedtizcase:

a. Toda la cinemitica desconocida del mecanismo durante un coclo de funcio-
namietno del mismo (empezando en la posicién mostrada en la figura a).

b. La cinemitica de los centros de masa de todos los eslabones del mecanismo
durante el ciclo de funcionamiento del mecanismo.

c. Las fuerzas en los pares cinemdticos y el par motor del mecanismo durante
su ciclo de funcionamiento.

d. La fuerza de sacudimiento y todos los momentos de sacudimiento durante el
ciclo de funcionamiento del mecanismo.

B. Grafiquese contra el dngulo de giro del eslabon motriz y contra el tiempo,
para el ciclo de funcionamiento del mecanismo:
a. Todas las variables cinemiticas desconocidas del mecanismo incluyendo las
de sus centros de masa.
b. Las fuerzas en los pares cinemiticos y el par motor del mecanismo.

c. La fuerza y los momentos de sacudimiento en el bastidor del mecanismo.

C. Ademas, grafiquese:
a. Los componentes y vs componentes x de todas las fuerzas en los pares cinema-
ticos del mecanismo, incluyendo la fuerza de sacudimiento.
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b. La curva de acoplador del par cinemdtico D del mecanismo durante el ciclo

de funcionamiento del mismo.

Todas las dimensiones en el mecanismo estdn expresadas enmm, sin em-
bargo, deben utilizarse en la resolucién del problema en las unidades m, rad,
kg, s, Ny sus unidades derivadas. Exprésese las fraficas en grados sexagesimales

en lugar de radianes para los dngulos.

Despréciese la friccion en todos los pares cinemiticos y el peso de los eslabones.

120

(.-".1—2 x R&

Figura (b)

O ——
2xR2 E

2x R2

5. En el mecanismo mostrado en la figura (a), el eslabén motriz OB gira a
una velocidad angular constante de 900 rpm. Todos los eslabones son fabri-
cados en acero de densidad p, = 8100 kg/m® y sus medidas se muestran en la
tigura (b). Considerandose que todos los eslabones tienen un espesor de 5 mm

y la corredera tiene una masa de 0.05 kg.
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A. Deduizcase:

a. Toda la cinemitica desconocida del mecanismo durante un ciclo de funcio-
namiento del mismo (empezando en la posicién mostrada en la figura a).

b. La cinemadtica de los centros de masa de todos los eslabones del mecanismo
durante el ciclo de funcionamiento del mecansmo.

c. Las fuerzas en los pares cinemdticos y el par motor del mecanismo durante
su ciclo de funcionamiento.

d. La fuerza de sacudimiento y todos los momentos de sacudimiento durante el

ciclo de funcionamiento del mecanismo.

B. Grafiquese contra el dngulo de giro del eslabon motriz y contra el tiempo,
para el ciclo de funcionamiento del mecanismo:
a. Todas las variables cinemdticas desconocidas del mecanismo, incluyendo las
de sus centros de masa.
b. Las fuerzas en los pares cinemiticos y el par motor del mecanismo.

c. Lafuerzay los momentos de sacudimiento en el bastidor del mecanismo.

C. Ademas, grafiquese:
a. Los componentes y vs componentes x de todas las fuerzas en los pares cine-

maticos del mecanismo, incluyendo la fuerza de sacudimiento.

Todas las dimensiones en el mecanismo estdn expresadas en mm, sin em-
bargo, deben utilizarse en la resolucién del problema, las unidades m, rad, kg,
s, Ny sus unidades derivadas. Exprésese las graficas en grados sexagesimales

en lugar de radianes para los dngulos.

Despréciese la friccion en todos los pares cinemiticos y el peso de los eslabones.

OF = 160 mm
04 =90 mm

AC =160 mm
0D = 460 mm

OFE = 300 mm

@ Ay O estdan alineados verticalmente

Figura (a)
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-——-___-_-_-_-_-_-_-_
460 e

R

3.2

Dimenstones de los radios en mm

2x RA

Rz

Figura (b)
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Anexos

Apéndice A: Farmulas del analisis cinematico para diferentes geome-
trias del mecanismo manivela corredera

Para distintas geometrias del mecanismo manivela corredera, mostradas en la
Figura A1, se escriben las férmulas correspondientes de los analisis de posi-
cion, velocidad y aceleracion.

Figura A1
Geometrias para el mecanismo manivela corredera
¥

Geometria 1 B

b - e ———X

Py |

|
|
Geometria 3 : y

El eslabdn (4 es el motriz
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El eslabdn QA es el motrz

Py

Feometria T

Feometria G

Geometrin 8

Dadas: vy, va, 73

Geomeiria 1

r, =7, senf,
8, =arcsen| ———=

L]

T

L = oosl, 4 1 cosi,

Geometria 2

T

=r =1, senil,
B, =arc Heu[;}

o= oosl, + 1 cosi,

Geometria 3

t, =t —arcsen
i

r, =1, sent, ]

o= oosl, + 1 cosl,

Geametris 4

f, = n—arcsen
: T,

=r, =1, senfl,

)

I

L = oosl, 4 cosi,

Feometris 5

n =" EUHU!J
T

b, = an:m:-,[

T

= i, senf, + r, senf,
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Geometris 6*

=i =1, cost,
8, = m'ccns[#]

L

r, = senl, 4, send,

Geometris 7*

r

T‘.—:gcutaﬂg]
a

By, =2n-= .'rtn:tuea[

T, =, senf, + r, senb,
Geometria &
=1, =1, cosi, ]

s

8, =In- HTEEUE[

r, = senf, 4, send,

* Para las geometrias 5, 6, 7v & el resto del andlisis cinemidtico de velocidad ¥ acele—

racidn produce:

_ T senf, o= Ty, Benl —H,} I —T,i, senf, + rzmzz i —r:,m:? i
T, senfl, sent, ? T, sent,

8y

o =Tt sen By — 8, | — ey’ cos{8; — 8, - o,
o senfl,

Para el resto de geometrias son vilidas las fdrmulas deducidas en el apartado 2.3.1

Apéndice B: Farmulas del analisis cinematico para diferentes geome-
trias del mecanismo de cuatro barras

Para distintas geometrias del mecanismo de cuatro barras, indicadas en la Fi-
gura B1, se escriben las férmulas correspondientes de los analisis de posicién,

velocidad y aceleracion.

Figura B1

Geometrias para el mecanismo de cuatro barras

Geometria 2

Geometrin 1
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Geometria b
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Geomeiria 3
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El presente texto frata esencialmente del estudio cinematico y dindmico
de mecanismos planos eslabonados, uno de los temas mds importantes e
imprescindibles del estudio de la Teoria de Ma-quinas y Mecanismos que
se revisan en los primeros anos de todas las Escuelas de Ingenieria a nivel
mundial.

El libro hace hincapié en el tratamiento analitico de la temdatica, lo cual
favorece a la implementacidon computacional de los casos en estudio v,
evidentemente, permite un tratamiento muy general de la cinemdtica y
la dindmica durante el ciclo de movimiento de un mecanismo plano, a di-
ferencia de la mayoria de los textos convencionales que dan preferencia
a los andlisis graficos.

El lector que revise y estudie detenidamente nuestro texto adquirird las
siguientes capacidades:

e Determinar la movilidad de un mecanismo plano eslabonado e
identificar las variables ci-nematicas conocidas y desconocidas in-
volucradas en el mismo.

» Generar las ecuaciones cinemdaticas para un ciclo completo del
mecanismo.

e Utilizar las anteriores ecuaciones en una implementacién computa-
cional para estudiar su comportamiento cinematico en un ciclo de
movimiento.

e Desarrollar las ecuaciones generales de movimiento para la dindmi-
ca de los eslabones del mecanismo.

e Utilizar las ecuaciones de movimiento en una implementaciéon com-
putacional para estudiar su comportamiento dindmico en un ciclo
de movimiento.

El libro es adecuado para cursos de Mecanismos, Teoria de Mecanismos

y Mdaquinas, Cinemdtica y Dindmica de Maquinaria, Andlisis de Mecanis-
mos, entre ofros.

ISBN: 978-9942-765-67-3

73||

994217656

ESPE

UNIVERSIDAD DE LAS FUERZAS ARMADAS
INNOVACION PARA LA EXCELENCIA

9178




