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Este texto tiene su origen en el seminario titulado “Introduccion al
procesamiento digital de sefiales estocédsticas” dictado en la Facultad
de Ingenieria Electrénica (FIE) de la Escuela Politécnica del Ejército en
septiembre de 1993. Los objetivos del seminario fueron: (1) Actualizar los
conocimientos y desarrollar la teoria matematica de los procesos estocasticos
y del procesamiento digital de sefiales, (2) Ilustrar esta teoria con su aplicacion
a sefiales de voz, sismica y radar, y (3) Motivar al personal docente de la FIE
a incursionar en la investigacion en dreas de su interés.

También, este seminario formé parte del proceso de modernizacion
experimentado en la FIE en la actualizacién de los programas de estudio
propuesto por el autor en octubre de 1992. El enfoque actual de materias
como probabilidades y procesos estocésticos y procesamiento digital de
sefiales han permitido que el Departamento de Eléctrica y Electronica de la
Universidad de las Fuerzas Armadas ESPE, incursione en la investigacion de
areas como sismica, voz, video y radar y cuyos trabajos han sido publicados
tanto a nivel nacional como internacional.

Otro elemento que motivo la elaboracién de este texto es la falta de
bibliografia de buen nivel existente en nuestro pais y lo costoso de la poca
existente. Parasuelaboracionse ha guiado entextos clasicos como: [Papoulis,
A., 1991] y [Oppenheim, A.V., Schafer. R., 1989] y la experiencia adquirida
desde el afio de 1990 que inicié la Maestria en Ciencias (Telecomunicaciones).

El texto ha sido dividido en dos partes. En la primera se realiza un
estudio de las probabilidades y procesos estocésticos con cierta rigurosidad
matematica mas sin descuidar el aspecto conceptual. Enla segunda se estudia
la teoria del procesamiento digital de sefiales, dando énfasis al estudio de la
Fast Fourier Transform y su interpretracion para su adecuada aplicaciéon. Se
incluye también la estimacion espectral clasica de la densidad espectral de
potencia de un proceso estocastico estacionario en el sentido amplio.
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En el analisis de sistemas lineales hemos estudiado varios tipos de senales:
periodicas y no periddicas. Las sefales estudiadas son tales que sus valores en
cualquier instante del tiempo son conocidos a partir de su descripcion grafica o una
funcion analitica. Estas seflales que pueden ser especificadas grafica o
analiticamente son llamadas se7iales deterministas.

La primera parte de este texto no serd estudiada dando énfasis a estadistica,
ruido o cualquier otro tdpico, sino como un entrenamiento basico para toda
ingenieria. La mayoria de los conceptos necesarios en las aplicaciones pueden ser
explicados como simples matematicas, es decir, la probabilidad serad vista como
una estructura conceptual y sus conclusiones seran 1dgicas y no intuitivas.

La clase de sefiales, que son el resultado de eventos fisicos que dependen de
muchos factores y de su complejidad, tienen la caracteristica importante de no
poder ser predecibles. Sin embargo, tales eventos fisicos, poseen algun tipo de
"regularidad", es decir, podrian ser caracterizados mediante ciertos promedios. Por
lo tanto, los factores y complejidad que influyen en el resultado de un evento fisico
son llamados mecanismos aleatorios.

En este contexto, sefiales como: voz, audio, sismica, radar seran
consideradas como siendo una realizacion de un proceso estocastico estacionario
en el sentido amplio [03, 05, 07, 17] .




Ha sido observado en diferentes areas que el resultado de un experimento
depende de la combinacion de muchos factores impredecibles pero sin embargo
ciertos promedios o caracteristicas medias se aproximan a un "valor constante"
cuando el numero de observaciones incrementa. Se observa también, que este
"valor constante" se mantiene el mismo si los promedios son nuevamente
evaluados sobre cualquier conjunto de realizaciones en términos de las
"probabilidades de eventos" o " verosimilitud de eventos".

Definicion Clasica:

De acuerdo con la definicion clasica, la probabilidad P(A) de un evento A es
determinada sin la realizacion del experimento y dada por:

P(A)=Na/N (1.1)
donde: N es el nimero de posibles resultados y

Na es el nimero de resultados que son favorables al evento A

Sin embargo, la definicion cléasica adolece de ambigiiedades ya que el
significado de los nimeros N y Na no es claro. Realicemos el experimento de
lanzar dos dados y queremos encontrar la probabilidad, q, de que la suma de los
numeros resultantes sea igual a 7. Segun la definicidn clasica, debemos determinar

Nay N.
a) N es el nimero de posibles sumas que se pueden obtener al lanzar dos dados : 2,
3,4,5,6, ..., 12, es decir, N = 11. De estos eventos, suma = 7, es encontrado una

vez, es decir, Na = 1, entonces g= 1/11.
b) Todos los posibles pares, sin distinguir entre el uno y el otro dado, dando como
resultado 21 sumas posibles de las cuales los pares (6,1), (4,3), (5,2) dan el evento
suma = 7, es decir, Na = 3, entonces, q = 3/21.

Se observa en los casos anteriores que cada uno de los eventos no son
igualmente probables y por eso las soluciones son incorrectas.
c) Llevando en consideracion la observacion anterior, el nimero de posibles
eventos tomando en cuenta todos los pares distinguibles entre el primero y el
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segundo dado es N = 36 de los cuales los eventos (1-6), (6-1), (3-4), (4-3), (5-2) y
(2-5) dan como resultado el evento suma = 7, es decir, q = 6/36.

Por lo tanto, la definicidon clasica es modificada a una version mejorada
como sigue:

" La probabilidad de un evento es igual a la relacion de sus resultados
favorables para el numero total de posibles resultados permitiendo que todos
los eventos sean igualmente probables."

La definicion clasica fue introducida como consecuencia del Principio de la
razon insuficiente (Bernoulli, 1713) [01,14]. En la ausencia de cualquier
conocimiento a priori, debemos "asumir" que los eventos sean "igualmente
probables".

Esta conclusion esta basada en la interpretacion subjetiva de probabilidades
como "una medida de nuestro estado de conocimiento” acerca de los eventos de
interés. De ahi que la definicion es cuestionada y mencionaremos solo algunos:

- El término "igualmente probables" es utilizado en la version mejorada de la
definicion clasica, es decir, en la definicién estd siendo usado el concepto a ser
definido lo que lleva a los problemas de determinar N y Na.

- La definicion puede ser aplicada solamente a una limitada clase de
problemas. Si en el caso de un dado cargamos una de sus caras, evidentemente que
la condicion de equiprobabilidad no se cumple.

- Parece que la definicidon cldsica es una consecuencia de imperativos logicos
divorciados de la experiencia. Esto, sin embargo, no es asi: Es aceptado que
ciertas alternativas son igualmente probables debido a la experiencia colectiva
como por ejemplo: el experimento del lanzamiento del dado, la probabilidad que
un recién nacido sea nifia o nifio, los cuales son considerados igualmente probables
después de existir una gran acumulacion de informacion .

Interpretacion Frecuencia Relativa:

La técnica denominada " Frecuencia relativa" intenta definir la probabilidad
de un cierto evento cuantitativamente, y es dada por el limite:
P(A) = lim (Na/N) (1.2)

N — o
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Se obsérva que la teoria estd fundamentada en la observacién a diferencia de
la definicion clésica; sin embargo, en un experimento fisico los nimeros Na y N
aun siendo muy grandes, ellos son finitos y, por tanto, su relacion no puede ser
igualada a la expresion anterior. Por lo tanto, si la definicion anterior es usada para
definir P(A), el limite debe ser aceptado como una Aipotesis y no como un nimero
que puede ser determinado experimentalmente.

Se observa también que en la definicion anterior (1.2) implicitamente se
asume que el limite cuando N tiende a infinito , existe y que la probabilidad de un
evento es una cantidad no negativa menor que la unidad.

Axiomas de la Teoria de Probabilidades

Las definiciones anteriores, desde el punto de vista matemaético, dejan
mucho que desear. En cualquier experimento fisico, el nimero N podria ser muy
grande, pero siempre serd finito. Surge una pregunta: Cuan grande tiene que ser N
para obtener el correcto valor de P(A) ?. Segun algunos autores, el fundamento
permitido por la definicion de frecuencia relativa es demasiada imprecisa para
permitirnos construir una estructura matematica precisa [01, 14].

Es necesario anotar que anteriormente ya fue mencionado que en (1.2), el
limite debe ser aceptado como una hipdtesis, y no como un nimero que puede ser
determinado experimentalmente.

Desde el punto de vista matematico es necesario partir de un set de axiomas,
para luego, basados en este set, solamente deducir algo més. De esta forma
partimos con ciertos conceptos no definidos. Luego asumimos ciertas propiedades
y las relaciones existentes entre estos conceptos. Estos son los axiomas; luego,
basados en estos axiomas solamente, varias premisas son obtenidas; €stos son
llamados teoremas.

Observamos que la matematica es una pura deduccion logica. Se dice que
los axiomas basicos son el corazon de cualquier ramificacion de las matematicas.
Estos axiomas necesitan satisfacer solamente un requerimiento, ellos deben ser
consistentes con los otros, es decir, uno o mas axiomas del set tomados
individualmente o colectivamente no deben contradecirse con cualquier otro
axioma en el set.

Sin embargo, si una rama de las matematicas pretende ser de algin uso
practico, los axiomas deben estrictamente relacionarse a algin fendmeno
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observado. Esto nos lleva directamente a la nocion de un modelo matematico de un
fenomeno real.

Los objetos abstractos alrededor de los cuales los axiomas son propuestos,
deben ser identificados con algin fenémeno real, y los axiomas deben luego
cerradamente aproximarse a las relaciones observadas del fenomeno real. Los
teoremas de la teoria matematica, luego mostraran el fenomeno real en la cuantia
en que los axiomas se aproximen a las caracteristicas observadas en el fendmeno.

Con este conocimiento basico, estamos listos a discutir el enfoque
axiomatico de las probabilidades. En este enfoque el concepto no definido, o el
objeto abstracto es probabilidad; por lo tanto, debemos postular los axiomas acerca
de la probabilidad de un evento en tal forma que ellos conformen a las relaciones
observadas en la practica.

Las relaciones observadas estan fuertemente relacionadas a la definicion de
frecuencia relativa en (1.2). Es bueno indicar que el enfoque axiomatico no usa la
definicion (1.2) para definir a la probabilidad, esto es, debemos comenzar con un
concepto de probabilidad y postular los axiomas de este concepto. Luego, basados
en estos axiomas, solamente nosotros investigaremos qué es verdad?. Esta es la
esencia de la teoria moderna de la probabilidad.

Desde el punto de vista de frecuencia relativa de varios resultados, la
siguiente terminologia es a menudo utilizada:

Una simple culminacién de un experimento es llamado realizacion. A cada
realizacion observamos un simple resultado yi. Se dice que un evento A ocurrid
durante esta realizacion si el evento contiene al elemento yi. El evento certeza
ocurre cuando A o B o ambos ocurren. El evento AB ocurre cuando ambos A y B
ocurren. Si los eventos A y B son mutuamente exclusivos y A ocurre, luego B no
ocurre. S1 A C By A ocurre, luego B ocurre.

En cada realizacion, cualquiera A o A ocurre.

Axiomas

La probabilidad de un evento A, P(A), es un nimero asignado a este evento.
Este niumero es escogido para satisfacer las siguientes condiciones:

1-P (A)>=0 (1.3)

2-P(S)=1 (1.4)




3-SiAB={ ® },luego P (A +B)=P (A) + P (B)
(1.5)

Observemos que la técnica axiomatica no dice nada de cdmo asignar una
probabilidad P(A) a un evento A, pero postula que la funcidén probabilidad debe
obedecer los tres axiomas. En el desarrollo de la teoria, todas las conclusiones
estan basadas directa o indirectamente en los axiomas y s6lo en los axiomas. Lo
siguiente son simples consecuencias.

Propiedades

- La probabilidad del evento imposible es cero: P{®} = 0.
A{D} ={DP} y A+ {dP}=A porser mutuamente exclusivos
Por tanto, P(A) =P(A + {D})

P(A) =P(A) + P({ @ })

P{d} =0

- Para cualquier A, P(A)=1-P(A) <= 1
A+A=S y AA={D
PS) = 1 = P(A+A) = P(A) +P(A)
P(A)=1-P(A)<=1
- Para cualquier Ay B, P(A +B)=P(A) +P(B) - P(AB) <= P(A) + P(B)
A+B=A+ AB, yaque Ay AB son mutuamente exclusivos, entonces:

P(A+B) = P(A) + P(AB) (axioma-3)
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B = AB + AB ya que también AB y AB son mutuamente excluyentes,
entonces:

P(B) = P(AB) + P(AB) (axioma-3)

De esta forma:

P(A + B) - P(A) = P(B) - P(AB)

P(A +B)=P(A) + P(B) - P(AB)

-Si BC A, A=B+AB, luego: P(A)=P(B) + P(AB) >= P(B)

Ya que B C A. entonces son mutuamente exclusivos

entonces P(A)=P(B) + P(AB) >= P(B) (axioma-3)

Como se menciond. la técnica axiomatica "se lava las manos" en lo que tiene
que ver a la asignacion de la probabilidad P(A) a un evento A. Ella no estd
interesada en la asignacion de probabilidad, asume que, de alguna forma, las
probabilidades son asignadas a cada evento en la base de un cierto conocimiento a
priori. También fue indicado que, si el modelo matematico es conforme al
fenomeno real, debemos asignar estas probabilidades de una manera consistente
con la realidad fisica. Es posible mostrar que la definicion de probabilidad, segun
la frecuencia relativa, satisface los axiomas:

1.- Claramente se observa que P(A) >=0yaque Na>=0y N> 0.

2.- P(S) =1 ya que S ocurre en cada realizacion y de ahi Ns = N, entonces P(S) =
1.

3.- Si AB = {®}, luego Nab =Na + Nb ya que si A y B ocurre, luego A o B
ocurre pero no ambos.

P(A + B)=P(A) + P(B)

/_T\



Por tanto, es evidente que la teoria axiomatica use la definicioén de frecuencia
relativa, pero también es evidente que evita tomar responsabilidad por tal
definicion imprecisa.

Clase F de eventos

Los eventos de S son subsets a los cuales hemos asignado probabilidades. No
seran considerados como eventos todos los subsets de S sino solamente una clase F
de eventos. Dependiendo de la naturaleza de la aplicacion, no incluir todos los
subsets de S en la clase F de eventos es por razones matematicas.

En ciertos casos, envolviendo sets con infinito numero de resultados, es
imposible asignar probabilidades a todos los subsets satisfaciendo todos los
axiomas, incluyendo la version generalizada del axioma 3 como veremos mas
adelante.

Dado que queremos saber no solamente las probabilidades de varios eventos
sino también las probabilidades de sus "sumas" y "productos", nos lleva al
concepto de lo que es un campo F .

Campos
Campo F es una clase de subsets no vacio que cumple con:

SiIAEF luego AEF (C.1)
SIAEF y BEF luegoA+BEF (C.2)

Estas dos propiedades dan un set minimo de condiciones para que F sea un
campo. Todas las otras propiedades son una consecuencia de las dos anteriores.

SIAEF y BEF; luego ABEF
De (C.1.)sigueque AEF y BEF

De (C.2.) se obtiene que A+B € F

/__n\—
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De (C.1.) aplicado a A+B se obtiene que:
A+BEF
ABEF (C3)
Un campo F contiene el evento certeza S y el evento imposible {®}
SEFy{®P}EF (C4)

Por definicion F es una clase de sets no vacios, por lo tanto F contiene al menos
un elemento A, estoes: AEF = A €F de (C.1.)

De esta manera a partir de (C.3.):
AA EF y A+AEF
{(PtEF y SEF

Como conclusion de lo observado anteriormente se puede decir que todos los
sets que pueden ser escritos como "sumas" o "productos” de sets finitos en F, estan
también en F esto, sin embargo, no necesariamente es el caso para set de infinito
numero de resultados.

Campo Borel

Supongamos que Al,..,An,... es una secuencia infinita de sets en F. Si las
sumas y productos de estos sets pertenecen también a F, luego F es llamado Campo
Borel.

Eventos

En teoria de las probabilidades, eventos son ciertos subsets de S formando un
campo Borel. Esto nos permite asignar probabilidades no solamente a "sumas"
finitas y "productos” finitos sino también a sus limites.

/_R



Para la determinacidn de la probabilidad de sets que pueden ser expresados
como limites, aplicacion repetida del axioma 3, (1.5), es necesario lo que lleva a la
conclusion de que si los eventos Al, ... An son mutuamente exclusivos, luego:

P(Al +....+An)=P(Al) + ...... + P(An)

La extension del anterior resultado a infinitos sets no sigue directamente
desde el axioma 3, es una condicion adicional conocida con el nombre axioma de
la aditividad infinita.

3.A) SiAl, A2, .....,An,..... son mutuamente exclusivos, luego:

P(A1+A2+...)=P(Al)+P (A2) + .. (1.6)

y asumimos que todas las probabilidades, P(Ai), satisfacen los axiomas: (1.3) -

(1.6)

Definicion axiomatica de un experimento
En teoria de probabilidades, un experimento es especificado en términos de
los siguientes conceptos:
- El set S de todos los resultados del experimento. (S)
- El campo de Borel de todos los eventos del espacio S. (B)

- Probabilidad de todos estos eventos. (P)

====>(S,B,P) S<====>RnD

Es la probabilidad de un evento A dado que es conocido que el evento M
ocurri6. La probabilidad condicional , P(A/M), no es posible derivarla a partir de
los axiomas de ahi que debemos definirla; sin embargo, la definicion debe ser
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razonable y conforme a la observacion fisica. La probabilidad condicional de un
evento A asumiendo que M ocurrio, P(A/M), es por definicidon la relacion:

P(A/M) = P(AM)/P(M) (1.7)

donde se asume que P(M) > 0

A partir de la interpretacion de la frecuencia relativa, es posible mostrar este
resultado: Sea el experimento con dos sets resultantes, a ser realizado N veces, de
las cuales Nm realizaciones son favorables al set M. De estas Nm realizaciones,
Na son favorables al evento A. Se observa que Na es el nimero de realizaciones
favorables al evento conjunto AM (es decir ocurren A y M). De ahi se ven
directamente las siguientes propiedades:

-SiM C A luego P(A/M)=1yaque AM=M

-SiACMluego P(A/M)=P(A)/P(M) ya que AM=A

A continuacion se muestra que para un M especifico, la probabilidad
condicional cumple con los axiomas:

-P(A/M) = 0
-P(S/M) = 1

_ P({A+B}/M)= P(A/M) + P(B/M)

Si C = [Al, .... ,An] es una particion de S y B es un evento cualquiera ( ver
figura ), luego:

/_T\



Figura 1.1 Particion de S
B =BS =B(Al+.....+An)
B=B.A1+B.A2+....... + B.An
mas, B.A1,...,B.An, son mutuamente excluyentes. Por lo tanto:
P(B) =P(BAIl) +........ + P(BAn)

Aplicando la probabilidad condicional a la expresion anterior tenemos el
teorema de la probabilidad total:

P(B) = P(B/A1).P(A1) + .... + P(B/An).P(An) (1.8)

Ahora, si nuestro interés esta en la probabilidad de cualquiera evento {Ai}
condicionado al {B}, tendriamos que:

P(Ai.B) _ P(B.Ai) _ P(B/Ai).P(Ai)

P(AI/B) = —
(B) P(B) P(B)

Substituyendo la expresion de la probabilidad total, (1.7), en la expresioén
anterior, resulta el Teorema de Bayes:

P(B.Ai).P(Ai)

P(Ai/B) = —
E P(B/Ai).P(Ai)

(1.9)

/_—"\;
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Dos eventos A y B son llamados independientes si P(AB) = P(A).P(B). El
concepto de independencia es fundamental. Es este concepto que justifica el
desarrollo matemadtico de probabilidad, no meramente como un tdpico en teoria de
medida, sino como una disciplina separada.

Independencia de tres eventos

Los eventos A1,A2,A3 son llamados de mutuamente independientes si ellos
son independientes en pares:

P(Ai.Aj) = P(Ai).P(Aj) con:i=1,2,3 j=12,3 i=]
y  P(A1A2A3)=P(A1)P(A2)P(A3)

Generalizacion: Los eventos Al,A2.....An son independientes si para
cualquier k<n de ellos son independientes y:

P(A1A2.....An) = P(A1)P(A2)....P(An) (1.10)

Experimentos combinados

Realicemos dos experimentos: - lanzamiento de un dado y el -lanzamiento de
una moneda:

S1 = {fl,....f6}  donde: P1{fi} =1/6
S2 = {c,s} donde: P2{c} =P2{s} =1/2
Queremos encontrar la probabilidad de que obtengamos un dos (2) en el

dado y una cara en la moneda. En la definicion de independencia de dos eventos,
estos eventos son subsets del mismo espacio S.

/_R



Para esto, debemos construir un espacio S teniendo como subsets los eventos
"f2" "cara". Los dos experimentos son vistos como un simple experimento cuyos
resultados son los pares y1.y2, donde y1 es una de las 6 caras y y2 es cara o sello.
En este caso, yi representara un elemento arbitrario de Si. El espacio S resultante
consiste de 12 elementos.

S = {fl.c, f2.c,.......fo.c, fl.s, f2.s,......, f6.5}

En este espacio {f2} y {c} no son eventos elementales, mas si son subsets de
S constituidos por:

{f2} = {f2.s, f2.c} {c} = {fl.c,.....,f6.c}
para completar el experimento debemos asignar probabilidades a los subsets de S.

P{f2} =2/12=1/6 = P1{f2}
Pic} =6/12=1/2=P2{c}

Se observa que el evento {f2} ocurre si el dado muestra un dos sin importar
que muestre en la moneda. Similarmente el evento {c}. Observe que el producto
de los dos eventos es el evento elemental {f2.c} donde:

P{f2.c} =1/12=P1{f2}.P2{c}
Asumiendo que {f2} y {c} son independientes:
P{f2.c} =P{f2}.P{c}

Por lo tanto , dados dos experimentos representados por los espacios S1 y S2
con los elementos Y1y y2, respectivamente, formamos todos los pares ordenados
v1y2 donde y1 es cualquier elemento de S1 y y2 es cualquier elemento de S2. El
set S formado por tales pares el llamado producto cartesiano definido como:

S=S1x S2
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- Si A es un subset de S1 y B es un subset de S2, luego el set C = A x B
constituido por todos los pares y1y2 donde y1 es elemento de A y y2 es elemento
de B, es un subset de S.

- Similarmente los sets A x S2 y S1 x B. Se concluye que su producto es el set
AxB.

AxB = (AxS2)(S1xB)

Con esto concluimos que el producto cartesiano de dos experimentos S1 'y S2
es un nuevo experimento S = S1 x S2 cuyos eventos son todos los productos
cartesianos de la forma A x B, donde A es un evento del experimento S1 y B es
un evento del experimento S1 y sus sumas y productos. Observe que en este
experimento, las probabilidades de los eventos AxS2 y S1xB son tales que

P(AxS2)=P1{A} P(S1xB)=P2{B}
esto es, el evento AxS2 del experimento S ocurre si el evento A del experimento S1
ocurre sin importar el resultado de S2. Asi hemos determinado las probabilidades
de los eventos AxS2 y S1xB. Las probabilidades de los eventos AxB su suma y
producto no pueden en forma general expresarse en términos de P1 y P2

Experimentos independientes

En muchas aplicaciones, los eventos AxS2 y SIxB del experimento
combinado S son independientes. Para cualquier A y B concluimos que:

P(AxB) = P[(AxS2)(S1xB)] = P(AxS2)P(S1xB)
P(AxB) = P1(A).P2(B)

Esto completa la especificacion del experimento S, puesto que todos sus
eventos son sumas y productos de eventos de la forma AxB.
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Generalizacion

Sean n experimentos, S1....... ,Sn. Se define como producto cartesiano S =
S1xS2x.....Sn el experimento cuyos elementos son todas las n-pletas ordenadas
v1...yn donde yi es un elemento del set Si. Eventos en este espacio son todos los
sets de la forma:

- A1x.A2x .... xAn donde AiC Si

-Sumas de A1

-Productos de Ai

Si los experimentos, Si, son independientes y Pi(Ai) es la probabilidad del

evento Ai en el experimento Si luego:

P(Alx...xAn) = P1(Al).....Pn(An) (1.11)

Es bien conocido en analisis combinacional que si un set tiene n elementos,
luego el numero total de subsets constituidos de k elementos cada uno, es igual a:

n =n(n—l)...(n—k+1)= n!
k 12....k k!(n-k)!

Suceso o falla de un evento A en n realizaciones independientes

Tenemos un experimento S y un evento A con:

P(A)=p P(A)=q=17p
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Repetimos el experimento n veces y el espacio del producto resultante denotamos
por St

Determinar la probabilidad, Pn(k), de que el evento A ocurra k veces.

Teorema Fundamental

k n—k

Pn(k) = P{A ocurra k veces en cualquier orden} :( Z ) pq

El evento {A ocurra k veces en orden especifico} es un producto cartesiano
Bl1x...xBn donde k de los eventos Bi son iguales a A y los restantes (n-k) son
iguales a su complemento. Aplicando (1.10):

P(B1xB2x....Bn) = P1(B1).....Pn(Bn) = pk.q-k

ya que: Pi(Bi)=12— sf"'Bf =A
q—=>si.Bi=A

en otras palabras P{A ocurra k veces en un dado orden} = pk gqn-k
El evento {A ocurra k veces en cualquier orden} es la union (suma) de los

( Z ) eventos {A ocurre en un orden dado} y dado que son mutuamente exclusivos,

concluimos que:

Pn(k) = P{A ocurra k veces en cualquier orden} :( Z )pk.q"_k (1.12)

Generalizacion de los experimentos de Bernoulli [01, 14]

El experimento de realizaciones repetidas pueden ser explicadas en la
siguiente forma: los eventos A1=A y A2=A del espacio S forman una particion y
sus respectivas probabilidades son iguales a pl=p y p2=I1-p. En el espacio S | la
probabilidad del evento {A ocurre kl=k veces y A2 ocurre k2=n-k veces en
cualquier orden} es igual a:
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Pn(k) = P{A ocurra k veces en cualquier orden} =( Z )pk.q"_k

generalizando suponga que, S = [Al,...,Ar], es una particion de S constituido de
los r eventos Ai con:
P(Ai)=pi donde: pl+....4tpr=1

Repetimos el experimento n veces y llamamos a Pn(kl,.....,kr) la
probabilidad del evento {A1 ocurre k1 veces,.....,Ar ocurre kr veces en cualquier
orden}, donde:

kl+..4+kr=n

se mantiene que:

Pn(kl,...,kr)=k1'n—!p1kl ...... pr* (1.13)

Introduccion

Cuando un experimento es realizado, lo caracterizamos a través del espacio
S y de los posibles resultados. Igualmente son definidos eventos del espacio S los
que no son unicos . Estos eventos, como hemos visto , pueden ser descritos
mediante bases descriptivas tales como cara y sello en el caso del lanzamiento de
una moneda.

Matematicamente, trabajar con frases es inconveniente y por lo tanto, para
facilitar la manipulacion podriamos asignar un nimero real a cada uno de los
resultados mediante alguna regla prefijada. Por ejemplo: 1 si es caray -1 si es sello.

Una VARIABLE ALEATORIA (v.a) es un numero X(§) asignando a cada
resultado de un experimento. En general, asignamos un nimero real a cada
resultado, si hay n resultados, asignamos n numeros X(§1) = x1,......, X(En) = xn a
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estos resultados. El resultado de un experimento es, por tanto, una variable
aleatoria X la cual puede asumir cualquiera de los n valores "DISCRETOS"
x1,x2,....xn.

Es de interés determinar cudl es la probabilidad que la v.a sea menor que un
numero dado X o cudl es la probabilidad que X este entre x1 y x2. Comencemos
por el significado de { X = x }. Esta notacion representa un subset de S,
constituidos por todos los resultados & tal que X(§) < x

I P x1
o e x2
o I X3
I R xi
S R Xn

Dado un niimero x, determinamos todos los nimeros menores que x. Los
elementos correspondientes forman el set { X < x }. Por lo tanto, {X < x} no es un
set de numeros sino un SET DE RESULTADOS EXPERIMENTALES o un
EVENTO. Igualmente {x1<X=<x2 }, {X = x}. Por tanto, en la definicién de v.a ,
debemos asumir que el set {X < x} es un evento [01, 14].

Una v.a es una funcion puntual de valor real que asigna un numero X(§) a
cada resultado del espacio S. La definicion resultante debe satisfacer las
siguientes 2 condiciones:

I) Elset { X <x } esun evento para todo x.
IT) La probabilidad de los eventos {X =0} y {X =-0} son iguales a 0, esto es:

P{X =0} = P{X=-0} =0

Una v.a compleja Z es lasuma : Z= X +jY donde X, Y son v.a reales.
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Existe una probabilidad asignada a cada valor de la v.a X. Asi, Px(xi) es la
probabilidad del evento al cual xi fue asignado. Si hay un total de n resultados
mutuamente exclusivos del experimento, luego de los axiomas sigue que:

Y Px(xi) =1
Ejemplo:
Lanzar tres monedas. El evento deseado es obtener un total de k caras. Hay 4

posibles resultados: 1) Obtener O caras, 2) una cara , 3) dos caras , 4) tres caras.
Asignamos 4 nimeros x0, x1, x2, x3, a los eventos anteriores, respectivamente.

E1l = {Obtener 0 caras} X(§1)=x0 donde: Px(x0) = 1/8

€2 = {Obtener 1 cara} X(E2)=x1 donde: Px(x1)=3/8

€3 = {Obtener 2 caras} X(§3)=x3 donde: Px(x3) =3/8

€4 = {Obtener 4 caras} X(54)=x4 donde: Px(x4) =1/8

Se verifica que:  DPx(xi) =1

Los elementos del set S que estdn contenidos en el evento { X < x } cambian
cuando el nimero x toma diferentes valores. La probabilidad, P{X =< x}, del
evento {X = x} es, por lo tanto, un nimero que depende de x. Este niimero es

denotado por Fx(x), y es llamado la FUNCION DISTRIBUCION de la variable
aleatoria X.

Fx(x) = P{X =x} Y x (1.14)
Ejemplo:

Lanzar una moneda con P{c} = p, P{s} = q = 1-p. Definimos la v.a X tal que:
X(c)=1, X(s)=0. La funcion distribucion de X es mostrada en la figura.
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0 1

D

X

Figura 1.2 Funcién Distribucién del lanzamiento de una moneda

Ejemplo:

En el lanzamiento de un dado, la v.a X es tal que X(fi) = 10i. Donde f1, 12, 3, {4,
{5, f6, representan los posibles resultados del experimento. Esto es:

X(f1)=10 = x1  Px(x1)=P{X=x1}=1/6
X(f2)=20 = x2 Px(x2)=P{X=x2}=1/6
X(f3)=30 = x3 Px(x3)=P{X=x3}=1/6
X(f4)=40 = x4 Px(x4)=P{X=x4}=1/6
X(f5)=50 = x5 Px(x5)=P{X=x5}=1/6
X(f6)=60 = x6  Px(x6)=P{X=x6} =1/6
Px(xi) Fx(x)
PaN PaN
6 3/6 I 1/6
T 2/6 ]
1/6
[ D ! ! ! ! ! D
10 20 30 40 50 60 xi 10 20 30 40 50 60 X

Figura 1.3 Funcion Distribucion del lanzamiento de un dado

Propiedades de la Funcion Distribucion

DF(#®)=1 y F(-0)=0

F (+00) = P{X = 0} =P{S} =1

F (-0) =P{X < -0}=P{P} =0
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2) Es una funcion no decreciente en x. Si x1<x2 entonces, Fx(x1) < Fx(x2).
{X =x2} es un subset de {X =< x1}, por tanto:
Fx(x1) < Fx(x2)

3) Si Fx(x0) =0 luego Fx(x)= 0 para todo x =< x0.

Si X(§) = x0 para todo &, entonces, Fx(x0)=P{X =<=x0} =0 ya que {X <0} es el
evento imposible.

4HP{X > x} =1-Fx(x). {X=x}y{X>x} son mutuamente exclusivos:
{X=x} +{X>x}=S.

5) Utilizaremos la nomenclatura:
Fx(x") = lim[Fx(x +¢)]

Fx(x7) = li_I)rol[FX(X - 8)]

La funcion Fx(x) es continua desde la derecha, esto es: Fx(x+) = Fx(x)
6)P{x1 <X =x2} =Fx(x2) - Fx(x1)
Los eventos {X = x1} y {x1 <X = x2} son mutuamente exclusivos, por tanto:
{X=x2} ={X=x1} + {xl <X =x2}
P{X=x2} =P{X=x1} +P{xl <X =x2}
P{xl1 <X =x2} =P{X =x2} -P{X =xl}

P{x1 <X =x2} =Fx(x2) - Fx(x1).
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7)P{X = x} = Fx(x) - Fx(x")
seteando x1 =x-¢ y x2=x
P{x-&<X x} =Fx(x) - Fx(x - €)
P{X =x} = Fx(x) - Fx(x-)

8)P{x1 = X = x2} = Fx(x2) - Fx(x1")

Los eventos {x1 = X = x2} = {x]1 < X = x2} + {X = x} son mutuamente
exclusivos:

P{xl = X =x2} =P{xl <X =x2} +P{X=x1}
= Fx(x2) - Fx(x1) + Fx(x1) - Fx(x1-)
= Fx(x2) - Fx(x1-)
Una v.a X es del tipo continuo si su funcidn distribucion Fx(x) es continua.
Es interesante notar que si S tiene un niamero finito de elementos, luego cualquier

v.a definido en S sera del tipo discreto; sin embargo, una v.a X podria ser del tipo
discreto aun si S tuviese infinito nimero de elementos.

Conocida también como Funcion Frecuencia es definida como:
fx(x) = i[Fx(x)] (1.15)
dx

Si la v.a es del tipo discreta tomando los valores xi con probabilidades pi,
luego:
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fx(x) = Dpi.d(x - xi) (1.16)

donde: pi = P{X=xi} y 8(x) es la funcion Delta Dirac.

Propiedades de la Funcion Densidad de Probabilidad
Desde la monotonidad de Fx(x) se obtiene que:

fx(x) =0
A partir de:

fx(x) = %[Fx(x)] luego:

Fx(x#jfx(a)da ya que Fx() =1

f (o) da=l
De la deduccion anterior se observa que:

P{sz}=Fx(x)=jfx(a)da (1.17)

Teorema de la Existencia

Dado una funcion fx(x) o su integral, Fx(x)= f fr(a)da , podemos construir un

-

experimento y una v.a X con distribuciéon Fx(x) o densidad fx(x), considerando
como nuestro espacio S el set de todos los nimeros reales y como sus eventos
todos los intervalos en la linea real y sus uniones e intersecciones. Se define la
probabilidad de un evento { X <x1 } por:
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P{X =x1} =Fx(x1)
Los resultados de nuestro experimento son los niumeros reales. Para definir

una v.a X en este experimento, debemos conocer su valor X(x) para cualquier x .
Definese X tal que:

X(x)=x
Asi la v.a X es el mismo resultado del experimento (caso muy utilizado en

la practica). Se dice que la funcion distribucion de X es igual a Fx(x). De hecho,
el evento {X = x1} consiste de todos los resultados x tal que X(x) < x1 . De ahi:

P{X =x1} =Fx(x1)
Variable Aleatoria Gaussiana

Una v.a. es gaussiana si su funcién densidad de probabilidad es dada por la
siguiente expresion:

B 1 —(x—mx)?
= ox\2m exp{ 20x° }

donde: mx es denominado centro de simetria.
ox2 es denominado esparcimiento de la v.a.

Definamos:
g(x)= ! exp(-x*/2) T fi(x)= L olxr=mx)/ ox]
NoY ox
Si: G(xgg(a) da =  G(x)=erf(x) + %

donde la funcion erf(x) se encuentra tabulada.
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Variable Aleatoria Uniforme

Una v.a. se dice que es uniforme entre x1 y x2 si su funcion densidad de
probabilidad es:

fx(x) = 1/(x2-x1) paraxl =X =<x2
fx(x)=0 otros X

£

x2-x1_]_

x1 x2 X

Figura 1.4 Funcién Densidad de Probabilidad Uniforme
Variable Aleatoria Binomial:

Se dice que una v.a. X, tiene distribucion binomial de orden n si toma los
valores 0,1,2,3....n con probabilidad:

P{X=k} = ( ’]Z )pkq"—k donde: p+q=1

Recordemos que la probabilidad de un evento A condicionado a la
ocurrencia de otro evento M esta dada por:

P(A/M)=P(AM)/P(M) P(M) = 0

La distribicion condicional Fx(x/M) de una v.a. X condicionada al evento
M es definida como la probabilidad condicional del evento {X < x/M}

Fx(x/M) = P(X = x / M) = P{(X = x).M} / P(M) (1.18)
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En la expresion anterior, {(X = x,M)} es el producto de los eventos {X =< x}

y M, esto es, el evento constituido por todos los resultados § tal que X(§) cx y §
€ M. Es por tanto, que Fx(x/M) tiene las mismas propiedades que Fx(x):

Fx(oo/M) = 1
Fx(-00/M) = 0

P{xl <x =x2/M} =Fx(x2/M) - Fx(x1/M) = P{(x] <x =x2),M} / P(M)

La funcion densidad condicional, fx(x/M) es dada por:

fx(x/M) = dFx(x/M) / dx (1.19)

Extenderemos los resultados ya obtenidos en items anteriores. Es bien

conocido que:

que:

P(B)=P(A1B) + P(A2B)+....+P(AnB)
P(B)=P(B/A1)P(A1)+.....+P(B/An)P(An)

Supongamos la v.a X asignada a los resultados § de un dado experimento, tal

B={X=x}
P{X =x} =P{X = x/A1}P{Al}+....+P{X = x/An}P{An}
Fx(x) = Fx(x/A1}P{A1}+........ +Fx{x/An}P{An} (1.19)

fx(x) = fx(x/A1}P{Al1}+......... + fx{x/An}P{An} (1.20)
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[gualmente de:

P(A/M) =P(AB)/P(B) = P(BA)/P(B) = P(B/A)P(A)/P(B)

Con B = {X = x} donde X(§) esunav.acon § €B

P(A/{X =x})=P(X =x/A)P(A)/P(B)

P(A/X = x) = Fx(X = x/A)P(A)/P(B) = Fx(X = x/A)P(A)/Fx(x)

(1.21)

Para la funcion densidad de probabilidad, consideremos el siguiente evento B:

B={x1 <X =x2}

P{A/x1 <X =x2} =P{x]l <X =x2/A}P(A)/P{x]l <X =x2}

P{A/x1 <X =x2} = (Fx(x2/A) - Fx(x1/A))P(A)/(Fx(x2) - Fx(x1))

La P(A/X=x) del evento A asumiendo que X=x no puede ser determinada
directamente ya que P{X=x} = 0. Para sobrellevar este inconveniente, definimos:

P{A/X=x} = lim P{A/x] =X = x1+Ax}
Con xl=x y x2=xl+Ax
P{A/X=x} = P(A/x] = X =x1)
P{A/X=x} = (Fx(x2/A)-Fx(x1/A))P(A)/(Fx(x2)-Fx(x1))
P{A/X=x} = lim (Fx(x1+Ax/A)-Fx(x1/A))P(A)/(Fx(x1+Ax)-Fx(x1))

P{A/X=x} = fx(x/A)P(A)/fx(x) (1.22)

e ——



ESPE

Supongamos que X es una v.a y que g(X) es una funcién de la variable
aleatéria X. La expresion, Y=g(X), es una v.a definida de la siguiente manera:
Para un dado resultado § del experimento, X(§) es un nimero y g[X(§)] es otro
numero especificado en términos de X(§) y g(X).

Este numero es el valor Y(§) = g[X(§)] =y. Asi:

Fy(y)=P{Y =y} =P{g(X) <y}

Para un valor especifico, y, los valores de X tales que g(X) y forman un set
en el eje x denotado por Sy. Claramente g[X(§)] serd <y si X(§) es un nimero en
el set Sy. De ahi que:

Fy(y) = P{X =< Sy}
Determinacion de fy(y):

Deseamos determinar la densidad de Y = g(X) en funcién de la densidad de
X. y de g(X). Supongamos primero que el set S del eje y no esta en el rango de la
funcion g(X), esto es, que g(X) no es un punto de S para cualquier x. En este caso,
la probabilidad de que g(X) este en S es igual a 0. De Ahi, fy(y) =0 paray € S.
Es suficiente por tanto, considerar los valores de y tales que para algun x, g(x)=y.

o Y
2(X)
) /// §+dy
/ x1 x1+dxl xzx}dx\z\—/ x3 x3+dx3 X
x(x)
X
dx1 dx2 ax3

Figura 1.5 Relacion entre Xy Y
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Para encontrar fy(y), resolveremos la ecuaciéon y = g(x). Denotando sus raices
reales por: x1, x2,.....,xn, esto es:

y =g(x1) =.....= g(xn)
Entonces:
fy(y) = fx(x1)/g'(x1) +........ + fx(xn)/g'(xn) (1.23)

donde: g'(x)=dy/dx
Sabemos que:

Ply <Y = y+dy} = fy(y)dy

Es suficiente, por tanto, encontrar el set de valores de x tal que y < g(x) =
y+dy y la probabilidad de que x se encuentre en este set. Como vemos en los
graficos, este set consiste de los intervalos:

x]l <X =x1+dx1 donde: dx1>0

x2+dx2 < X =x2 donde: dx2<0

x3 < X = x3+dx3 donde: dx3>0

P{y <Y= y+dy} = P{xl <X =xl+dx}+P{x2+dx2 <X =x2}+P{x3 <X
=x3+dx3}

P{x1 <X =x7+dx1} = fx(x1)dx1 donde: dx1 = dy/g'(x1)
P{x2+dx2 < X = x2} = fx(x2)dx2 donde: dx2 = dy/g'(x2)
P{x2 <X = x3+dx3} = fx(x3)dx3 donde: dx3 = dy/g'(x3)

Por lo tanto:
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fy(y) = fx(x1)/g'(x1) +........ + fx(xn)/g'(xn)

donde: g'(x)=dy/dx

Media de una Variable Aleatoria

El valor esperado o media de una variable aleatoria X, E[X], es por
definicion:

E[X]=Tx.fx(x)dx = mXx (1.24)

Este numero sera notado por mx.
La definicion propone que la variable aleatoria X es continua. En el caso de

X sea una variable aleatoria discreta, el integral se torna en un sumatorio.
Supongamos que X toma los valores xi1 con probabilidades pi, en este caso:

fx(x) = Ypi.0(x - xi)
donde: p1 = P{X=xi}

E[X]= f x.[z pi.S(x — xi)].dx

E[X]= E[pi].fx.é(x—xi).dx

E[X] = Sxi.pi (1.25)

Ahora, la media condicional de una variable aleatoria X asumiendo que esta
condicionada a un evento M,esta dado por:

E[X/M]= [ x.fx(x/M)dx (1.26)
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Para v. a. discretas
E{X/M} = Yxi.P{X =xi/ M} (1.27)
Dada una v. a. X y una funciéon Y = g(X), tenemos que el valor medio de g(X) es:
E[Y]=E[g(X)]= [ g(x).fx(x)dx (1.28)
Pero cuando X es una v. a. discreta:
E [g(X)] = D g(xi).P{X = xi} (1.28)
St Y=algl(X)+... +tan.gn(X)
E[Y]=al.E[gl(X)]+ ... tan.E[gn(X)]
Si  Y=K siendo K una constante

E[Y]= [K.fy(y)dy

E[Y1=K.[ f(y)dy
EY]=K

Si X =Xi+jXqesunav.a.de valor complejo, luego:
E[X] = E[Xi] - JE[Xq]
ysi  g(X)=g(Xi)+jg(Xq)

E[g(X)] = E[g(X1)] +JE[g(Xq)]
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Varianza de una Variable Aleatoria
La varianza de una v. a. X es por definicion:
var(X) = x* = E[( X - mx)?] (1.30)

var(X) = ox’ = f (x = mx)?. fr(x)dx

ox? es siempre = 0 y el valor ox es conocido como la DESVIACION
STANDARD. Si la variable aleatoria X es del tipo discreta, luego:

ox2= Ypi (xi - mx)? donde: pi = P{X=xi}
(1.31)

Una medida de la concentracion de una v.a. alrededor de su valor medio es
la varianza. De hecho, la probabilidad que X esté fuera de un intervalo arbitrario
(mx-g,mx+¢e) es despreciable si la relacion ox/e es suficientemente pequefia. Este
resultado es conocido como DESIGUALDAD DE CHEBYCHEFF. Es posible
mostrar que:

Ve>0 PfX-mx|zce}=(oxk)? (1.32)

Ejemplo:

Si tenemos una variable aleatoria X con fdp gaussiana:

B 1 —(x = mx)’
fx(x"axme’qo{ 207 }

Es posible mostrar que:
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E[X]=mx vy var(X) = ox2
Ejemplo:

Una variable aleatoria distribuida POISSON de parametro toma valores
0,1,..., con probabilidad dada por:

PIX =k} = exp(—k(it).ock

E[X]=mx=a

var(X) = ox2 = o,

Momentos

Los momentos son estadisticas de las variables aleatorias de orden general n
definidos como:

E[x”]=fx”.fx(x)dx (1.33)

De gran interés es el momento de segundo orden, denominado Valor
Cuadritico Medio ¢ igual a E[X2]

De igual manera, se definen los llamados momentos centrales dados por:

E[(X -mx)"] = [ (x=mx)".f(x)dx (1.34)

Por 1ultimo, se define la funcion caracteristica de una variable aleatoria
mediante la integral de Fourier:

d(w) = ffx(x).exp(ja)x) dx = J[ fx(x)] (1.35)
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Se considera dos variables aleatorias X y Y, siendo el objetivo determinar
sus estadisticas conjuntas, esto es, la probabilidad que el punto (x,y) esté en una
region D en el plano xy.

Las funciones distribucion Fx(x) y Fy(y) de las variables aleatorias X y Y
,Jrespectivamente, determinan sus estadisticas separadas o marginales, pero no sus
estadisticas conjuntas. Por lo tanto, la probabilidad del evento conjunto: {X = x,Y =

y} no puede ser expresado en términos de Fx(x) y Fy(y).

~Y

D
/ x  Ux
D

Figura 1.6 Region de las variables aleatorias X < x,Y =<y

La distribucidén conjunta, Fxy(x,y), de las dos variables aleatorias X y Y es la
probabilidad del evento :

{X=xY=y}={(x,y)EDI}

donde x, y son dos numeros reales arbitrarios y D1 es el cuadrante mostrado en la
figura. Entonces:

Fxy(x,y) = P{X = x,Y <y} (1.36)
Propiedades:

F(-OODY) =0

F(x,-0) =0

F(o0,00) =1
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Sean los eventos:

{xI <X =x2,Y =y} {X=xyl <Y =y2}

Entonces: P{x1 <X =x2,Y =y} =Fxy(x2,y) - Fxy(x1,y)
P{X =x,yl <Y =y2} = Fxy(x,y2) - Fxy(x,y1)

Igualmente la funcion densidad de probabilidad conjunta fxy(x,y) es definida

como:
9*[ Fxy(x,
fey(x,y) = LR (137)
dxdy
A partir de esta ultima relacion, tenemos que:
P{X =xY =y} =Fxy(xy) = [ [ fiv(e.p)dadp (1.38)

—00 —0

esto es, que la probabilidad de que el punto (X,y) esté en la region D del plano xy
es igual al integral de fxy(x,y) en D. Dicho en otras palabras:

P{(x,y) €D} = [[ fiy(x.y)dxdy

donde, {(x,y) € D}, es el evento constituido por todos los resultados & tal que
los puntos [X(E),Y(E)] esten en la region D.

Hemos dicho que Fx(x) es denominada distribucién marginal y fx(x) es la
densidad marginal. Es posible determinar las distribuciones marginales, a partir de
la distribucion conjunta, esto es:
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Fx(x) = Fxy(x,0) Fy(y) = Fxy(e,y)

fe(x) = [ fey(x,y)dy

- 1.39
O = [ vy 4

Independencia

Dos variables aleatorias, X y Y, son estadisticamente independientes si los
eventos {X € A} y {Y € B} son independientes. Esto es, si se da que:

P{XEAY EB} =P{XEA}.P{YEB}
donde A y B son dos sets arbitrarios en los ejes X y Y, respectivamente.

Aplicando lo anterior a los eventos {X = x} y {Y =y} se concluye que, si X, Y son
independientes entonces sera:

Fxy(xy) = Fx(x) Fy(y) (1.40)

fxy(xy) = fx(x) fy(y) (1.41)

Momentos Conjuntos

Sean X y Y dos variables aleatorias, su momento conjunto es definido como:

+00 +00

E[X’.Yk]=fij.yk.fxy(x,y).dxdy (1.42)

—00 —00
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Correlacion:

Un momento conjunto de particular interés es el definido como correlacion,
dado cuando j=k = 1.

Corr(XY)=E[XY]= f f x.y. fey(xy).dxdy (1.43)
Covarianza:

La correlacion de las variables aleatorias X y Y centradas en torno de su
valor medio es denominado de covarianzade Xy Y.

Cov(XY) = E[{X -mx}.{Y - my}] = E[XY -my.X - mx.Y + mx.my] (1.44)
Cov(XY) = E[XY]- mx.my
Cov(XY) = Corr(XY) - mx.my

Coeficiente de Correlacion

Siendo 0x2 y oy2 las varianzas de X y Y, respectivamente; la covarianza de
X y Y normalizada con respecto a ox.oy es el denominado coeficiente de
correlacion

_ Cov(XY)
Y ox.oy

(1.44.2)
Dos v.a. X'y Y son descorrelacionadas si y s6lo si su covarianza es cero:
Cov(XY)=0

Dos v.a. X y Y son ortogonales si y sélo si su correlacion es cero:

E [xy]=0
Si una o ambas v.a. tienen media cero y si son ortogonales, luego X y Y son
descorrelacionadas y viceversa.

/__43\—



ESPE

En los sistemas de comunicacion una caracterizacion de serales aleatorias
tales como sefiales de voz, sefiales de television, datos de un computador digital,
ruido del canal, ruido de receptor, es importante.

Estas senales aleatorias tienen dos propiedades: 1) las senales son funciones
del tiempo definidas para algin intervalo de observacion y 2) Las sefiales son
aleatorias en el sentido en que antes de realizar el experimento, no es posible
describir la forma de onda que serd observada, esto es, que el ensamble del espacio
constituido por funciones temporales es llamado de proceso estocastico o aleatorio.

Podemos definir un PE como un conjunto (ensamble) de funciones
temporales junto con una regla de probabilidades que asigna una probabilidad a
cualquier evento significativo asociado con una observacion de una de estas
funciones.

Consideremos un  processo  estocastico X(t) representado por el
ensamble {Xi(t), 1= 1,2,..} como se ilustra en la figura. La funcion muestra Xi(t)
con probabilidad de ocurrencia P(si1) corresponde al punto muestra si en el espacio

S.
X(t1)

X(t1)

Figura 1.7 Ilustracién de varias realizaciones de un Proceso Estocastico
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Observemos el ensamble de las formas de onda a un instante t = t1. Dado que cada
uno de los eventos sj del espacio S tiene asociado con ello un nimero Xj(tl) y una
probabilidad P(sj), podemos decir que {Xj(tl), j = 1, ... } forma una variable
aleatoria X(t1)). Por tanto, la diferencia entre Proceso Estocastico (PE) y v.a. es
que para una v.a. el resultado de un experimento es mapeado en un numero,
mientras que para un PE el resultado es mapeado en una forma de onda que es
funcion del tiempo.

Vector Aleatorio obtenido a partir de Procesos Estocasticos

Un PE X(t) implica un nimero infinito de v.a. una para cada t (- <7< ).
Podemos hallar una Fx(x1) de la v.a. X(t]1) obtenida al observar X(t) en t=tl. En
general, para k instantes t1,t2,....,tk, definimos el evento conjunto:

{X(tl) = x1,.....,X(tk) = xk}

donde: X(t1) es una v.a. tomada del PE X(t) al instante ti

=
X1(0)

- D
X200

— I —> ¢
Xn(t)

—> ¢

X(t1) X(t2) -..... X (tk)

Figura 1.8 Proceso Estocastico caracterizado por k variables aleatorias
La probabilidad de este evento define la funcion distribucion conjunta

Fy (%) = P{X(t]) =x1,..., X(tk) =< xk} (1.44)
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donde:

X(@) =[X()X(12)...X(th)]"
x=[xLx2,...xk]"

La funcién densidad de probabilidad del vector aleatorio X(t) es por tanto:

ak
S 1.45
fX(t)()_‘) ox19x2... oxl FX(t)(K) ( )

Considere un set de instantes t1,t2,...tk, en el cual un PE es definido. Una

caracterizacion completa del PE X(t) nos habilita a especificar la funcion densidad
de probabilidad conjunta fy, (x). X(t) es ESTRICTAMENTE ESTACIONARIO si

su fdp conjunta, f, (x), es invariante a los desplazamientos del origen del tiempo.

Esto es:
f& (%) = fx(m (%) (1.46)
PE Estacionarios (PEE) son importantes por dos razones:

1. Son frecuentemente encontrados en la practica o aproximados con un alto grado
de precision. Observe que no es necesario que un PE sea estacionario todo el
tiempo sino para un dado intervalo de observacion.

2. Muchas de las propiedades importantes de los PEE encontrados son descritas
por momentos de primer y segundo orden; consecuentemente, es mas facil
desarrollar una simple pero ttil teoria que describa otros PE.
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En la practica la mayoria de veces no es posible determinar la funcion
densidad conjunta del PE, més una descripcion parcial de éste lo dan los
parametros como la media y funciones de autocorrelacion y autocovarianza.
Consideremos X(t) un PEE. Sea X(tk) una v.a. observada en el PE X(t) al instante

t=tk.

La media del PE es definida como:

mx(tk) = E[X(tk)] para cualquier tk (1.47)

En general, la media del PE no es una constante, mas si el PE es Estacionario
entonces:

mx(tk) = mx para cualquier tk
Igualmente, la funcion de autocorrelacion del PE. X(1) es definida como:
Rx(t,tk) = E[X(t)).X(tk)] Para todo tj, tk (1.48)

Si el PE, X(t), es Estacionario, es posible mostrar que Rx(tj,tk) es apenas
funcion de la diferencia de los tiempos (tk-tj).

Rx(tj,tk) = Rx(tk-tj) = Rx(7t) = E[X(t).X(t-7)] (1.49)
La funcion autocovarianza del PE X(t) es definida como:
Kx(tj,tk) = E[ {X(t))-mx(t)) } . { X(tk)-mx(tk)} ] (1.50)

Si el PE, X(t), es estacionario, luego mx(tj) = mx(tk) = mx, y su funcion de
autocorrelacion es funcion apenas de la diferencia de los tiempos (tk-tj). Asi:

Kx(tj,tk) = B[X(tk)X(t)-mx.X(tj)-mx.X(tk)+mx2] = E[X(j).X(tk)] - mx2

Kx(tj,tk) = Kx(tj-tk) = Rx(tk-tj) - mx2
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Kx(t) = Rx(t) - mx2 (1.51)

De lo anterior, se observa que media y funcion de autocorrelacion
describen parcialmente un PEE , esto es:

- la media es constante.
- Rx(7) es independiente de un desplazamiento en el tiempo.
- Rx(0) es finito.

Estas 3 condiciones no son suficientes para garantizar que el PE sea
estrictamente estacionario. Un PE que no es estrictamente estacionario, pero que
mantiene estas 3 condiciones es dicho Proceso Estocastico Estacionario en el
Sentido Amplio (PEESA).

Propiedades de Rx(t) de un PEESA
1.)  La funcién de autocorrelacion (fac) de un PEESA es una funcion par:

Rx(t) = Rx(-1)

2.)  El valor cuadratico medio (potencia total del proceso) de un PEESA es igual

E[X2(1)] = E[X(1).X(1)] = Rx(0)
3)  SiZ(t)=X(t) + Y(t) luego su fac es igual a:
Rz(t) = E[Z(1).Z(t-t)] = E[{X()+Y(0)}. {X(t-1)+Y (t-T)} ]
Rz(t) = E[X(t).X(t-1)] + E[Y(1).Y(t-v)] + E[X(1).Y(t-v)] + E[Y (). X(t-7)]

Rz(t) = Rx(7) + Ry(t) + Rxy(t) + Ryx(T)
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4.) Si X(t) tiene una componente periddica de periodo T, luego la fac del
proceso también  tiene una componente periodica de periodo T.

5.)  Rx(t) de un PEESA tiene su magnitud méxima en t = 0.

6.)  lim Rx(t)=[E(x)]2 = mx2
T—00

7.)  Si el valor medio del proceso X(t) es diferente de 0, luego Rx(t) tendra una
componente DC.

La fac, Rx(t), nos permite un medio de describir la interdependencia de dos
v.a. obtenidas observando el PE, X(t), a instantes separados T segundos, como se
ilustra en la figura:

4 Rx(t)
PE. ﬂ?a lentamente
, —
PE. fluctua rapido t

Figura 1.9 Ilustracion de la funcion de autoorrelacion con fluctuacion lenta y rapida

1.3.4. Ergodicidad y Medias Temporales

Si la teoria de PE es un método para describir sefiales de interés, debemos
ser capaces de estimar a partir de observaciones de X(t) tales cantidades
probabilisticas como la media y la funcidén de autocorrelacion.
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Para determinar mx(tk) y Rx(tj,tk) de un PE, es preciso disponer de todas las
realizaciones. En particular, se requiere conocimiento completo de las estadisticas
de lero. y 2do. orden del PE X(t).

En la practica, lo tnico disponible es, apenas, una simple realizacion del PE
X(t). Es natural entonces considerar medias temporales de simples realizaciones

Media Temporal

La media temporal de una realizacion, x(t), de un PE. X(t) es definida como:

<X(t)>=;i_r)ri%tfx(t).dt (1.52)

Funcion Autocorrelacion Temporal

La fac temporal de una realizacion, x(t), de un PE, X(t), es definida como:

) 1 +T
(X(0-X(t-1)) =lim—— fT xX(1).x(t = 7).dt (1.53)

Estas dos medias temporales son v.a. ya que sus valores dependen de la
realizacion x(t).

En general, MEDIAS ESTADISTICAS son iguales a las MEDIAS
TEMPORALES para el caso en que el PEE sea ERGODICO (Boltzman 1887)
[14]. Un proceso X(t) es dicho ser ergdodico si todas sus propiedades estadisticas
pueden ser determinadas a partir de una simple realizacion del proceso x(t). Esto
es:

E[X(®)] = (X(1) E[X(®).X(t-1)] = (X(1).X(t-1)) (1.54)
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La Densidad Espectral de Potencia (DSP), Sx(f), y funcion de
autocorrelacion, Rx(t), de un PEESA, X(t), forman un par de transformadas de
Fourier dadas por:

Sx(f)= TRx(r).exp(—jZﬂfr).dr
_ (1.55)

Rx(t) = [ Sx(f).exp(+j2afT).df
Este par de ecuaciones constituyen las relaciones de Einstein-Wiener-

Khintchine para un PEESA.

Propiedades de la DSP

1.)  Siel PEESA es de valor real la DSP es una funcion par, esto es:
Sx(f) = Sx(-f)

2.)  Lapotencia total del proceso X(t) es el area bajo la curva de la DSP:
E[X*(1)] = Rx(0) = [ Sx(f).df

3) Sx(f)>0 paratodo f

4)  Sx(0)= TRx(r).dr
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Suponga que un PE X(t) es aplicado a la entrada de un filtro lineal invariante
con el tiempo de respuesta impulsiva h(t), produciendo un PE Y(t) de salida, como
se ilustra en la figura.

X(t) Sistema Lineal Invariante con Y(t)
N el tiempo —D
h(t)

Figura 1.10 Sistema LTI alimentado con un Proceso Estocastico X(t)

Es dificil determinar la distribucion de probabilidad de Y(t) ain cuando la de
X(t) sea perfectamente conocida en el intervalo - <t<w. En este punto, el
objetivo es determinar la media y la funcién de autocorrelacion del proceso de

salida Y(t) en funcion de la media y funcién autocorrelacion del proceso de
entrada, X(t) considerado PEESA [10].

Media del Proceso de Salida

Por definicion:
my(t) = E[Y(t)]

ya que el sistema es lineal, la integral de convolucion es posible mostrar que:

my(t) = Th(t).mx(t -7).dt

Si X(t) es Estacionario en el sentido amplio, mx(t-t) = mx = constante,
luego:
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my(t) = my = mx. f h(t).dT
my(t) = my = mx.H (0) (1.56)
donde -— H(f) = I[h(1)]

Funcion de Autocorrelacion del proceso de salida:

Aplicando la definicion y la integral de convolucion, obtenemos:

Ry(t,u) = E[Y(1).Y (u)]

Ry(t,u) = E[ [ (). X -7D).d71 [ h(r2) X (- rZ).dtZ]

Ry(tu)= [ h(z1).d7l [ h(z2).Rx(t - T1,u-72).d72

Si X(t) es un PEESA, luego Rx(t-t1,u-t2) = Rx(t-u-t1+12)

Ry(t,u) = Ry(t -u) = Ry(t) = [[ h(z1).h(z2) .Rx(z - 71 +72).d71dT2

con—=>tT=1—-U

Ry(t) = h(t)*h(-1)*Rx(t) donde: * denota la operacion convolucion.
(1.57)

Se observa entonces que si X(t) es estacionario en el sentido amplio, Y(t)
también lo es.

Densidad Espectral de Potencia del Proceso de Salida [04, 11]:

Para determinar Sy(f) encontramos la transformada de Fourier de Ry(t):
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Sy(f) = f Ry(T).exp(-j2x fT).dT = f f f h(t1).h(12).Rx(T - Tl +72).exp(-j27 fT).dTldT2 dT

Con: t0=7t-tl+72 = T =10+7l-t2

Sy(f) = f h(zl).exp(-j2x f.rl).dtl f h(t2).exp(j2nf.12).dT2 f Rx(70).exp(- j27 f.70).d70

Sy(f) = H(f).H" (£).Sx(f) = |[H(f)|".Sx(f) (1.58)

Un PEESA Discreto en el Tiempo (PEESADT) puede ser obtenido a partir
del muestreo de un PEESA continuo en el tiempo, X(t). Si la DSP de X(t) es
limitada en frecuencia en el intervalo ( |f | < B), luego la minima frecuencia de
muestreo utilizada, segin el teorema de Nyquist, es de 2B con el objetivo de

recuperar X(t) a partir de sus muestras X(nT), donde T es el periodo de muestreo
[05, 09, 18].

Para efectos de simplificacion en el analisis matematico, vamos a normalizar
el periodo de muestreo a T=1, y una simple realizacion muestreada del proceso

X(t) la simbolizaremos de la siguiente forma: {x(n); n=....... -1,0,1,....}.

Es posible mostrar que la fac del PEESADT corresponde a muestras de la
fac del PEESA continuo en el tiempo, X(t). Esto es:

Rx(k) = E[x(n).x(n-k)] = Rx()

- (1.59)

Y la DSP del PEESADT es una repeticion periodica de la DSP del PEESA
continuo en el tiempo X(t), centradas en torno de multiplos enteros de la frecuencia
de muestreo. En nuestro caso como T=1 es suficiente analizar el intervalo -2 < f <
..
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Matriz de Autocorrelacion del PEESADT [08]:

Supongamos un intervalo de observacion donde el proceso estocastico
discreto en el tiempo pueda ser considerado estaciondrio y representado por
el conjunto de muestras {x(n); n = 0,.....,N-1}. Se define la matriz de
autocorrelacion (NxN) del PEESADT como:

Rx = E{X.X"} (1.60)
donde:
X =[x(0) x(1) x(2) ........ x(N-DT"
Con esto:
E[x(0)x(0)] E[x(0)x(1)] Elx(0)x(2)] -+ E[x(0)x(N-1D)]
E[x(1)x(0)] E[x(D)x(D)] E[x(Dx(2)] - E[x(D)x(N-1)]
Rx=

E[x(2)x(0)] E[x(2)x(D)] Ex2)x(2)] -+ E[x(2)x(N-D)]

E[x(N;l)x(O)] E[x(N;l)x(l)] E[x(N;l)x(Z)] E[x(N —l.)x(N—l)]

Substituyendo E[x(1).x(j)] = Rx(i-j)

Rx(0)  Rx(=1)  Rx(<2) - Rx(-N+1) |
Rx(1) Rx(0)  Rx(=1) - Rx(-N+2)
Ri=| Rx(2) Rx(1) Rx(0) - Rx(-N+3)
ReN-1) RuN-2) Rx(N-3) -  Ru(0)

Si el PEESADT es de valor real, entonces: Rx(k) = Rx(-k)

Si el PEESADT es de valor complejo entonces Rx(k) = Rx*(-k)
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Vamos a suponer que deseamos hacer una estimativa de una variable de
interés, d(n), a partir de observaciones ruidosas de la misma x(n). En el siguiente
grafico se ilustra lo dicho:

x(n) x(n-1) x(n-2) x(n-p)
e B BN [T]
[ WO] [ wl] [ WZ] [ w3] wp
\ d(n)
| dm) —— e

Figura 1.12 Filtro de Wiener

El objetivo es realizar una estimativa lineal de d(n) a partir de (p+1)
muestras del proceso {x(n)}, esto es:

c;’(n) =w0.x(n)+wl.x(n-=1)+...+ wp.x(n- p)

c?(n) = iwi.x(n -1)

Las constantes, wi, son obtenidas a partir de algun critério de optimizacion .
En Procesamiento de Sefiales Estocasticas la funcién costo que normalmente es
utilizada es el valor cuadratico medio de algin pardmetro.

En este caso de estimacion es evidente que existird un error en la estimativa
dado por:

e(n)=d(n)-d(n)

e(n)=d(n)- iwi.x(n —1i)
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Y la funcion costo entonces sera el valor cuadratico medio (vecm) del error de
estimacion

J(n) = E[e(n)2]

Por lo tanto, los coeficientes w0, w1, ..., wn son obtenidos para minimizar la
funcidn costo y se dicen que son Optimos en el sentido que minimizan el vem del
error de estimacién. Para determinar wi, derivamos J(n) en relacion a cada wi e
igualamos a cero. Después de las respectivas manipulaciones matematicas se llega

al siguiente conjunto de ecuaciones, llamadas ECUACIONES DE WIENER-HOPF
[10]:

E[d(n).x(n-j)]= iwi.E[x(n—i).x(n—j)] con j=0,..p (1.61)

Tenemos (p+1) ecuaciones, con (p+1) incognitas. En estas ecuaciones se
verifican que:

E[x(n-1).x(n-j)] = Rx(j-1) (j-1)-ésimo atraso de la fac del proceso X(nT)

E[d(n).x(n-})] = Rxd(j) (j)-€simo atraso de la fac cruzada de X(n) y d(n)

Las mismas pueden expresarse en forma matricial como sigue:

[ Rx(0) Rx(-1) Rx(-2) - Rx(-p) |[ 01 | Rdx(©) |
Rx()  Rx(0)  Ru(=1) - Rx(=p+D) | wi Rdx(1)
Rx2) Rx()  Rx(0) - Rx(=p+2) || w2 |=| Rdx(2)
Rx(p) Rx(p-1) Rx(p-2) - R«©) | " | | Rdx(p)
Rx.w = Rdx (1.62)
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= matriz de autocorrelacion (p +1,p +1) del proceso X(nT)
= vector de los coeficientes dptimos del estimador lineal

Rx
w
Rdx = vector de correlacion cruzada entre los procesos X(nT) y d(nT)

En muchos casos practicos, la respuesta deseada, d(n), no estd disponible,
por tanto, aplicacion de la ecuaciones de Wiener-Hopf "no es posible". En el
problema de prediccion lineal se desea estimar la muestra actual, x(n), de un
PEESADT, X(nT), en funcion de un conjunto de p muestras anteriores {x(n-1),
x(n-2),....x(n-p)}, de tal forma que minimice el vem del denominado error de

prediccion, e(n), como se ilustra en la figura

x(n) x(n-1 x(n-2) x(n-p)
I

| | | | |
LT LT LT LT

x(n) e(n) N

+

Figura 1.13 Filtro Predictor
La sefial e(n) es el denominado error de prediccidn lineal y dado por:

e(n)=x(n)-x(n)

e(n)=xn)- iwi.x(n )

La funcién costo a minimizar es el vem del error de prediccion:
J(n) = E[e2(n)]

Luego de derivar la funcion costo en relacion a cada wi se llega a las
denominadas Ecuaciones Normales o de Yule-Walker:
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BIAS:EIl bias de un estimador es definido como el valor verdadero del parametro,
menos el valor esperado de la estimativa, es decir:

bias = B=«a - E[a]

donde: a es el pardmetro a estimar y & es la estimativa de o

Un estimador es dicho no bisiado si su bias es igual a cero, esto es, si la
funcion densidad de probabilidad del estimador es simétrica y que su centro de
simetria es el valor verdadero del parametro a estimar.

Varianza: La varianza del estimador mide el ancho de la densidad de
probabilidad del estimador y es definida como:

var[é] = E[{& - B(&)}’]

Una varianza pequeia del estimador sugiere que la densidad de probabilidad
del estimador est4d concentrada en torno de su valor medio, lo que si el estimador es
no bisiado, sera el valor verdadero del parametro a estimar.

Un estimador es dicho ser consistente si cuando el nimero de muestras
utilizadas en la estimativa tiende al infinito, el bias y la varianza tienden a cero.

Dos estimadores de la fac de un PEESADT seran consideradas:

N-m+l 1

Rx(m) = ﬁ E x(n).x(n+m) =

n=0

m;x(n).x(n -m)

(1.65)
Es posible mostrar que este estimador es un estimador no bisiado y que su
varianza es proporcional a 1/N. Dado que el bias y la varianza de este estimador
tienden a cero cuando N — oo, luego es un estimador consistente.

N=k-1
1

Rx(k)= % EO x(n).x(n+k) = Ngx(n).x(n —k)

(1.66)
Es posible mostrar que este estimador es un estimador bisiado mas
asintdticamente no bisiado y que su varianza es proporcional a 1/N. Luego, el
estimador es un estimador consistente.
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BIAS:EIl bias de un estimador es definido como el valor verdadero del parametro,
menos el valor esperado de la estimativa, es decir:

bias = B=«a - E[a]

donde: a es el pardmetro a estimar y & es la estimativa de o

Un estimador es dicho no bisiado si su bias es igual a cero, esto es, si la
funciéon densidad de probabilidad del estimador es simétrica y que su centro de
simetria es el valor verdadero del parametro a estimar.

Varianza: La varianza del estimador mide el ancho de la densidad de
probabilidad del estimador y es definida como:

var[&] = E[{& - B(@)}?]

Una varianza pequefia del estimador sugiere que la densidad de probabilidad
del estimador est4 concentrada en torno de su valor medio, lo que si el estimador es
no bisiado, sera el valor verdadero del parametro a estimar.

Un estimador es dicho ser consistente si cuando el numero de muestras
utilizadas en la estimativa tiende al infinito, el bias y la varianza tienden a cero.

Dos estimadores de la fac de un PEESADT seran consideradas:

N-m+l 1

Rx(m) = ﬁ E x(n).x(n+m) =

n=0

m’;x(n).x(n -m)

(1.65)
Es posible mostrar que este estimador es un estimador no bisiado y que su
varianza es proporcional a 1/N. Dado que el bias y la varianza de este estimador
tienden a cero cuando N — o, luego es un estimador consistente.

N=k-1
1

Rx(k) = % EO x(n).x(n+k)= Ngx(n).x(n —k)

(1.66)
Es posible mostrar que este estimador es un estimador bisiado mas
asintdticamente no bisiado y que su varianza es proporcional a 1/N. Luego, el
estimador es un estimador consistente.
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Puede observarse que, en los dos estimadores, cuando m o k tiende a N, el
numero de muestras disponibles para hacer las estimativas disminuyen dando una
estimativa no confiable. Es posible utilizar el siguiente critério insertado por
YULE-WALKER: El nimero de atrasos que pueden estimarse con buen grado de
confiabilidad es del orden del 10% de los datos disponibles para la estimativa, N [.

Varios investigadores utilizan el valor cuadratico medio de la estimativa para
cuantificar un estimador:

E[&%] = var(&) + (bias)®

Basados en este critério, es posible mostrar que para muchas aplicaciones el
estimador bisiado Rx(k) posee un error cuadratico medio menor que el del
estimador no bisiado Rx(m).
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Sefales son representaciones de experimentos que, en muchos casos, no son
facilmente observables. El procesamiento de las mismas tiene a ver con la
representacion, transformacion y manipulacion de sefales y de la informacion
contenida en ellas. Las técnicas y aplicaciones del procesamiento de sefiales han
jugado un papel importante en diferentes campos, siendo é€stas tan antiguas como
Newton y Gauss (XVII,XVIII) y tan modernas como los circuitos integrados de muy
alta escala de integracion (VLSI).

El procesamiento de sefiales en general posee una rica historia y su importancia
es evidente por el amplio espectro de su aplicacién en dreas como: radar, biomédica,
sonar, sismica, voz, video, datos, comunicacién de datos-voz-video, robotica,
instrumentacion y muchas otras.

Antes de 1960, el procesamiento de sefiales era exclusivo de la tecnologia
analdgica continua en el tiempo. La rdpida evolucién de los computadores digitales,
asi como de la tecnologia de alta integracion, hizo que exista un desplazamiento a la
tecnologia digital.

De esta forma, el término Procesamiento Digital de Sefales debe ser entendido
como la manipulaciéon de secuencias discretas en el tiempo (si la sefial es analdgica
debe ser discretizada) representadas por nimeros de precision finita donde el
procesamiento es implementado utilizando un computador digital o hardware
dedicado.
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El procesamiento de sefiales no estd restringido a sistemas o sefales
unidimensionales. La mayoria de las técnicas de procesamiento unidimensional tienen
su contraparte en sistemas multidimensionales tal como el procesamiento de imagenes.

En este caso, areas como codificacion de video, imagenes médicas, analisis y
mejoramiento de fotografias aéreas, imigenes de Radares de Apertura Sintética (SAR)
y Otras, requieren técnicas de procesamiento de sefales bidimensionales y hasta
tridimensionales.

Los fundamentos del procesamiento de sefiales pueden ser aplicados a muchos
sectores avanzados y especializados. En analisis espectral digital por ejemplo, el uso
de la Transformada Discreta de Fourier (DFT) es de suma importancia para determinar
el denominado periodograma clasico y otros métodos como los de Daniel, Bartlett y
Welch.

En modelamiento, el procesamiento de sefiales juega un rol importante en la
codificacion y compresion de datos a partir de la técnica de codificacion por
prediccion lineal (LPC), conjuntamente con la teoria de procesos estocasticos [02,
04, 05, 09].

Un tépico avanzado de mucha importancia es el procesamiento adaptativo de
sefiales estocdsticas el cual encuentra sus fundamentos en: procesamiento de sefiales y
procesos estocdsticos. Senales como voz, video, datos, radar, sismica y otras son
aleatorias por naturaleza, esto es, que pueden ser modeladas como siendo una
realizacién de un Proceso Estocdstico No Estaciondrio. Es evidente entonces que las
técnicas de procesamiento de sefiales sean adaptativas, las que serdn objeto de un
futuro texto.

Finalmente, el procesamiento de sefales se ha visto beneficiado por el acople
existente entre la teoria y aplicaciones y principalmente por las tecnologias para su
implementacion a partir de los denominados Procesadores Digitales de Sefiales (DSP).

Estos DSP's tienen la caracteristica de ser proyectados para realizar un gran
volumen de célculo en el menor tiempo posible, dando la posibilidad de implementar
algoritmos complejos (radar por ejemplo) de procesamiento de sefiales en tiempo real,
area en la cual hay mucho camino por recorrer, lo que serd posible con la continua
auto-actualizacion y especializacion.
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Asi como los sistemas y sefales continuos en el tiempo disponen de
herramientas matemadticas como la Transformada de Fourier (FT) y Transformada de
Laplace para su representacion, su contraparte para los sistemas y sefiales discretas en
el tiempo lo son la Transformada , Transformada de Fourier Discreta en el Tiempo
(DTFT) y la Transformada Discreta de Fourier (DFT) [13, 15, 16].

La interelaciones existentes entre estas diversas formas de representacién son
ilustradas en el siguiente gréifico:

polos y ceros

LAPLACE e
U
ho | H(s) .
LAPLACE -1
yaN FT-1 =
- PLANO S
A/D D/A H(j<)
AN
S7 S7
D
h(n) k H(z)
A 1
TFT-1 polos y ceros
PLANO Z
DTFT
S7

Wnﬂ%ﬂﬂb

Figura 2.1 Relaciones entre diversas transfomadas
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El esquema basico de un sistema de Procesamiento Digital de Sefales
originariamente analdgicas es ilustrado a continuacion:

cuantizador  codificador

x(t) Filtro _/T] I_l"_ f{ﬁi rocesador:>
Anti-aliasing SH IJ N | Digital
, y(t)
Procesador L1 Filtro de
Digital (((( } % ’ ) Interpolaci(')n_|>
18t Pasa-Bajos

D/A

Figura 2.2 Sistema de Procesamiento Digital

El filtro pasa-bajos analdgico tiene la funcion de limitar el espectro de la sefial
de entrada para mitigar el efecto de "aliasing". Otra funcidon que desempena este filtro
es la de eliminar el posible ruido existente fuera de la banda de interés, topico que serd
analizado en detalle.

El Sample/Hold (S/H) tiene la funcion de realizar el proceso de discretizacion
en el tiempo de la senal analdgica de entrada y de mantener estable la muestra durante
el proceso de conversion andlogo-digital.

El Conversor Analogo-Digital (A/D) esta constituido por: 1) Cuantizador (Q) el
que realiza el proceso de discretizacion en amplitudes de la sefial y 2) Codificador, el
que realiza el proceso de asociacion de nimeros (binarios u otros).

El Procesador Digital que puede ser un computador, microcomputador o
hardware dedicado, en el que se implementa el procesamiento deseado.

El Conversor Digital-Anal6go (D/A) que convierte la sefial digital entregada por
el procesador, en una sefial continua en el tiempo mds discreta en amplitudes.

Por ultimo, el Filtro de Interpolacién que, en muchos casos, es un filtro pasa-
bajos que tiende a suavizar la senal entregada por el D/A.
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. Robustez de los Sistemas Digitales:

Reproductividad .- La reproduccion de un Circuito Integrado (IC) es mucho més
confiable que la reproduccion de elementos como Resistores (R), Condensadores
(C) y otros, los que, en muchos casos, tienen tolerancias grandes.

Almacenamiento y Transmision.- La degradacion de la sefial al ser almacenada o
transmitida en forma digital es mucho menor que en el caso analdgico.

Regenerabilidad de seiiales.- La regeneracion de una sefial digital se limita al
reconocimiento de dos niveles de tension (en el caso binario).

Flexibilidad:

Procesadores Programables ylo Adaptables.- Si se desea modificar alguna
caracteristica del sistema que va a proyectarse, serd necesario apenas variar el
contenido de la memoria.

Controlados por Software.- Las caracteristicas de ciertos IC's (AD7111), tales
como ganancia del amplificador, numeros de bits de cuantizacion y otros
parametros, pueden ser controlados por software.

Implementacion de Procesamiento por Software.- Esto es que los algoritmos de
procesamiento pueden ser optimizados numéricamente.

* Posibilidad de Implementacion en Tiempo no Real:
Un intervalo de interés de la salida del A/D puede ser almacenado en memoria

para su posterior analisis y procesamiento (Osciloscopio con Almacenamiento
Digital).
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* (Capacidad de Operacion con Nimeros:

Algoritmos Complejos.- La capacidad de operacion del procesador nos permite la
implementacion de algoritmos complejos.

Resultados Deseados.- La repetibilidad de los calculos numéricos hace con el
sistema sea exacto y su precision dependerd del nimero de bits de cuantizacion
y del tipo de aritmética que debe utilizarse.

* Simulacién/Emulacion:
CAD/CAE .- Se abre la posibilidad del Disefio Asistido por Computador.

Dentro de los puntos que deben ser observados de los sistemas de
procesamiento digital de sefiales, podemos mencionar los siguientes:

Son exactos, més no precisos, mas dependiendo de la aplicacién se puede llegar
a resultados deseados.

El mantenimiento y el diagndstico son relativamente complicados.

La velocidad de procesamiento: el proceso de suma es mucho mas lento que en
una analdgica.

1) Senales continuas en el tiempo/espacio y en amplitudes:

Una sefal es llamada analdgica, si alguno de sus pardmetros (amplitud por
ejemplo) varia analogamente a algin pardmetro del fendmeno de interés. Por
ejemplo: El voltaje de salida de un micréfono varia andlogamente a la sefal actstica
producida por una persona. El brillo en una fotografia es un ejemplo de una sefial
analégica bidimensional. = Evidentemente, estas sefiales son continuas en el
tiempo/espacio y en amplitudes.

2) Senales discretas en el tiempo/espacio y continuas en amplitud:

La salida de un muestreador ideal es una sefial de este tipo. Soélo dispone
valores a ciertos instantes de tiempo. Varios cuadros de una sefial de video son un
ejemplo de una sefial discreta en el tiempo y continua en amplitudes, bidimensional.
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Y . s

W
discreta NN ) t
discreta

continua

Figura 2.3 Muestreo en el tiempo de sefiales de voz y video
3.)  Seiiales continuas en el tiempo/espacio y discretas en amplitud:

Las sefiales que son procesadas digitalmente mds sin el proceso de
discretizacion en el tiempo. Un ejemplo es la salida del conversor D/A.

4.)  Senal discreta en el tiempo/espacio y en amplitud, con estas codificadas
numéricamente. Estas son las denominadas sefales digitales.

Un sistema discreto es un algoritmo, mapeamiento, operacion o
transformacion que actia sobre una secuencia de muestras de entrada, x(n), para
generar una secuencia de muestras de salida, y(n).

(n) y(n)

— 1]

\

Figura 2.4 Sistema discreto en el tiempo
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Propiedades:
Linealidad
Si: yl(n) = T[x1(n)] y2(n) = T[x2(n)]
El sistema es lineal si:
T[al.x1(n) + a2.x2(n)] = al. T[x1(n)] + a2.T[x2(n)]
Para caracterizar un sistema discreto, disponemos de la denominada respuesta a

la muestra unitaria d(n-k). Entonces, dado un sistema, T[.], notaremos como hyi(n) a la
respuesta del sistema a una entrada 0(n-k).

0 (n-k) T[] h(n)

Esto es:
h, (n) = T[3(n - k)] 2.1)

Para una entrada x(n) obtenemos una salida y(n) y dado que x(n) puede ser
expresada como:

x(n) = Zw x(K).8(n - k)

k=-0o

entonces, y(n) puede expresarse como:

y(n)=T

i x(k).0(n - k)]

y(n)= ¥ x(k).T[6(n-k)]

k=—
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Sustituyendo (2.1) en la ultima expresion, tenemos:

+00

y(m) = Y x(k).h, (n) (2.2)

k=—00

Invariante con el Desplazamiento del Tiempo/Espacio
Si - y(n) =T[x(n)]
Luego, el sistema es invariante con el desplazamiento si:

T[x(n-n0)] == y(n-n0)

Sumatoria de Convolucion

Si el sistema es lineal e invariante con el desplazamiento del tiempo/espacio
(LTIT), luego:

h(n) = T[(n)] h(n-k) = T[(n-k)]

Sustituyendo lo anterior en la expresion (2.2), tenemos:

+0

y(n) = Ex(k).h(n—k) (2.3)

k=-00

La expresién anterior es denominada SUMATORIA DE CONVOLUCION
Causalidad
Un sistema causal es aquél cuya respuesta a cada instante, nO, depende apenas

de las entradas para n < n0. En el caso particular de sistemas LTI, el sistema es causal
si y solamente si:
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h(n)=0 para n<O0

Estabilidad

Un sistema es estable, si para cualquier entrada limitada en amplitud, la salida
también es limitada en amplitud. En el caso particular de sistemas LTI una condicion
necesaria y suficiente para que el sistema sea estable es que:

k=4
S= Yhk)| < o
20

Vamos a considerar un sistema LTI caracterizado por una respuesta a la muestra
unitéria, h(n), y una entrada, x(n), exponencial de valor complejo dada por :

x(n) = k.exp(J.w.n)
La salida, y(n), puede ser determinada a partir de (2.3) ya que el sistema es LTI:

y(n) = iwk.exp[jw(n - k)].h(k)

Arreglados los términos de la expresion anterior, tenemos:

y(n) =k.exp(jw.n). =E h(k).exp(-jwk)
N A

Senal de entrada k=—00

Respuesta en frecuencia del sistema

La expresion:

H(e!) = ixh(k).exp(—jwk) 2.4)
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es un nimero complejo que puede ser expresado como:
H(e™)= ‘H(ej“’ )‘.exp [arg {H(ej‘” )}]

Es decir, que la magnitud y fase de la exponencial compleja de entrada son
modificadas por la magnitud y fase, respectivamente, de H(eJ). Por tanto, la expresion
(2.4) es denominada Respuesta en Frecuencia de un sistema LTI.

Es posible mostrar que H(eJ®) es una funcién continua de w y periédica en o
con periodo igual a 2m. Observando la expresién (2.4) vemos que si H(el®) es una
funcidn continua de w y periddica, es posible representarla como una serie de Fourier,
donde los h(k) son los coeficientes de la serie y dados por:

h(k) = LTH(ej‘”).exp(jwk).da) (2.5)
2wy

El par de ecuaciones (2.4) y (2.5) es el par denominado: Discrete Time Fourier
Transform (DTFT) y es vélida para cualquier secuencia h(n), siempre que:

K=+00

Y (k)| < o0

Es facil mostrar que si en el dominio del tiempo la salida de un sistema LTI es
dado por:

y(n) = x(n)*h(n)

donde, el simbolo * denota sumatoria de convolucidén, en el dominio de la frecuencia
tenemos:

Y (eJ®) = H(e]®) X (e]®)
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Consideremos una sefial analdgica xa(t) que estd siendo muestreada con un
periodo de muestreo igual a T. La sefial resultante la notaremos xa(nT) = x(n). La
representacion de Fourier, Xa(j), de xa(t) es dada por el par de transformadas:

xa(t) = Lj‘ch(jQ).exp(th).dQ (2.6.2)
2w
Xa(j)= [ xal).exp(-jQu).d (2.6.b)
donde: Q = 2xf es la frecuencia angular analdgica.

De (2.6.2), tenemos que:
x(n) = xa(nT) = LTXa(jQ).CXp(anT).dQ 2.7)
2w,

A partir de la DTFT de x(n), expresion (2.5), tenemos:

x(n)=$if:X(e-f“’).exp(jwn).dw (2.8)

El objetivo es relacionar las ecuaciones (2.7) y (2.8). Para esto, es conveniente
expresar (2.7) de la siguiente manera:

)

1 Q@r+)a/T . .
X(n) = xa(nT) = D [ 27" Xa(jQ).exp(jQnT).dQ

r=—00

Cada término en la sumatoria puede reducirse a un integral sobre el intervalo -
7t/T a +7t/T, mediante un cambio de variables para obtener:
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1 ~ p+ar 27xr
x(n)=xa(nT)=— Xa| jQ+ j— |.exp(jQnT).exp(j2mrn).dQ
(m=xaT)=——3% [ (] J T) p(jQnT).exp(j27rn)

r=—00

Intercambiando el orden de la integral y la sumatoria y observando que
exp(j2rn)=1 para cualquier valor entero de r y n, obtenemos:

+m/T

1
x(n)=xa(nT)= Zf

-x/T

’=E+°°Xa(j9+j%)}.exp{j(QT)n}.dQ (2.9)

r=—00

Comparando las ecuaciones (2.8) y (2.9), se concluye que:
Q=w/T (2.10)
X(ej®) = X(eIQT) - %im(jmj%) 2.11)

Se observa que w es adimensional y denominada frecuencia angular digital. La
expresion (2.11) nos dice que el espectro de la sefial muestreada, xa(nT)=x(n), es una
version repetida del espectro de la sefial continua en torno de multiplos de la
frecuencia de muestreo. Este efecto es ilustrado en el siguiente diagrama:

xa(t)A 2 Xa(jQ)
1
\Dt /\
D
xa(nT)n o X(e? QT)
/T
i
2n/T 4n/T  6m/T 0
x(n L X@e'?)
| | /T
T
T
w

Figura 2.5 Relacion entre el espectro de una senal continua y la discreta en el tiempo
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Es posible mostrar a partir de las expresiones anteriores que la sefal continua en
el tiempo, xa(t), puede ser recuperada a partir de sus muestras (obtenidas con la
minima frecuencia de muestreo = Nyquist) mediante la denominada formula de
Whittaker:

" Sen

7t - kT)]

(2.12)
JT
- ?(t -kT)

La expresion (2.12) nos dice que para recuperar xa(t) sin distorsion alguna, es
necesario disponer de un filtro cuya respuesta impulsiva sea una Sinc(.).

En la préctica, los conversores D/A utilizan un filtro con una respuesta
impulsiva u(t)-u(t-T), donde u(.) es la funcion paso unitaria.

Dada una secuencia x(n) cualquiera, su transformada Z es definida como:

[

X(z) = Ex(n).z‘n (2.13)

n=-—o

donde: z=r.ej®

Con esto:

©

X(2)=X(re®) =Y [x(n).r™ |- exp(- jon)

n=-o0

Esto es, la transformada Z, Tr[Z], de x(n) corresponde a la DTFT del producto
de x(n) por una secuencia exponencial de valor real. La existencia de la DTFT de una
secuencia cualquiera estaba restringida a que la energia de la secuencia debia ser finita.

En el caso de la Tr[Z], mismo que la secuencia no tenga DTFT, ésta puede
existir dependiendo de la secuencia exponencial r™1.
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Dada una secuencia x(n) y su transformada Z, X(z), con z de valor complejo.
Su region de convergencia (RC) puede expresarse en forma general como:

0<Rx-=<|z| =Rx+ =
a.-) Secuencias de duracion finita
Una secuencia de duracidn finita esta definida dentro de un intervalo [nl, n2].

Sinl <0=|X(z)| = © cuando |z| — % = RC no incluye Izl = o
Sin2>0=|X(z)| = % cuando |z| — 0= RC no incluye Izl =0

b.-) Secuencias a la Derecha

Una secuencia a derecha es tal que x(n) =0 paran <nl. En este caso:

o

X(z) = E x(n).z™"

n=nl

Si nl = 0, la RC no incluye el origen mas si el infinito, esto es, la RC es el
exterior de un circulo de radio Rx-

Sinl <0, la RC no incluye el origen y el infinito, esto es, la RC es el exterior de
un circulo de radio Rx- que no incluya al infinito.

c.-) Secuencias a la Izquierda

Una secuencia a la izquierda es tal que: x(n) =0 para n > n2. En este caso:

X(z) = nsz(n).z'"
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Sin2 =< 0, la RC no incluye al infinito, esto es, la RC es el interior de un circulo
de radio Rx+

Sin2 >0, la RC no incluye el origen y al infinito, esto es, la RC es el interior de
un circulo de radio Rx+ que no incluya al origen.

d.-) Secuencia Bilateral
En este caso:

X(z)= E x(n).z"

X(2)= Ex(n).z'" + ix(n).z'”

Converge para lzl <Rx+  Converge para |zl > Rx-

Por tanto, la RC es una region anular de radio externo Rx+ y radio interno Rx-.
Si Rx+ < Rx- luego la Tr[Z] no existe.

PROPIEDADES:
Linealidad
Dadas 2 secuencias x(n) y(n) con Tr[Z] X(z) y Y(z), respectivamente:
Z[a.x(n) + b.y(n)] = a.X[z] + b.Y[Z]
Desplazamiento Temporal:

Z[x(n-n0)] = z-10 X(z)

Ahora, veamos porque la Tr[Z] es utilizada para el andlisis de sistemas y sefales
discretas en el tiempo. Es posible representar las relaciones de entrada-salida de un
sistema LTI a través de la denominada Ecuacion de Diferencias con Coeficientes
Constantes de la siguiente forma:
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N

E ak.y(n-k) = ibk.x(n— k)

k=0

En el dominio de z tenemos

N M
E ak.z*.Y(z) = E bk.z*.X(z2)
k=0 k=0

M
Ebk.z'k

Y(2)=45—X(2)

E ak.z”*

k=0

Observe que si x(n) = 8(n) X(z) =1y por tanto:

Y(2)

>
X =H (@) =5—
2

Para Sistemas LTI: Y(z)=H(z).X(z) (2.14)

donde: H(z) es la respuesta del sistema a la muestra unitéria

Se observa que, como H(z) es una relacién de polinomios en z-1, podemos
expresarla como:

ﬁ(l—ck.z_')

H(z)= A%l
]_[(1 ~d,.z")

El numerador contribuye con ceros en z = ¢k y polos en z = 0, en tanto, que el
denominador contribuye con polos en z = di y ceros en z = 0, por lo tanto, a menos de
una constante A, H(z) es caracterizado por un diagrama de polos y ceros. En el
siguiente grafico se ilustra la posicion de polos para varios tipos de filtros.

/T\



2 Im(z)

"cluster" de polos
Pasa-Banda

"cluster" de polps Y _=\ 'cluster" de polos
2 Pasa-Bajos

Real(z)

XI Circulo Unitario

Figura 2.6 Ubicacion de polos y su relacion con el tipo del filtro

Por ultimo, en la ecuacion a diferencias de un sistemas LTI, podemos hacer a0 =
1 sin pérdida de geralizacion, obteniendo:

ak.y(n-k)

1

Y(n) =Y bk.x(n-k)-

N
k=
Con esto H(z) puede expresarse como:

M
Ebk.z‘k

H(z)=—t=0_ (2.15)
1+ Eak.z'k

Si {ak} =0, la funcion del sistema tiene (M+1) ceros y (M+1) polos en el origen
por lo que el sistema es estable ya que la RC es todo el plano z excepto el origen y por
lo tanto el circulo unitario estd en la RC. Estos sistemas o filtros son llamados de
Respuesta Impulsiva Finita (FIR).

Si por lo menos uno de los ak = 0, la estructura se torna recursiva y su
estabilidad est4 determinada por la ubicacion de los polos. Son llamados de Respuesta
Impulsiva Infinita (IIR).
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La Transformada Discreta de Fourier (DFT) es una herramienta para anélisis y
representacion de sistemas y sefales discretas en el tiempo de duracion finita.

Como sabemos, una secuencia periddica posee energia infinita, esto es, su
DTFT no existe. La Serie Discreta de Fourier (DFS) es una herramienta para
representar secuencias discretas en el tiempo periddicas. Sea x(n) una secuencia
periddica con periodo N, esto es:

X(n)=Xx(n+kN) para todo k entero

Siendo x(n) periddica, es posible representarla mediante una serie de Fourier,
dada por:

F(n)= Y X(k).exp(j2mkn/ N) (2.16)

siendo una combinacion lineal de exponenciales complejas armdnicamente
relacionadas. Comparando con el caso continuo, sea la sefial continua x (t), expresada
como una serie de Fourier, esto es:

(1) = i X(k).exp(jk.c,.t) (2.17)

k=—00

donde: o = 2n/To es la frecuencia fundamental de x(t) y To es la periodicidad
de x(t).

Haciendo t = nT, donde T es el periodo de muestreo tal que: To = NT, la

expresion (2.17) es la (2.16). Observe que en (2.16), los limites de la sumatoria no
fueron definidos, para ello definamos:

WN = exp(-j2nt/N) (2.18)
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La expresion (2.18) significa que hemos dividido al circulo unitario
uniformemente en N espacios. Asi:

WN-1K = exp(j2kn/N)

es una secuencia de valor complejo de periodo N en n y k. Por lo tanto, en la
expresion (2.16) hay apenas N exponenciales complejas diferentes. Con esto los
limites de la sumatoria de (2.16) seran:

%(m) = 3 X(k).exp(j27kn | N) (2.19)

k=0

Para obtener X (k), multiplicamos ambos miembros de (2.19) por exp(-j2kr/N) y
luego realizamos el sumatoério desde n=0 hasta n=N-1, obteniéndose:

X(k) =%20)~c(n).exp(— i2skn | N) (2.20)

El par (2.19) y (2.20) es conocido como Serie Discreta de Fourier (DFS), mas
por convencion es utilizado el par:

(k) = S 2(n).exp(= j2kn | N) 221)

n=l

N-1

X (k).exp(j2mkn I N) (2.22)

- 1
x(n) Y k

La razén por la que se adopta la convencion (2.21) y (2.22) es analizada a
seguir.
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Sea x(n) una secuencia de longitud finita obtenida a partir de una secuencia
periddica x(n) de periodo N de la siguiente manera:

x(n) = ¥(n) 0=n=<N-1
x(n) =0 otros n

Con esto:
N-1

X(z)= Y x(n).2”"
n=0

Se observa que si X(z) es evaluada en N puntos uniformemente espaciados
sobre el circulo unitario tenemos:

Para: zy = exp(j2nk/N)

se llega a:

= x(n).exp(-j2kn | N) = X (k) (2.23)

n=0

X(2)

=7

Comparando (2.23) con (2.21), concluimos que la evaluacion de la Tr[Z] de un
periodo de la secuencia x(n), en N puntos uniformemente espaciados sobre el circulo
unitério, genera los coeficientes X (k) de la DFS de la secuencia % (n).
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Linealidad:

Fl(n) <25 XI1(k)
X2(n) <25 X2(k)

ambas con el mismo periodo

SiX3(n) =aX1(n) + b.X2(n) , entonces:

X3(k)=a.X1(k)+b.X2(k)
Desplazamiento

i(n) <25 X(k)

X(n+m) <25 exp(j2akm/N).X(K)
X(k+m) <25 exp(-j27km/N).X(n)

Convolucion

Si X1(n) <25 X1(k)
X2(n) <25 X2(k)

ambas con periodo N

X3(n) = 7 <25 X3(k)=X1(k).X2(k)

Es posible llegar a mostrar que:

3(n) = E %1(n).52(n - m)
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Ejemplo:
#1(n) = x2(n) como se ilustra en el grafico:
PAN
x1(m) |
3/4
12
e L 5
403 1 2 3 0
x2(-m)
: 3/4 x3(0)=26/16
12
L] :
A 1 2 3 n
x2(1-m)
1
3 x3(1)=28/16
3/4
EEENE NN
0 1 2 3 D
n
Figura 2.7 Ilustracion de la convolucion
Resultando:
2 x3(n)
28/16
26/16
26/16
‘ 20116
o 1 2 3 %
n
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Comparando con el resultado de la convolucion lineal de las secuencias:

x1(n) =X1(n) enelintervalo 0 =n=<N-1

x2(n) = X2(n) en el intervalo 0 =n =< N-1

y O para otros n

4 x3(n) = x1(n) * x2(n)
25/16
24/16
20/16
16/16
10/16
4/16
| I 1/16
1
0 1 2 3 4 5 6 D

T T “

Intervalo de 0 -- (N-1)

Observando los graficos de x3(n) y x3(n) en el intervalo [0,N-1] concluimos que no
son el mismo resultado. Mas si se inserta (N-1) ceros al final de cada periodo en las
dos secuencias x1(n) y x2(n), el resultado de la convolucién circular es igual al
resultado de la convolucion lineal de x1(n) y x2(n) en el intervalo [0,2(N-1)], como
ilustra el siguiente gréfico.
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Es evidente que el resultado de la convolucion circular de las secuencias
anteriores en el intervalo [0,2(N-1)] es igual a la convolucién lineal de x1(n) con
x2(n). Al aumentar ceros en las secuencias, la TR[Z] de x1(n) y x2(n) no varia, méas el
nimero de puntos de evaluacion de la Tr[Z] ha aumentado de N a 2N-1.

a.-) Definicion:

Considere una secuencia finita x(n): 0 = n < N-1. A partir de x(n) finita
creamos una secuencia periddica x(n) con periodo N, de la siguiente forma:

©

E(n)= Y x(n+k.N)=x(n),

k=—o0
Se observa que:
x(n) = x(n).RN(n)

donde: RN(n)=1 O=n=N-1
RN(n)=0 otrosn

Recordando que para x(n) existe un par DFS, periddicas con periodo N.
Reescribiendo (2.21) y (2.22):

N-1

X (k)= Efc(n).exp(— j2mkn/ N)

- N-1
X(n) = %E X(k).exp(j2mkn | N)
k=0

Entonces, se define la DFT de x(n) como:

X(k) = X(k).R, (k)
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x(n)=Xx(n).R,(n)

Por lo tanto:

N-1
X(k)= Y x(n).exp(-j2xkn/N) 0 < k = N-I
n=0

X(k)=0 otros k

(2.24)

N-1

x(n)= ¥ X (k).exp(j2mkn/ N) 0 <n =< N-1
n=0

x(n)=0 otros n

(2.25)

Se observa la alta similaridad con la DFS. De hecho la DFT es definida como
siendo igual a la DFS en una ventana rectangular de longitud N, razon por la cual en
algunos libros especializados no llevan en cuenta la DFS.

Nota: A pesar que la DFT es aplicada a secuencias no periddicas, en el caculo de la
misma se asume implicitamente que la secuencia se torna periddica.
b.-) Propiedades

Apenas por un aspecto formal, las propiedades de la DFT seran enumeradas,
mas como ya fue indicado, éstas serdn similares a las de la DFS, dentro de una ventana
rectangular de duracion N.
i.)  Linealidad:

Sean: x1(n) de longitud N1 x2(n) de longitud N2

Si: x3(n) = ax1(n) + bx2(n) luego X3(k)=a.XI(k)+ b.X2(k)

Apenas una observacién: En la DFS se supuso que las secuencias eran de igual
longitud. En este caso, para determinar X1(k) y X2(k), se debe obtener la Tr[Z] de

x1(n) y x2(n) y muestrearlas en un nimero N3 = max(N1,N2) de muestras, o, en su
defecto, incrementamos ceros en la secuencia de menor longitud.
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ii.) Desplazamiento Circular:
x1(n) = x[(n+m)]N.RN(n)
X1(k) = exp(j2mkm/N).X(k)
Analogamente:

X1(k) = X[(k+)IN.RN(k)
x1(n) = exp(-j2rlm/N).x(n)

iti.) Convolucion Circular:

Dadas:

x1(n) X1(k) de longitud N
x2(n) X2(k) de longitud N
x3(n)=? X1(k).X2(k)=X3(k)

Consideremos la propiedad del desplazamiento circular. Supongamos que x3(n)
puede expresarse como:

[N-1

x3(n) = Exl [(m)], x2[(n-m)] | Ry (n)

(2.26)
x3(n) = E F1(m).¥2(n—-m)

L m=0

Ry (n)

Observando en la ecuacion anterior, la expresion en corchetes representa la
convolucién circular de dos secuencias periddicas. Aplicando la propiedad de la
convolucién circular de la DFS tenemos que:
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X1(k).X2(k)<—2L5 E 71(m).X2(n-m)

Multiplicando a ambos lados de la ecuacion por una ventana de duracién N:

N-1

E %1(m).X2(n-m)

m=0

[ X1(k).X2(k)|- Ry (k) <22 R, (n)

Mas  X1(k).R (k)= X1(k) y X2(k).R (k) = X2(k)
Con esto, obtenemos:

X1(k).X2(k) <> R, (n) (2.27)

E_ x1(m).x2(n—m)

Comparando (2.26) y (2.27), concluimos que:

X3(k) = X1(k).X2(k)

Asi, esta propiedad puede ser resumida de la siguiente manera:

Si x3(n) =x1(n) ® x2(n) donde ® denota convolucion circular, luego:

x3(n) = DFT-1[X1(k).X2(k)]

iv.) Convolucion Lineal:

Es evidente que el andlisis que se realizd para obtener la convolucién lineal a
partir de la convolucion circular en la DFS sirve para la DFT. Lo que haremos aqui es
generalizar el resultado obtenido para cuando las secuencias sean de longitud
diferente.
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Si x1(n) es una secuencia de longitud N1 y x2(n) es otra de longitud N2, el
resultado de la convolucién de x1(n) con x2(n) es una secuencia x3(n) de longitud

N3=N1+N2-1.
La obtencién de la convolucién lineal, a partir de convolucién circular, es

ilustrada en el diagrama siguiente:

x1(n) X1(k) de N3 puntos

X3(k)=X1(k).X2(k) — x1(n) * x2(n)
>< N3 puntos

X2(k) de N3 puntos

N3=NI1+N2-1

N2 puntos [N3=N1+N2-1

Figura 2.8 Implementacion de la convolucion usando la DFT

Los coeficientes de la DFT, X(k), son muestras de la Tr[Z] de x(n), tomadas a
intervalos [exp(j27/N)] uniformemente espaciados en el circulo unitario. La DFT es
una combinacién lineal de exponenciales complejas muestreadas y arménicamente
relacionadas donde los {X(k)} son los coeficientes usados en la representacion.

Recordando las propiedades de ortogonalidad y ortonormalidad de las
exponenciales complejas, entonces, la DFT es una representacion en un espacio
ortonormal donde las exponenciales complejas muestreadas son las bases del espacio.

A partir de la expresion de X(k), es posible expresarse como:

X(k) = E x(n).exp(j2wk(m—n)/ N).exp(-j2wkm/ N)

n=0

X(k)=exp(-j2mkm/ N).E_x(n).exp[jZﬂk(m -n)/ N]

apenas un desfase n=0

e
sumatdria de convolucién: x(m)xhy (m)
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donde: h, (n) = exp(j2skn/ N), es decir que la DFT puede esquematizarse como:

Figura 2.9 Interpretacion de la DFT como un banco de filtros
Técnica Zero-Padding

En muchos casos, en la préctica, se dispone apenas de una secuencia x(n) de
corta duracion de un fenomeno de interés. La técnica zero-padding intenta evitar
posibles ambigiiedades en la determinacion del espectro de la secuencia.

Si nosotros incrementamos con N2 ceros la secuencia x(n) de N1 puntos y
extraemos la DFT (N1+N2 puntos) de la secuencia aumentada, es equivalente a extraer
la Tr[Z] de la secuencia original y muestrearla a intervalos uniformes en NI1+N2
puntos.

El hecho de incrementar ceros a la secuencia original no implica en un aumento
de la resolucién del estimador del espectro, ya que si la Tr[Z] se mantiene, por lo
tanto X(eJ®) que es la Tr[Z] evaluada en el circulo unitario, también se mantiene. Este
efecto serd ilustrado de mejor manera con los ejemplos.

La Fast Fourier Transform (FFT), es un algoritmo para computar la DFT de una
secuencia. El par DFT (2.24) y (2.25) son reproducidas por comodidad:
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N-1
X(k)= Y x(n).exp(-j2xkn/N) 0 = k = N-1

n=0

Xk)=0 otros k

N-1
x(n)= Y X(k).exp(j2rkn/ N) 0 <n = N-1

n=0
x(n)=0 otros n

Para su cdlculo, son necesarias N multiplicaciones complejas y (N-1) sumas
complejas por cada coeficiente X(k). Ya que son N coeficientes de la DFT o DFT-1,
el numero de operaciones para realizar una DFT de N puntos es:

N2 multiplicaciones complejas (2.28.a)
N(N-1) sumas complejas (2.28.b)

Basicamente, la FFT aprovecha las propiedades de periodicidad y simetria del
operador:

W2 = exp(-j2mnk / N) (2.29)
Asi, es posible mostrar que:
W2 es periddica en n 'y k con periodo igual a N

(2.30)

WTEInerN)(kHN) - WN“k con n,k,l,m enteros

WEN-m (W;k)* 2.31)

Algoritmo de Decimacion en el Tiempo: FFT de raiz 2

Vamos a suponer que el nimero N de muestras de la secuencia que se analiza es
una potencia de 2, esto es, N=2M. Dada una secuencia {x(n); n=0,...,N-1}, separamos
en dos secuencias:
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xe(n) formada por las muestras de x(n) de indice par
xo(n) formada por las muestras de x(n) de indice impar
De esta forma:

xe(n) = x(2n) O=sn=N/2-1

xo(n) =x(2n+l1) O=n=N/2-1

Por lo tanto, X(k) puede expresarse como:

X(k)= E_x(n).WA’,’k

n=0

N-1 N-1
X (k)= 2 x(n) Wk + E x(n).W  parak=0,...N-1

n=par n=impar

N

X(k):zz xe(n).WAf"k +

|=

-1

xo(n).WA(f”"')k

MI\)

3
Il
(=]

La ultima ecuacion puede ser escrita como:

ﬁ_1 E—l
2 2
X(k)y="Y, xe(n). Wi, + WS Y xo(n) Wy,
n=0 n=0
DFT de N/2 puntos DFT de N/2 puntos
Xk) =  Xe(k) + W:Xok)  k=0,..N-1 (2.32)

Aprovechando que Xe(k) y Xo(k) son periddicas con periodo igual a N/2,
entonces (2.32) puede expresarse:

X(k) = Xe(k)+ Wy .Xo(k) 0 <k =<N2-1(2.33)
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X(k)=Xe(k - N/2) + W™ Xo(k—- N /2)
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ﬁsksN—l
2

En la ultima expresion, aprovechamos la periodicidad de WN, esto es:

Wy ? =-Wy , con lo que obtenemos:

X(k)=Xe(k—N/2)-Wy.Xo(k-N/2)

N2 < k = N-1 (2.34)

Las expresiones (2.33) y (2.34) son ilustradas en el siguiente grafico para N=8.

xe(0) =x(0) —\ X0 \ / X(0)
DFT | xe
xe(1)=x(2) . - \\ / / X(1)
xe(2) = x(4) PR XQ)
«(3)=x(6) PUNTOS| x) \W / X0)
x0(0) =x(1) X()
xo(1) =x(3) X(5)
x0(2) = x(5) X(6)
x0(3) =x(7) X(7)

Figura 2.10 Implementacion parcial de la FFT

Aplicando el mismo raciocinio a las secuencias xe(n) y xo(n), esto es, coger las
muestras de indice par e impar de cada una, las DFT's de N/2 puntos pueden ser
implementadas a través de 2 DFT's de N/4 puntos, llegando a mostrar que Xe(k) y
Xo(k) pueden expresarse como:
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Xe(k) = A(k)+Wy*.B(k)

y

Xo(k)=C(k)+W:*.D(k)

Este procedimiento sigue hasta llegar a la DFT de dos puntos.

0<k=<N/4-1
Xe(k)=A(k-N/4)-W* B(k—N/4) N/4<k=N/2-1

O<k=sN/4-1
Xo(k)=C(k-N/4)-W*.B(k-N/4) N/d<k=N/2-1

gréfico es ilustrada la FFT completa con N=8.

x(0)
x(4)
x(2)
x(6)
x(1)
x(5)
x(3)
x(7)

e —

En el siguiente

X(0)

X(1)

X(2)

X(3)
X(4)

X(5)

X(6)

0
v X1 NN/
1 0
we XX \Y/
0 2 -
we XIwi N\
-1 -1 WO
] |
v X NP
8 ]
e XX v /AN
] ]
0 2 3 -
WR >< WR A WR / \
-1 -1 1
ETAPA #3 ETAPA #2 ETAPA # 1
N/2 productos | N/2 productos | N/2 productos
N sumas N sumas N sumas

Figura 2.11 Implementacion total de la FFT
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Observaciones:
* Las entradas son reordenadas en tanto que las salidas estan ordenadas

* La mariposa marcada con negro intenso es denominada computaciéon "IN
PLACE".

* El factor que multiplica una de las entradas de la mariposa de raiz-2 es llamado
FACTOR DE ROTACION o "Twiddle Factor". Para cada etapa de la FFT son
necesdrios N/2 factores de rotacion. El numeros de etapas de la FFT es logoN. El
numero de multiplicaciones y sumas complejas por etapa es de (N/2) y N,
respectivamente. Esto implica que el nimero total de multiplicaciones y sumas
complejas es:

(N/2).logoN multiplicaciones complejas
N.logoN  sumas complejas

Hacemos a continuacion una comparacién del costo computacional,
considerando apenas las multiplicaciones complejas, de la DFT y la FFT:

N DFT FFT

(N2) (N/2).logo(N)
16 256 32 8:1
64 4096 192 21:1
256 65536 1024 64:1

A continuacion veremos como es que los datos de entrada son reordenados.
Para esto, refirdmonos a la ilustracion siguiente:
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A X(CBA)

B par
par 0 x(000) = x(0)
C 0 ]
par impar x(100) = x(4)
0 par
1 0 x(010) =x(2)
impar 1
x(n) e X(110)=x(6)
X(ABC) Pgr x(001) = x(1)
par
A bit MSB 0
C bit LSB 1 1 x(101) = x(5)
impar
impar nar
0 x(011) =x(3)
1
impar
1
impar x(111) =x(7)

Se dice entonces, que la secuencia ha sido reordenada en orden "bit reversa". Es
posible mostrar que si es utilizada la DECIMACION EN LA FRECUENCIA, la
secuencia de entrada posee el orden natural mas, la FFT resultante estd reordenada en
orden bit reversa. Para el calculo de la FFT inversa es evidente que el algoritmo es el
mismo.

En la primera parte del texto, se vio que la Densidad Espectral de Potencia
(PSD) de un proceso estocdstico estacionario, Sx(f), es dada por la transformada de
Fourier de la funcién de autocorrelacion, Rx(t), del mismo.

Para el caso de un proceso estocdstico estacionario en el sentido amplio discreto
en el tiempo, su PSD serd la DTFT de su funcidon de autocorrelacion Rx(n). Siendo
Rx(n) una version muestreada de la fac Rx(t), entonces, la PSD del PEESADT,
Sx(ej(ﬂ), serd una version repetida de la PSD, Sx(f), en torno de la frecuencia de
muestreo. Esto es:
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Sx(e™) = i Rx(n).exp(— jown) (2.35)

n=-o0

Por tanto, toda la teoria de la DTFT, DFS, DFT (FFT), que fue desarrollada para
seflales y sistemas deterministicos tienen su contraparte en procesos estocdsticos a
través del andlisis de la funcion de autocorrelacion del proceso.

Como conocemos, un PEESADT estd formado por un '"ensamble" de
realizaciones. Una sola realizacion estd formada por un conjunto de variables
aleatorias. Por tanto, si intentamos representarla en el dominio de Fourier a esta
realizacién, lo que se va a obtener es un conjunto de variables aleatorias que no
representan la PSD del proceso.

Normalmente no se dispone de toda la informacién de Rx(n) sino apenas de una
ventana de corta duracioén [n=-M,...,M], con esto, (2.35) se expresa como:

Sx(e™) = E Rx(n).exp(-jwn) (2.36)

n=—M

El espectro resultante es la convoluciéon de la PSD verdadera Sx(eJ®), y la
DTFT de una secuencia {w(n)=1, n=-M,.... M}.

Ahora, en la practica solo se dispone de un pequefio bloque de una realizacién
del proceso, digamos: {x(n), n=0,....N-1}. Por lo tanto, debemos estimar Rx(n)
utlizando cualquiera de los estimadores estudiados en la primera parte de este
seminario. Si utilizaramos el estimador bisiado, Rx(n), la estimativa del espectro
resultante es conocido con el nombre de PERIODOGRAMA, PN(m).

N-1

Py(@)= Y Rx(n).exp(-jon) (2.37)

m=—(N-1)

Substituyendo el valor de Rx(n) en la expresién anterior y llevando en
N-1
consideracion que X(e™)= Ex(n).exp(— jon), (2.37) se reduce a:
n=0

P, ()= %‘X(e’”)r (2.38)

/_R



(2.38) es también conocida como PERIODOGRAMA DE SCHUSTER (1890-1900)
[11]. Es posible mostrar que este estimador de la PSD del PEESADT, X(nT),
incrementa su varianza a medida que el numero N de datos disponibles aumenta. Esto
quiere decir que el Periodograma Clasico, PC, no es un estimador consistente.

La popularidad del PC nace del ahorro computacional que representa la
determinacién de X(el) a partir del algoritmo de la FFT.
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