RESISTENCIA DE MATERIALES
TEORIA Y CALCULOS PRACTICOS

Julio Cesar Pino Tarrago
Roberto Félix Beltran Reyna
Héctor Cochise Teran Herrera




RESISTENCIA DE MATERIALES.

RESISTENCIA DE MATERIALES

Teoria y calculos practicos

JULIO CESAR PINO TARRAGO
ROBERTO FELIX BELTRAN REYNA
HECTOR COCHISE TERAN HERRERA




UNIVERSIDAD DE LAS FUERZAS ARMADAS - ESPE

Resistencia de materiales
Dr.C. Julio Cesar Pino Tarragé; M.Sc. Roberto Félix Beltran Reyna
M.Sc. Héctor Cochise Teran Herrera

Primera edicion electrénica. Junio de 2015
ISBN: 978-9978-301-66-1
Revision cientifica: Dr. Arlys Michel Lastre; Dr. Alexis Cordoves Garcia

Universidad de las Fuerzas Armadas - ESPE
Grab. Roque Moreira Cedefio
Rector

Publicacion autorizada por:
Comision Editorial de la Universidad de las Fuerzas Armadas - ESPE

Ediciéon y produccion
David Andrade Aguirre

Diseno
Pablo Zavala A.

Derechos reservados. Se prohibe la reproduccién de esta obra por cualquier
medio impreso, reprografico o electrénico.

El contenido, uso de fotografias, gréficos, cuadros, tablas y referencias es de
exclusiva responsabilidad del autor.

Los derechos de esta edicion electrénica son de la Universidad de las Fuerzas
Armadas - ESPE, para consulta de profesores y estudiantes de la universidad
e investigadores en: htpp//www.repositorio.espe.edu.ec.

Universidad de las Fuerzas Armadas - ESPE
Av. General Rumifiahui s/n, Sangolqui, Ecuador.
htpp//www.espe.edu.ec




RESISTENCIA DE MATERIALES.

DEDICATORIA

Los autores dedican la presente obra a:

* A DIOS por ser nuestra fuente de inspiracién y fortaleza cada dia.

* Nuestros familiares por estar siempre presente apoyandonos en todo
momento, por el amor que nos han dado, su dedicacién y comprensién en
todo instante.

* Nuestros amigos por su apoyo incondicional en todo momento durante
el desarrollo de nuestras vidas profesionales y personales.

* Las instituciones que han posibilitado la redaccién y publicacién de esta
obra: Universidad de las fuerzas Armadas ESPE y la honorable Universidad
de Holguin donde nos formamos crecimos profesionalmente.

* Todas las personas que brindaron una idea, un consejo y estuvieron
pendiente de nuestro trabajo.

A todos muchas gracias de todo corazon.




UNIVERSIDAD DE LAS FUERZAS ARMADAS - ESPE

AGRADECIMIENTO

Los autores quieren agradecer a:

* A DIOS por brindarnos cada dia vida, salud, alegria y fortaleza para
alcanzar nuestros objetivos.

* Nuestros familiares, amigos, conocidos y todas esas personas que
aportaron su grano de arena en los momentos mas dificiles.

* Al personal de la Universidad de Holguin por enriquecer nuestra
formacion profesional.

* La Universidad de las Fuerzas Armadas ESPE por abrir las puertas a
nuestros conocimientos y servicios.

* Al Teniente Coronel de Estado Mayor Freddy Jativa Coronel, por
brindarnos su amistad incondicional y estar siempre pendiente de nuestros
problemas y necesidades.




RESISTENCIA DE MATERIALES.

PROLOGO

Los autores, en esta obra muestra su dedicacién y esfuerzo, por plasmar
su sapiencia de aproximadamente 20 afios de experiencia docente, la misma
que la ha desarrollado en la Universidad de Holguin en Cuba y actualmente
en la Universidad de las Fuerzas Armadas ESPE, con la labor en conjunto de
grandes docentes que forman parte del grupo de trabajo, se pudo dar realce
a esta obra, colaborando para que sea una realidad.

El presente libro, tiene como objetivo principal exponer la teoria y la
resolucion de problemas practicos. Se expone de manera amplia la teoria,
desde los esfuerzos de tensién y compresion, torsiéon abordando métodos
de determinacién de tensiones y deformaciones, para luego adentrarse
en cinco teorias fundamentales de resistencias y llegar a los anélisis de
elementos sometidos a torsion especialmente de las juntas remachas y
soldadas, se apasionan en la parte de flexiéon en barras por altimo analizan
las resistencias combinadas de ciertos elementos. Se complementa esta
obra con la presentacion de ejercicios resueltos y problemas propuestos de
Mecanica de Materiales, se trata de una obra practica con una diversidad
de problemas, estructurados de manera clara, que permiten al estudiante
analizar, comprender y desarrollar este tipo de ejercicios de forma sencilla,
aplicando los conceptos basicos adquiridos en la materia.

La obra cubre los temas principales de Resistencia de Materiales, tanto
en teoria como en la resolucion de ejercicios, haciendo énfasis en soluciones
de problemas, aplicaciones y disefio de elementos estructurales.

Esimportantequelosestudiantesaprovechenestelibro,yaqueproporciona
solidas explicaciones delos principios de Resistencia de Materiales, utilizando
enfoques tanto de andlisis como de disefio, fundamental para adquirir las
competencias y destrezas necesarias que el medio nos obliga en el dia a dia.
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RESISTENCIA DE MATERIALES.

1.1- Objeto de la resistencia de Materiales.

Los cuerpos solidos en general poseen resistencia y rigidez, es decir, hasta ciertos
limites son capaces de resistir esfuerzos sin romperse y sin sufrir grandes
deformaciones.

La Resistencia de materiales es la ciencia estudia la resistencia y de la rigidez de los
cuerpos que pueden formar los elementos de las estructuras, es una rama de la
mecanica conocida como Mecanica de los Sélidos deformables y abarca también otras
asignaturas como la teoria de la elasticidad, que al estudiar los mismos problemas que
la Resistencia de Materiales, pero los enfoca de una manera diferente lo que exige una
formulacion matematica mucho mas compleja, mientras que la Resistencia de
Materiales tiene como fin la elaboracion de métodos practicos de calculo de los
elementos mas comunes de las estructuras, por lo que es necesario introducir varias

hipétesis con el objetivo de simplificar los analisis:

1) Forma de los elementos. Existen infinidad de formas de los elementos pero

siempre podemos simplificar atendiendo a sus dimensiones de la siguiente forma:

a) Barra: Elemento que dos de sus dimensiones son mucho menor que la tercera.

Pudiendo ser de secciones constantes o variables, rectas o curvas.

Figura 1. Barra

b) Béveda: Una dimension es pequefia al compararla con las otras. Consideramos
que esta limitado por dos superficies curvas mientras que un caso particular son

las placas.
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2)

b)

c)

d)

Figura 2. Boveda

c) Bloque: Sus dimensiones son de magnitudes comparables, es decir son del
mismo orden.

Caracteristicas de los materiales, y de su interaccion con las piezas.

Homogéneos: Tienen las mismas caracteristicas en todos los puntos en una

misma direccion. Podemos citar materiales que se alejan un poco de esta

suposicidn tales como: la madera, el hormigon, plasticos con relleno, etc. Pero los

experimentos demuestran que aceptando esta suposicién los resultados obtenidos

son satisfactorios, por lo que podemos aplicarlo, para todos los materiales.

Isétropodos: Tienen idénticas caracteristicas en todos los puntos cualquiera que
sea la direccion. Cuando el cuerpo no es isotropo se hace necesario recurrir a los
meétodos de la teoria de la elasticidad.

Esta propiedad se puede utilizar con cierta aproximacion en la madera, el hormigdén
armado y los plasticos pero al analizar la resistencia de los cristales de cobre se

diferencian en mas de tres veces.

Continuos: consideramos que ocupan todo el volumen que a ellos se le atribuye
(sin tener en cuenta la discontinuidad del material). Podemos hacer esta
consideracion al comparar las dimensiones de la pieza con la distancia

intermolecular y por tanto despreciar esta ultima.

Las fuerzas interiores originales que preceden a la carga son nulas. Realmente
las fuerzas moleculares existen y se acentuan en casos como el acero debido entre
otras razones al proceso de enfriamiento, en la madera se debe en gran medida al

secado no uniforme mientras que en el fraguado del hormigdn aparecen tensiones
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residuales, es conveniente sefialar que durante la soldadura aparecen altos valores

de la tension térmica pero se pueden determinar de forma experimental.

e) Las deformaciones son muchisimo menor que las dimensiones de los

elementos.

f) Principio de superposicion de las cargas: El orden en que se apliquen los
esfuerzos a un sistema es independiente del efecto que esto origina en el propio
sistema, la sumatoria de las mismas son aplicadas en forma sucesiva y en cualquier

orden.

g) Principio de Saint_Venant. El caracter de la distribucion de las fuerzas internas
en una seccion transversal, situado suficientemente lejos de los lugares de
aplicacién de la carga, depende muy poco del modo de aplicacion de estas cargas.
Basandonos en este enunciado podemos calcular las reacciones en los apoyos

cuando estamos en presencia de cargas distribuidas.

1.2Sistema Real y Esquema de analisis.

Es importante en esta ciencia poder determinar cuales son los factores que realmente
influyen en el comportamiento de los cuerpos y cuales su influencia es poca por lo que
bajo determinadas condiciones podemos prescindir de estos ultimos, esto nos permite
esquematizar las estructuras para poder hacer un analisis de forma mas sencilla,
aunque es importante sefialar que la fiabilidad de los calculos depende en gran medida

del correcto analisis de su esquema.

Para simplificar el analisis de generalmente podemos no tener en cuenta de factores
de escasa influencia como la resistencia aerodinamica si el cuerpo esta en movimiento,
la presion barométrica a diferentes alturas, la variacion de temperatura en el medio

ambiente y otros factores semejantes.

Entonces al cuerpo real, asi simplificado, o podemos llamar esquema de analisis,

podemos sefalar que para un mismo cuerpo O sistema pueden hacerse varios

1"
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esquemas de analisis, esto dependera de la exactitud requerida de acuerdo a lo que le
interese al especialista

1.3 Clasificacion de las Fuerzas Internas y las tensiones.

Del estudios anteriores se conoce que las cargas externas pueden clasificarse

concentradas o distribuidas, estaticas o dinamicas.

Considerando a las fuerzas internas como las resultantes de las fuerzas distribuidas
en la seccion transversal del elemento, que aparecen en el cuerpo por la accion de las
cargas externas.

My

éyM

=M
P1 a Pa b Ly /Q Z tor
AN 7 ; E N 73

Figura 3.Clasificacion de las fuerzas internas

Ejemplo.

°N: Fuerza normal (a lo largo del eje 2)
Qx; Qy: Fuerzas cortantes.
Mx; My: Momentos flectores

Mt : Momento torsor.
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Tensiones

Figura 4. Clasificacion de tensiones

Sabemos, que las fuerzas internas son la resultante de las fuerzas distribuidas en el
interior de un elemento ¢ De qué forma podremos determinar la intensidad de las

fuerzas interiores en un punto dado del cuerpo?

Tension media pm=R/A

Tension real p=IlimR/A

Si llamamos tension, la fuerza interior que corresponde a la unidad de superficie de

dicho punto de una seccion.

MKS (Kgf / cm?)
Sl (N/m? = m Kg seg? /m?)
IN/m? = 1Pa

1Mpa =1x10° Pa

Figura 5. Clasificacion de tensiones

— e 13 \
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La tension completa (p) se puede sustituir por dos componentes:

1. La normal al plano de la seccién. La llamaremos tensién normal y se denota por
(o).Surge cuando las tensiones del elemento tienden a separase o a acercarse.

2. La que coincide con el plano de la seccién. Esta componente la denotaremos por
(t) y la llamaremos tension tangencial. Teniendo en cuenta los ejes de coordenadas
podemos dividirla en dos componentes. Las tensiones tangenciales de forma

general estan ligadas al deslizamiento de las particulas del material.

1.2. Tracciéon — Compresién axial.

En Mecanica Teodrica cuando se hace el estudio de las armaduras, se veia como las
barras que conforman una armadura estan sometidas a esfuerzos de traccién —
compresion; estudiabamos el método de los Nudos y el Método de las Secciones para
calcular los esfuerzos a que estaban sometidas las barras producto a la accién de las
cargas externas. Pero ;Qué dimensiones deberian tener esas barras (su seccion
transversal), para que resistan los esfuerzos externos a que se somete la armadura? ;

¢, Qué deformaciones sufriran?

La traccion o compresion axial es la solicitacion en la que las fuerzas exteriores actuan
a lo largo del eje longitudinal de la barra. En este caso las fuerzas interiores que surgen
en la seccion transversal del elemento estaran dirigidas de forma perpendicular a la
seccion transversal de la barra, o sea, son fuerzas normales. Para determinar estas se

recurre al método de las secciones.

Las tensiones que surgen en las secciones transversales del elemento son tensiones
normales que se determinan como la relacion entre la fuerza normal y el area de la

seccion transversal de la barra.

La condicidn de resistencia a tracciéon o compresion es:

14
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Los desplazamientos que tienen lugar son longitudinales, o sea, la variacion de la
longitud de la barra. Se determinan mediante la expresion:

o N,

Al=Y "~ 2
> 5 )

La condicion de rigidez es: A/, < [Al]

Ambas condiciones, la de resistencia y rigidez permiten resolver tres problemas tipicos
de la resistencia de materiales:

1. Comprobacion de la resistencia de la barra.

2. Calculo de la carga admisible.

3. Dimensionamiento de la seccioén transversal.

1.2.1 Calculo de tensiones, desplazamiento y deformaciones en barras sometidas
aT-C.

Ejemplo:
Determinar el valor de las fuerzas interiores de la barra.

s S s

NCKNY 20 o (MP) ALLD m)
o 2A
S {30k 10 G :
® " =
==
Hokn
10

Tramo | (a-a)

Tramo Il
N Ne
FJL? 20
TlUKN TIOKN

ze =0 ze

=0

’15\
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N, +10kN =0 N, -30+10=0
N, =-10kN (C) N, =20kN (T)

Debemos recordar el concepto de tramo como aquella porcion del elemento
enmarcado desde el punto de aplicacion de una fuerza hasta el punto de aplicacion de

otra fuerza.
El grafico se construye por la parte (+) a la derecha del eje (a-a).

(Se hara una comparacidén de su correcta construccion) las fuerzas internas por si
solas no nos dan una idea exacta de la resistencia de un elemento, un elemento con
menor area de la seccidn transversal que otro, pero sometido al mismo valor de fuerza

externa resistira menos.

La magnitud que nos mide la resistencia de un elemento es la tensidn, o sea, los

esfuerzos a que esta sometida cada seccion infinitesimal del elemento.

1.2.2 Calculo de las tensiones

Si trazamos sobre la superficie de una barra prismatica una red de lineas rectas, unas
paralelas y otras perpendiculares al eje de la barra, y si sometemos la barra a una
fuerza de traccion, observaremos que después de la deformacion, las de la red
permanecen ortogonalmente entre si en toda la superficie, excepto una pequefa zona,
proxima al punto de aplicacion de la fuerza, de la cual se prescinde mientras que las

distancias entre las rectas varian.

b

i {P

Al
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Todas las rectas horizontales, la recta cd por ejemplo, se desplaza hacia abajo,
permaneciendo sin embargo recto y horizontal. Es de suponer que en el interior de la
barra tiene lugar el mismo fendmeno, es decir, que las secciones de las barras que eran
planas y perpendiculares a su eje antes de la deformacion, permanecen planas y
normales a este después de ocurrir la deformacién. Hipotesis de las Secciones Planas

o Hipotesis de Bernoulli.
Los ensayos confirman las formulas en que se basan estas hipotesis.

Esto nos permite suponer que en las secciones transversales de la barra actuan

solamente tensiones normales, distribuidas uniformemente.
EFx=O; . A+P=0; c=P/A

En el caso general, cuando sobre la parte separada actuan varias fuerzas.

o=N/A Estas formulas son validas para el caso de compresion axial.

1.2.3 Calculo de las deformaciones y los desplazamientos.

Los ensayos demuestran que al estirar una barra su longitud aumenta, mientras que

las dimensiones transversales disminuyen, en la compresion el fendmeno se invierte.
Hasta el limite de proporcionalidad se establece para muchos materiales que:
€=0o/E e=Al/I (3)

Ley de Hooke (deformacién lineal unitaria)

| = Desplazamiento de la barra.

E =Mddulo de elasticidad o de Young

I/1=N/A.E | =N.I/ A.E 4)

Para obtener el desplazamiento a lo largo de toda la barra:

17
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l
[ =fN'dZ donde | es la longitud del tramo (5)
 E.A

Cuando se trata de barras escalonadas

[ = 211‘ = 2 Nili/Ei.Ai (6)
Experimentalmente se establece que entre la deformacién lineal unitaria (€) y
transversal (€”) existe la correlacion siguiente:

€=-ue

u—s> coeficiente de deformacion transversal (coef. de Poisson)

al
P rT-- P —
——] - kbl |1 1| w1
_____ | |
L Q.
L +AL

Figura 7. Representacion del efecto del coeficiente de poisson

a =a-ay b'=b- by
E=ala=b’/b € =-u.e=-uol E
_ll
u= (7)
]

Calculemos las tensiones y los desplazamientos para el ejemplo anterior.

En el tramo | al existir un cambio en la seccidn transversal existen dos valores de

tensiones
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o, = NI/A = M = —-1x10 N/m* = -10MPa (C)
10x10m

N/A—loxloN _5MPa (C)
10x10m

En el tramo |l existira un solo valor de las tensiones.

o, =N, /24 = 22N _jompa (T)
20x10m?

Ver el figura 7.

Calculo de los desplazamientos (Comenzamos por el empotramiento)

0<Z =<10cm
10cm
N,.Z
[, =—2=L paraZ;=10cm [i= 20x10Ax19cm - =5x10cm
24E |, 2x10cmx2x10N / cm
0=<Z, <10cm
NZ 10cm
[, =1+
2AE 0=5x10cm

para Z; = 10cm

[, =5x10 - 10210x10 2,5x10cm
2x10x2x10
0=<Z, <30cm
30cm
N, Z
I, =1, + s
E A 0=2,5X10cm

para Zz= 30cm

— e 19 \
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[, =2,5x10 - 10x10x30 =-12,5x10cm
2x10x10
1.2.4 Condicion de resistencia.
Luego de determinadas las tensiones que actuan a lo largo de la barra, es posible
evaluar la resistencia de la misma, para ello se comparan las tensiones admisibles,
con las tensiones reales en la seccién peligrosa.

Si el material es ductil( plastico, cobre, aluminio, acero de bajo contenido de carbono)

0, =Nld<|o] (8)
Si el material es fragil (hierro fundido, hormigdn, acero instrumental alto en carbono,

plasticos con fibras de vidrio)

Omax(T) =N/A=< |_O'([)J
Umax(C) =-N/A=< |_O'(C)J

[0]= o,,/n 0,, =0, - para materiales ductiles.

m

0,, =0, -para materiales fragiles

n — coeficiente de seguridad. ¢ Por qué es necesario introducirlo?

Este coeficiente estd normado por las normas de disefio de las construcciones. Se
introduce para conseguir un funcionamiento fiable y seguro de las estructuras y sus
partes, a pesar de las posibles desviaciones desfavorables de las condiciones reales
de trabajo, en comparacion con las que se consideran en el calculo.

El valor normativo del coeficiente de seguridad (n), segun las normas, se elige

teniendo en cuenta la experiencia adquirida en el mantenimiento de las estructuras y

maquinas.

N =nNn4.N2.N3....N10 (9)




RESISTENCIA DE MATERIALES.

n4--- considera el posible error al calcular las cargas y tensiones (1,2;...;1,5) para el
célculo de las cargas que se requiera gran exactitud. (2-3) en caso de no requerirse
una gran exactitud.

ny--- tiene en cuenta la heterogeneidad del material, es necesario para contrarrestar
los posibles efectos del maquinado de la pieza.

n3--- se considera el grado de responsabilidad de la pieza.

Los valores de las tensiones admisibles aparecen en los anexos segun varias
normas:

A partir de la condicién de resistencia podemos resolver tres tipos de problemas:

1. Célculo de comprobacién de la resistencia.

2. Dimensionamiento de la pieza.

3. Calculo de los esfuerzos admisibles.

Suponiendo que la barra del ejemplo estuviese construida de acero CT-2 para la cual

[0] = 140 MPa podriamos comprobar la resistencia de la misma:
Omax = 03=10Pa<[o]l_y Resiste
Condicién de Rigidez.

Consiste en evaluar la deformacion y desplazamientos del elemento por la estructura
general de manera que estas no sobrepasen los valores pre establecidos por el

disefiador en dependencia de la estructura y el trabajo de la misma.

@ Nidi
=Y TR 1] (10)

A partir de esta condicién se podran resolver también los tres problemas anteriores.

Si fuéramos a evaluar la rigidez de la barra del ejemplo, y al disehador le interesara que
el extremo inferior de la barra no se desplazara [I] = 5 mm en el sentido traccional

entonces:

| =-12,5x10 cm = -1,25x10° mm < [1] (ademas es desplazado negativamente)

—> Esrigido
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Veamos un ejemplo de aplicacidén de los problemas a resolver a partir de la condicién

de resistencia.
Ejemplo:

Determinar el numero de perfil [ que se debe utilizar en la estructura para que soporten

una carga de P = 810 KN. Las barras son de acero CT- 3.

Objeto Real. Esquema de Analisis.

[l /L L L /L L L S L

Diagrama de Fuerzas

Nag Ngc

Figura 8. Ecuaciones de Equilibrio.

zFx =0

- Nab *sen45°+ Nbc*sen60°=0 (1)
sz =0

Nab ¢ cos 45° + Nbc cos 60°-P =0 (2)

De la ecuacioén (1) tenemos que:

/ 22 D
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send>” _ b 970 _ Nap 0 0.81
sen 60° 0.86

Nbc = Nab =

Sustituyendo en (2)
Nab » 0.70 + 0.81 * Nab »« 0.50 = P

ab = 810K;\7 = 733KN

Sustituyendo en (1)

Nbc = Nab « 0.81 = 593.73 KN

Determinacion del numero de perfil canal de dos barras.
En este caso existen dos variantes:

a) Se elige un solo numero de perfil para todas las barras. En este caso parra la barra
mas cargada, se gana en unificacion pero se pierde en economia.

b) Se elige el numero de perfil (dos dimensiones) de cada barra en dependencia de
las fuerzas internas que en ellas actuan. Desde el punto de vista de unificacion y

tipificacion no es ventajoso, pero si desde el punto de vista econdémico.

Elegimos este segundo aspecto

Para la barra AB:

- Nab/ <[o] [0 = 160MPd]
A= Na%a}
4= D210 450 10 m? = 45,8 om?

~160°10
por lo tanto el perfil AB, sera un perfil [ # 33 ( A = 46.5 cm?)

Para la barra BC:

— 23 \
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a=NbCA s[a]
Asz%
o]
42223010 om? = 37 om?

~ 16010

Por lo tanto la barra BC, sera un perfil [ # 30 ( A = 40.5 cm?)

1.2.5 Propiedades Mecanicas de los Materiales.

Uno de los parametros de la condicidon de resistencia es [o] y de la condicion de rigidez

es E.

La [0] = giim/n, siendo oiim = o para los materiales fragiles.

1.2.6Sistemas Estaticamente Indeterminados.

Se denominan construcciones estaticamente indeterminadas (hiperestaticos) a aquellos
sistemas en los que no se pueden determinar los esfuerzos en todos los elementos,

aplicando solamente las ecuaciones de equilibrio.

Veamos algunos ejemplos de sistemas hiperestaticos.

[ L S S [ S LS / VAV A S A4

0
4—

) l,

Figura 9. Representacion de sistemas hiperestaticos

P v \
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Para solucionar este sistema es necesario plantear una ecuacion adicional, o tantas
ecuaciones adicionales como grado de hisperestaticidad tenga el sistema, por ejemplo
la ecuacion de la compatibilidad de las deformaciones.

Veamos un ejemplo de calculo.

Calcular el numero de perfil L (a las iguales) necesario para que las barras del sistema

resistan. La viga horizontal se considera absolutamente rigida.
Material de las barras de acero CT - 3

Objeto Datos P =10 KN

Lo~}

N° de incognitas
N1, N2, Rcy, Rex
N° de ecuaciones en el plano (3)

Grado de hisperestaticidad G = 1

— e 25 \
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1.3 Esquema de Analisis.

Figura 10. Esquema de deformacion del sistema Diagrama de Fuerzas).

Ecuacion de equilibrio.

EMC =0

Nox6a-Px5a+Nixsenax4a=0(1)

Se podria plantear la ecuacion EFy = (0 pero en ella entraria Rcy y zFx =0—

Tiende a Rcx. De momento solo nos interesa hallar N4 y N2 que son las barras
sometidas a traccion. Por lo tanto tenemos dos incognitas y una sola ecuacion.
Debemos buscar una ecuacion adicional, en sete caso, la ecuacion de compatibilidad
de las deformaciones.

A12/6a=BB’/4 a; sena.=A11 /BB =2 a /11

11= J(2a) ++/(4a)’ ~4.5a BB'=11x11/2a

Sustituyendo:

l%a = 11x4.5a/ 2ax4a

/_26\~
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12=3.375 11

Observando el esquema vemos que:
A12=N2x12/E.A=N; x2a/E.A
A11=Nix11/E.A=Nyx4.5a/EA

Sustituyendo (2) en (1)

76Ny x6a-5P.a+Nix4ax2al/45a=0

N4 =1.06 KN

Sustituyendo N4 en (2)

N, = 8.056 KN

Célculo de las dimensiones de las barras.

o1=Nq /A1 < [0]

Ai= Ny /[0] =1.06 x 10 /160 x 10 = 66.25 x10 m? = 66.25 x 10 cm?
=#L (2.5/1.6)[A=1.16 cm?]

Az N2 /[o] =8.05x 10/ 160 x 10 = 0.05 x 10 m? = 0.5 cm?

=#L (2.5/1.6)[A=1.16 cm?]

Ambas barras se encuentran sobredimensionadas, por lo que podemos asumir que esta

subutilizada, o sea, se puede aumentar el peso a cargar por la misma ¢ Cuanto?.

e 27 \
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PREGUNTAS DE COMPROBACION

1) ¢Diga cual es el objeto de estudio de la Resistencia de los Materiales?

2) ¢Por qué es importante saber construir el esquema de analisis a partir de un objeto
real?

3) ¢Cuando decimos que un elemento estd sometido a traccidbn compresion axial?
Ponga ejemplos.

4) .;Como se calculan las fuerzas internas en una barra sometida a traccién-
compresion?

5) .¢Coémo se calculan las tensiones?

6) ¢Cbémo las deformaciones?

7) ¢Qué problemas podemos resolver a partir de las condiciones de resistencia y
rigidez?

8) En qué caso estaremos en presencia de una comprobacion de la resistencia o la
rigidez de un elemento.

9) ¢Cuando en los problemas del disefio?

10)¢,Cuando en el caso de determinacién de [P]?

11) ¢ Por qué es importante conocer los problemas mecanicos de los materiales?

12)¢, Qué es un sistema hiperestatico?. ; Como resolverlo?
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2.1 INTRODUCCION

Hasta aqui los estudiantes solo conocen las tensiones que se producen en un
elemento al someterse a traccion-compresion, asi como las deformaciones producto
a estas solicitaciones. Por lo tanto a partir de estas se les presentara el estado
tensional de un punto, de una barra sometida a traccion-compresion (ver fig). Se le
explicara que ese sera el estado tensional del punto en cuestion. Ahora bien a ;Qué
estado tensional estaran sometidos los puntos en una esfera sometida a un cambio

de temperatura o una béveda sometida a la presion interna de un gas?

Figura 11. Punto de una barra sometida a traccion

2.2Estado Tensional. Diagrama circular del estado tensional. Tensiones
principales.

Se llama estado tensional de un cuerpo, al estado mecanico representado por el
conjunto infinito de tensiones provocadas por todas las fuerzas que actuan sobre él.
Estado tensional en un punto de un cuerpo es puesto el estado mecanico representado

por el conjunto de tensiones que actuan en el punto, en todos los planos que puedan

concebiblemente pasar por dicho punto.
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En el caso de traccion-compresion visto en la introduccion, en el plano perpendicular a
las fuerzas, actuaran tensiones normales, mientras que en el plano paralelo a la fuerza
las tensiones seran cero, al girar el plano (prisma) un angulo determinado, apareceran

otras tensiones como se vera mas adelante.
Pueden existir tres tipos de estados tensionales:

1.Lineal.
2.Bidimensional o Plano.

3. Tridimensional o Espacial.

Figura 12. Representacion de las tensiones en los diferentes planos

Cuando todas las tensiones en las caras del prisma (tensiones resultantes dadas por
la suma vectorial de oy 7) son desiguales de cero, el estado tensional es

tridimensional o espacial.

Cuando las tensiones resultantes en dos caras del prisma son iguales a cero y en las

restantes caras desiguales a cero, el estado tensional es bidimensional o plano.

Cuando las tensiones en cuatro caras opuestas dos a dos (del prisma considerado)
son nulas, siendo las tensiones en las dos caras opuestas restantes distintas de cero y

coincidentes con las tensiones ¢, el estado tensional sera lineal.

Para valorar correctamente el peligro que amenaza la resistencia de una pieza es

necesario conocer bien su estado tensional lo cual requiere en algunos casos que
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conozcamos ademas de las tensiones en las caras del prisma, las tensiones en un

plano inclinado arbitrario. Veamos esto.

Estado Tensional Lineal.

Figura 13. Prisma elemental

dN-dPcos ¢ =0

Y Pt=0

dT-dPsen¢=0

Después de sustituir segun figura.
o=o0xcos2¢ , T =0xseng cos¢
Sabiendo que:

c0522¢ sengcosg S€I;2¢

1
cos2¢p=—+

/ 2
Se obtiene:

ox Ox ox
op=—+—*co0s2¢p=—I\1+cos?2
b=+ ¢ 20( ¢)

/ 32 I
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r¢=02x*sen2¢ (12)

Ejemplos de estados tensionales lineal o uniaxial lo tenemos en una barra sometida a

traccion-compresion axial, y el caso de una barra sometida a flexién pura.
2.3 Estado Tensional Bidimensional o Plano.

Se habla de estado tensional Bidimensional (plano) cuando las tensiones en las dos
caras paralelas opuestas del prisma elemental son iguales a cero.

EMS=O

Dx*derdz*dyl2 xR dc*dz*dy |2 — ooy *dy *dz*di /2 — ooy *dy *dz * dx /2 =0

ox

;‘\]a
> ER
+

Figura 14. Estado Plano

Y haciendo las transformaciones correspondientes, obtenemos que las tensiones (o)

y () en el plano ( « )(inclinado un angulo ¢ respecto al plano €).

_oxtoy ox-oy

CcoS2¢ + 1zsen?2
5 5 ¢ ¢

op

— e 33 \



UNIVERSIDAD DE LAS FUERZAS ARMADAS - ESPE

%) = Oxgoysen2¢—zzcos2¢ (13)

2.4 Planos Principales y Tensiones Principales.

Para determinar los planos principales utilizaremos la expresién

tan2p = 2T (14)

Para obtener la posicion del area principal es necesario girar la superficie sobre la que

actua ox en sentido horario si en ella (7 ) es positiva de lo contrario en sentido anterior.

Los planos principales son aquellos donde actuan las tensiones principales, o sea,
aquellos planos donde solo existen tensiones normales o vy las tensiones tangenciales
7 =0.

Las tensiones principales se calculan por la siguiente expresion:

0\, =ox;oyi; (ox —oy) +47° (15)

Siendo ol igual a omaxy o2 igual ac min

2.4 Tensiones Tangenciales Maximas y Minimas. Areas de Cortante.

Los planos donde las tensiones cortantes tienen valores extremos (maximos y

minimos), se denominan areas de cortante, su posicion se determina por:

tangpl = Ealntsid (16)
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donde ¢ 1 representa el angulo de inclinacidn de la seccidn sobre la que actua la tensién

tangencial maxima con respecto a la seccion donde actua la tension normal ox :

omax - o min
2

Tmax = +

v max= =1 [(ov-op) +42° (17)

se puede demostrar facilmente que:

ol+o02= ox+ oy=const.

2.5 Ley de Invariabilidad de las Tensiones Normales.

2.5.1 Diagrama Circular del Estado Tensional.

Las tensiones (o) y (7)) en funcion del angulo ¢ se pueden determinar graficamente

con mucha facilidad por la circunferencia de Mohr.

|.) Dados los valores de ox, oy, y t se construye de la manera siguiente.

1) Se trazan a escala sobre el eje horizontal las tensiones normales ox yoy .

2) Se trazan a la misma escala sobre el eje de las ordenadas los valores de (7 ) sin

tener en cuenta el signo.

3) Uniendo los valores de (ox-7) [A] y (oy—r)[B] obtenemos el centro de la

circunferencia [C] los radios CB 6 CA formaran la circunferencia.
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Cada punto de la circunferencia corresponde a un plano del prisma elemental.

4) Uniendo los valores de ox y =y obtenemos el plano € al cual pertenecen estas

tensiones. 7 sera positiva si hace girar cualquier punto interior dentro del prisma
elemental en sentido horario, de lo contrario sera negativa.
5) El punto | y Il correspondiente a ol y 02 se encuentran en la intercepciéon de la

circunferencia y el eje de las abscisas. Recuerdese queol >02.

El angulo formado entre el plano € y el plano | en la circunferencia corresponde al

angulo 2¢.

6) Para determinar las tensiones en un plano « inclinado un angulo ¢ con respecto a
€, trazamos desde € en la circunferencia un angulo2¢, en el mismo sentido que se

traza el angulog en el prisma elemental.

Donde este plano corta a la circunferencia corresponde a los valores de o y 7 en el

mismo.

Il) Dados los valores de las tensiones principales ol y o02.

Interesa determinar las tensiones o y = en el plano .

1) Se llevan a escalas los valores de ol yo2.

2) Se determina el centro C de la circunferencia:

_01+02
2

C (18)

y es la circunferencia de radio C ol y Co2
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3) A partir del punto |, y en el mismo sentido del prisma se traza un angulo 2¢ en la

circunferencia, donde se intercepte la misma estara el plano ., que definira los

valores de (0) y (1:) en el mismo.

llustremos todo lo anteriormente planteado mediante un ejemplo:

Un tornillo de una junta, se encuentra sometido a las cargas externas representadas

en la figura. Determine:

a)El valor de las tensiones principales y la posicion de los planos principales.
b)Las tensiones normales y tangenciales para un plano inclinado un angulo de 30°
respecto al plano vertical.

El diametro del tornillo D=4 cm
P= 2 kN
Q=5kN

Sacamos un prisma elemental del tornillo y analizamos el estado tensional a que esta

sometido el mismo.

Las tensiones normales producto al esfuerzo de traccién se calculan segun ha sido

visto con anterioridad.

P 2*I0N*4
=" ="V

- = 1.59*10 N/m? = 1.59 MPa
A4 zlax10?)

Las tensiones tangenciales producto al esfuerzo de cortante como sera visto

posteriormente se calculan segun la expresion:
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* %
=@ _ orio¥4

- - 3.98 MP
A4 lax10?f °

De esta forma el punto A del tornillo estaria sometido a un estado tensional plano con

valores de tensiones ox= 1.6 Mpa y tensiones cortantes 7 =~ 4 Mpa.
Construyamos el circulo de Mohr.

Buscamos un factor escala:

4 MPa= 5cm
u = 4MPa_ 0.8 Mpa/cm
S5cm
T =5cm
— 1.6 MPa
ox= =2cm
u
oy=0
C=g =lcm
2




METODOS EXPERIMENTALES PARA
LA DETERMINACION DE LAS TENSIONES
Y LAS DEFORMACIONES
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3.1 Métodos experimentales para la determinacion de las tensiones y las

deformaciones.

Considerando que tenemos una pieza que haya sido disefiada y después de construida
queremos verificar la veracidad de los calculos de resistencia realizados en el proceso
de disefio surge la interrogante ¢ Como efectuar esta operacion?

Si Ud. tiene una pieza de configuracién compleja la cual estd sometida a un estado

tensional complejo y desea conocer este ¢ Qué método utilizaria para ello?

El desarrollo de la tensometria es de gran importancia debido a que permite conocer la

distribucion de tensiones en las estructuras. Es sabido que a la hora de realizar calculos

de resistencia es necesario asumir determinadas cuestiones referentes a las

caracteristicas del material, las cargas y otros aspectos, y conocer los valores reales de

tensiones, permite verificar los resultados obtenidos mediante esas formulas. Los

métodos analiticos, aunque utiles no brindan siempre toda la informacion necesaria

para la solucién de un problema ingenieril, de aqui la importancia de la aplicacién de los

métodos practicos a la Resistencia de Materiales.

Se hace necesario medir tensiones y deformaciones de forma experimental por las

siguientes causas:

“ Para determinar las propiedades mecanicas de los materiales.

s Para verificar la exactitud de los célculos realizados (verificacion experimental).

“ Para analizar la distribucibn de tensiones y deformaciones en piezas de
configuracion compleja, a las cuales no se adaptan los métodos de calculo

establecidos.
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. Para determinar las cargas cuando existen dificultades en su calculo analitico, por

ejemplo las cargas de impacto.

Las tensiones y deformaciones es preciso determinarlas para las distintas

solicitaciones.
Los ensayos existentes pueden calificarse en tres grandes grupos.

1. Ensayos estaticos. Cuando la velocidad de deformacion es baja.
Ensayos dinamicos, impactos, cargas ciclicas, vibraciones.

3. Ensayos especiales. Cuando se analiza la influencia de la temperatura, de la
velocidad de aplicacion de la carga, el efecto del tiempo, relajacion, reactividad, etc.

Los ensayos experimentales se realizan por los métodos siguientes: tensometria o
extensometria, rayos X, lacas o recubrimientos fragiles, analogias (membrana

hidrodinamica, eléctrica), polarizacion optica y fotoelasticidad.

En dependencia de si realizamos el ensayo mecanico a materiales o el ensayo a

estructuras se hace necesario hacer determinadas diferencias.

El ensayo mecanico a materiales se realiza con el fin de determinar las propiedades
mecanicas del material. Al mismo tiempo puede realizarse para evaluar la resistencia
ante estados tensionales complejos. El ensayo a materiales se realiza con probetas
cuyas dimensiones y formas pueden variar segun los aparatos de medicion disponibles
y segun las condiciones de los ensayos.

Cuando se refiere a los ensayos a una estructura, se tiene en cuanta la resistencia de
toda una maquina, de algunas de sus piezas o de modelos. Este ensayo se hace por
una parte con el propdsito de evaluar la exactitud de los calculos y por otra parte la
certeza de los procesos tecnoldgicos realizados.

Los aparatos que miden deformacion en las construcciones deben ser universales para
que puedan aplicarse a objetos de cualquier forma. Los métodos experimentales

modernos de estudio de las tensiones se reducen de una u otra forma a la
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determinacion directa de las deformaciones que surgen en el objeto que se ensaya. Las
tensiones se determinaran, de forma indirecta, a partir de la ley de Hooke. En el caso
de deformaciones plasticas, generalmente no se realiza la determinacion de las
tensiones durante los ensayos de las construcciones, determinandose solamente la
carga de ruptura o el valor de la carga para la cual se observan sintomas de aparicion

de deformaciones plasticas.

3.2Determinacion de las tensiones mediante extensémetros mecanicos.

El principio de trabajo de los extensdmetros mecanicos se basa en la medicidn de la
distancia entre dos puntos de la probeta antes y después de la deformacion. La

distancia inicial L entre esos dos puntos se denomina base del extensémetro.

La relacién entre el incremento de la longitud de la base AL y L, da el valor del
alargamiento medio en la direccién del extensdmetro. Si el estado de la deformacién es
uniforme, entonces el resultado de la medicion corresponde al valor de la deformacion,
como es el caso de una barra traccionada. Cuando la deformacién a lo largo de la base
varia, como ocurre en una barra flexionada, el valor medio de la deformacién estara tan

cerca del valor real cuanto menor sea la base del extensémetro.
3.3Extensémetros eléctricos (Galgas extensométricas).

El extensdmetro eléctrico consta de un alambre fijo sobre una pequefia lamina de papel

(Figura 1). El diametro del alambre esta entre los 0.015 y 0.030 mm.

Alambre

Y P;ael /
X ‘ ? Terminales de salida.
—

Figura 15. Galga extenso métrica.
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A los extremos de este alambre se sueldan los cables. La galga se pega sobre la pieza
que se ensaya de tal manera que la direccion de la base L coincida con la direccién en
la cual se desea medir la deformacion. Cuando el extensémetro esta bien pegado el
alambre se alarga junto con la superficie del objeto que se ensaya y el indicador de la
deformacion registra la variacion de la resistencia eléctrica. Los ensayos demuestran
que la variacion relativa de la resistencia del alambre es proporcional al alargamiento:
AR
? = ]/08 (19)
vo: es el coeficiente de sensibilidad tensional, que es una magnitud adimensional y esta

entre 2y 3.5 para los materiales usados en los alambres.
Por ejemplo:

Constantan: 2.0 — 2.1

Micron: 2.1. - 2.3

Hilo de invar: 3.2 — 3.5

Producto a las curvas del alambre la galga reacciona lo mismo a las deformaciones

longitudinales y transversales:
AR
= = ye, +0¢, (20)

siendo &y y ¢y las deformaciones unitarias en las direcciones de los ejes x e y (Fig. 1)
respectivamente y y y 0 los coeficientes de sensibilidad tensional longitudinal y
transversal de la galga que se determinan experimentalmente.

Cuando se investiga el estado tensional en elementos de construcciones complejas,
surge muy a menudo la necesidad de determinar la magnitud y la direccién de las
tensiones principales. Para ello se practica la instalacion simultanea de tres

extensdmetros en la zona que interesa y en direcciones que forman 45° (Fig. 2).
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Figura 16.(extensdmetros a 45°)
Sobre la base de los tres alargamientos medidos se pueden medir sin dificultad los
alargamientos principales y el angulo que fija la posicion de los ejes principales,

obteniéndose:

& - 2‘911 &

te2@ =
T ey, (21)
E, +€ 1

Evy = : D) “ 15\/(51 _‘("11)2 +(&, - 2¢ "“9111)2 (22)

En la técnica estdn muy difundidos los extensémetros eléctricos para medir
deformaciones. Para la medicidén de tensiones los extensémetros eléctricos se pegan
sobre el elemento elastico deformable (barra, arbol, viga) y por la variacién de la
resistencia del extensdmetro se juzga sobre la tensién actuante.

En el caso de ensayos estaticos el extensémetro eléctrico pegado en la superficie de la
pieza objeto de estudio se conecta a través de un puente de Wheastone (Fig. 17) y las
lecturas se realizan en el galvanémetro. Una de las resistencias del puente sera la
resistencia de la galga y las restantes se toman de manera tal que en ausencia de
deformaciones el puente este equilibrado y la intensidad de la corriente en el

galvanémetro sea cero. Para ello debe cumplirse la relacion:

AR (23)
R, R
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Al actuar las cargas y deformarse el extensémetro la corriente que circulara por el
galvandmetro es proporcional a la variacion de la resistencia en la galga y por lo tanto

de las deformaciones.

Rl R2

R4 R3

E
Figura 17. Conexion en puente de Wheastone.

El error fundamental de estos extensémetros es el correspondiente a los cambios de
temperatura. Otro error posible es el relacionado con las variaciones en el voltaje de la

fuente. Ambos pueden ser solucionados.

3.4 Método 6ptico de determinacion de las tensiones.

El método éptico de medicion de las tensiones consiste en la iluminacion con luz
polarizada de un modelo transparente de un material 6pticamente activo (generalmente
de tipos especiales de cristales organicos) solicitado con carga.

La imagen del modelo en la pantalla resulta cubierta por un sistema de franjas cuya
forma y posicion esta determinada por el estado tensional del modelo. Analizando este
cuadro existe la posibilidad de calcular las tensiones.

En la figura 4 se muestra el esquema de la instalacion para la iluminacion de un modelo

plano con luz monocromatica.
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Figura 18. Esquema de la instalacion para la iluminacion de un modelo plano con luz

monocromatica.

Las partes componentes del sistema son las siguientes.
S: fuente de luz.

1. Condensador.

Filtro.

Elemento polarizador.

Modelo.

Elemento polarizador.

Objetivo.

Pantalla.

N o o bk~ w b

El funcionamiento de la instalacion es el siguiente:

El modelo 4 se introduce entre los elementos polarizadores 3 y 5. El primero se llama
polarizador y el segundo analizador. Los ejes Opticos de los elementos 3 y 5 se situan a
90° de esta forma, antes de aplicar la carga, la luz que pasa por el polarizador, se
polariza en un plano y no pasa a través del analizador, por lo que la pantalla no se vera
iluminada. Al solicitar el modelo este se deforma y adquiere la propiedad de girar el
plano de polarizacion de la luz que lo atraviesa en funcion de la magnitud de las
tensiones. Entonces una parte de luz pasa a través del analizador, con el plano de
polarizacion girado, proyectando en la pantalla la imagen del modelo cubierto con un

sistema de franjas claras y oscuras, que son funcion de las tensiones actuantes en el

modelo.
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3.5Medicién de tensiones a través de los Rayos X.

El método de Roentgen de determinacion de las tensiones se basa en la medicion de la
distancia entre los atomos de la red cristalina del metal. Esta distancia puede variar a
través de dos causas, una es producto a un cambio de temperatura o producto a la
aplicacién de una carga. Cuando en el cuerpo no existen tensiones la distancia entre
los atomos es conocida. Comparando esta distancia con la medida después de las
deformaciones, calculamos el alargamiento unitario y después de introducir la

correccion térmica, se calculan las tensiones.

Este método permite determinar las tensiones en el modelo sin referencia al estado de
ausencia de tensiones. En el método comun de medicion de las tensiones es necesaria
la instalacion de los extensémetros en la pieza sin solicitar para después comparar
estas lecturas con las correspondientes al estado deformado. En este caso, las
tensiones iniciales (debidas a diferentes procesos tecnolégicos) no son captadas por los
extensometros. La medicién a través de los Rayos X da los valores absolutos de
tensiones teniendo en cuenta también las tensiones iniciales. Asi es posible hallar las

tensiones residuales en la zona de una junta soldada después de su enfriamiento.

Sin embargo las lineas del roentgenograma no son del todo claras, lo que constituye la
principal fuente de errores que se cometen al realizar las mediciones. Otro aspecto que
atenta contra este método es las dimensiones de los aparatos a lo que se suma la

complejidad a la hora de la elaboracion de los resultados.

3.6 Método de recubrimiento con barniz.

El método consiste en superponer una pequena capa de barniz sobre la superficie de la
construccion. Al secarse esta forma una pelicula fina, fuertemente unida con el metal. Al
ser solicitado el cuerpo que se ensaya, en la zona de altas tensiones se forma una red
de grietas finas en la pelicula. La experiencia demuestra que la direccion de las grietas
es perpendicular a la direccidn de las tensiones maximas. Si el material es isétropo esta
direccion corresponde a la de las tensiones principales de traccion. Este método tiene

gran importancia, pues permite establecer de forma simple la direccion de los ejes
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principales en la zona que interesa y determinar aproximadamente el orden de los
valores de las tensiones. A partir de aqui se pueden colocar los extensdometros de una
manera mas racional para establecer el cuadro exacto del estado tensional.

Estos métodos deben ser continuamente perfeccionados para aumentar nuestro nivel

de conocimientos en la Resistencia de Materiales.
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4.1Tensiones y deformaciones durante la torsion.

El estado tensional de torsion es caracterizado por la presencia de la barra como
factor unico, el momento torsional Mz=Mto es decir,el momento que actua en el plano
de la seccién transversal de la barra. Los demas componentes de las fuerzas
interiores son nulos, Qx = Qy = N =0 Mx = My = 0.

Estos momentos torsionales interiores son consecuencias de momentos

exteriores.

Los momentos exteriores se transmiten a la barra en los lugares donde se
calculan poleas, engranes, embragues, etc. Los arboles son barras que trabajan a

torsion.

Cuando la carga transversal se aplica con cierta desviacion con respecto al eje de
la barra también provocan momentos torsores interiores, pero simultaneamente

surgen otros esfuerzos interiores, que estudiaremos mas adelante.

Cuando se experimentan una torcedura, unas secciones del arbol giran respecto a

las otras, mientras que su longitud se mantiene invariable.

P
q—‘&] LAERERERERTE!

s

Figura 19.(Deformacién de tensiones)
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Para ilustrar el caracter de la distribucion de los elementos torsores a lo largo de la
barra el grafico o diagrama de momento torsor, utilizando el método de las secciones.
Los momentos torsores utilizados en los diagramas, no son mas que las resultantes de

los esfuerzos interiores que actuan en la seccion transversal de una barra torsionada.

Convenio de signos.

Momento externo antihorario Momento externo horario

Momento interno (+) Momento interno (-)

Cuando hay varios momentos se va realizando por tramos y el signo lo pone el

mayor momento externo.

Diagrama del Momento Torsor

Datos

Mi= 400 Nm

M= 600 Nm

Aplicando el método de las secciones

Tramo |

2M=O=O M{—=My=0

M = My M¢ — positivo en el convenio
Tramo Il
YM=0
Mi—Mz+ Mip=0 M ¢ negativo
M= -M1 + M2
M =200 Nm
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4.2 Tensiones y deformaciones.

La red rectangular se transforma en una red compuesta por paralelogramos.
La distancia entre las circunferencias no varia (ausencia de tensiones normales).
No varia la longitud ni el diametro del arbol (ausencia de tensiones normales).

El diametro AB de la seccion externa se gira un angulog.

o~ 0=

La tension y el desplazamiento son proporcionales a la distancia al centro de

gravedad.

El comportamiento del material es similar al estudiado para traccién-compresion. Si el
material es ductil se destacan los puntos; limite de fluencia, limite de proporcionalidad,

momento de rotura. Si es fragil solo el momento de rotura.

Mt

=

Mec

Mg

P
Figura 20. Grafico de material ductil
Estudiaremos el comportamiento del material por debajo del limite de fluencia.

Aislemos de la barra mostrada en la fig.17 un elemento de longitud d, por medio de
cortes transversales.

Del grafico de tension contra deformacién podemos ver que hay un tramo recto

donde el M; es proporcional a ¢ (deformacion angular).
Segun la ley de Hooke

y=GeT I' = Distorsion de las superficies cilindricas.

F=P.6
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Sustituyendo (T") vy=Ge*Pe°o (24)

8: Angulo de giro mutuo entre dos secciones. Se denomina angulo de distorsion

unitario.
0=do/d, (25)
¢: Distancia medida desde el centro de la seccion al punto o fibra analizada.

El equilibrio del momento torsor esta dado por la suma del momento que se crea por

las fuerzas elementales que actuan en el area da.
Mt=(y ® pda Ip= (P ?da
I J
Momento polar de inercia

Integrando Mt =G @ HfP2 da
A

Mt=GelpeO=0-= Mt Glp-- Rigidez de la barra en torsion.
Glp
Como 6 = d¢= Mt :>d¢=MtdZ
dz Glp= Glp
o= Miel ¢: angulo de torsion (26)
Gelp

Al igual que en el caso de traccion o compresion, si el momento torsor y la rigidez de
la barra variaran por tramos la expresion seria:
o Mtie Li

- it 27
¢ = Gl'[pl @

4’53\



UNIVERSIDAD DE LAS FUERZAS ARMADAS - ESPE

Segun las expresiones Yy =Ge* PO = %
Glp
Se puede obtener y = Mt P Wp = Ip (mdédulo de la seccidn en
Ip Pmax
torsion) (28)

Si se varia la orientacién del plano de este elemento un angulo de 45° apareceran en sus

caras tensiones normales cuyo valor sera igual a y 2 de estas tension

es seran de traccion y 2 de compresiéon (Tema de cortante).

Esto se puede comprobar al torsionar una probeta de un material fragil, cuya
resistencia a la compresion es apreciablemente mayor que a la traccion. Las fallas

correspondientes a la traccidén apareceran por lo tanto en la diagonal a 45°.

4.3Calculo de elementos circulares sometidos a torsion.

La condicion de resistencia estatica de un arbol sometido a torsion se puede plantear:

Yrméix =Mt _ [¥] [y] tension tangencial admisible. (29)

Wp
[y]=0.5.....0.7 [O]
A partir de esta condicidén se pueden resolver los problemas de disefio y revision.

4.3.1Comprobacién de diseio.

Ymax = — = [J/] (30)
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4.3.2Determinacion de diametro de la seccion transversal.

Seccion circular Maciza (31)

Wp=0.2 d® (32)

Seccion circular Anular
Wp=02D* (1-C*) C== (33)
4.3.3 Determinacion del [Mt]

Mt <[y] wp

Igualmente se obtienen estos resultados aplicando la condicion de rigidez.

1. 9= M _ 6] Seccion circular Maciza
Glp
Ip=0.1d* (34)
2 Ip = M Seccion circular Anular
Glo]
_ 4 4 d
lp=01D*(1-CY (== (35)
D
3. [mt]<[olG 1p
g M 180 6] para obtener el resultado en °/ m. (36)
Gelp T

Relacién entre el momento torsor Mt, el numero de revoluciones n la potencia

transmitida por el arbol.
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Para calcular arboles no suele darse el momento torsor, sino la potencia N en caballos
de fuerza y el numero n de revoluciones del arbol en un minuto. La potencia (en

caballos de fuerza) se expresa mediante la relacion.

N =Pv /75 (cv)

La velocidad lineal v = 2xrn / 60 = «irn / 30 (m / seq)
N=Pnrn/30.75= Prn/716.2=Mtn/716.2

El momento torsor es :

Mt =716.2 N/ n (kpm) N: potencia

N: niumero de revoluciones

Mt =71620 N/ n (kpm)

EJEMPLO
Determinar la tension tangencial maxima y el angulo total de torsion en el extremo

libre de la barra sometida a un momento torsor Mt.

Datos

Mt = 200 KN.m
A=2m
B=3m
D1=5cm

D2 =10cm
Material CT-3
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El momento torsor es constante como tiene seccion variable ¢r = ¢1 + 2 y la

tension

Maxima estara en d;.

Mrta 200KN -m*2m

1= =
¢ Gelp 08¢10KN/me*625°10m

¢1=0,8 rad 180° / = = 45,85°

b2 = Mteb _ 200KN * m*3m
Gelp2 0.8°10/m=10000°10m

o2 = 0,075 rad 180° / mt = 4,29°

Ip1 = 0,1 d*=625.10°m*
G=0,8.10"N/m210°=0,8.10° KN / m?
Ip2 = 0,1 d* = 10000.10% m*

o1 =91+ §2

or=0,8 + 0,075 = 0,875 rad

o1 = 45,84° + 4,29° = 50,14°

_Mt 200KN.m

Ymax, = — = ——— wp =0,2. D;*

wp 25.10m

wp =25.10° m?

ymax. = 8.10° KN/ m? =  Sj aplicamos la condicion Resistencia.

YMax. < [y] Condicion de resistencia  [y] = [0] 0,5

8000.10° KN /m? > 80.10° KN /m?  [y] = 0,5 (160 Mpa)

[y] = 80 Mpa .10° = 80.10° KN / m?.

No resiste, no cumple con la condicidén de resistencia
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Epigrafe Figura 17. Torsién en barras de seccion no circular y perfiles de paredes

delgadas.

4.4 OBJETIVOS

4 Qué sucede con una barra de seccion no circular sometida a torsion?.

“ 5 Como se calculan estos elementos a torsion?.

4.4.1 Torsiéon en barras de seccion no circular.

El analisis de este tipo de elemento es complicado y no se puede utilizar los métodos
de la Resistencia de Materiales y por lo que la teoria de la elasticidad nos ofrece la

forma para su resolucién

Esto se debe a que la hipdtesis de la invariabilidad de las secciones transversales
planas no se cumple puesto que las secciones de las barras se alabean por lo que

varia grandemente la distribucion en la seccion transversal.

Figura 21. Seccion en una barra no circular

Podemos demostrar que las T en las secciones transversales que corresponden a los
puntos ubicados proximos a los limites de la seccion, estan dirigidos segun la tangente
al contorno. La tension tangencial cerca del borde de la seccion va dirigida con cierto
angulo con respecto al borde. Al descomponerla en dos componentes una segun la

tangente al borde (T;) y otra normal a él (1,).
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Por la ley de paridad de las tensiones tangenciales en la superficie de la barra debe
aparecer una tensién tangencial 1, = T,. al considerar que la superficie exterior esta
libre de carga ya que estan aplicadas fuerzas exteriores. Asi pues, 1,= 0 y por tanto 1,=
0.

Igualmente podemos demostrar que en caso de que en la seccion transversal existan

angulos salientes, en ella las tensiones tangenciales seran nulas (seccion rectangular).

Las ecuaciones definitivas para el calculo de las tensiones tangenciales maximas
Tmax, €l angulo de torsidén unitario 8 y el angulo total de torsion @ de una barra con

longitud | seran:

— Mtor
Tmax - w (37)
t
Mtor
0= G.It (38)
M,,-1
0= G.It (39)

Estas caracteristicas geométricas se denominan:

li: Momento de rigidez en torsion.

wi Mdédulo de seccidn en torsion.

Mencionar la teoria membranal.

- Seccion rectangular.

Basandose en lo antes expuesto de las tensiones tangenciales se plantea que las

mismas se producen en los planos tangenciales se plantea que en las mismas se
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producen en los planos transversales de la barra y en las esquinas o aristas las

tensiones 1 son nulas y la Tmax. ocurren en las mitades de los lados mayores.

[a]
- Mt
T = — 2
max Wt w, =a.ab
[ It = Bab’
- +
i . Mt
méx . 5 12 (ec40)
| a.f.b

Figura 22. Seccién rectangular
Donde (a) y (b): son los lados mayor y menor respectivamente del rectangulo.

(a) y (B): depende de la relacion a/b y viene dado en la tabla 1

Tabla 1. Angulos con respecto a la relacion a/b del rectangulo

1 1,5 1,75 2 2,5 3 4 6 8 10 0

RIQ

0,208 | 0,231 | 0,239 | 0,246 | 0,256 | 0,267 | 0,282 | 0,299 | 0,307 | 0,313 | 0,333
B4 0,141 | 0,196 | 0,214 | 0,229 | 0,249 | 0,263 | 0,281 | 0,299 | 0,307 | 0,313 | 0,333
n 1,0 0,859 | 0,820 | 0,795 | 0,766 | 0,753 | 0,745 | 0,743 | 0,743 | 0,743 | 0,743

Las condiciones de resistencia y rigidez durante el calculo a torsién de una barra de

seccion rectangular son:

= Mt2 < [r]b (41)
a.ab
Mt
, —————— < 4
Onis Gt =7 (42)
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Durante la torsion de las barras cuyas cuyas secciones no son sino trapecios
isosceles los valores aproximados de T max ¥ @ puede deducirse determinando las
magnitudes sefaladas para una barra con seccion de rectangulo equivalente que se

construye segun el esquema dado.

Figura 23. Seccién de barras de trapecios Isésceles

Durante la torsidon de la barra de seccion cerrada compuesta que consta de

elementos rectangulares, el momento de inercia es igual a

It=1t +1t, +1t; +..= Y It, (43)
Siendo n=1,2,3,4,5,.... los numeros de las partes simples integrantes de la seccién
examinada.
M Mt Mt Mt,
= = = =..= 44
GIt Gt GIt, Gt (44)

4.5 Torsién en barras de paredes delgadas.
(Perfiles delgados)

En muchas construcciones se usan barras que tienen secciones con un espesor muy
inferior al resto de las dimensiones, estos tipos de perfiles se dividen en abiertos y

cerrados.

4.5.1 Perfiles Cerrados

En la practica se encuentran casos de perfiles de paredes delgadas sometidas a torsion
en diversas formas. En estos casos, la excepcidén del perfil circular de paredes
delgadas de espesor uniforme, las secciones transversales que antes permanecian
planas (seccién angular) ahora no permanecen en planos después de la deformacion,

sino que se alabean.
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En la torsion simple, en la seccidn transversal surgen solamente tensiones
tangenciales que en esta solucién aproximada se supone uniformemente distribuida en
el espesor de dichas paredes cuando este es pequeio en comparacién con otras
dimensiones. Esto seria estrictamente valido solo para una pared infinitamente delgada,
pero como T cambia muy poco en el espesor de la pared se supone constante y se
adapta un valor promedio que se designa por Ts |

Considerandose un perfil de forma arbitraria y un elemento aislado de este sobre el
cual actuan las tensiones 17 y Ts". Para que no se produzca un desplazamiento del

elemento en la direccion del eje X debe cumplirse la condicidon de equilibrio:

sz =0 T de -7, tdx =0 t 6 &: espesor. (45)

Si 15 .t"=T1s.t= constante (ecuacion de continuidad)

Las tensiones tangenciales 1 en los perfile cerrados de paredes delgadas son

inversamente proporcionales al espesor de la pared.

Para determinar la tension tangencial en seccion perpendicular al eje X , se divide el

perfil y se toma una parte. (las tensiones se dirigen segun la tangente a la linea media).

La Condicion de Equilibrio de los momentos respecto a un punto cualquiera es:
YM=0  -Mt +f‘L'S5.dS.d =0 (46)
Ver ecuacion 46

Donde: frs.d.ds.d , €s el momento de las fuerzas internas respecto al punto 0
Dado qué 1s .5= constante Mt =, .6.fds.d

La integral fdsd, es el doble del area delimitada por la curva central. (W)

Mt =7.0.2w _Primera férmula de Bredt. (47)

e .
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De donde (7, = ﬁ) para tubos
2w.0

El angulo de torsion se determina por medio del trabajo de deformacion.

0=V /5dsd ﬂf 25 s -

252

2G f_

A través del trabajo de deformacion llegamos a:

Dado 15.0= constante d, =

Mt
4w .G

do =

f— Segunda férmula de Bredt (49)

_do Mt

T A 4w Gf_

Cuando la seccion tiene una forma arbitraria la curva central se divide en pequenas

longitudes As y la integral pasa a ser una suma fg = EE‘

S: longitud o perimetro de la seccion.

Espesor constante (). Espesor variable
Mt
Tmaix =
2w,
Mt
2wo
My .ds
~ Mit1.S 4.W2.G-£(5
AGW* .0
B Mt.S 6 = Mt f_
C4GWS 4w G5 o

— e 63 \
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4.5.2 Perfiles abiertos.

Si el perfil es abierto las tensiones tangenciales varian, segun una ley lineal con el
espesor del perfil paralelamente al contorno de la seccién y le dan la vuelta al contorno
del perfil formando a su vez pares de fuerzas distribuidas en la seccion. Los bravos de
estos pares de fuerzas son pequefios, lo que provoca que las tensiones puedan
alcanzar considerablemente grandes aun cuando los momentos torsores sean

pequenos.

Estos perfiles se pueden considerar como un rectangulo de relacion a/b grande. Para
esta condicion pueden determinarse en la tabla 8.1 pag. 278 Gilda Fernandez, el valor
de esta relacion y a y 8.

A=1/3 B=1/3 O: Espesor del perfil.
w, =S.6°
3Mt
Tmix = ?;Aali 0= Gos (50)
' o It=6S

S: longitud del perfil rectificado.

Estas formulas son generales, independientemente de la forma del perfil y siempre

que este ultimo pueda ser rectificado para convertir en un rectangulo.

En caso contrario:

3IML.o_,
Toix = —2 531“ AT 3'Mt'31 (51)
i O .2(5,. S)

Calcular la tension maxima y el angulo de torsion unitaria de la barra rectangular

tubular siguiente:

Mt=1500 N.m, G=8 .10* Mpa (acero)
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w=35. (7)
w=24.5 cm?=24,5 cm?. 10* m?

N 1500
" 2w (0,5.1072)(24,5.107)2

T .. =61210°N/m’

Mt ds 1500 (23510-2 2.7.107
4wa 4(8.10")(24,5)°.10™* © 1.10*>  0,5.107°

)

6 =027rad/m

Para casos este se puede plantear de otra forma como aparece en el texto Resistencia
de los Materiales de K. Silovsky.
Mt

. (ﬁ + i) a través de simplificaciones.
él (52

Mt (h b
0= —+—
26w\ 6, 6,

1500 7.107% 3.5.107°
2(8.10)24.5.10) { 0,5.10 ~ 1.10

Donde queda:

6 =1,56.107(17,5)
6 =0,027rad
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PREGUNTAS DE COMPROBACION

¢, Que estado tensional se presenta en la torsion?
¢, Que tipo de tension surgen en torsion?
¢, Como puede plantearse la condicién de resistencia?

¢, Que desplazamientos surgen en torsion?

¢, Como puede plantearse la condicién de Rigidez?
¢, Que problemas se pueden resolver con las condiciones de Resistencia y Rigidez?
¢, Como son las caracteristicas de la torsién en barras no circulares?

¢Influyen las dimensiones de la seccion transversal en las caracteristicas torcionales?

¢ Por que diferenciamos los perfiles delgados en abiertos y cerrados?.




TEORIAS FUNDAMENTALES DE RESISTENCIAS
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5.1 Introduccién

En estados tensionales bidimensionales o tridimensionales, puede aparecer un estado
peligroso capaz de provocar un fallo como resultado de la combinacién de tensiones,
aunque las tensiones 01, 02 6 03 se apliquen en intensidades inferiores al limite de
resistencia. Determinar los valores peligrosos de tensiones combinadas resulta
practicamente imposible por dos razones:

1) El equipamiento para poder realizar ensayos de probetas, que queden sometidas a
estados tensionales compuestos, es de mucha mayor complejidad, que las
maquinas ideadas para realizar los ensayos a traccion-compresion axial.

2) Cada experimento que reproduce el estado tensional compuesto debe realizar
inevitablemente con una relacion constante entre 01, 02 y 63. Por eso los resultados
de ese experimento pertenecerian a un caso determinado de relacién entre las
tensiones principales. Pero puede existir un numero finito de tales relaciones, por lo
tanto se necesitaria una cantidad infinita de experimentos para caracterizar
completamente tal estado tensional.

Por lo tanto, es necesario buscar un modo mas simple para determinar los valores
limites utilizando valores obtenidos en las pruebas para el estado tensional lineal.

En la determinacién de la resistencia de materiales bajo cargas combinadas se
utilizan diversas hipotesis sobre las causas del fallo del material. Las mismas
estan basadas en la comparacion del peligro del estado tensional compuesto con
el peligro del estado tensional lineal, y han sido enunciadas sobre la base de

investigaciones tedricas y experimentales.

5.2 Teorias de Resistencia.
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5.2.1 Primera Teoria.

La alteracién de la resistencia (paso al estado limite del material) empieza cuando
la tension normal maxima para un estado tensional compuesto alcanza el valor
peligroso de la tension normal para un estado tensional simple o uniaxial.
Condicién de resistencia
a)oeq=01< [a]t b) oeq =\o3\ < [a]c
El caso en el material sea ductil, la resistencia se comprueba segun la
condicion

a) \o1\ >\o3\ y segun la condicioén b) si \o3\ > \o1\
Si el material es fragil, la resistencia se comprueba de la forma siguiente: 01 < [a]
t; y \o3\ < [a]c
Esta teoria solo es aplicable para materiales fragiles y siempre que por lo menos

una de las tensiones principales sea positiva, a1>0.

1. Segunda Teoria.
La alteracién de la resistencia (paso al estado limite del material) empieza cuando
la deformacién lineal unitaria maxima para un estado tensional compuesto alcanza
el valor peligroso de la deformacion lineal unitaria al limite para un estado
tensional simple o uniaxial.

€ max = € lim

Condiciéon de Resistencia

=Elim
n

\e max\ < [g] e

Aplicando la Ley de Hooke Generalizada, si €1 es la deformacion lineal unitaria

maxima:

el1=1/ E[Ul—y(02+a3)]
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oeq = o1- (02 + 03) < [0]

Debe tenerse en cuenta que [o] = o0 lim/n si se trata de un estado tensional biaxial

de traccion, es decir 03=0.
oeq =01-uo?2 < [a] (52)
Esta teoria no se comprueba experimentalmente, y por lo tanto, esta en desuso.

5.2.2 Tercera Teoria.

La alteracion de la resistencia comienza cuando la tension tangencial maxima para
el estado tensional compuesto alcanza el valor de la tension tangencial limite para
el estado tensional uniaxial.

Condiciéon de Resistencia.

7 maxs [r]

Teniendo en cuenta que:

Y que para un estado tensional triaxial

, ol-03
Tmax= ———

La condicidn de resistencia podra escribirse:

oeq=01-03< [o]t (53)

Los experimentos han demostrado la aplicabilidad de esta teoria para aquellos

materiales en los que las fallas ocurren por fluencia.

oeq =+o’ +47* <[o] (54)
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5.2.3Cuarta Teoria.

La alteracibn de la resistencia comienza cuando la energia potencial de
deformacion unitaria maxima para un estado tensional compuesto, alcanza el valor

peligroso de la energia unitaria maxima para un estado tensional simple.

Condiciéon de Resistencia.

Uf max < U lim
Donde:

uf =é|:al2 +02? +03% = 2u(0102 + 0203 + 0103)]

olim*
2F

Ulim =

Por lo tanto la condicion de resistencia podra escribirse de la forma siguiente:

oeq =+Jol’ +02> + 03’ - 2u(olo2 + 0203 + 0103) < [0]

Esta teoria concuerda muy bien con los resultados experimentales para los

materiales ductiles. Es mas exacta que la tercera teoria.

oeq =vo’ +37* <|o] (55)
5.2.4 Teoria de Mohr.

Esta teoria consiste en ir construyendo graficamente diferentes estados
tensionales de un punto y se traza una envolvente (los graficos a partir de
resultados experimentales).

La suposiciéon principal de esta teoria consiste en afirmar que: “La forma de la
envolvente de los circulos de Mohr de los estados limites dependen de la
profundidad del material y es una caracteristica mecanica del material, como lo es

por ejemplo el diagrama de traccion”.
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Si se conoce la envolvente de los circulos limites de un material, sera posible
determinar el coeficiente de seguridad de cualquier estado tensional dado. Para
ello se construye el mayor de los tres circulos de Mohr correspondientes a un
estado tensional dado (por ejemplo triaxial) y después se determina graficamente
cuantas veces se debe aumentar o1 y 03 para que el circulo sea tangente a la

envolvente.

Condiciéon de Resistencia.

oeq =ol - MGS < [a], (56)

lo
Para materiales ductiles esta hipotesis coincide con la férmula obtenida en la

tercera hipotesis.

Se usa, fundamentalmente para materiales fragiles.

5.3 Conclusiones

TEORIA COND. RESIST SE RECOMIENDA
PARA
1 oeq=01< a]t Materiales fragiles.

oeq =\o3\ < [0](:

2% oeq = o1- ulo2+ 03) <[o] No.

3 oeq=01-03< [a]t Materiales fragiles.

4t oeq = /o1’ + 02> + 03’ - 2u(olo2 + 0203 + 0l03) <[] Mats. Ductiles.

5" oeq =0l - F’—las <[o] Materiales fragiles.
(o)




ANALISIS DE ELEMENTOS
SOMETIDOS A TORSION
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Condicion de resistencia.
Calculo de juntas remachadas y soldadas.

6.1 Tensiones y deformaciones en elementos sometidos a cortante.

El estado tensional de cortante puro es aquel en el cual, en los lados del elemento

ocurren o aparecen solamente tensiones tangenciales. Ejemplo:

Figura 24. Elementos de union de una estructura

Tomando un esquema de un elemento donde se produzca un estado tensional de
cortante puro y utilizando el método de las secciones, se puede observar que en la
seccion transversal de la barra solo aparecen una fuerza cortante Q = P. Esta fuerza

cortante es la resultante de las tensiones tangenciales que actuan en la seccion

transversal, por lo que:
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[wd=0

Q=P=14
La condicion de resistencia quedara:
T=—=x [r] (57)

6.2 Estado tensional de cortante puro.

Se analizara un elemento abcd que antes de la deformacion era rectangular y después
de la deformacion adquirira la forma a’b’c’d’.

7777/

Figura 26. Elemento antes y después de deformarse

Para este estado tensional ox = oy = 0 construyendo el circulo de Mohr es posible

determinar las tensiones principales.

Figura 27. Circulo de Morh

e 75 \
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Si se considera fijo un lado del elemento abcd se denominara distorsion absoluta a la

magnitud cc’= As y la fraccidn As/a = tgy distorsion unitaria.

Puesto que las deformaciones son pequefias se puede admitir que tgy = y. Este angulo

se denomina angulo de distorsion.

Ley de Hooke para el cortante puro.

T=Gy (58)

G: Médulo de elasticidad de segundo orden o modulo de distorsién.

G-_E (59)
I+ u
Condicion de resistencia. Juntas soldadas y remachadas.
Condicién de resistencia.
0
T=="=<|t 60
Rl (60)

A partir de los resultados experimentales se acepta que: [r]= 0.6...0.8[0].
Veamos el célculo de una junta remachada.

p

—

[

o T
e e
1

.| O O O ||
o O 0O

Figura 28.Junta remachada

La junta falla cuando se cortan los remaches en el plano de contacto de las laminas.
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Figura 29. Tensiones en junta remachada

Si la rotura de cada remache ocurre por un plano de cizallamiento se dice que la junta

es de un hilo, si ocurre por dos planos de dos hilos, etc.
Se admite que en los planos de cizallamiento actuan solo tensiones tangenciales.

¢ Como se distribuye la fuerza P entre los remaches? ;Estan cargados los remaches
por igual?

Al aumentar las hileras transversales el trabajo de los remaches en cada hilera se hara
menos uniforme. Sin embargo los ensayos demuestran que cuando actuan cargas

estaticas los remaches se destruyen simultaneamente.

Cuando actuan cargas de percusion y vibratorias resulta indispensable contar con la
diversidad de trabajo de los remaches.

En el caso de cargas estaticas se puede considerar que el esfuerzo cortante en cada

remache es igual a:
Q= P/n, (61)
Siendo P la fuerza que actua en la junta y n el numero de remaches.
Planteando la ecuacion de equilibrio de la parte separada de la junta:
Y F=0 ~P+ntdz =0

de donde se obtiene:

T=—
nAz
2
4
4

z= numero de hilos de corte.

el 77
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n: numero de remaches.
La condicion de resistencia de los remaches al cizallamiento:

P
E = [‘[CIZ] (62)

[z, 1= 0.60]

T

Aparte del calculo por cortante la junta remachada se calcula también al aplastamiento.
Se comprueban las tensiones de aplastamiento sobre el area de contacto de las
planchas unidas y los remaches.

La condicion de resistencia al aplastamiento se expresa por la férmula:

T omA, (62)

d : didmetro del remache.

0 :espesor de la plancha.

o, ] 2lo]

Debe hacerse el calculo de comprobacion de la plancha la cual ha sido debilitada por
los agujeros realizados a la misma. Las planchas estan sometidas a esfuerzos de

traccion — compresion.

o=""<[o]
An "~ (63)
An=(b-n'd)*s

n’: numero de remaches en una hilera.

A partir de las condiciones de resistencia de los remaches a cortante y al aplastamiento

se resolveran los siguientes problemas:

1. Célculo de comprobacién de la junta.

2. Calculo de dimensionamiento.
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Comunmente consiste en determinar el nimero de remaches necesarios a utilizar para
que la junta resista a cortante y al aplastamiento o determinar el diametro de los

remaches a utilizar.
3. Célculo de los esfuerzos que admite la junta para su normal funcionamiento.
Ejempilo:

Determinar el numero de remaches necesarios para que la junta remachada resista los

esfuerzos a que esta sometida.
Datos.

Remache de aluminio duro.
[o]= 100 MPa

Planchas: Acero CT3

[o]= 160 MPa

=2 mm

d=5mm

b=5cm

[tciz]= 0.6[0]

[Oap]= 2[0]

P=10kN

1. Calculo a cortante.

. 4P

oz’ [TCIZ ]

g 4x10x10°
1x3.14x(5x107)* x0.6x100x10°

n, =8.49

n,

n,

e 79 \
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Se necesitan 9 remaches.

2. Calculo al aplastamiento.

P
n, =
adlo,,
10x10°
n, = -3 -3 6
2x107" x5x107° x200x10
n, =5

Resulta decisivo el céalculo por resistencia, por lo que se escogen 9 remaches que se

distribuyen en tres filas por tres columnas.

3. Calculo de comprobacion de la plancha.

P P
o= - <[o]
Aneta (b-n'd)o
- 10x10°
15x107% =3(5x10) x2x10~*
o =143MPa

Por lo que esta garantizada la resistencia de la plancha.
Distancia entre remaches: c= 3d = 15 mm

Distancia entre remache y el borde de la plancha ¢'= 2d = 10 mm.

6.3 Algunas consideraciones sobre las juntas remachadas.

1. La distancia entre los agujeros de los remaches c es igual a tres veces el
diametro de los remaches (medida desde el centro del agujero) y del centro del
agujero al borde de dos veces el diametro. De esta forma se garantiza que no
ocurra el desgarramiento de las planchas.

2. Tanto en el calculo a cortante como al aplastamiento debe realizarse para el

material mas débil (comunmente es el remache).
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3. En el calculo al aplastamiento debe prestarse atencidn a lo siguiente:

a) Cuando el espesor de las planchas sea diferentes y ambas estan
sometidas al mismo valor de carga las tensiones maximas ocurriran en la
plancha de menor espesor.

b) Si los esfuerzos son diferentes y el espesor es diferente en las planchas
debera hacerse un analisis de la relacién carga/espesor a que esta
sometida cada plancha. Las tensiones maximas ocurriran donde la
relacion sea maxima.

4. A los efectos practicos no es recomendable colocar un numero elevado de
hileras transversales. Para cinco o mas hileras la diferencia entre los esfuerzos

que soporta la hilera central y la de los extremos supera el 80 %.

6.4 Calculo de juntas soldadas.

Por la expresion antes vista para el calculo de las tensiones en elementos sometidos a

cortante se calculan también las juntas soldadas, que en los ultimos tiempos sustituyen

a las remachadas.

E T JIITITIT I A &

|~ Costura frontal

[ ]
\

Costura de flanco

Figura. 30 Unidn soldada

Al calcular las costuras frontales y de flanco, se considera que la seccién peligrosa de la
costura coincide con el plano que pasa por la bisectriz mn del angulo recto ABC. El area
de la seccion peligrosa de una costura frontal es b*0.7k y el de una costura de flanco
1*0.7k, siendo k el cateto de la costura.

El cateto k puede ser igual o no al espesor de una de las planchas, en la de menor

espesor. Para la costura frontal:
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P
= < 64
‘ b0.7k [t] (64)
Costura de flanco:
P
T=zo.7ks[rs]

[z.]

es la tension admisible por cortadura para la costura.

En el caso de la costura representada que esta formada por dos cordones de flanco y
dos frontales la condicion de resistencia sera:

T 2b0.7ki o7k =]

La expresion general sera:

7= F <[r.] (65)
n;b0.7k +n ,10.7k

Ng Y Na: nUumero de cordones frontales y laterales respectivamente.
A partir de esta condicidn se resuelven los tres problemas ya estudiados.
Ejempilo:

Unir dos planchas de acero CT3 mediante dos cordones de soldadura de flanco y dos

frontales.

'9—14111[1!1;'_{

I I

L
I

|

Datos:

[ts] = 100 MPa
k=3 mm

P =100 kN

Op =dc¢j =3 mm
bp =200 mm
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En este caso, como se observa:
b= bp - bcj

b=200-2x3

b =194mm

- [z, ]

T= <
n,b0.7k +n ;10.7k

1
n, 0.7k

e

[z.]

1

g 10x10°
2x0.7x3x107°

B (100x106

[ = 44mm

—2x194x10 7 x0.7x3x10 ) *

6.5 Conclusiones.

Resumen del contenido. Hacer énfasis en el hecho de que tanto en las juntas soldadas
como remachadas las planchas estan sometidas a traccién — compresion (Tema Il) pero
los remaches y los cordones estan sometidos a cortante. Existen juntas remachas y

soldadas sometidas a otras solicitaciones para las cuales el analisis es diferentes.

— e 83 \
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PREGUNTAS DE COMPROBACION

¢ Cuando un elemento se encuentra sometido a cortante puro? Ponga ejemplos.
1. Campo de utilizacion de ambas uniones.

2. ¢Qué calculos son necesarios realizar a una junta soldada?

ﬁ*



FLEXION



UNIVERSIDAD DE LAS FUERZAS ARMADAS - ESPE

7.1 INTRODUCCION.

Llamaremos FLEXION a la deformacién que produce una curvatura si analizamos el

eje de una barra recta o la variacién de una curvatura en el eje en caso de una barra

ﬂ

. - | ~ T~
/N~ - ~
I Iy ﬂ‘@ﬂ T~

curva.

|
I
~J
Figura 31.Flexion en barras simplemente apoyadas y empotradas

La flexion puede ser:

1. Plana: - Pura

- Transversal

2. Oblicua.
7.1.1Flexion plana:
Los momentos flectores que surgen en las secciones transversales de la viga actua en
el plano que pasan a través de uno de los ejes centroidales principales de inercia
Flexiéon pura:
Cuando en la seccidén transversal solo aparecen momentos flectores.

7.1.2 Flexion Transversal:

En la seccidon transversal simultaneamente al momento flector actian fuerzas

constantes.

86 I
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7.1.3 Flexion Oblicua:

El plano de accion de las fuerzas no coincide con ninguno de los ejes centroidales
principales de inercia y como con consecuencia pueden aparecer torsion conjuntamente

con Flexion.

7.2 Hipotesis.

Teniendo en cuenta los valores que arrojan los experimentos al analizar elementos
sometidos a flexidén pura tenemos:

1. Después de la deformacion las secciones transversales siguen siendo segun la
2. Hipotesis de las secciones planas o de Bernoulli.

3. Algunas de las fibras incrementan su longitud y otra parte se contraen.

4. Hay una fibra que no varia su dimension por lo que se deduce que no esta sometida
ni a traccion ni a compresion. Surgiendo dos zonas: una de compresion y otra de
traccion mientras que entre ellas hay una zona que no varia sus dimensiones llamada:
Capa neutra, por lo que a la linea que corta al plano de la seccién transversal de la viga
se denomina: Linea Neutra o Eje Neutro.

Las barras que estan sometidas a flexibn se denominan vigas

Recordamos que en el caso de la flexion plana transversal en la seccién surgen

dos esfuerzos internos:

El momento flector Mx , My
La fuerza cortante Qx , Qy

Para calcularlos se emplea el método de las secciones
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Q By
Ay

Figura 32.Convenio de signos.

P F
P P
Q30 aiten

M/ N
Q j H<o =D
N3 0<n M

H

Figura 33.Convenio de signos curvos.

7.2 Diagrama de fuerzas cortantes y momentos flectores.

Recordemos con un ejemplo como se construyen los graficos de momento flector y
fuerzas cortante, aspecto este tratado en asignaturas anteriores.

88 I
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N 2104 N
- {5107 4Nm 210M4N/m

/ 11r1rd/1|1r1r<r
T N - %%‘7 Zb

g

T\/

- 2
R i
- am ool 8m Lo i ) 2n
£0.10 -
22103 N 20103 N

\

N -

g K

161 10

&0, 10°3 Nm

Figura 34.Convenio de signos.

1) Determinacion de reacciones en los apoyos:

le = (0=wR2=148.10 N
2M2=0->R1=72.10 N

2) Determinacion de Q y Mf
SECCION 1
Z=1

Ol = Rl = 72.10N

Ml — Rl(Zl)(Z)Z/LO=144.10N/m

SECCION 2.

- 89 \
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02=Rl-q(Z2-2)}"

02 =72.10-20.10(Z2 — 2) =810V
M2=R1Z2-M —q(Z2-2)* /2"

10m = -80.10 Nm
M2 =72.10(Z2)-160.10-20.10(Z2 —2)2 /2 5,6m=113,6.10Nm
2m=-16.10Nm

Como Q=0
72.10-20.10(Z22-2)=0

Z=5,6m

SECCION 3

2m
03 =20.10+ q(Z3)

2m = -80.10Nm

03 =20.10 +20.10(23)* /2 0-0

Analisis de la relacién que existe entre la carga distribuida, la fuerza cortante vy el

momento flector en una viga

Cuando la viga es cargada por la fuerza distribuida. Estudiemos el tramo de la viga

cargada que imaginariamente hemos separado por los cortes (m — n) y (m1 — n1)

separados a una distancia (dx).

q

o N
e Z,
M(X)/ ll l l \ UCGO+aNGD
\ M ml /

Q) n i l QO+

Figura 35.Viga cargada con fuerza distribuida

/%\
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Al tener presente el convenio de signos podemos deducir que en el tramo (m — n), esta
presente el momento flector M(x) positivo y la fuerza cortante también positiva Q(x) y en
la seccion (m1 —n1), M(x) + dM(x) y Q(x). Al estar la viga en equilibrio cada seccion
en la que la separamos de forma ficticia permanecera en equilibrio. Al no tener en
cuenta propio peso de la viga, la ecuacion de equilibrio de las fuerzas en la direccién
del eje (y) y las ecuaciones de equilibrio de los momentos respecto al punto (x + dx)

son:

SP=0  QX-qdx- [Q(x) + dQ(X) | = 0 )

SM=0 Q(x)dx + M(x) - qdx.dx/2 - [M8x) + dM(x) | = 0....oovcc.. (2)

La carga qdx actua en el medio de la longitud (dx).

De la primera ecuacion:

Sin tener en cuenta los infinitesimales de orden superior (Qdx? /2) de la ecuacion
dos obtenemos:

Es decir, la fuerza cortante en un punto dado es l|a derivada del momento flector
con respecto a (x).

Al Sustituir los parametros de la ecuacion (3) en la ecuacion (4), podemos definir:

dzM(x)=_ 66
e (66)

de la ecuacion (3) tenemos que en el punto donde la carga unitaria g=0 se cumple
Q(x)=Qmax 6 Q(x)=Qmin. De la ecuacién (4) concluimos que el momento flector tiene
su valor modular maximo en la seccion donde q(x)=dM(x) / dM(x)=0, que coincide

donde la fuerza cortante es tiene como valor cero.
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7.4 Calculo de tensiones (o) y (7).

En el caso de la flexion pura existiran solamente tensiones normales y en la flexion
transversal tendremos tensiones normales y tangenciales. Las tenciones normales
generan el momento flector (Mf) y las tensiones tangenciales provocan la fuerza
cortante (Q).

o= f(Mf) y r=1(Q) (67)

Como los valores de ¢ y 71 dependen de la fuerza cortante y el momento flector;

para determinar los valores maximos de estas tensiones es necesario construir los

graficos de Mf y Q.

La Ecuacion para calcular las tensiones normales en cualquier plano de la seccion de

la viga a la distancia y del eje x (linea neutra) se conoce como Formula de Navier.

M:
o=y (68)
Ix

Donde :
Ix: momento de inercia de la seccion.
Y: distancia desde la linea neutra a la capa

Al analizar esta formula nos percatamos que las tensiones dependen de la longitud (Y),
por lo que esta sera maxima donde (Y) sea maxima (Ymax. ), siendo minimas

(iguales a cero) cuando Y=0, que es la linea neutra.

Por lo tanto las tensiones maximas apareceran en los bordes superiores e inferiores de

la seccion, independientemente de la forma que ella tenga
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Fibrascomprimidas

N

Fibrastraccionadas

Figura 36.Distribucion de las tensiones

La aparicion de la fuerza cortante esta vinculada con el surgimiento de tensiones
tangenciales y estas con las deformaciones angulares, por eso a parte de los
desplazamientos propios de la flexion pura, cada area elemental sufre cierto
desplazamiento angular, debido a la distorsion.

Las tensiones tangenciales hacen que aparezca un cierto alabeo, por lo que podemos
plantear que en la flexidn transversal las secciones transversales de la viga no
permanecen planas. Pero cuando Q es constante el alabeo en las secciones también
sera constante y las variaciones de longitud en las fibras no dependeran del alabeo de
las secciones. Cuando Q varia las ecuaciones aplicadas para la flexién conllevan a
errores del orden (h / 1).este error es relativamente pequefio ya que las dimensiones de
la seccion son mucho menores a la longitud, por tanto se puede utilizar las ecuaciones

conocidas.
h: es la dimension de la seccion transversal.
I: es la longitud de la viga.

Las tensiones tangenciales se calculan a través de la férmula de Zhuravski.

oo 0.5x (69)

Ixb

Q: Fuerza cortante.
Sx: Momento estatico.

b: Ancho de la seccién.
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Seccion rectangular. Seccion angular.
Tmax = 2 Tmax = Q (70)
24 A
Seccion Circular.
Ty = 2 (71)
3a

A: Area de la seccion transversal

7.5 Comprobacion de la Resistencia de una viga. Condiciéon de Resistencia.

Al comprobar la resistencia de una viga tendremos en cuenta la seccion peligrosa es
decir donde el momento flector es maximo

Recordando ademas que las tensiones seran maximas en los puntos mas lejanos de la
fibra neutra entonces:

Omax = max
Ix s
donde : _Yx =wx WX Mddulo de la seccion.

O Mx max

max Ix

Ymaxx

O =L <[0]

max =========> Condicién de Resistencia. (72)

Utilizando esta expresion podemos resolver diferentes tipos de problemas ya que

podemos dimensionar la seccidn transversal, comprobar la resistencia ademas de elegir
materiales.
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Donde Wx esta condicionada por del tipo de seccién transversal por lo que mostramos

algunos casos.

Seccién Circular wx=0,1d Cuando trabajamos con perfiles laminados

Seccion Anular  wx=0,1 D (1- utilizaremos los valores que aparecen en las
tablas de acuerdo al perfil.
C) C=d/D P

Seccion Rectangular ~ wx=b h?/ 6

Cuando las secciones de las vigas son macizas, establecemos la condicién de
resistencia apoyandonos en las tensiones normales porque tensiones tangenciales
maximas muy inferiores al compararlas con las primeras y recordemos también que

ellas estan presentes donde aquellas son cero

AR
lag———
-i.
'
I
1

AR

a L

Figura 37. Relacion entre las tensiones en una viga

L T h
7. << O, para este caso dividiendo —™* = — (73)

e o 4.1

max

Como podemos apreciar la relacion entre Tmax. ¥ O max €S del orden de la relacién entre
hyl

Es bueno tener en cuenta desde el punto de vista cualitativo que las tensiones
tangenciales que actuan en las secciones transversales y longitudinales (Ley de
paridad) a pesar de ser relativamente pequefia pueden en algunos casos influir

seriamente al determinar la resistencia de una viga por ejemplo: el caso de flexidon
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transversal de una viga corta, es posible la falla a cortante de la seccion longitudinal

correspondiente a la capa neutra donde actua T max.

La comprobacién de resistencia de un perfil laminado no puede realizarse solo teniendo
en cuenta las tensiones normales maximas ya que la distribucion de las tensiones

tangenciales no es igual que para las vigas macizas.

Generalmente estos esfuerzos cortantes ni son problemas en las vigas de acero,
porque las almas de los perfiles laminados tienen una amplia capacidad de
absorberlos. A pesar de esto es conveniente enlistar las situaciones que mas
frecuentemente se presentan y en las que los esfuerzos cortantes pueden resultar

excesivos.

N Cuando se aplican cargas concentradas intensas en los apoyos de las vigas que
ocasionan fuerzas cortantes sin los correspondientes incrementos en los momentos
flexionantes.

N Cuando dos o0 mas miembros copo vigas y columnas se conectan rigidamente
de manera tal que sus almas queden en el mismo plano.

N Tedricamente ocurren grandes esfuerzos  cortantes en vigas cortas y
fuertemente cargadas.

N El esfuerzo cortante pude ser problema aun para los casos ordinarios de carga,
cuando se trata de perfiles de alma muy delgada o cuando son perfiles doblados en frio
hechas con laminas de calibre delgado.

Siempre que los esfuerzos cortantes calculados exceden los admisibles, deben
reforzarse las zonas sobrecargadas con placas que aumentan el espesor de las almas

de los perfiles.

7.6 Vigas Armadas

Es comun que los perfiles y/o las formas de secciones que se dispongan no se ajustan
a los requerimientos necesarios por lo que tendriamos que construir la viga con
elementos que pueden ser de diferentes perfiles o planchas. Al determinar el momento
de inercia se utilizan los procedimientos vistos en estatica para las areas compuestas.
La comprobacién de la resistencia se efectuara como se ha explicado, teniendo en

cuenta que existiran tensiones normales y tangenciales en los lugares de variacion de
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la seccién que se encuentran cerca de los apoyos. Debido a que la combinacién de
esas tensiones provoca un estado de tension complejo es necesario comprobar

teniendo en cuenta las tensiones maximas, pudiendo utilizarse las ecuaciones ya

estudiadas:
o, =Jo’ +4r* s[o]
o, =Vo’ +37° <|o]

Siendo o y 7 las tensiones normales y tangenciales en el alma de la viga al nivel de la

costura de los cordones o de los remaches.

7.7 Epigrafe:

Calculo de los desplazamientos (Flecha) en flexion (Método de los parametros de

origen). Condicién de rigidez.

7.7.1Deformaciones en la flexion.

Figura 38.Deformacion en la flexion

Debido a la accion de las cargas exteriores la viga se deforma, las secciones
transversales se desplazan (verticalmente) perpendiculares al eje inicial recto y al

mismo tiempo se produce una rotacion de la seccidn segun puede verse en la figura.

El desplazamiento del centroide de la seccidn en la direccion perpendicular al eje inicial

recto se le denomina “deflexion de la viga” o flecha de la viga y se designa “Y”.

El angulo de la seccién transversal (#) respecto a su posicion inicial se denomina
angulo de rotacion o angulo de giro. El angulo de giro en los calculos practicos se

determina por el angulo que forma la tangente en el punto dado y el eje inicial recto;
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esto se debe a que la seccion transversal, después de la rotacion se mantiene plana y

perpendicular al deflectado de la viga (hipotesis de las secciones planas).

El conocimiento de las deformaciones en las vigas (la flecha) es necesario asi como el
angulo de giro (#) ya que en la practica ingenieril se tiene que efectuar el calculo de
vigas sometidas a flexion no solo por resistencia sino también a la rigidez o

deformabilidad.

Para lograr el funcionamiento adecuado se define una flecha permisible. El valor de
esta flecha permisible en los elementos de maquinas varia en un amplio rango en
dependencia de la utilizacién del elemento.

- 105 500

: 1: longitud entre apoyos.
100 300 9 POy

Las deformaciones deben conocerse ademas para poder resolver los problemas

estaticamente indeterminados.

Los valores de los angulos de giro en los apoyos deben ser inferiores a 0,001 radian
6]

Para conocer exactamente la deformacion de la viga es necesario calcular para cada

seccion la deflexion (Y) y (6).
Existen diferentes métodos para calcular los desplazamientos:

» Ecuacion diferencial de la elastica de la viga (EDEV)

» Ecuacion de los parametros de origen.

» Meétodo de Mohr.

» Método de Vereshiaguin.

De los métodos mencionados estudiaremos en este tomo el segundo método, los

meétodos de Morh y Vereshiaguin se analizaran en el segundo tomo de esta edicion.

El método a través de la ecuacién diferencial de la linea elastica, permite la
determinacién de los desplazamientos por el método de la integracion directa de la

ecuacion diferencial de la linea elastica (curva plana, cuya forma toma el eje de la viga
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en la flexiéon plana). Cuando la viga tiene un numero grande de tramos, ofrece grandes

dificultades relacionadas con la obtencién de las constantes arbitrarias de integracion.

Durante la integracién de las ecuaciones diferenciales para el numero (n) de tramos se

tiene que emplear el numero doble de las constantes de integracion.

El problema se torna bastante voluminoso. La técnica de la determinacion de las

constantes de integracién puede simplificarse sensiblemente al reducirla a la obtencién

de solo dos incognitas, la fecha y el angulo de giro en el origen de coordenadas elegido.

7.8 Método de los Parametros de Origen.

Este método se funda de las siguientes tesis de partida.

"y

El origen de coordenadas se escoge en el ultimo punto izquierdo de la viga en
cuestion y es comun para todos los tramos.

La expresion para el momento flector M(z) se compone mediante el calculo de
los momentos de las fuerzas situadas a la izquierda de la seccién examinada, a
una distancia z desde el origen de coordenadas.

Al incluir en las ecuaciones el momento exterior concentrado M, aplicado acierta
distancia a desde el origen de coordenadas, aquel se multiplica por el factor
(z a)°iguala1.

En el caso de la ruptura de la carga distribuida, esta se prologa hasta el final del
tramo en cuestidn, introduciendo, para establecer la carga compensadora de
direccion contraria.

La interpretacion en todos los tramos se efectua sin abrir el paréntesis.

Con este enfoque, la expresion para el momento flector en cualquier tramo se
representa por medio de todos los factores de fuerza que actuan a la izquierda

de la seccidn examinada.

Como limitante tiene el que se puede aplicar solamente a vigas de igual rigidez en

toda su longitud.
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Veamos el método

2

B, N Z =M(z) = - Ecuacion diferencial aproximada del eje
2
Flexionado de la viga.
: by
B.,b =M(z)pz Siendo = .

Integrando los dos miembros entre  y z (considerando Ely constante)

g z
Elx[df = [ Mzdz
foo-|
de donde: EIx(6-06,) =szdz
0

EIx0 = EIx6, + f Mzdz
0

(74)

de donde ,: es el angulo de giro en el origen de coordenadas (z = 0) y es el primer

parametro de origen.

Escribiendo la ecuacion anterior de la siguiente forma:

Elx@ = Elx + f Mzdz
dz |

Integrando:

Elxjdy = Elxﬁojdz +jdz; Mzdz

De aqui obtenemos:

z

Elxy = Elxy, + EIx6,z + f dz [(Mzdz
0 0

siendo y: la flecha en el origen de coordenadas. (Segundo Parametro de Origen).

(75)

100



RESISTENCIA DE MATERIALES.

Las ecuaciones (74) y (75) se pueden considerar como ecuaciones universales para

determinar las flechas y angulos de giro, escritas de forma general.
Analicemos una viga sometida a los 3 tipos de cargas que pueden actuar:

. M=0 (z<a)
. Mm=M (a<z<b)
. M=Mf+P(z-b) (bsz=c)

V. M=Mf+P(z—b)+q(Z_c)% (cszsl)

El sentido que tienen aqui los momentos, la carga concentrada y la carga distribuida

le da el signo positivo (+) en la ecuacion.

Cuando simultaneamente actuan varias fuerzas exteriores de los tipos analizados, las

ecuaciones para determinar el angulo de giro ( ) y la flecha (v ) seran:

Para el angulo de giro: (76)

Para la flecha:

Mf(z-a)’ P(z-b)’ q(z-c)
Elxy = Elxy, + EIx0,z + E 5 + E et E o (77)

Donde:

(a, b, c): Distancia desde donde esta aplicado el Mf, P y q al origen de coordenadas

respectivamente.

Estas ecuaciones se denominan: Ecuaciones Universales de la Linea Elastica de
una Viga; en ellas se introducen, con el signo correspondiente, todas las fuerzas
exteriores, (incluyendo las reacciones) situadas entre el origen y la distancia(z) donde
se calcula el desplazamiento (z): Distancia para la cual se determina la flecha y el

angulo de giro.
Veamos las condiciones de apoyo y su relacioncon (Y, y )

Viga empotrada o en voladizo Viga simplemente apoyada
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-1 ¢P 0 B &
12 a S | 2
A — T e T

|
o I Bo # 0 Yp # 0 Ba #0
- YO = 0 A ; 0 Yo = 0 a =0

Yo # 0 B = Yo =0

Considerando Yg, como deformacion maxima

Ejemplo:

1) El origen seubica en el empotramiento.

,=0 Yy Y =0

2) Calculo de las reacciones en el empotramiento.

2Fy=o ~-P+R=0 2Mto(A)=0
R=P Pl-M=0
M =Pl

Para calcular Ymax esta sera en (z = |).

2 3
EIXY = EIxY, + Elx0,z + 3 M (Zz_ 9, D P (26_ by, D q(22 ; )

Pl(z -0)? N P(z-0)’ _ P(z-1)
2 6 6

EIxY = -

Sustituyendo (z = I)

EIxY =

-PI()? .\ P PI D
6 6

EIxY =

+

_pp P(61)3 — P.1(1/6-1/2)
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-2PI v Pl

EIxY = =
3El

El signo negativo (-) significa que el desplazamiento es hacia abajo. El signo positivo

(+) sera lo contrario.
Ymax < [Y]

Para el angulo de giro, el signo (+) significa sentido de giro antihorario y el signo (-)

significa sentido de giro horario.
Ejemplo:

Calcule las deformaciones lineales y angualres en los puntos 2 y 4 de la figura

siguiente, si El = constante

9 M=ql
o ST .
: :
1 1 |
2 2 4
X M=ql’
by 1Y s
e
e
oo
Ri=ldql R3=Vd
Solucion:

Se determinan las reacciones en los apoyos 1y 3 utilizando las ecuaciones de

equilibrio:

11
2M1=0; RBzgql;

7
2M3=0, RAzgql'

— e 103



UNIVERSIDAD DE LAS FUERZAS ARMADAS - ESPE

Se toma el origen en la articulacion extrema izquierda; asi sus parametros seran:
Qo =Ry =—{ ql; My =0; yo = 0; 6 # 0. (78)
Para determinar 6 es preciso plantear la condicion de deformacion de la viga siguiente:

y3=0 z=1 (79)

Utilizando la ecuacién (78) se obtiene:

l
0= 6l + —| =L xqix 5 1(1-2) L LAY L
—Y T EL T8 s 41 0 =384 I,

Para determinar y, y 6,se utilizan las ecuaciones (78 y (79) para z = é :

57 qi®, 1| 7 ql(i)z 2
92=—xq—+—[——><—2]= 0,039~ ; (80)
384 El Ely 8 2! Ely
5 B 1 1 ql(£)3 1*
Yy = Lx by L7588 o g 0569, (81)
384  ELe 2 El| 8 3! Ely

Para calcular y, y 6, se considera prolongar la carga distribuida hasta la seccién

analizada.
5\2 51 \2 51 \3 51 1\3
57 13 1 7 qll7 11 qll -1 q\— -1 al 7~ 13
0, = X1+ — ——x£+—x (-1 + G- _a 2)]= -0561-; (82
384 El,  Ely 8 2! 8 2! 3! 3! Ely

" 384 ElL,T 4 ElL

50\3 51 \3

57 13 sl 1 7 ally 11 qil-1
y4—_xq_x_+___x£ = (4 )
8 3! 8 3! 4! 4!

4
_ q(%l_é) ] = —0 11‘7_[4 : (83)

* 1y, con signo (-) es porque el desplazamiento es hacia abajo.

* 6, con signo (-) es porque la rotacion de esa seccion es en sentido horario.
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PREGUNTAS DE COMPROBACION

_¢,Como se plantea la condicion de resistencia?
_¢Que problemas podemos resolver a partir de ella?
_¢,Como calcular un perfil de paredes delgadas?. Ejemplo un doble T

_¢,Como calculariamos los desplazamientos y que tipos de desplazamientos surgen en

la flexion?

- ¢, Que métodos se conocen?
- ¢, Que limitaciones hay para aplicar el método de los parametros de origen?

- ¢, Que significa que el angulo de giro sea negativo?
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8.1 Aplicaciones de la condicion de resistencia en cargas combinadas.

En la practica, a menudo, en las secciones transversales de una barra, actuan
simultaneamente varios esfuerzos interiores que se consideran conjuntamente en los
calculos por resistencia, por ejemplo: la fuerza axial (N) y el momento torsor (Mt) la

combinacion de estos o mas esfuerzos interiores se denominan Resistencia

Compuesta.

Podemos tener:

Flexion en dos planos (flexion oblicua) Mx, My.
Flexién traccion — compresion M, N.

Flexion torsion M, Mt, Q.

Flexion traccion — compresion — torsion M, Mt, N, Q.

Torsién — traccion — Compresion Mt, N.

Para trabajar:

Determine los esfuerzos internos.
Construir los graficos.

Calcular las tensiones equivalentes y aplicar la condicion de resistencia.

8.2 Flexién oblicua o desviada (flexion compuesta)

La flexion compuesta o no plana es originada por las fuerzas exteriores que actuan en

diferentes planos pasados a través del eje de la viga.
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b /iA
I
e
| _AzZ
Py L=<%
) _.___yéf__
-~
P r

Fig.39. Flexion oblicua

Pv = Pseng (84)
Pm = Pcosg (85)
M,=\M," +M,’ (86)
M M
Ix Iy

Los desplazamientos se determinan de acuerdo con el principio de independencia de

accion de la fuerza. Si Yy es la flecha en la direccion del eje principal(y) y Yx es la

flecha en la direccion del eje principal(x). La magnitud de la flecha total:

Yt =¥ + 1’
ot =\/* + &’

8.3 Flexion Oblicua o Desviada:

(88)

(89)

La flexion desviada aparece cuando las fuerzas exteriores, que son perpendiculares al

eje de la barra, no se encuentran en un plano que pase por un eje principal de inercia

de su seccion transversal.
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Pv=Psenb (90)
Ph =P cos 6 (91)

Se descompone la fuerza inclinada en Ph y Pv las cuales producen momentos flectores

en dos planos (x) y (y), Mx y My.

Mx = Pv.l = P.l.sen¢ (92)
My = Ph.l = P.l.cos¢ (93)

Para analizar los puntos A, B, E, D tenemos que:

T T C TTC T
A B A B A E
E D E D E D

C c ¢ T CC cT

Fig. 40. Flexion oblicua

Los puntos peligrosos seran: los E y B, el B a traccion y el E a compresion (las

tensiones se suman).

Las tensiones normales en cualquier punto de cualquier seccién transversal seran
iguales a la suma algebraica de las tensiones originadas por los (Mf) que actuan en los

dos planos.

Para el punto C el valor de o sera:

o, =—Y o,=—X 94
Yo y ? Jy 4)

Y: Distancia del eje neutro (x) al punto C.
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X: Distancia del eje neutro (y) al punto C.
Jx: momento de inercia respecto a (x).

Jy: momento de inercia respecto a (y).

La tension total sera:

O=0,+0, oMy My (95)

Jx Jy

Esta formula es independiente de la forma de la seccién transversal.

Si la seccion tiene puntos angulares o salientes donde tiene (Xmax) e (Ymax)
[rectangulo, doble T...]. Es decir los puntos mas alejados de la linea neutra (donde o =

0) entonces en estos puntos las tensiones seran:

o(max min)=:%¢@ (96)
Wx Wy
Siendo:
Para una seccion rectangular:
2
Wx=% ; Wy=& ; Ix=@ ; Iy=@ ; entonces: ; Wy = hb
n n 12 12 6
P b (97)
Xmax Ymax

@YO +?XO =0 Yo. Xo : coordenadas de los puntos de la linea neutra.
X Yy
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—+ > Ecuacion de la linea neutra. (98)
K =2 = C0t¢

,8=tan(—@~§) S : angulo de inclinacion de la linea neutra respecto al

Y,
t =— 100
anf} % (100)

Dada la siguiente barra compruebe si resiste o no y determine la posicion de la linea
neutra.

CT-3

Doble T # 50

O=0,+0,

Mx My

O=t2——

Wx Wy

[=Pc0s30°(2)=16856 Nim
0=0

Mx = Pv.Z|

1=Psen30° (2)=9800 Nin
0=0

My = Ph.Z|

8.4 Analisis de la seccidn transversal peligrosa.

Como puede observarse las fuerzas internas son maximas en la seccién del

empotramiento.

Los puntos mas peligrosos son el 1y el 3 pues en ellos las tensiones se suman.
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Como el material de la barra es plastico.

Mx My [O]

O=—+—"=x

Wx Wy

16856 9800
o= +
1570-10 122-10

0=91,07-10Pa <160-10Pa —— LA BARRA RESISTE.

8.4.1Determinacion de la linea neutra.

oMy M
X Iy

My, My

X Iy

v, __My I

X, Mx Iy

Y, 9800 39290-10
X, 16856 1040-10

— =-2181

Y,
tanfp = —=-21,81
p X

0
B =-8722

8.4.2Para el dimensionamiento en el caso de flexion compuesta.
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Mx+C-My -@ Se realiza por tanteos seguidos de la

Wx = C=
|a| wy
correspondiente comprobacion.

En un rectangulo (h.b) C= % = % la diferencia entre omax Y [0] no debe ser
Y

superiora 5... 10 %.

En un perfil doble T c=8 "—mﬁ[i]-m%
o

En un perfil canal C=6

Ejemplo: Compruebe si la siguiente barra resiste los esfuerzos actuantes.
Doble T # 16

g =10 KN/m

| =2m

P=10KN

CT-2

q
vvevvvevvel|P lﬂ"P

SO

>
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20 20
o= +
14,5-10 109-10

o=137-10+18-10

0 =155-10Pa <140-10Pa —»  RESISTE

8.5 Flexion — Traccion — Compresion.

Para analizar la carga axial

N

Las tensiones debidas al momento flector:

a=%Y 0 0=@X

Ix Iy
La tension total cuando solo hay momento flector en un plano:

Mx . N My

0=:E1—Y o) O=x=
A Ix

y cuando hay flexién en dos planos y traccion — compresion:

O‘=1E1%Yiﬂ){
A Ix Iy

Para calcular la linea neutra se iguala a cero la ecuacion de o.

En este caso no pasa por el origen de coordenadas.
En los punto mas peligrosos, mas alejados.

oo NV, M My
A Wx o Wy
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La condicion de resistencia:

(103)

8.6 Flexién — tracciéon — Compresion.

Veamos el ejemplo anterior si le agregamos una fuerza axial.

Ahora se producira ademas de la flexién en dos planos una compresion en la barra.

CTT TCC
1 2
CTC | ccC
2 4
O ==*0, +0, =0, (104)

Como puede observarse el punto 3 es el mas peligroso y se encuentra totalmente

comprimido.
__N_Mx My
A Wx Wy
17,2
- ~-155-10°
20,2-10

o =-0,99-10° -155-10°

o =-15599-10° Pa

-155,99:10° Pa <140-10° Pa —> La barra resiste.

Si la flexion es plana entonces:

O'=iﬁi (105)
A

S|

La linea neutra en este caso no pasa por el centro de la seccion, sino que se

encuentra desplazada.

e 115



UNIVERSIDAD DE LAS FUERZAS ARMADAS - ESPE

ﬁi%YXi@XY=O (106)
A Iy

8.7 Flexion — Torsion

Este es uno de los casos mas frecuentes en la practica, se pone de manifiesto en los
arboles de reductores, los cuales se estudian en los calculos para el disefio de arboles
en los reductores, los arboles ciguenales.

Al comprobar la resistencia de un eje, al hacer los calculos preliminares de disefio
para determinar el diametro del mismo, se tiene que considerar la flexion y la torsion

combinada.

Analizando un elemento sometido a flexion y torsion:

A G T T
= =

o p
B Flexidn Torslkén

Figura 41. Flexion — Torsion

Para o= M
Wx
Para torsion =7 = Mt wp=2wXx

wp
Pero no se puede evaluar la resistencia por separado.

Aplicando la 3ra o 4ta hipdtesis.

0,;=0(max) = % + o’ +47°
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o,=0,-0,< [a] ——  3ra hipotesis.

o] o L AM M [o] (107)

0, =NO* +47° = ”
wx
Segun la 4ta Teoria.
o, = \/012 +0. -0,0, < [a]
o, =0l +3t* <[o]
2 2
_ JMF? +0,75Mt o] (108)

e
1 wx

Cuando hay dos momentos flectores, en planos perpendiculares Mx y My se calculan

un momento resultante

M= (0" 5087 (109)

y con este se calcula la tension equivalente.
8.8 Traccién — Compresién - Torsion.

a) Segun 3ra teoria.

o, = \/(%)Z +4(M%Vp)2 <[o] (110)

b) Segun la 4ta teoria.

o, = \/(%)2 +3(M%Vp)2 <[o] (111)
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Cuando no resiste igual a traccion y compresion los materiales se utiliza la teoria de
Morh.

Para el caso general:

0, =N/ 4)+ (Mf fwx)f +3(Me/wp) s[o] (112)
Caso general de tensiones

También podemos tener Traccion — Compresion — Torsién, en este caso se procede

de igual forma y se determina por la 3" y 4" Teoria de Resistencia.

Segun la 3" Teoria:

0,, = (N/A) +4Mi/wp)* =[0] (113)

Segun la 4% Teoria:

0,, = (N]4)* +3(Mifwp)* =[o] (114)

y cuando los materiales no tienen igual resistencia a la traccion y a la compresion se
utiliza la Teoria de Morh.
Cuando se trata de Flexién, Torsion y Traccion — Compresion combinada, por el mismo

procedimiento se obtiene la férmula para el calculo.

(Segun la 4% Teoria tenemos)

0, =\(NJ A+ Mf [wx)* +3(Mt/wp)* =[o] (115)

Se puede recomendar que al calcular las secciones se debe emplear el Método de

aproximaciones Sucesivas, es decir, fijar algun valor del diametro y comprobar

después, si se cumplen las Condiciones de Resistencia.
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Ahora bien esto puede ser calculado también por medio de un proceso de iteraciones

sucesivas donde se puede buscar el menor valor posible de diametro donde cumpla

con las condiciones establecidas por medio de una estrategia de optimizaciéon

matematica y cuando podamos lograr el menor

diametro (un minimo) esto llevara

también a ahorrar materiales lo cual es fundamental para la economia de nuestro pais.

Problema

Dado P = 240 Kgf, q = 400 Kgf/m, | = 2m, o = 30°, E = 2.10"" Pa, [0] = 160 Mpa.

Calcular el numero de perfil (doble T), asi como la posicidén de la linea neutra.

q
4NN

Los momentos maximos en el empotramiento seran:

1=1216Kgf .m
0=0

qZ’
Mx = T +Pcosa.Z‘

1=240Kgf .m
0=0

My = Psena.Z|

Determinando | a seccion transversal:

Mx + C.My
wx =

o

_ 12160 +8(2400)
T 160.10
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wx =2196.10m = 196¢cm

El perfil doble (T) superior mas proximo es el # 202
wx =203cm ; wy =28,2cm

Analizando la seccion mas peligrosa:

-+ ++
1 2
—— -+
4 3

Mxmax Mymax
Omax = _amln = +
wx wy
12160 2400

o,. = +
" 203,10 28,2.10
0, ~1450.10Pa

VVeamos la diferencia: Mﬁw-loo

_160.10° ~145.10°
160.10°

~9,4%

Para el perfil #20a ly = 155cm, 1x=2030 cm y por lo tanto en la seccidon empotrada

tendremos:

Ix My, _ 2030-240
Iy Mx 155-1216

b

P = arctan — 2,58
S =68°50’
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PREGUNTAS DE COMPROBACION

1) ¢Qué tensiones surgen en flexion — torsion?
2) ¢Cbomo se resuelve el caso de la flexion oblicua?

3) ¢Como procedemos en un caso general de tensiones?

e 121



RESISTENCIA
DE MATERIALES
CALCULOS
PRACTICOS



RESISTENCIA DE MATERIALES.

123



TRACCION- COMPRESION



RESISTENCIA DE MATERIALES.

Estamos en presencia de traccidn o compresion axial cuando las fuerzas exteriores estan
aplicadas a lo largo del eje longitudinal del cuerpo por lo que las fuerzas interiores que
aparecen estaran dirigidas a 90 grados de la seccion transversal de la barra, por lo que son
fuerzas normales. Para calcularlas utilizamos la forma conocida como método de las
secciones que se conocen desde la asignatura de Mecanica Tedrica.

Las tensiones normales se determinan como la relacion entre las fuerzas normales actuantes
en cada seccion y el area de dicha seccion, recordando que consideraremos secciones
desde el punto de aplicacion de una fuerza hasta el otro, teniendo presente la variacion del
area de la seccioén transversal. Por lo que podemos plantear:

aMax = NZ‘ZX = [0]

Las deformaciones se dan en el eje longitudinal y se calculan utilizando la siguiente
ecuacion:
N

4 E. 4,
Donde al comparar la deformacion calculada y la recomendada o admisible (A7, s[Al])
comprobamos si el elemento es o no rigido.

Las dos condiciones, tanto la de resistencia como la de rigidez sirven para comprobar la
resistencia del cuerpo, calcular las fuerzas admisibles y dimensionar la seccion transversal
de los elementos, resolviendo de esta forma los problemas en que se enfoca la resistencia
de los materiales

Ejercicios Resueltos.
1. Construir los graficos de fuerzas internas, tensiones normales y desplazamientos en la
siguiente barra:

NCKIN) O(MPa)  AI10*m)
i 10 10 15

" =

A To, 10 3 . 375

3.33

Datos:
Ps=10 kN
P2= 2 P1
P3= 1.5 P1
E= 200 GPa
As= 10 cm®
A2= 2A1

A3= 1.5A1

e Calculo de las fuerzas internas.
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Para calcular las fuerzas internas debemos aplicar el método de las secciones. Para ello se
realizan cortes a la barra entre el punto de aplicacién de una fuerza y el punto donde se
aplica la siguiente.

Seccién 1.

La primera seccion sera entre el punto de aplicacion de la fuerza P4y el punto donde actua

P-.
[

J\TKL

Aplicando suma de fuerzas:

N Ey =0

N, -B =0
Ny =Ph
N, = 10kN

Como la fuerza normal esta entrando a la seccién transversal de la barra esta seccidon esta

trabajando a compresion.
En este problema se asume que las fuerzas internas, las tensiones y los desplazamientos de

compresion se graficaran a la izquierda del grafico correspondiente.

Seccién 2.
La segunda seccién sera entre el punto de aplicaciéon de la fuerza P,y el punto donde actua

Ps.
[

L'-l "

Aplicando suma de fuerzas:

EFY -0

N,-B+P, =0

Ny=B-h

Ny =R -2R

N, = —10kN

El signo negativo indica que el sentido asumido inicialmente para N, esta incorrecto, por lo
tanto este debe cambiarse. Entonces esta fuerza estara dirigida hacia abajo, o sea saliendo
de la seccidn transversal por lo que esta seccidn esta trabajando a traccion. Esta fuerza se
grafica en la parte derecha del grafico.

Seccioén 3.
La tercera seccion sera entre el punto de aplicacion de la fuerza P3; y el empotramiento que

es donde actua la reaccion en el apoyo.
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Aplicando suma de fuerzas:

Y F, =0

-N,=P+P,-P =0

Ny=R-P,+P,
N, =P, -2P +1.5P,
N, = 5kN

El signo positivo indica que el sentido asumido inicialmente para N3 es correcto. Entonces
esta fuerza estara dirigida hacia abajo, o sea saliendo de la seccién transversal por lo que
esta seccion esta trabajando a traccién. Esta fuerza se grafica en la parte derecha del
grafico.
* Calculo de las tensiones.

El calculo de las tensiones se realiza para las secciones donde haya un cambio de las
fuerzas normales de la seccion transversal (o sea del area de la seccion transversal de la
barra).

Seccién 1.

o, = -10MPa
El signo negativo indica que la seccion trabaja a compresion.
Seccién 2.

o, = -5MPa
El signo negativo indica que la seccion trabaja a compresion.
Seccién 3.

o3 =5MPa
El signo positivo indica que la seccién trabaja a traccion.
Seccién 4.
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o, =3.33MPa
El signo positivo indica que la seccién trabaja a traccion.
* Calculo de los desplazamientos.
Para calcular los desplazamientos en la barra se parte del empotramiento debido a que en
esa posicion la barra no puede desplazarse y por lo tanto Al =0.
Debe realizarse un nuevo calculo para cada cambio de fuerza normal, seccion transversal,
longitud o material.
Seccioén 1.
0<z=<02m

0.2m

3 0.2m=3.33x10"m
5x10°x z,

Al = —2X P XA
b 2010 k155107

0=0

Seccion 2.
0<z=<0.15m

0.15m

AL = Al, + %2
EA

2

0
|0.15m=3.75x10"’m

10x10°x z,
2x10" x20x10 |

AL, =Al +

0=3.33x10"°m

Seccion 3.
0<z=<0.15m

143

EA,

0,15m

Al =AlL +

0
|OJSm=O

~10x10°x z,

AL, = AL +
P 2x10" x20x107¢ |

0=3.75x10"m

Seccion 4.
0<z=<03m

Nz,

0.3m

Al, = Al +

1

0
|0.3m=—15x10"’m

~10x10°x z,

Al, = Al +
T 210" x10x107Y

Los graficos correspondientes se muestran al lado de la figura de analisis del problema.
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Algunas caracteristicas de estos graficos son las siguientes:

1.

2.

El grafico de fuerzas normales presenta saltos en las secciones donde hay aplicadas
fuerzas externas.

El grafico de tensiones tendra el mismo signo que el de fuerzas normales. Los saltos
de este grafico ocurriran en las secciones con cambios de seccion y donde hay saltos
en las fuerzas internas.

El grafico de desplazamientos nunca puede tener saltos, ya que esto significaria que
una misma seccion tiene dos desplazamientos a la vez, lo que solo puede ocurrir si la
barra se rompe por esta seccion.

Por otro lado, también los saltos de los graficos de normales y tensiones significarian
que la misma seccion tiene dos fuerzas o tensiones a la vez, lo que no es posible.
Esto nos indica que el grafico en las zonas de los saltos no estan mostrando lo que en
realidad esta ocurriendo en esas secciones. En efecto, segun el principio de Saint -
Venant, por los métodos de la Resistencia de Materiales no es posible conocer en
puntos donde estan aplicadas las fuerzas externas, por lo que siempre se trataria de
analizar secciones alejadas de los puntos de aplicacion de las cargas. Es por esto que
la informacion de los graficos en las secciones donde presentan saltos debe ser
tomada con reservas. Lo que sucede en estos puntos depende del modo de aplicacion
de las cargas, cuyo analisis cae fuera de los objetivos de la Resistencia de Materiales.

2. La barra de acero que se muestra en la figura se encuentra soportada de la forma que
se aprecia. Su peso es de 5000 kgf. Determinar las reacciones en A, B y C. El soporte en
C es de cobre y el de B es de acero.

Datos.
L=
P= 5000 kgf Py p—
E1= EACERO= 210 GPa |B~ B <
E2= ECOBRE= 127 GPa I
A= 2 cm?

Tm 1

A= 1 cm?
A2= 2A1

Se trata de un sistema hiperestatico, pues existe un numero mayor de reacciones
incognitas que ecuaciones de la estatica para determinarlas.
Diagrama de cuerpo libre.

Lok

R,y +Ry+R.-P=0 (I)

EFX=O

R,y =0

Y My=0

RyL-RoL=0 ()
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De las ecuaciones planteadas se observa que hay 2 ecuaciones y 3 incégnitas por lo
tanto se hace necesario buscar una tercera ecuacion que nos permita relacionar las
reacciones desconocidas. Esta se busca en el esquema deformado. Para ello se hace
uso del método de compatibilidad de las deformaciones. Este consiste en buscar en el
sistema deformado la relacion (o relaciones) entre los acortamientos o alargamientos Al
que existen entre las partes del sistema.

En la siguiente figura en la posicién abc es posible ver la barra antes de aplicar la carga
externa P y en la posicién ab’c” como quedara el sistema después de aplicada la carga
(se muestra de forma exagerada para que se pueda apreciar bien).

a b o

Al

Al

b’

o

Como se aprecia en la figura las barras 1 y 2 sufren alargamientos. De las condiciones
geométricas se ve que los triangulos abb” y acc” son semejantes, por lo que se puede
plantear que sus lados son proporcionales:
ab=1L
ac =21
bb'= Al
cc’= Al
Al Al
L 2L
AL, = 2A]
Esta expresién es la relacion entre los alargamientos de las barras 1y 2.
Aplicando la ley de Hooke:
Ryl
B ElAl
R-L
E2A2
Luego:
M =% RpL

Al

Al =

E2A2 ElAl
ReL oy Ryl

E,24, E 4,
Re =4R, (III)

Con las ecuaciones |, Il y Il ya es posible determinar las reacciones en las barras.
Ry+Rg+R--P=0 (I)

R,y -R-=0 (I

R- = 4Ry (1)

Simultaneando las tres ecuaciones se obtiene,

R,y =222222 kgf

Ry =0

Ry =555 kgf

R =2222.22 kgf
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3. La barra de acero que se muestra en la figura esta sujeta a una carga axial de
compresion de 320 kN. Si el modulo de elasticidad del acero es 210 GPa y la razén de
Poisson es 0.3, 4 Cual es el espesor (1) final de la barra?

Datos. 7
ﬁ 6_
L=0.45m hi p P

P= 320 kN t_|
Eacero= 210 GPa k& L "4
h=100 mm

t=40 mm

Diagrama de cuerpo libre.

~. e
e ~

P P

El esfuerzo normal por compresion es negativo, aplicando la Ley de Hooke:

PL
Oaxial = _E

N 320 kN - 0.45m
axial = 01 m 0.04m 210 - GPa

Suriar = —0.00171m

La deformacion unitaria axial de la barra es:

_ 6axial

€axial = T
—0.00171m
oot =0 450

€axiar = —0.00038 m/m

A partir de la ecuacion de la razon de Poisson:
€lateral

€axial
€lateral = ~V  €axial
€1aterar = —0.3(—0.00038 m/m)
€1aterar = 0.000114 m/m

El incremento en el espesor de la barra viene dado por la ecuacion:
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At = €aterar * t
At =0.000114 m/m-0.04 m
At = 0.00000457 m (0.00457 mm)
Entonces, el espesor final de la barra es:
t =40mm + 0.00457 mm

t =40.0046 mm

4. Un bloque prismatico de concreto de masa (m) es suspendido de dos varillas cuyos
extremos inferiores estan al mismo nivel como se indica en la figura. Determinar la
relacion de las secciones de las varillas de manera que el bloque no se desnivele
(permanezca horizontal).

Datos.

Ast_,

A,
6 ==

st

A
Aluminio

£ E=70GPa
L=6m
ace ©
5m >AQ->

R st RaL
E =200GPa |

L =3m #
w

2Fy=0
Rst + Rar=W (1)
2Fy=0
ZRAL - 3Rst =0
3R,
RAL = 2S (2)
_FL
T AE
_ R, (3)mm2
" 4,(200G6N)
R, (6)m.m2
T (7OGPa)(4)
st = 5AL
3R,  6R,
2004, 70A,,

0
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ASt st
A, 40R,
A, TR,
A, _403R,
A, T2R,
Ay 60
A, T

5. Dos varillas de aluminio AB y BC estan articuladas en A y en C a soportes rigidos como
indica la figura. Las barras estan unidas en B mediante un pasador y soportan la carga P =
1500 kzg. Si las varillas tienen una seccién de 2 cm? y un médulo de elasticidad de 2 x 10°
kgf/cm®, determinar las deformaciones totales de cada una y el desplazamiento horizontal
y vertical del punto B considere x=45°y = 30°.

Datos.

A =2 cm?

E =2 x 10° kgf/cm?
6AB =7

650 =7

o =45°

B =30°

0, ="

P = 1500KG

2Fy=0
Ras (sen a) + Rgc (senp) =P (1)
YFx=0
Ras (cos a) + Rgc .cosp = 0 (2)
Ry cos B
coSsa
Reemplazo 2 en 1
Rgc tga. cosp - Rec (senf) = P
Rsc (tga. cosp - senp) =P
1500
Rye = o o o
tg45°cos30°+sen30

RAB =
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Rsc = 1098 Kgf
En (2)

R 1098Kgf".cos30°

cos45°
Rag = 1344 Kgf

BC =

Diagrama alargamientos

dAB dBc

_ 1098Kgf (2m)cm® | 1000mm|
2em* 2x10°Kgf | 1m |

Oye = 549%107 mm

_ 1344Kgf 3m.cm’ ‘IOOOmm‘
P 2em* 2x10°Kgf | 1m |

0,5 =1008x107° mm

Opc

6. Una barra de aluminio con seccién constante de 160 mm? soporta las fuerzas axiales
aplicadas en los puntos que indica la figura. Si E = 70 GPa, determinar el alargamiento o
acortamiento total de la barra (No hay pandeo de este elemento).

Datos.
Aluminio
A = 160mm?
E =70 GPa
0="7?
d; d,
( (
30K N
35KN <w— \ 1—§N \_> <«—— 10K N
| / | / | |
[ oam! im "o,8m!
0, =)0
0, =0,+0, +0,
N, L
Fx=0 o, =—+—
2 ' AE
-35+Nap =0
NAp=35 KN
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_ 35KN.0.8m_|(1000mm)' | 1GPg |1Pgin* [10° ¥|
' 160mp* 70GPal  1m*  [10°Pg| N |1KN |

6, =2.5mm
d,
35KN
1&KN NAI
SFx=0
NaL=+35-15
NaL =+ 20 KN

_ (20x10* N(mm>  [1000mm|
2 L6x10°m?.70x10°N | 1m |

0 =1,785mm
ds
- > > |
N, L
0, = A/ﬁi’ SFx=0

-35 KN + 15 KN + 30 KN + NAI =0
83=-10KNx 0,6 x10° 10KN +Na =0

d3 =-0,53 mm NaL =- 1012N
Ejercicios Propuestos. p
1. Determine el numero de perfil necesario que garantice la TP
resistencia de la barra AB. 8
Datos. + Z;C B
— — — — 2
P= 10 kN, a= 0.2 m, b= 0.4 m, [c] =1600 kgf/cm | .
2. Construya los graficos de fuerzas internas, 4,
tensiones y desplazamientos. d, ‘ o 7z
Datos: y i
P.=1 ton l"z 2
P,= 2 ton Ex
di=4 cm dy e
d>=2cm “l
E= 2x10° kgf/cm? lp1

3. ¢ Donde debe ser aplicada la fuerza P, para que el desplazamiento de la viga rigida AB,
sea horizontal?

Datos:

P =100 kN

= 2m
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a=1m

A= 4 cm?

A= 2 cm?

E1= E»= 2x10° kgf/cm?

4 Determinar las fuerzas axiales de las barras 1.
Datos:

P =10 kN

a=15m

c=24m

A= 0.2 m?

A= 0.27m?

Eq1= 1 x10° kgf/cm?

E»= 2x10° kgf/cm?

5. Determinar las tensiones en la barra AB. Se conoce que:

P =30kN

g= 15 kN/m 5 =
a=0.1m @ 1 @
Seccion transversal rectangular de 30 mm x 30 mm %

a m Y VA
) + 23 :L a :p
w5

6. Determinar el area de la seccion transversal de las barras 1 y 2 en la siguiente
estructura.

04m 05m
07m 1 }/
¥ m
1.2m
- S A ——— (ZS

Datos:

Valor maximo para la masa m: 1200 kg
Tension admisible de la barra 1: 200 MPa
Tension admisible de la barra 2: 160 MPa
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El estado tensional de un elemento viene dado por el conjunto de todas las tensiones que
actuan sobre el mismo. Es de suma importancia conocer este estado tensional para juzgar
sobre la resistencia del material.

Para conocer el estado tensional del elemento en un punto determinado se utilizan dos
métodos. Uno es el método analitico y el otro es el método grafico mediante la construccion
del circulo de Mohr.

Para construir el circulo:

|.) Dados los valores de ox,o0y,y t se construye de la manera siguiente.

1) Se grafican sobre el eje horizontal las tensiones normales ox yoy, para lo que se escoge
una escala que se respetara en todo el ejercicio.

2) En el eje de las ordenadas se grafican los valores de (7 ) con su valor modular.

3) Al trazar una linea entre los valores de (ox -7) [4] y (oy —7)[B] se obtiene un punto que
es el centro de la circunferencia [C] donde los radios CB 6 CA determinaran dicha
circunferencia.

Los puntos de la circunferencia se relacionan a un plano del prisma elemental.

4) Al unir los puntos con los valores de ox y =y representamos el plano € al cual
pertenecen estas tensiones. Consideraremos 7 negativa si hace girar cualquier punto
interior dentro del prisma de forma anti horaria, de lo contrario sera positiva.

5) El punto | y Il correspondiente a ol y o2 se encuentran en la intercepcion dl eje de las
accisas con la circunferencia. Es importante que memorice que ol >02.

El angulo que se forma entre los planos | y € corresponden al angulo 2¢.

6) Para calcular las tensiones en un plano inclinado « un angulo ¢ con respecto al plano&
, trazamos partiendo de € en la circunferencia un angulo con valor 2¢, en el mismo
sentido del angulog en el prisma elemental.

Donde se interceptan el plano y la circunferencia existen los valoresde o y 7.

Il.) Si contamos con los valores de las tensiones principales ol y o2.Podriamos
calcular las tensiones o y 7 en el plano . .con los siguientes pasos

1) Se grafican los valores de ol yo2 utilizando una escala que escogeriamos pero que se

utilizara en todo el ejercicio.
2) Se busca el centro C de la circunferencia como el medio de la linea:

Co ol+o2
2

Y se obtienen los radios C ol y Co2

3) Tomando como parida el punto |, y en el mismo sentido del prisma construimos un
angulo 2¢ en la circunferencia, en la intercepcion definimos el plano ,que nos

indicara los valores de (o) y ().

Ejercicios resueltos.

1. Determinar las tensiones normales y tangenciales en el punto B para un corte realizado en
el punto a un angulo de 30° con respecto a la horizontal. La barra se encuentra sometida a la
accion de su peso propio.
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Datos:
I=100 cm
A= 10 cm?
y= 0.005 kg/cm?
e 5

a)

|
|
|
| LEd
|
I
|

Como primer paso se deben determinar las tensiones que surgen en el punto B, que seran
esfuerzos normales traccion.

La fuerza de traccion que actua sobre la barra producto a la accién de su peso esta en
funcién del peso especifico, el area y la longitud de la misma, como los dos primeros son
constantes, entonces la carga varia con la longitud siendo nula en el extremo libre y maxima
en el empotramiento.

I=5kgf
N=)/Az‘0=0g

Las tensiones normales seran nulas en el extremo inferior y maximas en el empotramiento.
Nmax

T

Oax = 0.5kgf | cm?

Como se aprecia en la figura en el punto B se produce un estado tensional lineal, en el cual

solo actua una tension normal y no aparecen tensiones tangenciales. Si se plotea esto en un

sistema coordenado o - t se obtiene:

4+

o

G=0.§U

Como se aprecia en la figura para un estado tensional lineal solo surge una tension principal
que es igual a la tensidn que actua sobre el elemento. Para construir el circulo de Mohr se
procede de la siguiente forma:

Se determina un factor de escala. En el eje de las o se plotean los valores de tensiones
normales que actuen sobre las caras del elemento y en el eje de las t las tensiones
tangenciales (que en este caso son nulas). Se obtienen asi dos puntos los cuales al ser
unidos determinan el diametro del circulo. El punto donde este corta al eje horizontal es el
centro O del circulo. Entonces es posible trazar la circunferencia. Cada punto de esta
determina el valor de las tensiones que actuan en un plano del elemento analizado.

Después de obtenido el Circulo de Mohr es posible conocer los valores de las tensiones
principales, las tensiones tangenciales maximas asi como las tensiones en cualquier plano
inclinado. Para esto ultimo debe rotarse el radio del circulo el doble del angulo al que se
desea determinar las tensiones en el mismo sentido que aparece en el prisma elemental.

139



UNIVERSIDAD DE LAS FUERZAS ARMADAS - ESPE

Es importante recordar el convenio de signos:
- Las tensiones normales de traccion se consideran positivas.
- Las tensiones tangenciales que tienden a girar el elemento en sentido horario son
positivas.

Para conocer las tensiones en un plano inclinado a 30° se gira el diametro del circulo de
Mohr el doble de este angulo, o sea 60° en sentido anti horario pasando los puntos ay b a
ocupar las posiciones a” y b’ respectivamente. Las tensiones o y t correspondientes a estos
puntos son entonces las tensiones que actuan en las caras del plano inclinado que interesa.

ba/ tb' i b
. l off oac LABD o=03,
b’ Ca’ a N L
Ta’ !
7 Ny 3300 o
Ta’:Tb’ /‘
Oy -
b

Og*
Se obtiene para las tensiones buscadas:
0a = 0.125 kgf/cm?
op = 0.37 kgf/cm?
Ta =1p = 0.21 kgflcm?

2. En la siguiente figura se muestra el estado tensional de un punto. Determine:
a) Las tensiones principales.
b) Las tensiones tangenciales extremas.

¥y
203 ‘—J.

500

=
200

L

* X

(Las tensiones estan dadas en kgficm?).

Para resolver este problema se hara uso del método grafico.

Se construye un sistema de ejes coordenados o - Ty se escoge un factor de escala ux.

Para construir el circulo se trazan dos puntos. Un punto A (ox, txy), las tensiones ox son
positivas por ser de traccion, igual sentido tienen las tensiones txy producto a que tienden a
girar el elemento en sentido horario. El segundo punto es B (oy, tyx) en el que las tensiones
Oy son negativas pues son de compresion, mientras que las txy son negativas pues giran el
elemento en sentido anti horario.

Después de obtenidos estos puntos se unen los mismos mediante un segmento de recta
quedando asi definido el diametro del circulo de Mohr. El punto donde este corta al eje de las
o es el centro O del circulo.
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4T
-+ 500
400 Ty, 300
T
/""
| 300
=200 A
o.=-250 1100 oy =550
300 200 l1 0o o 1 PU ; l300 4]00 500 600
T 1 o | T 1 t G

100

4200
B
300
480 |
Toain 00

| 500

Del analisis del circulo construido se aprecia que:
o1 = 550 kgf/cm?

O2 = 0

o3 = -250 kgf/cm?

Tvax = 400 kgf/cm?

TN = -400 kgf/cm?

Ejercicios propuestos.

1. Hallar las tensiones que existen en caras giradas un angulo de 45° respecto a la
horizontal.

100 MPa [:, 100 MPa

2. Determinar las tensiones principales y el angulo necesario para obtenerlos.

o o,
T
G?
oyx = 200 MPa
oy =120 MPa
t= 700 MPa

3. Determine las tensiones principales, las tensiones tangenciales maxima y minima, asi
como los angulos de giro necesarios para obtenerlos.
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Y
Z X
G, Gy
ox = 500 MPa
oz = 230 MPa
t= 100 MPa

4. Determine la energia potencial almacenada por elemento del problema anterior si:
E =200 GPa

G =80 GPa

u=0.3

5. Calcule las deformaciones longitudinales unitarias a lo largo de los ejes X, Y, Z del
elemento mostrado.

E =200 GPa

G =80 GPa

u=0.3

ox = 100 MPa

oy = 100 MPa

t= 200 MPa
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Calculo de barras de seccion circular a torsion.

Una barra esta sometida a torsion, si en sus secciones transversales surgen momentos
torsores, es decir, momentos que actuan de forma paralela a la seccién transversal.

En esta solicitacion surgen tensiones tangenciales, cuando se trata de barra de secciones
circulares se obtienen de la expresion:

Mt
T=—",

Wp
y la condicion de resistencia:

TMax = I:T]

Las deformaciones que tienen lugar son angulares. Se denominan angulo de torsion.

& Mt

i= Gilpi

El angulo de torsion correspondiente a la unidad de longitud se denomina angulo de torsién
unitario y se obtiene a través de:

¢=

0 = ﬂ y la condicion de rigidez: 6, < [49]
Glp

Ejercicio resuelto.

1. El arbol representado en la figura gira a 380 rpm; la polea 3 es la motriz, mientras que la
polea 1 transmite hacia otro equipo una potencia de N1= 60 HP y la 2 una potencia N»= 40
HP. Determinar el diametro del arbol.

Datos:

[t]= 800 kgf/cm?

[6]=0.5°m

G= 8x10° kgf/cm?

L=1m

n= 380 rpm

N+1= 60 HP

N2= 40 HP
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El primer paso es construir el esquema de analisis. Para ello es necesario calcular el valor de
los momentos torsores aplicados al arbol por la accion de las poleas. La relacion que existe
entre el momento aplicado a un arbol, la potencia transmitida por él y la frecuencia de
rotacion es:

M = 71.62E
n

donde:

M es el momento torsor en kgf*cm

N es la potencia en HP.

n es las revoluciones del arbol en rpm.

Aplicando la ecuacion anterior se obtiene:
M= 11.3 kgf*cm
My= 7.54 kgf*cm

Si por ambas poleas se transmite una potencia de:

N1+ N2= 60+40 = 100 HP,

Es necesario que al arbol llegue esa potencia, lo cual ocurre por la polea 3, entonces:
Ms= 18.84 kgf*cm

Conocidos todos los momentos se construye el esquema de analisis:
M, M, M

=t -t |

Para el analisis de la barra se divide en dos tramos de igual longitud cada uno.

Gréficos de fuerzas internas.

En el punto 1 esta aplicado el momento M4 por lo que en ese punto en el grafico de
momentos torsores habra un salto igual a ese valor que sera constante hasta el punto 2
donde producto a la accion de M, habra un salto igual al valor de este momento. En el ultimo
tramo, comprendido entre los puntos 2 y 3 el momento sera constante e igual a Ms. En el
punto 3 el salto en el grafico sera de igual valor a este ultimo momento.

Aplicando el método de las secciones:

Seccion 1 (entre los puntos 1y 2)
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M, Mt
Mt-M, =0
Mt = M,

Mt =11.3kgf

Seccion 2 (entre los puntos 2 y 3)
Mt Mz

Mt-M;=0
Mt =M,
Mt =18.84kgf

El grafico de momentos torsores queda como sigue:
18.84

11.30

Mt (kgf*cm)

Del grafico se aprecia que la seccidn peligrosa es la 2, comprendida entre los puntos 2 y 3
gue es donde actua el momento torsor maximo.

Calculo del diametro por resistencia.

TMax = M = [T]

Wp
Wp =0.2d°
Mt
TMax = O.2d3 = [‘L’]
Mt
d=3 m
d = 4.74cm

Calculo del diametro por rigidez.
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Mt
6=G7]pz|:0]

Ip=0.1d*
Mt
" Go.1d* =¢]
dz=4 Mt
- 0.1G|H

d =724cm
Nota: el angulo de giro admisible fue convertido a rad/m.

De los dos diametros calculados se escoge el mayor pues es el que garantiza las dos
condiciones, resistencia y rigidez. Entonces:
d=7.24 cm

2. Se utilizara una barra de acero con D= 15 mm como resorte de torsion, si el esfuerzo
torsional de la barra no debe exceder de 110 MPa cuando uno de sus extremos gire en un
angulo de 30°. ;Cual debe ser la longitud de la barra?

Datos:

Dst = 15mm
T <110 MPa
¢ =30°

=7
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_ 110MP¢[10° Pg| 1GPg
798 |IMP¢|10° Pg
360°
2mrad

y =137 %10 rad = 0,078°

: or

4
304.7,5x10m
0,078
=2,88m

3. El arbol de transmision representado en la figura es de acero tiene un diametro de 4 cm y
gira a 252 rpm, esta soportada en cojinetes colocados de tal modo que la flexion del eje sea
despreciable. Una correa de transmisién (banda) aplica 50 hp a la polea de la izquierda
mientras las correas acopladas a las poleas intermedias y de la derecha transmiten desde
estos 30 y 20 hp respectivamente. Calcular el maximo esfuerzo cortante producido en el
arbol y2el angulo total de torsidn. Se supone un médulo de rigidez a torsion G = 0,89 x 10°
Kgflcm®.

Datos:

Acero

D=4cm

N =525 rpm

Pa =50

Pb =30

Pc =20

T=7

¢=7

G = 0,89 x 10° Kgf/cm?

a c
8 s, P20, O
1Fa

IEPEIN T
Y| [o] [5] [5] 5]
- 7@
e o] | P[] Mf
L Fc
ny L~
all 305 610 |

Cargas Flexionantes — G es despreciable
Cargas torcionales — T
T.r

T=—TT
J AB BC
T,.r T...r
Ty = A; Tpe = B;

P = T.n = Potencia = torque x # revoluciones
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Tn
Si—P= = T|ibpul
63000 [epute]
nlrpm]
PlHp]
- _ P:63000
n
7 _ 5063000 r - 20.63000
525 525
T,, = 6000lb.in T, = 24000b.in
T,.D.32
Y W)
Tma'x = 176;/;8
_16.6000/b.ip” |(2,54cm)’ |
max 4% em? ‘ lin* |
T . =782427 o -
pulg
T.L
¢=a ¢AB+¢BC=¢t
_ T AB.LAB
¢AB GJ
’ 6000/bin.0,305m
AB T 2 4
0.89 x10° Kg]:.fr.(o,04) m
cm 32
. 2 3
b = 60001bz;6/1.0,305m.cm ;32 | 1Kef 2,54‘lcm| 1;:1 E| 0 410" rad
0,89 x10° Kgf (0,04 m* |2,20bf | lip  [100° cm? |
¢Bc =T, BC ‘LBC
GJ

_ 24000bin.0,61m.cm*.32 | 2,54 |
0,89 x10° Kgf (0,04 )m* 2,2 x100° |
Py = 7,55%x107 rad
360°
Jrad

=0,97°

¢, =1,7x107* rad

Determinar el diametro correcto para un eje de acero que transmite 300 hp a una velocidad
de 3600 rpm si la tensién de trabajo en corte es igual a 420 kgf/cm?.

Datos:

DA =7

P =300 Hp

n = 3600 rpm

T = 420 kgf/cm?
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T
0l )@
B Tr
J
B T.r
- 2.D*
32
. T.p.32
27aD*
D’ = 167
Ja.T
B Tn
63000
63000P _ .
n
7 _ 63000.300
3600
T = 52501bin
b 3\/16.52501bi1/1.cm2 1Kgf |2,54cm|
w420Kgf  (2,206f| lip |
D =4188cm

Ejercicios propuestos.

1. El acoplamiento de la figura transmite una potencia de 60 kW y una vez acoplado trabajara
a 800 rpm. Dimensione el cubo de la transmisién.

Datos.

G=80 Gpa

d/D=0.9

[t]= 450 kgf/cm?

[6]=2°m

2. Hallar la economia de material que se obtendria en el caso de sustituir una viga de seccion
maciza por una hueca con una relacion d/D = 0.6
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3. Comprobar la barra de la siguiente figura si:

M= 100 kNm
[t]= 80 MPa
[6]= 0.6 °/m
d=8 cm.
G= 80 GPa
L=15cm

d

M

1. Se quiere conocer cual es el momento maximo que se le puede aplicar a un arbol sin

afectar la resistencia y la rigidez del mismo. Se conoce que:
[t]= 65 kgficm?

[6]= 0.5 °/m

d= 10 cm.

G= 80 GPa

L=32 cm

Calculo de barras de seccion no circular a torsion.
Ejercicio resuelto.

1. Comprobar la barra de la figura.
a) Comprobarla si le diera un corte a la seccién a lo largo de toda la longitud.

Datos.
M= 1.5 kNm
G= 80 GPa
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[t]= 80 MPa
a=8cm
b=4 cm
01=0.5¢cm
0>=1.0 cm

Este es un problema donde se analizara los métodos de calculo de barras de perfil delgado
comparando la resistencia de perfiles abiertos y cerrados.

El esquema de analisis puede construirse sustituyendo la barra hueca por una barra.

] i
) |

{ :i-}

Grafico de momentos torsores.
Como sobre la barra hay aplicado un solo momento el momento torsor sera constante e igual
al momento exterior aplicado sobre la barra.

Mt=M

M M
Comprobacién de la barra.

Del grafico de momentos torsores se aprecia que todas las secciones son igualmente
peligrosas, ya que estan cargadas con el mismo momento, de ahi que pueda analizarse
cualquier seccion. La condicion de resistencia viene dada por:

TMax = [T]
M,
TMax = W'll: = [Z']

En el caso de un perfil de paredes delgadas cerrado sometido a torsion el médulo de la
seccion es:
Wt=2%4%6,,,
A: es el area limitada por la linea que pasa por el medio del espesor de la pared de la
seccion.
En la siguiente figura se muestra esta area que aparece rayada.

b

A= (b-61) (8-62)
A= 25.4 cm?
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dmin: €S el espesor minimo de la pared del perfil.
6min=0.5 cm
Wt=2%254%0.5
Wt =25 .4cm’
La tension tangencial maxima es:
_ 1.5%10° Nm
25.4*%107°m?
7, =59MPa

Max

TMax = [T]
Por lo tanto la barra resiste.

rMax

a) Suponiendo que a la barra se le ha realizado un corte longitudinal, por lo que sera una
seccion abierta.
En este caso el Wt viene dado por:

Wi = It
5Max
1 3
It = gzél Si

li: expresion que hace los efectos del momento polar de inercia, a los efectos del calculo a
torsion.

dmax: €spesor maximo de la pared del perfil.

di: espesor de cada tramo del perfil.

Si: longitud de espesor §;

Al calcular el It de un perfil delgado abierto, es necesario dividirlo en tramos rectangulares. En

este caso esta division se hara como se muestra en la siguiente figura:
S:

61; ”

B,
En el tramo donde se ha hecho el corte se desprecia la longitud del espacio abierto a los
efectos del calculo de I; por ser este muy pequefio.

Se toman cuatro tramos, dos de longitud Sty espesor §; y otros dos de longitud S, y espesor
d2.

S1 =a-§=7cm

Sz =b - 0 = 3.5cm




UNIVERSIDAD DE LAS FUERZAS ARMADAS - ESPE

It =;(5ﬁsl +635,)

It =2.6¢cm*
Oy = lem
Wi = 2.6¢cm*
lem

Wt =2.6¢cm’
- 1.5x10° Nm

M 2.6x107 m?
Ty = T6MPa
T > 7]

Por lo tanto la barra no resiste con esta seccion transversal.

De los resultados obtenidos se aprecia que los perfiles cerrados tienen mayor resistencia a la
torsidon que los abiertos. Es decir que realizando un pequefo corte a la seccion, los esfuerzos
aumentan notablemente. De igual forma sucede con los angulos de giro, en las secciones
abiertas las deformaciones son mucho mayores que en las cerradas, lo que es un argumento
mas para preferir estos ultimos.

Ejercicios propuestos.
1. Comprobar el angular empotrado mostrado en la figura.

|

h
'\\

@ 4Umm| ‘

| d4mm

Datos:

L=1m

G= 8x10° kgf/cm?
[t]= 2000 kgf/cm?
[6]= 1 °/m

M= 800 kgf*cm

2. Determine las tensiones y las deformaciones maximas en la barra mostrada en la figura:
Datos:

M= 120 kNm

L=0.5m

G= 8x10° kgf/cm?

a=42 mm

b=21 mm
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/]

A
7 a
L &

3. ¢Qué dimensiones debe tener la seccion transversal de la barra cargada como se
muestra en la figura?

(&) oM M
/1
“ 4 H a=?
& &
Datos.
M= 125 kNm

[o]= 2000 kgf/cm?
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Calculo de juntas soldadas.

Las juntas remachadas se calculan al cizallamiento. La condicion de resistencia al cortante
tiene la forma:

s[z..]

T=—>—=
Jd “nz

Las juntas remachadas también se calculan al aplastamiento.

<lo,,]

o <
Y ndd

Generalmente a la hora de realizar el calculo de una de estas juntas el problema consiste en
obtener el numero de remaches necesarios (n y ns) que garanticen la resistencia de la union
tanto al cortante como al aplastamiento.

Una vez determinado el numero de remaches necesarios aplicando las dos condiciones
anteriores se escoge de los valores obtenidos el mayor y se realiza la distribucién de los
Mismos.

También se hace necesario realizar el calculo de las planchas a traccién o a compresién. La
condicion de resistencia se plantea considerando el debilitamiento de la plancha, o sea el
numero de remaches colocados en una hilera en la misma.

Ejercicios resueltos.

1. Se quiere soldar dos planchas de acero Ct-2 utilizando cordones frontales y de flanco, dos
de cada tipo.

P’_‘ﬁ . I ——P

[TITITTITITITIT T
' T
I
1

[1]
o

HEEEEEEEER
R I i

Datos:

[t] =100 MPa
op=5mMm=0.005m
k=3 mm =0.003 m
P =100 kN

Solucion.
Como no se conoce el ancho de la plancha (b)), planteamos:
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o= <[o]
P
O = <|O
blél’l [ ]
P
b, = ———
"7 0,l0]
100x10°
=>
" 0.005x140x10°
b, =0.14m

Ahora en funcién del ancho de la plancha | (b)) es posible determinar el valor del ancho de la
plancha Il (b):

b=b,-20,

b =0.14-2x0.005

b=0.13m
Ahora es posible determinar el valor de la longitud del cordon lateral (1):

1
ng, 0.7k

[ = (P—nfr0.7bk)*

7]

100x10°
[ =

100x10°
[=0.108m
[ =10.8cm

1
2x0.7x0.003

- 2x0.7x0.13x0.003) *

A la longitud efectiva se le debe sumar 20 mm (10 mm al inicio y 10 mm al final) debido a que
la fusidon del material en esa zona es incompleta.

2. Disefiar la siguiente junta soldada:

Datos:

[ts] = 1100 N/cm?
op=1.6 cm

P =60 kN

[op] = 1833 N/cm?

1B
T oot o o .+ 1111

p—{ T I [+

L L L T 1T T T 1 1 1T T 1T T T T I T T 7T

L 1 1 0 1T [ T 1 1 T 1T [ T T
TT F
"

pe—1 |bp i b

——p
1
11 +

N N S N S N N S N N S N O N S |

1]
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Solucion.
Como se observa en la figura la union no lleva costuras frontales, solo cuatro cordones de
flanco, por lo tanto:

P
[’L’S] n,0.7k

60x10° 1
[= *
1100 4x0.7x1.6

[=212.17cm
Para completar el disefio:

o, =t <o]

/=

b0,
P
o 5P[UP]
b = 60x10°
1.6x1833
b, =20.45cm
be, =bp =20,
b, =20.45-2x1.6
b., =17.25cm
20¢,bc; = 0,pbp
0,b,
c = E
1.6x20.45
&7 2x17.25
Oc; =0.95cm

Ejercicios propuestos.

1. Determinar la carga admisible en la siguiente junta remacha.
Datos:

Material de las planchas: Acero CT-2

Material de los remaches: Duroaluminio

Ancho de las planchas (b): 5 cm

Espesor de las planchas:

d1: 6 mm

d2: 8 mm

Numero de remaches: 16 (Distribuidos en 4 filas por 4 columnas)
Diametro de los remaches (d): 5 mm
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000
0000
0000
0000

2. Calcular la junta remachada de dos planchas de igual seccién y espesor 6 = 16 mm, si
estan unidas por dos cubrejuntas y la fuerza es P = 60 t. las tensiones admisibles son:

Para la plancha: [ot]= [ot]= 160 MPa

Para los remaches: [ot]= 120 MPa

El didmetro de los remaches es 20 mm.

La condicion de resistencia para las uniones soldadas esta dada por:
P
7= <[r,]
n,00.7k+n, 0.7k
A partir de esta condicidon es posible resolver los tres problemas mencionados en la

conferencia, no obstante generalmente el calculo de las uniones soldadas consiste en
determinar la longitud de los cordones de soldadura.

P 1
[z|r——-n,b00.7k |*
[rs] n,0.7k
Para esto es necesario conocer o calcular el ancho de las planchas en las que se realiza la
costura frontal (b). Este parametro puede obtenerse de la condicién de resistencia a la
traccién de las planchas a unir.

o-" <[o]

A=bo

3. Calcular la unién soldada de la siguiente figura, que debe soportar una fuerza de 10
toneladas.

Datos:

P=10 ton
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6=1cm
[ot]= 2000 kgf/cm?
[ts]= 1000 kgf/cm?

L1111

|||||||||

Alllllll F——F
B

4. Calcular la carga maxima que puede soportar la siguiente junta soldada.
=20 cm
b=8 cm
0= 0.8 cm
[ts]= 1100 kgf/cm?
[

I T 1L I1

[

S 1 P
F— 1|||1|r
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Calculos de resistencia en vigas.

La flexion ocurre cuando las fuerzas externas actuan de forma perpendicular al eje de la
barra y su linea de accién pasa por dicho eje.

Las fuerzas internas que surgen en sus secciones transversales son momentos flectores y
fuerzas cortantes, que se determinan mediante el método de las secciones.

Aparejadas a los momentos flectores aparecen tensiones normales, que se calculan
mediante la expresion:
M|
o=
Wx
En las secciones transversales también surgen tensiones normales producto a la accién de

las fuerzas cortantes. Se determinan mediante la férmula siguiente.
05
Ixb
Generalmente la comprobacion a la resistencia se hace solo a las tensiones normales. Sin

embargo, algunos materiales, la madera como ejemplo, resiste mal a la cortadura y por lo
tanto se hace necesario realizar la comprobacion también a esta solicitacion.

Ejercicios resueltos.

1. La siguiente viga se desea construir de acero CT-2 utilizando un perfil I. Determine el perfil
necesario para garantizar la resistencia de la misma.

Datos.
Material CT-2
g= 10 kN/m
M= 20 kN/m
g —M
2, B
i i
L tm | am | o0sm
g —M
JITTIT1
A Te
R, +—
" 1m A 1m .I,BU-S’".
Solucion.

Calculo de las reacciones de apoyo.
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yM, =0

-q*Im*LSm+ R, *2m-M =0
R, =17.5kN

EFY=0

R,-R,+q*05m=0
R, =7.5kN

Construccion de los graficos de fuerzas internas.

Tramo | g Ramoll  Tramoll M
N TITITTT e\
A ( Y B k
iR, . [Rg
1m | 1m | 05 m |

Q (kN)

ST

"SR]

20 20

175

Tramo .

ﬁD

—
R

O<sz=<lm
0=-R,
Q=-7.5kN
Mf =-R,z

1=-7.5kNm
0=0

Tramo |I.
hif

b))

y @

;UQ—“_
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O<sz<lm
1=—17.5kN
O=-R, —qz‘ 0=—7.5/N

2 1=-20Knm

Mf=-R,(z+D-q "

0=-7.5kNm

Tramo Il

("

0<z=<0.5m
0=0

Mf =-M

Mf = -20kNm

El momento flector maximo ocurre en el voladizo, por lo tanto esa es la seccion peligrosa.

Aplicando la condicion de resistencia a flexion:
M _[5]

O = =
MAX
Wx

Wx > MfMAX
|0‘|
20x10°
xX=——
140x10°
Wx =0.000143m*

Wx =143cm’

El perfil necesario es el perfil | No.18 con las siguientes caracteristicas:
Wx =143cm’

A=234cm?
Ix =1290cm*

2. Calcular a que distancia deben colocarse los angulares para formar una viga con una
seccion que resista las cargas mostradas.
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IP lP W y \‘ ¥
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Datos:

P= 2 ton
a=20cm

L=2m

l,= 3.55 cm*
Zo=1.09 cm

A= 2.35 cm?

[o]= 1600 kgf/cm?

En este problema se muestra como calcular vigas compuestas por dos secciones.
El primer paso es construir los graficos de fuerzas internas para la viga.

Diagrama de cuerpo libre.
P P

P P
a | L | a

Las reacciones en los apoyos; producto a la simetria de las cargas externas y a la geometria

de las barras son iguales a las cargas externas.

La barra se divide en tres tramos definidos entre los puntos de aplicacion de cada carga y la

siguiente a ella.
| Pl P

ALY )
T O 0k

Para obtener las cargas internas, se hacen cortes en cada uno de los tramos.

Seccion | (O<z < a)
Mt

—D

Q
Z

—

o
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2M=O

Mf -Pz=0
Mf =Pz
2F=O
0-P=0
Q=P
Seccion |l (a< z < atl)
P \ Mf
0
a

Z

EM=0

Mf -Pz+P(z-a)=0
Mf =Pz-P(z-a)""™"

EF=0

O-P+P=0

0=0

El tercer tramo se construye por la de la simetria de la barra con la diferencia de que la
fuerza cortante es negativa. Los graficos de momento flector y fuerza cortante se muestran a

continuacion.
Pa Pa

Mf/]/l I\[\

p

a=Pa

P
Del grafico de momentos flectores se observa que la seccidén peligrosa esta en el tramo Il

donde actua un momento Pa. Las fibras comprimidas estan en la parte superior.
»

<
)
A B

La distancia a que es la que separa los angulares es la que se desea hallar. Para determinar
las tensiones en cualquier punto, se emplea la ecuacién:

o M
RJZ
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“y N

donde el eje x, respecto al cual se mide “y” debe ser un eje centroidal y principal. El eje X" es
el que cumple con estos requisitos.

oo M
]x'y

Interesan los puntos mas cargados de la seccion que son los que se corresponden con los
puntos designados como A y B en la figura.

Para determinar el momento de inercia de la seccion compuesta se emplea el teorema de los
ejes paralelos:

Ix'= 2|_Ix +A(z, + a)’ J

Ix: Momento de inercia de cada angular.

A: area de cada angular.

Zo: distancia del borde del angular al centro de gravedad del angular.

La multiplicacidn por dos es debido a que son dos angulares.

I¢=2]7.1+4.7(1.09 +a)

“

El término “y” es:
YA= Ymax=a + 4 cmy,

Mx'= Pa
Luego:
o, b o]

= =
7.1+4.71.09 + a)’
Despejando a y reduciendo la ecuacion:
a’-3.13a-20=0

g 3.13+-/9.8+80

2
a, =6.29cm

a, =-6.32cm

El valor de a; no tiene significado, por lo que:
a=6.29 cm

Ejercicios propuestos.

1. Una viga canal No. 22 de 10 metros de longitud, llega a un taller y al ser almacenada, se
coloca sobre dos apoyos ubicados en los extremos de la viga. El material de la viga es Acero
CT-3. Compruebe la resistencia de la viga.

2. En el ejercicio anterior analice la forma mas racional de colocar los apoyos.

3. Determinar las tensiones maximas en la viga mostrada si el peso de la carga y el polipasto
es de 1020 kgf. Considere el peso propio de la viga. La viga se construye de un perfil | No.
30.
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. 02m

05m| 3m

i

4. Determinar el perfil necesario para garantizar la resistencia de la siguiente viga:
Datos:

P=20 kN

M= 38 kNm

g= 16 kN/m

Material: Acero CT-3

P 25P
9

.

A A

06m | 06m | 02m | 0.4m

Calculo de deformaciones en vigas.
En los elementos sometidos a flexion surgen deformaciones lineales conocidas como flecha
y angulares que son el angulo de giro de la seccion transversal de la viga.
Al calcular las deformaciones en vigas se utilizan varios métodos. Ahora utilizaremos el
método de los parametros de origen.
Para resolver un problema por el mismo, debe seguirse el orden siguiente:

1. Colocar el origen de coordenadas.

2. Calculo de las reacciones de apoyo.

3. Determinacion de la flecha en el origen yo y el angulo de giro en el origen 6o.

4. Determinacion de la flecha y el angulo de giro en los puntos que interesan.

Ejercicios resueltos.

1. Determinar las deformaciones maximas.
Datos.

P=q*a

g= 10 kN/m

a=1m

Acero CT-2

Perfil | No. 20
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q P
e .
M({ I

Ry
ke 2a

El origen de coordenadas se ubica en el extremo izquierdo (en el empotramiento), donde las
deformaciones son iguales a cero.

Las reacciones en los apoyos se obtienen de las ecuaciones de equilibrio de la estatica.

EFY=O

R, =q*2a+P
R, =3qa

EMO=O

M =q*2a*a+ P*3a
M =5qa’

Las deformaciones seran maximas en el extremo libre, donde z = 3a.

EI0 = EI ,6, +EM(z-a)+EP(;_“’)+Eq(2_—a>

Para z=3a

El 6, =-M@3a-0)

N Ry(3a-0) _P@Ba-3a) ¢Qa -0)’ N q(3a-2a)’
2 2 6 6
0,y =-0.0158rad

M(z-a)® P(z-a)’ )
EIXy=EIXyO+EIXH()z+E%+ (z-a) +M

6 24
Para z =3a
-M@Ba-0)> Ry(Ba-0) PQBa-3a)’ 3a-0)* (3a-2a)*
oy ), RvGa-0)’ PGa-3a) q(Ga-0)" g(Ga-2a)
2 6 6 24 24
Vyux =—0.035m

2. Calcular la deflexion (y) en el punto D y el angulo de giro (e) en el punto B de la siguiente
viga de acero CT-2 que se muestra.

Datos.
Perfil | No. 36
47 G KkNm 4 kN
2 kMN/m l
41113111 -
A, D /55
s -+
T‘ 2m | 2m ]
R.« Re
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El origen de coordenadas se ubica en el apoyo izquierdo (punto A).
Las reacciones en los apoyos se obtienen de las ecuaciones de equilibrio de la estatica.

EMA =0
4*R, —8kNm —4kN *4m - 2kn/ m*2m*1m = 0
R, =TkN

EFY =0
R, +7kN —4kN — (2kN / m)*2m = 0
R, =1kN

Para determinar el angulo de giro inicial (6p= 6a) se calcula la flecha en el apoyo B
aprovechando las condiciones de apoyo de la viga, pues yo= ya= ys= 0.
Para z =4m.

M(z-a)’ P(z-a)’ Z—a)
El, vy, =EIXyA+E]X¢9Az+M+ ( ) +Eu
2 6 24
6, =0,

0=EI,0,(4m)+

M(4—2)2+RA(4—0)3+RB(4—4)3 6](4—0)4+qp(4—2)4
2 6 6 24 24
8, = -0.000062rad

Flecha en el punto D (yp):
MZ—a2 I)Z_a3 Z—a4
By = By, 4 B 00 2MC BP0 Faoa
M2-2° R,2-0)° q(2-0)°
2 6 24

El,y, =-EI 60,Q2m)+

y, =-0.00012m

Angulo de giro en el punto B (6g):

El, 0, = EI 0, +EM(z—a)+EP(;—_b)2+Eq(Z—_C)3

R,(4-0) R,(4-4)" _q(4-00 q(4-2)’
2 2 6 6

El 6, =EIl .0, +M(4-2)+

6, =0.00013rad

Ejercicios Propuestos.
1. Determine la flecha maxima.
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Pa

Pla —

NN EEE

SN

a 2a a

2. Determine la deformacion lineal y angular en el punto D.

)

q —

D

ﬁ,&. B
77 ¢
| 1m 1m 05m

Datos.
Material CT-2
g= 10 KN/m
M= 20 kKN/m
Perfil | No. 20

3. Calcule la flecha y el angulo de giro en el punto C de la siguiente viga. EI material es acero
CT-3 y esta construida utilizando un perfil canal No. 16.

M
q P "
éa& C B
e
rr 2a I a a

M= ga?
g= P/a

4. Determinar el angulo de giro y la flecha en el extremo libre de la barra mostrada en la
figura.

Datos:

P=100 kN

a=0.6m

M= Pa

g= P/2a

Material: acero al carbono.

Perfil I No. 60
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Calculo de vigas sometidas a flexiéon oblicua y flexion con Traccién - Compresion.

Se entiende por resistencia compuesta las diferentes combinaciones de estados tensionales
simples (traccion, compresion, deslizamiento, torsidn, flexién). En el caso general de
solicitacion de una barra en sus secciones transversales actuan seis componentes de
esfuerzos interiores (N, Qx, Qv, My, My, M;) relacionadas con cuatro deformaciones simples
de la barra: traccion o compresion, deslizamiento, torsion o flexion.

El estado tensional de una barra se determina, a base de la hipdtesis sobre la accion
independiente de las fuerzas, sumando los estados tensionales originados por cada tipo de
solicitacion simple por separado.

Por analogia, las deformaciones (desplazamientos) pueden determinarse sumando las
deformaciones provocadas por cada tipo de solicitacidn por separado.

El principio de suma de la accion de las fuerzas o el principio de superposicidon se aplica en
todos los casos que el material obedezca a la ley de Hooke y las deformaciones sean
pequefias. En la practica son pocos los casos en que en la barra surgen todos los seis
componentes de esfuerzos interiores: ordinariamente se trata de sus diferentes
combinaciones.

Ejercicio Resuelto.

Ejercicio 1. Compruebe si la siguiente barra resiste los esfuerzos actuantes.
Datos.

| No. 16

g= 10 kN/m

[=2m

P=10 kN

CT-2

Ve

Ny

X
g

P
.

20 kNm

La barra esta sometida a flexion en dos planos. La fuerza P provoca flexion en el eje y la
carga distribuida provoca flexion respecto al eje x.

Calculo de las fuerzas internas.

Momento en el plano xz.

P 2=20kNm

z
Mx = qg—
q2

0=0
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Momento en el plano yz.
My _ PZ|2=20kNm

0=0
La seccion peligrosa es el empotramiento que es donde se hacen maximos los momentos
flectores.

Para determinar el (los) punto (s) peligroso (s). La carga distribuida provoca que las fibras
superiores trabajen a traccion y las inferiores a compresidén, mientras que producto a la

accién de la fuerza P las fibras delanteras trabajan a traccion y las traseras a compresion:
TT CT

1 2
4 3
TC cCC

Los puntos peligrosos son los numeros 1 y 3 que es el sitio donde se superponen las
tensiones de un mismo signo, por los tanto la comprobacion de la resistencia puede hacerse
para cualquiera de ellos atendiendo a que el material de la viga tiene tanto la misma
resistencia a la traccion como a compresion.

o, =*0, %0,

Mx My
O, =—+——
“owx Wy
20x10°Nm  20x10° Nm
o, = +
! Wx wy
o, =
[0]=140MPa
o, <lo]

Por lo tanto la viga resiste.
Ejercicios propuestos.

Ejercicio 1. Compruebe si la siguiente barra resiste los esfuerzos actuantes.
Datos.

| No. 16

g= 10 kKN/m

I=2m

P=10 kN

CT-2

’M% z

| 1 P
| e X

Ejercicio 2. Dado P=240 kgf, g= 240 kgf/m, I= 2m, a=30°, E= 2x10"" N/m?, [¢]= 160 MPa.
Calcular el numero de perfil | y la posicion de la linea neutra.
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Ejercicio 3. Compruebe la resistencia de la viga. Se conoce que:
P=9000 N, a= 35° I=4m, h= 2b, b= 12 cm, Material Acero CT3.

Ejercicio 4. Compruebe la resistencia de la siguiente viga.
Datos:

P1=2000 N

P>= 3000 N

Ps= 1000 N

I=4m

d=6 cm

[o]=2000 kgflcm?

P

P;
P

Calculo de arboles (Flexion-Torsion)

Los arboles son elementos de maquina encargados de transmitir potencia mediante el
movimiento de rotacién alrededor de su eje. En ellos surgen generalmente esfuerzos de
flexion y torsion combinados.

La potencia que trasmiten estos elementos esta en funcién del momento que transmite y la
frecuencia de rotacién del mismo.

Ejercicio Resuelto

Ejercicio 1. Determine el diametro minimo que debe tener la siguiente barra.
Datos:

P=19600N

M= 39 200 Nm

Material Acero CT-3

el 177



UNIVERSIDAD DE LAS FUERZAS ARMADAS - ESPE

M M
a e 1 B
77
. 02m e 0.2m ,

El primer paso es determinar a qué solicitaciones esta sometido el elemento.
En este caso es a torsion y flexiéon en un plano.

Posterior a ello se pasa a la construccién de los graficos de fuerzas internas para cada
solicitacion por separado.

Grafico de momentos torsores.

La barra tiene un solo tramo. El momento torsor sera constante e igual a los momentos
exteriores aplicados en la barra.

Mt =39200Nm

Grafico de momentos flectores.
Producto a la simetria de la barra las reacciones en los apoyos seran iguales a la mitad de la
carga P aplicada a la barra.

R, =R, =9800N

La barra tiene dos tramos:

Seccion|0<z;<0.2m
Mf

R

A

Z
H—

2M=0

Mf_RAZI‘

0.2m=1960Nm
0=0

Seccionll0 <z, <0.2m
f

<3N
EM=O

Mf_RBzz‘

0.2m=1960Nm
0=0

Los graficos de fuerzas internas se muestran a continuacion:
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1960 Nm

w_ert [ e

Mt

39 200 Nm

La seccidn peligrosa, como se aprecia en los graficos anteriores es el punto medio de la
barra, que es donde surgen los mayores esfuerzos.

Aplicando la tercera teoria de resistencia:

o =0 +47° <|o
e

donde:
VY 4
o - M
MWx
Nt
T =
Wre

Sustituyendo estas expresiones en la expresion de la tercera teoria:
2 2
M,
MY g MY (o]
Wx 2Wx
MF?P + Mt?

Wx =
o]
Wx =0.1d"

O

De donde se obtiene:
d=0.131m
d=13.1 cm

Aplicando la cuarta teoria de resistencia:

o, =0 +37 <[o]

donde:
VY 4
o - M
MWx
Nt
T =
Wre

Sustituyendo estas expresiones en la expresion de la tercera teoria:
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o] A
Wx 2Wx
> I Mf? +0.75M1°

lo]

Wx

Wx=0.1d"

De donde se obtiene:
d=0.129 m
d=12.9 cm

Ejercicios Propuestos.
1. Compruebe la resistencia del siguiente arbol.

Datos.

P+=10 kN

P>= 12 kN

Ps= 8.5 kN

M= 5.6 KNm

Material: Acero aleado de alta resistencia [c]= 200 MPa

Nota: Realice la comprobacion por la tercera y cuarta teorias de resistencia.

M
&
® 3 @
! P, 95 mm

b L

020m | 0.20m

&
045m

2. Proponga las dimensiones del siguiente arbol:
Datos.

P+= 8.6 kN

P>= 10 kN

Ps= 6.7 kN

M= 6 kNm

Material: Acero CT-3

@ @

10 cm e 10cm \4 12 cm
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Desplazamientos en porticos estaticamente determinados.

Bajo la accion de las fuerzas externas los elementos de maquinas y estructuras sufren
deformaciones. Es conveniente disponer de métodos de calculo que permitan determinar los
desplazamientos en sistemas sometidos a un estado cualquiera de cargas.

Es posible mencionar el Método de Mohr y el Método de Vereshiaguin.

Ejercicios resueltos.
1. Determine el desplazamiento vertical que produce la fuerza P en el punto donde aplica.

|P=1
P

2a _a

Para determinar el desplazamiento se hara uso del Método de Vereshiaguin. Para ello deben
construirse los graficos de fuerzas internas en el pértico para la carga real y para una carga
ficticia aplicada en el punto donde queremos determinar el desplazamiento. Para construir
estos graficos se utiliza el método de las secciones, teniendo en cuenta que la accion de las
fuerzas se va trasladando a cada nudo del portico y que el grafico siempre se hace hacia la
parte de la fibra comprimida sin especificar el signo del mismo.

Fuerzas internas para la carga real.

a=Pa

M, =Pz, 00

M, =Pa

M, =Pa-Pz," "
M, =Pa

Fuerzas internas para la carga ficticia.

a=a

M, =1z, 0-0

M, =la

M, =la-1z,])""

M, =la

Los graficos quedan de la siguiente forma:

Para la carga real: Para la carga ficticia:
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=]

« EE T

Debe tenerse en cuenta al aplicar la multiplicacién de graficos que cuando los mismos se
encuentran del mismo lado del eje el producto es positivo, pero cuando se encuentran en
lados contrarios entonces el producto es negativo.

Aplicando Vereshiaguin:
En ambos graficos hay tres triangulos iguales y dos rectangulos por lo que:
0= 3AA+2[][]

o) =Lx 3xlaPag+aPaa
EI 2 3

5= 3Pa’
EI

Considerando los siguientes datos compruebe la rigidez.
P= 20 kN.

Perfil I No. 20

Ix= 1840 cm*

[y]= 0.15 m

a=2m

Material Acero CT3

E= 200 GPa

5: =5
7 EI

20x10° x2°

200x10° x1840x10~*
y=0.13m

v<[y]

Por lo tanto la rigidez del portico esta garantizada.

2. Calcular el desplazamiento horizontal del siguiente portico en el punto A.
Datos.

P.

q=p/a

a.

Considere la rigidez del portico constante e igual a El.

y=
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111

e

4

J

Para calcular el desplazamiento se usara el método de Vereshiaguin. Para ello se construye
el grafico de momentos flectores para las cargas reales (Mk) y otro para las cargas ficticias
(Mi). Esta carga ficticia es una fuerza adimensional unitaria aplicada en el punto donde se
desea determinar el desplazamiento. Para construir estos graficos se emplea el método de
las secciones considerando siempre que la accion de las fuerzas se traslada de nudo a nudo

del portico.

Grafico Mk.

o
@ E
|
—
(1))
o
£

(]

(53]

o

<0
LT

%
1.5Pa

Grafico Mi.

A

(IR,

4

[T

1

Para determinar el desplazamiento se multiplica los graficos Mk y Mi.

_ MkxMi
Ha EI

El desplazamiento sera la suma de la multiplicacion de un triangulo por un rectangulo y de un
rectangulo por un trapecio.

T Er 2

2

lx(hSl+S(h1 +h2)l)

=—X
) 2

13Pa’

8y =

4 EI

1 (I.SPaaa N a(3.5Pa +1.5Pa)a)
2

184 D



RESISTENCIA DE MATERIALES.

Ejercicios propuestos.

1. Calcular el desplazamiento vertical y horizontal en el punto A producto a la aplicacion de
las fuerzas externas aplicadas.

[ T

4a

/s 4 7
a

2. Se desea calcular la estructura que se muestra, perteneciente a una nave de acero.

Calcule las columnas y el techo.

Datos.

P =5 ton

g= 5 kgf/cm

L=5m

[o]= 2000 kgf/cm?
‘ L 0.5L P
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Calculo de estabilidad. Método de Euler o Yasinsky.

El equilibrio de una barra comprimida puede ser: estable, inestable e indiferente. El equilibrio
indiferente ocurre cuando la fuerza que actua sobre la barra es igual a cierto valor de carga
denominado valor critico.

Este valor de carga debe ser tomado, en los calculos practicos de ingenieria, como el valor
de carga limite, o sea la carga por encima de la cual no debe trabajar la barra comprimida.

Sin embargo, debido a determinados factores este valor se afecta por un coeficiente de
seguridad, obteniéndose asi la carga admisible sobre la columna comprimida.

Pcrit
7] "

e

Para determinar la fuerza critica, en dependencia a si la barra trabaja por encima o no del
limite de proporcionalidad se emplea la férmula de Yasinsky o la de Euler.

Ejercicios resueltos.

1. Diga si la barra mostrada es estable.

11:
7[‘—

1

'

Datos.
Material CT-3
Perfil | No. 18
| =100 cm
P=10000N

ul
Imin
A=106.3
Alim =100 Parael CT -3
A> Ay, Portanto Se aplica Euler.
% El i

(ul)?
P.;=407201N
P< Pgit, entonces la barra es estable.

A= U= 2, imin= Iy =1.88 cm, Ipin = |, =82.6 cm?

P

crit =
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2. Determinar las magnitudes de la carga critica y la tension critica para la siguiente
barra comprimida.

P
Y y
O% A
T
3} [
1 - %
0.5 cm
¢

13

Datos.

Material Acero CT-3

E = 2x10° kgf/cm?

op = 2000 kgf/cm?

ot = 2400 kgf/cm?

n=2

w=1

;o W (3)(0.5)°
S ) 12

i = 0.0312cm?

A=bh=15cm>

Py

Imin

I
Imin = rzm =0.1442cm

A=69.34

Para el CT -3, A4jj,, =100

A< A Se aplica Yasinsky.
im>

Para el CT-3, a= 3100x10° MPa, b= 11.4x10°MPa
O i =3100-11.4(69.24)

O i = 2815x10° Pa
Pcrit =Ocrit *A
P, =42225N
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3. Determine si el sistema mostrado es estable

Datos:
Material CT-3
E= 2x10° kgf/cm?

op = 2000 kgf/cm?
)\-Lim= 100

I=6m
P=1t

10 cm
AUem

O

/

Solucién.
Calculo a estabilidad.
MZ
4

% 2
4o 3.14*(10)

4
A="78.5cm*

4
Imin = JZd
64
_3.14*10)*
min 64
1. =490.6¢cm”
' I
lmin =
A
. [4906
™ 78.5
i =2.5cm
!
A=t
1

A=

1

min

0.7*600
2.5

A=168

A>A

i Seaplica Euler.

189
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7’El,
cit = N2
(ul)
_(3.14)* *2x10° *490.6
(0.7*600)*
P, =54842.6kgf
P, =548426N
P =10000N

Crit

Como P < Pgiit la barra es estable.

La barra también debe calcularse por resistencia.
o="<[o]
A

1000kgf
o=—""=>
78.5¢m*

o =12.74kgf | cm®
La tension admisible a compresion para el acero CT-3 es de 1600 kgf/cmz, como este valor
es mucho mayor que las tensiones en la barra esta garantizada la resistencia de la misma.

4. Determinar las magnitudes de la carga critica y la tensién critica para la siguiente barra

RN 1

g
MT
comprimida.
Datos.
Material CT-3

E= 2x10° kgf/cm?
op = 2000 kgf/cm?
=10 cm

n=2

u=1

ot = 2400 kgf/cm?
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A=b*h
A=3*%0.5=1.5¢cm>
_bh’ 3%(0.5)°
m12 12
, 1
lmin =
A
i =0.1442cm

6
P A =70 E=3.14\/m=100
i o, 2000

1*10
T 0.1442
A=69.39
A< A, Seaplica Yasinsky.
Para el acero CT-3 a= 3100 kgf/cm? y b= 11.4 kgf/cm?, luego:
o,, =a-bi
o, =3100-11.4%69.34
= 2309.33kgf / cm®
P =0, *A

P, =3464kgf

=0.0312cm*

min

(o)

cirt

Calculo por resistencia.

0]

2400
[o]- 24
[0]=1200kgf / cm?

- " <[o]

o
P= [a]* A
[P]<1800kgf

Como se puede apreciar el valor de carga que puede soportar la barra esta determinado por
resistencia.

Ejercicios propuestos.
1. Calcular la columna del ejercicio resuelto No. 4 considerando que la longitud de la barra es
de 24 cm.

2. Comprobar la estabilidad y la resistencia de una columna formada por un perfil | No.14
solicitada por una carga de 15 kN. El coeficiente de seguridad por estabilidad es de 2.5 y por
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resistencia es de 2. La barra se encuentra empotrada en un extremo vy libre en el otro. El
material de la barra es acero CT-2.

Calculo de columnas comprimidas por el Método del Coeficiente de Disminucion de la
Tensiéon Admisible.

El equilibrio de una barra comprimida puede ser: estable, inestable e indiferente.
El equilibrio indiferente ocurre cuando la fuerza que actua sobre la barra es igual a cierto
valor de carga denominado valor critico.

Este valor de carga debe ser tomado, en los calculos practicos de ingenieria, como el valor
de carga limite, o sea la carga por encima de la cual no debe trabajar la barra comprimida.

Sin embargo, debido a determinados factores este valor se afecta por un coeficiente de
seguridad, obteniéndose asi la carga admisible sobre la columna comprimida.

En lugar de usar la formula de Euler o la de Yasinsky para determinar la fuerza critica, cada
una es valida en un intervalo de esbeltez determinado, conviene usar una sola que sea licita
para cualquier intervalo de esbeltez de la barra.

En ese caso se emplea el Método del Coeficiente de Disminuciéon de la Tensién Admisible a
Compresion.

Ejercicios Resueltos.
1. Determinar el numero de perfil necesario para que la columna representada sea estable.

P Dates:

u=07

I=3m
[o]=1680 MPa
P=100kN

Para resolver este problema se aplicara el Método del Coeficiente de Disminucion de la
Tension Admisible.

Producto a que se desconoce el radio de giro y por lo tanto la esbeltez de la barra se hace
necesario asumir un valor para el primer coeficiente, que sera de 0.5.

P
A=~
¢lo]
_ 100KV
0.5*[160*10° kPa |
A=12.5cm’

Con este valor de area vamos a la tabla de perfiles laminado y escogemos aquel perfil cuyo
valor de area se aproxime mas al obtenido:
A= 12.5 cm?, Perfil I No. 12, imin = 1.38cm, Imin = 27.9 cm®.
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Calculo de la esbeltez.

P
lmin
%k
A= 0.7*300cm
1.38cm
A=152.17

Con este valor de esbeltez buscamos en la tabla de Coeficiente en funcién de la esbeltez y
del material y obtenemos el valor del nuevo coeficiente de disminucidn de la tension
admisible.

Como el valor de la esbeltez no es valor que aparece en la tabla se hace necesario interpolar
para conocer el valor del nuevo coeficiente.

Para ello se aplica la expresion.

¢=0 +¢2 @ A=,

A'z _/11

donde:

@: es el valor del coeficiente buscado.

@1: es el valor del coeficiente mayor en el intervalo analizado.
@2: es el valor del coeficiente menor en el intervalo analizado.
A\ es el valor de la esbeltez menor en el intervalo analizado.
Ao: es el valor de la esbeltez mayor en el intervalo analizado.

A: es el valor de la esbeltez menor en el intervalo analizado.

29-0.32
=032+ w152.17 -150
170-160
@=0.314
Ahora se calcula el porciento de error, o sea la diferencia entre los valores de los coeficientes

trabajados hasta el momento.

%6=M*100

gpmayor

vpo = 03 62.314 100

%e =37.2%
Como este valor es elevado debemos intentar otra aproximacion hasta que se cumpla que

este porciento de error sea menor o igual al 6 %. Para ello buscamos un nuevo valor del
coeficiente.

_ Pmayor ¥ Pmayor

- 2

_0.5+0.314

2
@ =0.407

Con este valor realizamos nuevamente el calculo del area de la seccidon transversal
repitiendo para ello todo el proceso realizado hasta ahora.
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B 100kN
0.407*[160*10° kPa|
A=15.6cm’

A= 15.6 cm?, Perfil | No. 14, imin = 1.55 cm, Imin = 41.9 cm*.

/
A=t
lmin
B 0.7*300cm
1.55¢cm
A=1354
¢)=O.40+w135.4—130
140-130
@ =0.378
%Q=M*100
gpmayor
%o = 0.407—0.378*100
0.407
%e =5.5%

Este valor resulta admisible, por lo tanto el perfil necesario es el | No. 14.

2. Calcular la carga admisible y la distancia a la que se deben ubicar los perfiles para
garantizar igual estabilidad en los dos ejes para la barra comprimida cuya seccién transversal
se muestra a continuacion:

Datos:

[ ] u=07

x,x  [0]=140MPa
Ix'=174 c:‘n‘%‘p
Iy'=204cm

.d 4=109 am’

1=3.99 cm

b=486cm

At= 2*(10.9 cm?)
At= 21.8 cm?

pmtd

1

X

0.7*360cm

3.99¢cm
A=64
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@, — @
=@ + A=A
@ =@ A —A 1
¢=0.86+081_0'8664—60
- 60
@=0.84

=0.84*140*10° Pa*21.8*10 " m*

[P]=11.76kN

Para calcular la distancia necesaria para garantizar igual estabilidad con respecto a los dos
ejes recurrimos al teorema de los ejes paralelos.

Iy=Iy+Ad’

Para ello partiremos de la condicion de que los momentos de inercia con respecto a los ejes
principales deben ser iguales, por lo tanto: ly = Ix, donde Ix = 2*Ix”

2%174cm® =2%20.4cm” +21.8cm® *d”*

Despejando d se obtiene:
d= 83 cm.

Ejercicios propuestos.

1. Dimensionar la seccion transversal de una columna formada por un perfil |, que soportara
una carga de 140 kN, tiene una longitud de 4 m y estara empotrada en un extremo y
simplemente apoyada en el otro.

2. Se quiere determinar la capacidad de carga de una barra formada por un perfil | No. 40 y
el resultado comparativo al sustituir la misma por una columna compuesta por dos perfiles
canales colocados segun se aprecia en la figura. Justifique desde el punto de vista de ahorro
del material cual de las dos columnas es la mas econdémica.

Datos:

L L= 3m

CT-2

=1

3. Calcular el numero de perfil necesario para garantizar la estabilidad de la siguiente
columna.

I ] Datos:

[ |
L= 4m

_— P= 200 kN
=% CT3

[ ] =1




BOVEDAS Y CILINDROS
DE PAREDES GRUESAS
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Calculo de bovedas simétricas.

Las bovedas son aquellos cuerpos en los cuales una de las dimensiones es mucho menor
que las otras dos. En nuestro caso es el espesor de la pared de la misma.

Las bovedas son simétricas si la superficie media es un cuerpo en revolucion.

Para calcular estos elementos se utiliza la ecuacion de Laplace.
On G0 _Pr
h

o, O,
donde:
om: €s la tension meridional en la boveda.
Om: es el radio meridional de la béveda.

ot. es la tension circunferencial en la boveda.
Ot. es el radio circunferencial de la boveda.
pr. es la presion de trabajo en la béveda.

h: es el espesor de la pared de la béveda.

Se dice que estamos en presencia de un recipiente de paredes delgadas cuando el espesor
de la pared no supera la décima parte del radio de curvatura.

Ejercicios resueltos.

1. ¢ Qué ventajas presenta construir un recipiente en forma esférica o cilindrica, si en ambos
casos esta sometida a la misma presion py, teniendo el mismo radio r y espesor de la pared
h?

Recipiente esférico.

TR

Pr

—p
r

En este caso producto a la simetria del recipiente se cumple que las tensiones radiales y
circunferenciales son iguales. Lo mismo sucede con el radio de curvatura de la pared. Por lo
tanto:

20, p,
7 h
donde:

_ P

Um
2h
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Como en estos recipientes se produce un estado tensional plano se hace necesario utilizar
una teoria de resistencia. En este caso la tercera teoria.
01 - 03 = Ueq

0,=0, =0,

o, =0
pr
' 2h
o, _pr
2h

Recipiente cilindrico.

tTt1tttqt 1111
Pr r

11

Tttt

L

I 4+ 4 43 1444 d

En el recipiente cilindrico se cumple que el radio de curvatura meridional es el radio de
curvatura de una recta por lo tanto el mismo tiende a infinito. Esto provoca que en la
ecuacion de Laplace el término donde aparece este valor dividiendo a las tensiones
meridionales sea cero. Dicha ecuacion toma entonces la forma siguiente:

Pero el radio de curvatura circunferencial es el radio de la circunferencia.

r
o =P

h

Para determinar las tensiones meridionales partimos del método de las secciones y
analizamos el equilibrio de la parte separada.

LA Y Y N
r —_—

Pr

—

+

o L,hli 4
-~

Proyectando las fuerzas que actuan en la direccion del eje del cilindro.
poxaxr’ =g, x2wxhxr=0

Luego:
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_ P

Onz
2h

Aplicando la tercera teoria de resistencia:
01 - 03 = aeq

01:%
h

_pr

o 2n
o, =0

pr

o, = 5

Como se aprecia de los resultados obtenidos en las expresiones anteriores la tension
maxima en las bdévedas esféricas es la mitad de la que tiene lugar en los recipientes
esféricos. Aprovechando esto es que los balones de gas se construyen de forma cilindrica
con casquetes esféricos en los extremos, buscando disminuir las fuerzas en las zonas
extremas. Sin embargo el problema de la construccion de las bovedas esféricas radica en su
propia configuracion geométrica.

1. Se desea construir un tanque de forma esférica o cilindrica sometido a una presién de
5 atm. El diametro del tanque debe ser de 1 m. Calcule el espesor minimo para que
resista esta presion. [a] = 2000 kgf/cm?.

Cilindros de paredes gruesas.

Ejercicios Resueltos.

1. Calcule la presion interior minima que es capaz de resistir con seguridad un tubo de
acero que tiene las especificaciones siguientes:

[o]= 1000 kgf/lcm?, 2r1= 100 mm, 2r,= 126 mm y p= 10 kgf/cm?.

2 2 2.2
b =P hn  PLT P

o

; },22_712 r? rzz—rlz
Parar=ry
O, =-D o, =2 G _2”12) ‘22172’”22
n=n
Parar=r;
Oy ==P o; = 21 _2p2(’"222 + 1)

|
Las tensiones equivalentes de acuerdo con la tercera teoria seran:
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Parar=ry

2
_2p—-p)ns
eq;.
Din r22 _ 7’12
Parar=r;
2
o - 2(py = pni
€ 2 2
n-n
Es posible observar que las tensiones equivalentes interiores son mayores que las

exteriores.
2
2(p1 = P21
Oeq, = 2 2 = o]
|
Despejando la presion interior p1 y sustituyendo por los valores correspondientes:

o] 25T
1% 22

b = %)

p1 <162 kgf | cm?

p =162 kgf/cm2
2. Calcular la maxima presion interior que soportara un cilindro construido de dos tubos
de acero cuya [o] es de 2000 kgf/cm? si el diametro interior sera de 6 cm. Proponga las

dimensiones que tendra el cilindro.
Valore la posibilidad de usar un cilindro simple atendiendo a la resistencia del mismo.

W)

Oeqg =P = [0]

n =N

Para que sea un cilindro de paredes gruesas debe cumplirse que:

e 1
—_—=—,
Dint 20
D, - D;
€=exl—mt=rext ~ Nint
2
Luego:
Dext B Dint > L, despejandO:
2D. 20

int
1
Dext = (E) * 2Dint + Dint

D,y = 6.6cm Vo = 3.3cm

Luego:
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p <181.82kgf / cm?

Tm = NText * int
7, =3.146cm
p
0=—r,
2E "

0 =0.000144cm

Para un cilindro simple de iguales dimensiones la presion interior admisible sera:

2 2
Text — Tint

2
2 T ext

Sustituyendo:

p <173.5kgf | cm?
Comparando los resultados obtenidos es posible comprobar que la resistencia del cilindro
compuesto es mayor que en el caso del cilindro simple.

p=[o]

Ejercicios propuestos.

1. Calcule la presion interior maxima que es capaz de soportar con seguridad un cilindro de
MCI que tiene las especificaciones siguientes: [6] = 1000 kgf/cm?, r1= 100 mmy r,= 126 mm.
Represente las variaciones de tensiones radiales y circunferenciales del cilindro.

2. Calcule si la tuberia que se encuentra en una caldera sometida a presion exterior de p =
500 atm, ri= 120 mm y ro= 140 mm resiste esa presioén. Obtenga la distribucion de tensiones.

[o] = 4000 kgf/cm?.
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Durante el servicio de numerosas piezas y estructuras surgen tensiones que varian
periédicamente en el tiempo.

Cuando actuan cargas alternadas repetidas la destruccion ocurre producto al desarrollo
progresivo de grietas.

La concentracion de transformaciones mecanicas irreversibles en el material al aplicar cargas
ciclicas se denomina fatiga y la destruccion producto al desarrollo paulatino de las grietas, se
denomina destruccion por fatiga.

La resistencia a la fatiga puede verse afectada por numerosos factores.

Ejercicio Resuelto.

1. Calcular a fatiga un arbol con un chaflan concavo de r = 5 mm. En la seccién transversal
del arbol actuan un momento flector Mf = 0.3 tf*m y un momento torsor Mt = 0.4 tf*m. El
material del arbol es acero 45 con las siguientes propiedades mecanicas:

or = 6 100 kgf/cm?

or = 3 600 kgf/cm?

0.1= 1 500 kgf/cm?

1 =2 100 kgf/cm?

1.1 = 1 500 kgf/cm?

D= 100 mm

d=90 mm

La superficie del arbol esta pulida.

El coeficiente de seguridad recomendado es 2.5

E -5 non
[ —

Mf'=03d{ t )Mﬁ 0.3 t*m

Mt= 04 t*m Mt=04

Las tensiones producto a la flexién varian segun un ciclo simétrico y las originadas por la
torsidon segun el ciclo pulsante.

Para resolver este problema debemos calcular primero las tensiones nominales y los
parametros de cada ciclo.

Para la flexion.
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O yux =%=41 lkgf | em®

Oy = =0y =41 1kgf [ em?®

O vep =0
O, =0,,, =4 1kgf/cm’
r=-1

Para la torsion.

M
o =2 275kaf | em?
Wp

Ty = 0

a

Towp =T, = TMzAX — 138.5kgf / cm?

Ahora determinaremos los diferentes coeficientes que consideran los factores que influyen
sobre la resistencia a la fatiga:

Concentracion de tensiones.

- para la flexion.

Segun el grafico de la figura 12.8 pagina 332 del texto Resistencia de Materiales, de P. A.
Stiopin, para D/d =2 y r/d =5/90 =0.055 (k.)o= 1.8. Como en nuestro caso D/d = 100/90 =1.11,
escogemos el valor del coeficiente de correccion § = 0.7 del grafico de la figura 12.11 pagina
333.

Entonces por la expresion:

k, =1+&((ks)o -1 (1)
Se obtiene que el coeficiente de concentracion de tensiones es igual a 1.56 para el caso de
la flexion.

- Para la torsion.

Por el grafico de la figura 12.9 pagina 332, se obtiene que para r/d =0.055 y D/d =2 se
obtiene que (k.)o =1.4. Como en nuestro caso D/d =1.11 segun el grafico de la figura 12.11 se
encuentra el valor del coeficiente de correccion €= 0.58.

k, =1+&((k,), 1) (17)

Por la expresidn anterior se obtiene que el coeficiente de concentracién de tensiones es igual
a 1.23 para el caso de la torsion.

Influencia de las dimensiones absolutas de la pieza.
El coeficiente de escala se toma igual para el caso de la torsion y la flexion. Para un eje de
diametro 90 mm, &= 0.71. (Figura 12.12. Curva 1. Pagina 334).

Sensibilidad del material a la asimetria del ciclo.
Para la flexion v, = 0.05 (Tabla 12.1. Pagina 329).
Para la torsion 1. = 0 (Tabla 12.1. Pagina 329).
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Influencia de la calidad de la superficie.
Como la superficie esta pulida el coeficiente =1

Calculo del coeficiente de seguridad:

o, 2500
- - =276
"ok o 1.56 %411
B 0.71%1
7, 1500
- - = 6.25
Tk 123%138.5
Tty T, —o +0
& 0.71%1
nyn, 2.76 %6.25

=2.52

n=

\/no2 +n,’ ) V2767 +6.25°

El coeficiente calculado resulta ser practicamente igual al recomendado, por lo tanto es
posible afirmar que nuestro arbol resiste a la fatiga.

Ejercicios Propuestos.

1. Compruebe la resistencia a la fatiga de un arbol escalonado con las siguientes
caracteristicas:

o, = 90kgf/mm2

T, = 60kgf / mm’ Ven
o, =120kgf / mm’ \ - ?'; -
1
Oy = 70kgf/mm2 (’J o 30 mm
mm

T, = 55kgf | mm®

Mf = +45x10* kgf * mm

Mt =0 hasta30x10* kgf * mm
r=4.5mm

n. =15

rec

El arbol esta elaborado mediante un torneado de desbaste.
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A menudo sucede que las cargas que actuan en los elementos de maquinas y estructuras
tiene caracter dinamico, o sea que varian en funcién del tiempo con gran rapidez. La accién
de estas cargas va acompafada de vibraciones de las estructuras y sus elementos.

Las tensiones que surgen durante las vibraciones de los elementos pueden ser de valores
mucho mayores que las tensiones correspondientes a cargas estaticas.

El método general de calculo por cargas dinamicas, cuando se conocen las aceleraciones de
los elementos es el Principio de D Alembert.

Cuando se hace dificultosa la determinacion de las aceleraciones se recurre a la ley de
Conservacion de la Energia.

Ejercicios resueltos.

1. Determine las tensiones y las deformaciones que se producen en la barra formada por un
perfil | No. 20 al chocar con ella un cuerpo de masa 100 kg que se mueve a una velocidad de
100 m/s.

Datos.
[0] = 120 MPa
[8] = 1x10° m
E =200 GPa
Gréficos de Momentos flectores
B [Producto a Pd| [Producto a la carga ficticia|
E—F 2
[+
~ m i w
r r
o —a—=
3m
J

La viga es sometida a un impacto horizontal que provoca la flexiéon de la misma.

Para resolver este problema partimos de la ley de conservacion de la energia, segun la cual
la energia cinética del cuerpo que golpea a la viga se convertira en energia de la
deformacion de esta al ser golpeada.

To =Ud
mv’ _Pdxd,
2 2

En la expresion anterior tenemos dos incognitas, la carga dinamica y el desplazamiento
dinamico. Sin embargo es posible obtener una ecuacion que relacione estas determinando el
desplazamiento en funcién de la carga. Para ello se aplicara el método de Vereshiaguin por
lo que se debe construir los graficos de momento para la carga dinamica y una carga ficticia
aplicada en el mismo punto donde actua la primera.
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Calculo de las reacciones en los apoyos y del momento flector producto a la carga dinamica.

B
4—RB

Pd

— Ra

A
EMB =0
4mxR , - 1mxPd = 0
R, =025Pd
EFX =0
R,+R,-Pd=0
R, =0.75Pd
Mf = Ryxz| 7"
Mf, =0

Calculo de las reacciones en los apoyos y del momento flector producto a la carga ficticia.

B
Q—RB

Q—RA

A
EMB =0
4mxR, —1mx1 =0
R, =025
EFx =0
R,+R,-1=0
R, =0.75
Mf = R,xZ|

Mf, =0
Los graficos de momento flector se muestran junto al esquema de analisis del problema.

1=0.75
0=0

Aplicando el método de Vereshiaguin:
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1
0, =—x(AA+AA
‘=g ( )

1 (hSL hSI
8, =— x| —+—

EI ( 33 )

1 (0.75Pdx0.75x3  0.75Pdx0.75x1
0,=—Xx +

EI 3 3
5, = 0.75Pd

El
my®  0.75Pd’
2 2EI

J = mv*EIl
V' 0.75

Pd =221.5x10* N

Md =0.75Pd
Md =166.125x10* Nm
Wx
_166.125x10*
¢ 184x107
o, =9028.5MPa
g, > [‘7]

Por lo tanto la viga no resiste al impacto.

5 - 0.75Pd
EI
_ 0.75x221.5x10°
4 200x10° x1840x10°
0, =0.45m
o, > [5]

Por lo tanto la barra no es rigida.

2. Calcule las tensiones maximas y las deformaciones maximas que surgen en la siguiente
barra al ser golpeada por un bloque de masa 200 kg que se desplaza a una velocidad de 120
m/s. La barra es de seccion circular con diametro 5 cm. La longitud de la barra es de 1 m. La
barra es de acero CT-3

v,

La barra sufre un impacto longitudinal que provoca la compresién de la misma. Para conocer
las deformaciones y las tensiones es necesario conocer el valor de la carga dinamica que
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actuara sobre la barra en el impacto. Para conocer la misma se aplica la Ley de
Conservacion de la Energia considerando que la energia cinética del cuerpo que golpea la
barra se transforma en energia potencial de la deformacién de la barra al ser golpeada.

lmv2 = lPdin"‘édin

2 2

Atendiendo a que el impacto es longitudinal:

odin = Aldin

Para determinar el desplazamiento se utiliza el método de Vereshiaguin, para ello se
consideran dos estados, el primero es el momento del impacto con la carga dinamica Pdin
aplicada sobre la barra y el segundo con una carga ficticia aplicada sobre la barra.

Pdin N

Q
2

La multiplicacion de los graficos dara como resultado:

Aldin = 24t
Luego:
,  Pdin’l
my =
EA

2
Pdin = . EAran

Pdin = \/leO” x0.0019625x200x120°
1

Pdin =336x10° N

Pdi
odin = din

odin =17121MPa
Aldin = !

336x10° x1

2x10" x0.0019625
Aldin = 0.086m

Aldin = 8.6cm

Aldin =

De los resultados obtenidos se aprecia la magnitud de las tensiones y las deformaciones que
pueden ocurrir en una barra sometida a impacto longitudinal.

3. El arbol mostrado en la figura tiene un diametro de 8 cm y una longitud de 0.4 m. En el
extremo derecho tiene acoplado un volante de masa 100 kg y diametro 50 cm. La tension
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admisible del material es 200 MPa. Compruebe la resistencia del arbol durante el frenado
brusco del mismo si la frecuencia de rotacion del mismo es 3600 rpm.

@ 50 cm

04m

Durante el frenado brusco del arbol producto a la accién del volante el primero recibira una
carga de impacto torsional. Para determinar las el momento torsor dinamico se considera que
la energia cinética del volante en el momento del frenado se transforma en energia potencial

de la deformacion del arbol.
To=Ud
1

1
E Iwz = E Mtdin(pdin

El besPlazami entO anGular se betermina POr :

Pin G]p

Sustituyendo:
e M5, 1

w
2 2GIp

2
iy = TP

_nT
30

3.14x3600

o = 31433600

ww

=376.8rad /s

Ip=0.1d*
Ip=0.1*(0.08)* = 4096x10~° m>

1

- * p2
IV - 2 Myoiante RVolante

1
I, =—*(100) * (0.25)* = 3.125kg * m*
)

Wp=0.2d>
Wp =0.2*(0.08)> =1024x10"" m’

Mtdin =

\/ 80x10'°x4096x107" x3.125x376.8°
0.4

Mt,,, = 6028.8kNm

Wp

6028800

~ 0.0001024
7, =5887.5MPa

Tgin =

Tdin

Como las tensiones dinamicas son mayores que las tensiones admisibles el arbol no resiste.
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4. Determine las tensiones maximas y las deformaciones maximas en la siguiente viga, al ser
golpeada por un cuerpo de masa 100 kg que cae desde una altura de 0.4 m. La viga esta
construida de un perfil | No. 20. La longitud de la viga es 1 m.

-

A

Las tensiones y las deformaciones se determinaran por las siguientes formulas
respectivamente:

Oin = K 4Oy

Vain = KiginYest

donde Kgi, es el coeficiente dinamico, que se determina por:

2H
Ky, =1+ |1+ —
YVest

La flecha estatica se determina mediante el método de Vereshiaguin considerando la carga
producto a la accién del impacto aplicada estaticamente y una fuerza ficticia aplicada en el
mismo punto donde es golpeada la viga. Para ello deben construirse los graficos de fuerzas
internas producto a la accion de las cargas antes mencionadas.

Calculo de los momentos flectores producto al cuerpo que golpea.
lP =mgy

R,= Rg=PR2

Y My=0

ImxR ; — 0.5mxP =0
R,=0.5P

E F.=0
R,+Ry—P=0

Ry =0.5Pd
Mf = RyxZ|
Mf,=0

1/2=Pl/4
0=0
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Calculo de los momentos flectores producto a la carga ficticia.
11

R, Rg

R,= Rg=12
EMB =0

ImxR, - 0.5mx1=0
R,=05

EFx -0
R,+Ry-P=0
Ry =05
Mf = RyxZ|
Mf,; =0

1/2=1/4
0=0

Los graficos de momentos flectores se muestran en la figura del problema. Aplicando
Vereshiaguin:
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2
Yest = E AA
PP

48Ex

yest =

1000x1°
48x2x10"' x1840x107%
Vs =5.67x107%m

2H
Kyp=1+ |1+ —
Vest

2x0.4
5.67x107°

yest =

Ky, =1+ |1+

250
 184x107°

0,y =1.36MPa

Yain = KdinVest

Vin = 376x5.67x107°
YVain =2.132mm

Oes t

Ogin = Kdinaest
0, =376x1.36
Oy = 498MPa

5. compruebe la resistencia de una barra de seccidén cuadrada sometida al impacto de un
cuerpo de peso 2 kN como se muestra en la figura. La barra es de acero CT-3.

H=02m

a=4cm

[=0.6m

.

Las tensiones se determinan mediante la expresion:

Ogin = Kdinaest

Para determinar las tensiones estaticas se considera el peso del cuerpo aplicado de forma
estatica sobre la barra.
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aest =

P
A
A=ad’

A = (4cm)?
2000
16x107*
o,, =1.25MPa

est

El coeficiente dinamico se obtiene a partir de la férmula:

Ky, =1+ 1+ﬂ
AZ@SI

Primero debemos determinar el desplazamiento para la carga estatica:

Pl
Alast = a

_2000x0.6
2x10" x16x107*
Al =3.75x10m
Luego:

%
Ky, =1+ l+i'25
Vo 3.75x10

K, =104
Oy =104%1.25
O iy = 130MPa

est

Al

est

6. Determinar las tensiones en la barra AB producto al choque del cuerpo de masa 100 kg en
el punto C.

Datos.

R=10 cm

=25 cm

H=15cm

Material: Acero Aleado.

D=7cm

En el caso de torsién de impacto como la mostrada en la figura anterior las tensiones
dinamicas se calculan a través de la expresion:

Tdin = KdinTest
Max Max
donde:
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2H
Kdil’l=1+ 1+§

O, = @R
M
7" 6p
Mi
est = FIpR
Mt = QR =100Nm
0 = mg =1000N
Ip=0.1D* =0.1x0.07* =2.401x10~°m*
(sest = QLZZ
Glp
_ 1000x0.1°x0.25
"~ 80x10'x2.401x107
8, =1.297x10"%m

2x0.15
1.297x107¢

0

est

Ky, =1+ |1+

K, =481

_Mr_ 100
e Wp  0.2x(0.07)
7, =14600Pa

est
Max

T4, =14600x481

Max

74, =7.023MPa
Max

Ejercicios propuestos.

1. Determine el diametro del arbol motriz para que garantice el frenado brusco. La masa del
volante es de 50 kg y tiene un diametro D= 50 cm.

Datos:
G= 80 GPa.
[o] =200 MPa
w= 30 rad/s
V77 y77%
/77 777
40 cm

2. Comprobar la resistencia de una viga construida de un perfil | No. 20 que es golpeada por
un cuerpo que se mueve con una velocidad de 100 m/s y tiene un peso de 1000 N. [o] =120
MPa
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hy

3. Determine cual sera la longitud en la cual no se puede colocar un motor de 130 kgf de
peso, si el mismo tiene una masa desbalanceada mg= 6 kg con una excentricidad r= 0.5cmy
gira a una velocidad n= 900 rpm. Material CT-3. Perfil | No. 12.
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