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Prologo

La ESTATICA trata con el equilibrio de los cuerpos, esto es, aquellos que

estan en reposo o se mueven con velocidad constante, sometidos a la acciéon
externa de cargas puntuales y distribuidas, asi como de momentos.

En el presente libro, se tratan temas que en la mayoria de programas

de las universidades se analizan y que son muy importantes en la formacién
profesional de los Ingenieros Mecanicos, Civiles, Automotrices, Mecatrénicos y
Electromecanicos.

Como base se tomo la experiencia adquirida en el dictado de los cursos de
Estatica en la Universidad de las Fuerzas Armadas ESPE.

El presente libro consta de 5 capitulos y bibliografia.

En el primer capitulo se analiza la Estatica de las particulas, muestra

como sumar fuerzas y resolverlas en componentes, expresa como determinar la
magnitud y el sentido de un vector.

En el segundo capitulo se estudia el Equilibrio de las Particulas, introduce

el concepto de diagrama de cuerpo libre y como resolver problemas de
equilibrio de particulas usando las ecuaciones de equilibrio.

En el tercer capitulo se analiza el concepto de momento de una fuerza y
muestra como calcularla en dos y tres dimensiones, proporciona un método
para encontrar el momento de una fuerza con respecto a un eje especifico, define
el momento de un par.

En el cuarto capitulo se analiza el Equilibrio de Cuerpos Rigidos, desarrolla

las ecuaciones de equilibrio, muestra como resolver problemas de equilibrio de
un cuerpo rigido usando las ecuaciones.

En el quinto capitulo se realiza el Andlisis de Estructuras, se analizan

diversos tipos de armaduras, a través del método de los nudos y método de las
secciones, se analiza las fuerzas que acttian sobre los miembros de armazones y
maquinas compuestos por miembros conectados mediante pasadores.

El presente texto esta dirigido a estudiantes de ingenieria mecanica, civil,
automotriz, mecatrénica, electromecéanica y docentes que imparten los cursos de
Estatica; asi como, a ingenieros e investigadores en el drea de estructuras.
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INTRODUCCION
;QUE ES LA MECANICA?

La mecénica es una rama de la fisica que se ocupa del estado de reposo o
movimiento de cuerpos que estan sometidos a la acciéon de fuerzas. En general,
este tema se subdivide en tres ramas: mecanica del cuerpo rigido, mecéanica del
cuerpo deformable y mecanica de fluidos. Esta asignatura trata sélo la mecanica
del cuerpo rigido ya que ésta constituye una base adecuada para el disefio y
andalisis de muchos tipos de dispositivos estructurales, mecénicos o eléctricos, que
se encuentran en la ingenieria.

La mecanica del cuerpo rigido se divide en dos &reas: estatica y dindmica.

La estatica trata con el equilibrio de los cuerpos, esto es, aquellos que estan
en reposo o se mueven con velocidad constante; mientras que la DINAMICA
trata el movimiento acelerado de los cuerpos.

Aqui el tema de la dindmica serd presentado en dos partes:

CINEMATICA .- Que trata sélo con los aspectos geométricos del movimiento.

CINETICA - La cual analiza las fuerzas que causan el movimiento.

SISTEMA DE UNIDADES

Las unidades basicas son: longitud, masa y tiempo, y se llaman metro (m),
kilogramo (kg) y segundo (s). La unidad de fuerza es una unidad derivada y es el
Newton (N). Se le puede decir que es la fuerza que proporciona una aceleracion
de 1 m/s”2 a una masa de 1 kilogramo.

IN= (1kg)( 1m/s"2) = 1kg- m/s"2

Las unidades del SI usadas por los ingenieros para medir la magnitud de
una fuerza son el Newton (N) y su maltiplo el kilonewton (kN), igual a 1 000
N, mientras que las unidades del sistema de uso comun en Estados Unidos,

empleadas con el mismo fin, son la libra (Ib) y su multiplo el kilolibra (kip), igual
a 1000 Ib.
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Mecanica para la ingenieria estatica ™

ESTATICA DE LAS PARTICULAS

1.1 INTRODUCCION

Se estudiara el efecto de las fuerzas que actuan en una o mas particulas. Se
sustituira dos o mas fuerzas que actuan sobre una particula por una sola
fuerza. Se derivaran las relaciones que existen entre las distintas fuerzas que
actuan sobre una particula en equilibrio y se usaran para determinar algunas
de las fuerzas que actuan sobre dicha particula. El uso de la palabra “particula”
quiere decir que el tamano y la forma de los cuerpos en consideracion no
afectaran en la solucién de los problemas tratados, y que todas las fuerzas
ejercidas sobre un cuerpo dado se supondran aplicadas en un mismo punto.
(BEER & JOHNSTON, 2010)

FUERZAS EN UN PLANO

1.2 FUERZA SOBRE UNA PARTICULA. RESULTANTE DE DOS FUERZAS
Fuerza es un empujén o un tirdén que ejerce un cuerpo contra otro, incluyendo
la gravedad, electrostatica, magnetismo e influencias de contacto. Fuerza es
un vector cuantitativo, teniendo una magnitud, direccion y un punto de
aplicacion. Pero las fuerzas sobre una particula tienen el mismo punto de
aplicacion.

La direccion de una fuerza se define por la linea de accion y el sentido de la
fuerza. La linea de accion es la linea recta infinita a lo largo de la cual actua la

fuerza; se caracteriza por el angulo que forma con algun eje fijo (Figura 1).

Figura 1. Direccion de una Fuerza
[lustracion William Bonilla
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La fuerza en si se representa por un segmento de esa linea; mediante el uso
de una escala apropiada, puede escogerse la longitud de este segmento para
representar la magnitud de la fuerza.

El sentido de la fuerza debe indicarse por una punta de flecha. En la definicidon
de una fuerza es importante indicar su sentido. Dos fuerzas como las
mostradas en la (figura 2), que tienen la misma magnitud y la misma linea de

accion pero diferente sentido, tendran efectos opuestos sobre una particula.

Figura 2. Fuerza Resultante
llustracién William Bonilla

1.3 VECTORES

Los vectores se definen como expresiones matematicas que poseen magnitud,
direccion y sentido, los cuales se suman de acuerdo con la ley del
paralelogramo.

Los vectores se representan por flechas y se distinguen de las cantidades
escalares.

La magnitud del vector X se representa como X. Un vector con el que se re
presenta una fuerza que actua sobre una particula tiene un punto de aplicacion
bien definido, a saber, la particula misma. A tal vector se le llama vector fijo o
ligado, y no puede cambiarse su posiciéon sin modificar las condiciones del
problema.

Dos vectores de la misma magnitud, direccion y sentido se dice que son
iguales, tengan o no el mismo punto de aplicacién (figura 3); los vectores

iguales pueden representarse por la misma letra.
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Figura 3. Vectores Paralelos

llustracion William Bonilla

El vector negativo de un vector X se define como aquel que tiene la misma

magnitud que X y una direccion opuesta a la de X (Figura 4); el negativo del

vector X se representa por -X.
A los vectores X y —X se les llama vectores iguales y opuestos. Se tiene X+ (-

X)= 0

-X

Figura 4. Vectores Opuestos

llustracion William Bonilla

1.4 ADICION DE VECTORES
Se sabe que, por definicion, los vectores se suman de acuerdo con la ley del
paralelogramo. Asi, la suma de dos vectores X e Y se obtiene uniendo los dos

vectores al mismo punto A y construyendo un paralelogramo que tenga por

lados a Xy a'Y (Figura 5).
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Figura 5. Método del Paralelogramo

llustracion William Bonilla

La diagonal que pasa por A representa la suma vectorial de X e Y, y se
representa por X + Y. El hecho de que el signo + se usa para representar tanto
la suma vectorial como la escalar no debe causar ninguna confusion, si las
cantidades vectoriales y escalares siempre se distinguen con cuidado.

Puesto que el paralelogramo construido con los vectores X e Y no depende del
orden en que X e Y se seleccionen, se concluye que la adiciéon de dos vectores

es conmutativa, y se escribe:

Ao bRy = YL oERX

De esta manera, la suma de los dos vectores puede encontrarse colocando X e
Y de punta a cola y uniendo la cola de X con la punta de Y. En la (figura 6) se
considera la otra mitad del paralelogramo y se obtiene el mismo resultado. Esto

confirma el hecho de que la suma vectorial es conmutativa.

Figura 6. Vectores Conmutativos

llustracion William Bonilla
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La resta de un vector se define como la adicién del vector negativo
correspondiente. De manera que el vector P + Q que representa la diferencia
de los vectores P y Q se obtiene agregandole a P el vector negativo —Q (Figura
%)

Y

Figura 7. Resta de Vectores
llustracion William Bonilla

Seescribe X — Y = X + (-Y)
Ahora se considerara la suma de tres o0 mas vectores. La suma de tres
vectores X, Y y Z se obtendra por definicion, sumando primero los vectores X e

Y, agregando el vector Z al vector X + Y. De manera que:

b e SIS I T

Si los vectores dados son coplanares, es decir, si estan contenidos en el mismo
plano, la suma puede obtenerse facilmente en forma grafica.

Se observa que el resultado obtenido permanecera sin cambio, los vectores Y
y Z se hubieran reemplazado porlasumade Y + Z.

Entonces se puede escribirX + Y + Z =X+ YY)+ Z =X+ (Y + Z) esta
ecuacion expresa el hecho de que la adicion de vectores es asociativa.

Es importante recordar que ya se demostré que la suma vectorial de dos

vectores es también conmutativa, por lo que se escribe

X A2 (FQ) 7 = Z it W)= 7 Aa(Y e XY ity et oK
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Y Zz
X X+Y+Z
I+Y+X X
A
Z
Y

Figura 8. Método del Poligono

llustracién William Bonilla

1.5 RESULTANTE DE VARIAS FUERZAS CONCURRENTES

Una particula A sujeta a varias fuerzas coplanares, es decir, a varias fuerzas
contenidas en el mismo plano (Figura 9). Como todas estas fuerzas pasan por
A, se dice que son concurrentes. Los vectores que representan las fuerzas que
actuan sobre A pueden sumarse con la regla del poligono (figura 9). Puesto
que el uso de la regla del poligono es equivalente, el vector R obtenido
representa la resultante de las fuerzas concurrentes que intervienen, es decir,
la fuerza que produce el mismo efecto sobre la particula A que las fuerzas

dadas.

f' /™

X f

A KT

Figura 9. Fuerzas Contenidas en un mismo plano

llustracién William Bonilla

1.6 DESCOMPOSICION DE UNA FUERZA EN SUS COMPONENTES

Se ha visto que dos o mas fuerzas que actiuan sobre una particula pueden
sustituirse por una sola fuerza que produce el mismo efecto sobre la particula.
De la misma manera, una sola fuerza F que actia sobre una particula puede
reemplazarse por dos o mas fuerzas que produzcan juntas el mismo efecto

sobre la particula.



Mecanica para la ingenieria estatica ™

A estas fuerzas se les llama componentes de la fuerza original F, y al proceso
de sustituirlas en lugar de F se le llama descomposicion de la fuerza F en sus
componentes. En este sentido, para cada fuerza F existe un numero infinito de
conjuntos de componentes (Figura 10).

Dos casos son de especial interés:

Figura 10. Descomposicion de dos Fuerzas

llustracion William Bonilla

1.7 COMPONENTES RECTANGULARES DE UNA FUERZA. VECTORES
UNITARIOS

Es conveniente descomponer una fuerza en sus dos componentes
perpendiculares entre si. En la figura 11, la fuerza F se ha descompuesto en
una componente Fx a lo largo del eje x y una componente Fy a lo largo del
eje y. El paralelogramo trazado para obtener las dos componentes es un

rectangulo, y las fuerzas Fx y Fy se llaman componentes rectangulares.
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Figura 11. Componentes Rectangulares de una Fuerza.

llustracion William Bonilla

Los ejes x e y suelen elegirse a lo largo de las direcciones horizontal y vertical,
respectivamente, como se muestra en la (figura 11); sin embargo, pueden

seleccionarse en cualquiera de las otras dos direcciones perpendiculares.

En este punto se introduciran dos vectores de magnitud unitaria dirigidos a lo
largo de los ejes positivos x e y. A estos vectores se les llama vectores
unitarios y se representan por i y j, respectivamente. Al recordar la definicion
del producto de un escalar y un vector dado, se observa que las componentes
rectangulares Fx y Fy de una fuerza F pueden obtenerse con la multiplicacién
de sus respectivos vectores unitarios i y j por escalares apropiados.

Se escribe:

Fx = Fxi Fy = Fyj
F = Fxi + Fyj

Mientras que los escalares Fx y Fy pueden ser positivos o negativos,
dependiendo del sentido de Fx y Fy , sus valores absolutos son
respectivamente iguales a las magnitudes de las componentes de las fuerzas
Fxy Fy. Los escalares Fx y Fy se llaman componentes escalares de la fuerza
F, mientras que las componentes reales de la fuerza Fx y Fy son las
componentes vectoriales de F.

Si se representa con F la magnitud de la fuerza F y con 6 el angulo entre F y el
eje x, medido en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj
desde el eje x positivo (figura 12), se pueden expresar las componentes

escalares de F como sigue:
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Fx =F cos @ Fy = Fsen@

Se observa que las relaciones obtenidas se satisfacen para cualquier valor del
angulos 6 entre 0 y 360° y que éstas definen tanto los signos como los valores
absolutos de las componentes escalares Fx y Fy

Y| Y

Fy=Fyj

Magnitud=
j &_‘?

0 1 X

Figura 12. Descomposicion de una Fuerza
llustracion William Bonilla

1.8 ADICION DE FUERZAS CONCURRENTES EN EL PLANO

Cuando se suman tres o mas fuerzas, no puede obtenerse una solucion
trigonométrica practica. En este caso se obtiene una solucion analitica del
problema si se descompone cada fuerza en sus elementos rectangulares.
Considérese, las tres fuerzas X, Y y Z que actuan sobre una particula A (figura

13). Su resultante R esta definida por la relacion

RE=o X i HeYasct "7,

Figura 13. Adicion de varias Fuerzas

llustracion William Bonilla
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En sus componentes rectangulares, se escribe:

RXTEESRY = X B XYl Y R Y s EOZ et i Z Y
Ri+Rj=Xx +Yx+Zx)T+ Xy+Yy+Zy)j

Donde se tiene que:

Ry =X x5k Yx Rya=%Xy - X7 v,
O, en forma breve:

Rxie=F Y Ex Ry = YFy

Las componentes escalares Rx y Ry de la resultante R de varias fuerzas se
obtienen separando de manera algebraica las correspondientes componentes
escalares de las fuerzas dadas.

La magnitud de la resultante y la direccion que forma con el eje de

coordenadas se obtienen:

R = \/Rx? + Ry? Ecuacién 1. Magnitud Resultante

R
tan@ = =~
Rx

EJERCICIOS RESUELTOS
EJEMPLO 1.1

Si se sabe que la tensién en el cable BC es de 725 N, determine la resultante

de las tres fuerzas ejercidas en el punto B de la viga AB.
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800
500N
Figura 14. Interpretacion grafica ejemplo 1.1
llustracion William Bonilla

Solucioén:
Tensién BC: Fx = —(725N) iy

ension BC: Fx = 1160
Fx = —525N
Fy = (725N) i

L 1160
Fy = 500N

3
Fuerza de 500 N: Fx = —(500N) A —300N

4
Fy = —(500N)§ = —400N

12
Fuerza de 780 N: Fx = (780N) B 720N
5
Fy = —(780N)E = —300N

Rx = ¥Fx = —105N
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Ry = ¥Fy = —200N

R = /(=105N)2 + (—200)2

R = 225.89N

i = 200 LK, 200 St
ana—105 a = tan 105 a = .
EJERCICIO 1.2

Si se sabe que a= 40°, determine la resultante de las tres fuerzas que se

muestran en la figura.
80

120 « « 60

‘20

Figura 15. Interpretacion grafica del ejercicio 1.2
[lustracion William Bonilla

o

Solucién:

Fuerza de 60 lb:

Fx = (60 1b) cos 20° = 56.38 1b
Fy = (601b) sen 20° = 20.52 1b
Fuerza de 120 lb:

Fx = (120 1b) cos 30° = 103.92 Ib
Fy = —(120 lb) sen30° = —60 b
Fuerza de 80 lb:

Fx = (80 Ib) cos 60° = 40 Ib
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Fy = (801b) sen 60° = 69.28 Ib
Ra=1Fx=¢200:3/ I

Ry = Fy = 29.81b

R =,/(200.3)2 + (29.8)2

R=20251b

29.8
tan® = —
200.3

0= tan‘lﬂ 6 =84
200.3

EJERCICIO 1.3

Se aplican tres fuerzas a la ménsula. Determine el rango de valores de la
magnitud de la fuerza P para los cuales la resultante de las tres fuerzas no
excede 2400 N.

800

Figura 16. Interpretacion grafica ejercicio 1.3

llustracion William Bonilla
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F3x
F3= N FN e R
Hirs ; *,,,, F2-=800N
|
Fay i i Fay
‘ o o ‘
< \ : 30 60 ‘ > X
Ri=R

Solucioén:
F1 = Pi
FZ = 800 cos(60)i + 800sen(60)j V(P —2198,08)2 + (2192,82)2 < 2400
P 2102 (P — 2198,08)% + (2192,82)2 < (2400)2
F3 = —3000 cos(30)i + 3000sen(30j) P — 2198,08| < 975.47
F3 = —2598.07i + 15007

—975.47 < P —2198,08 < 975.47
— Rx = }Fx = P + 400 — 2598,08
1222,6N < P < 3173.5N
=P —-2198,08

1222,6N < P < 3173.5N
T Ry = S'Fy = 692,82 + 1500 = 2192,82

R = /Rx? + Ry? < 2400

1.10 FUERZAS EN EL ESPACIO
En este capitulo vamos a analizar ejercicios que presentan una fuerza en el
espacio, es decir en 3 dimensiones y como descomponer una fuerza en funcion

de sus componentes rectangulares dados los diferentes casos
Caso 1:

Para definir la direccion de F, se traza el plano vertical OBAC que contiene a F

y que se muestra en la Figura 17 a. Este plano pasa a través del eje vertical “y”

su orientacion esta definida por el angulo @ que forma con el plano xy, mientras
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que la direccion de F dentro del plano esta por el angulo By que forma F con el

ejey.

AY

Figura 17. (a) Fuerza en el Espacio

llustracion William Bonilla

Como se observa en las siguientes (figuras 17 b y c), la fuerza F se puede
descomponer en 2 componentes: una vertical Fy y una horizontal Fh, mismas
que se encuentran en el plano OBAC. La fuerza horizontal Fh a su vez tiene

componentes en el eje x y en el eje z.

Figura 18. (b) Fuerza en el Espacio

llustracion William Bonilla
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Figura 19. (c) Fuerza en el Espacio

llustracion William Bonilla

Andlisis en el plano OBAC de la figura 18 b tenemos:
Tridangulo OBA

cos By = F—Fy sen By = %
Fy = F cos Oy Fh = F sen Oy

Trabajando en el triangulo 0DC de la figura 19 ¢ tenemos:

Fx Fz
cosQ = — seng = -
Fx = F sen By cos ¢ Fz = F sen By sen @
Fy = F cos By
Fx = F sen 0y cos ¢ Componentes escalares

Fz = F sen By sen @

Ecuacién 2. Componentes escalares

En forma vectorial con el uso de los vectores unitarios i,j y k, que se

encuentran a lo largo de los ejes x, y, z, tenemos:

F = Fx7 + Fyj + FzKk



F= /Fx2+ Fy2 + Fz2  (Magnitud)

Cosenos directores:

Fx F
cos Bx = i cos By = ?y

Ecuacion 3. Cosenos Directores

1.11 EJERCICIOS RESUELTOS

EJERCICIO 1.4

Mecanica para la ingenieria estatica ™

|3

cos 0z =

Determine: a) las componentes X, y, z de la fuerza F1= 800 N y b) los angulos

0x, 8y y 0z que forma la fuerza con los ejes coordenados

Figura 20. Interpretacion grafica ejercicio 1.4

llustracion William Bonilla

Solucion:

a) Fx = Fsen 0y cos ¢
Fx = 800 sen 35° cos 25°

Fx = 415,869 N
Fy = F cos By

Fy = 800 cos 35°
Fy = 655,32 N

Fz = F sen Oy sen ¢
Fz = 800 sen 35° sen 25°
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Fz = 193,92 N

F = (415,861 + 655,32j + 193,92k)N

b) cosbx = % cos By = F—Fy cos 0z =

Ox = 58,67° 8y = 35° 6z = 75,97°

EJERCICIO 1.5

Determine: a) las componentes X, y, z de la fuerza F2= 975 N y b) los angulos

0x, 8y y 8z que forma la fuerza con los ejes coordenados.

Figura 21. Interpretacion grafica ejercicio 1.5
llustraciéon William Bonilla

Solucioén:

a) Fx = Fsen By cos @
Fx = 975 sen 25° cos 110°
Fx = —140,93 N

Fy = F cos Oy
Fy = 975 cos 25°
Fy = 883,65 N

Fz = F sen By sen @
Fz = 975 sen 25° sen 110°
Fz = 387,20 N
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F = (—140,93i + 883,65j + 387,20k )N

Fx F, Fz
b) cosBx = T cos By = ?y cos 0z = T

6x = 98,31° Oy = 25° 0z = 66,60°

EJERCICIO 1.6

Una placa circular horizontal se sostiene mediante tres alambres que forman
angulos de 30° respecto de la vertical y se encuentran unidos a un soporte en
D. Si se sabe que la componente x de la fuerza ejercida por el alambre AD
sobre la placa es de 98 N, determine a) la tension en el alambre AD, b) los
angulos 6x, By y 6z que forma la fuerza ejercida en A con los ejes

coordenados.

Figura 22. Interpretacion grafica ejercicio 1.6
(BEER & JOHNSTON, 2010)

Solucioén:

Fx = F sen By cos ¢

Fx
sen By cos @
98
A sen 30° cos 320°
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F = 255,86N
Fy = F cos Oy
Fy = 255,86 cos 30°
Fy = 221,58Fz = F sen By sen ¢
Fz = 255,86 sen 30° sen 320°
Fz = —82,23 N
a) F = (98i+ 221,58j —82,23k)N

b) cosbx = % cos By = F—Fy cos 0z = %
0x = 67,48° By = 30° 0z = 108,74°

Caso 2:
Angulos directores: 0x, 0y, 6z

VA

ALB A

By Oy E

0 / 0x Fx_ o

AT

Figura 23. Componentes Rectangulares de una Fuerza dados los angulos
Directores

llustracion William Bonilla

Analisis en el triangulo ODA:
Fx
c059x=? s Fx = F cos 6x

Analisis en el triangulo OBA:



Coseyz% e Fy = F cos 0y

Analisis en el triangulo OEA:

Fz
cosez=? i Fz =F cos0z

Fx = F cos 6x
Fy = F cos Oy Componentes escalares

Fz = F cos 0z

Mecanica para la ingenieria estatica ™

Las componentes rectangulares o en forma vectorial cartesiana tenemos

F = Fx7 + Fyj + Fzk

F= \/Fx2+ Fy2 + Fz2  (Magnitud)

El vector fuerza en funcion de su magnitud y vector unitario, se expresa:

F)=FI—J)F
i Fxﬁ+ Fyﬁ+ Fz
B 1 F J

Ur = cos 07 + cos 0yj + cos 6zk (Vector unitario de F)

F:F(cosexﬂ cos 0y] + cosez_lz) (Férmula para obtener las componentes

rectangulares de una F, dados los angulos directores)

Ecuacién 4. Componentes rectangulares, dado angulos directores

cos?0x + cos?0y + cos?0z = 1 Magnitud del vector unitario

Ecuacién 5. Para obtener un angulo director, dados dos angulos directores
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EJERCICIO 1.7

Los cables unidos a la armella estan sometidos a las tres fuerzas mostradas

en la figura. Exprese cada fuerza en forma vectorial cartesiana.

| Fy= 350N
b 2o /
—-— | — —
% &)
Fy= 100N

Figura 24. Cables unidos a la armella del ejercicio 1.7
(HIBBELER, 2004)

Solucién
F = F(cos 0xi + cos0y] + cos 0zKk)

F1 =350 (C0os90 7+ Cos50] + Cos40k)N
F1= (07+ 224.97] + 268.77k)N

FZ =100 (Cos45 7+ Cos60j + Cos120k)N
FZ = (70.77 7+ 50f — 50k)N

F3 = 250 (Cos60 7+ Cos135] + Cos60k)N
F1= (1257~ 176.77] + 125k)N

Caso 3:
Vector fuerza dirigido a lo largo de su linea de accion.

En la mayoria de las aplicaciones la direccién de la fuerza F se define por las
coordenadas de dos puntos A(x1, y1, z1) ¥ B(x2, y2, z2) que se encuentran
sobre la linea de accién. Se considerara el vectorﬁque va de A hacia B y
tiene el mismo sentido de la fuerza F. Representando las componentes

escalares dx, dy, dz respectivamente, como se en la (figura 25) se tiene:
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AY
B(_Xz,Yz,Zz)
| L
! F dy=Y2-Y1
|
v e et et et
2N dz=72>71
0 A(X1,Y1,21)  dx=Xa-X1 X

Figura 25. Vector fuerza dirigido a lo largo de su linea de accién

llustraciéon William Bonilla

El vector fuerza se expresa en funcion de su magnitud y vector unitario.

AB = Vector que va de A hacia B
AB=B-4
AB = (x; —x)T+ 0, — ¥ + (2, — 2k

AB = dxi + dyj + dzk

AB =d =./dx? +dy? + dz?

dx:; gt =
UF_UAB_71+_J+_k
ﬁ_Fdx*+de*+FdZ]}’

S T B
= _F*dx
TRy
Fxd
Fy = .
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T

F
T

Los angulos directores se pueden determinar mediante las ecuaciones.

p _dx_ p _dy. P _dz
cosOx = d,cos y = d,cos z—d

Ecuacién 6. Angulos Directores

EJERCICIO 1.8

Dos tractores jalan un arbol con las fuerzas mostradas. Represente la fuerza
BA como un vector cartesiano, y luego determine la magnitud y los angulos
coordenados de direccion.

Figura 26. Interpretacion grafica ejercicio 1.8
(HIBBELER, 2004)

V4

Fea=150 |Ib
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Solucioén:

e _—
Fgy = Fpa * Ugy

T
BA_BA
BA=i-B

BA SN 7R2= O (=10 =M0) k. @2 = 30)R
BA = (17.327— 107 — 20k)ft

BA = /(17.32)% + (=10)2 + (—20)2
BA= 34.41ft

Uga = (0.5077— 0.2907 — 0.813k)

Fga = 1501b (0.507 7 — 0.290; — 0.813k)

Fga = (76.057 — 43.59] — 122.06k)N

EJERCICIO 1.9

La placa circular mostrada en la figura esta parcialmente soportada por el cable
AB si la fuerza en el cable sobre el gancho en A F=500N exprese F como un

vector cartesiano:

Figura 27. Interpretacién grafica ejercicio 1.9
(HIBBELER, 2004)
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—— A
"‘Ir—u../ ‘B(1.707 m, 0.707 m, 0)
1 cos 45° m

Solucion:
F=FUpp
i S
AB — AB
AB=B-A

AE = (1.7071 + 0.707] — 2Kk)

AB = /1.7072 + 0.7072 + 22
AB =2.72

Uap = (0.6271 + 0.259] — 0.735K)

F = 500(0.6271 + 0.259 — 0.735k)

F

(313.57+ 1297 — 367.5k)N

1.12 NUMERACION DE LOS OCTANTES

El uso del sistema de coordenadas cartesianas para describir el espacio
tridimensional se compone de un origen y seis ejes abiertos que son
perpendiculares. Estos ejes definen tres planos que dividen el espacio en ocho
piezas de datos conocidos como octantes, como se muestra en la figura.
Piense en estos planos como cortar el espacio de tres maneras: de izquierda a

derecha y de arriba a abajo y de adelante hacia atras.
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Figura 28. (a) Octantes en el espacio

llustracion Héctor Teran

Tabla 1. Cuadro de designacion de octantes con su respectivos signos

OCTANTE COMPONENTE EN X | COMPONENTE EN'Y COMPONENTE EN Z
| + + +
| - + ar
1] - = A
v + 2 +
Vv + + -
Vi - + -
ViI - - -
Vil ot - -
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Figura 29. (b) Octantes en el espacio

llustracion Héctor Teran

PRIMER OCTANTE SEGUNDO OCTANTE TERCER OCTANTE

=

CUARTO OCTANTE QUINTO OCTANTE SEXTO OCTANTE

-z

SEPTIMO OCTANTE OCTAVO OCTANTE

Figura 30. Numeracién de los Octantes

llustracion Héctor Teran

1.13 ADICION DE VARIAS FUERZAS CONCURRENTES EN EL ESPACIO

Cuando se suman tres o mas fuerzas, no puede obtenerse una solucion
trigonométrica practica. En este caso se obtiene una solucién analitica del
problema si se descompone cada fuerza en sus elementos rectangulares.

Las operaciones vectoriales de suma de dos o mas vectores se simplifican

considerablemente si los vectores son expresados en términos de sus
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elementos rectangulares. Por ejemplo, si A= Axi + Ayj + Azk Y B = Bl + Bj +
BZE, (figura 31), entonces el vector resultante, R, tiene componentes que

representan las sumas escalares de las componentes 7, j, k de Ay B, es decir.

(Mecanica Vectorial para Ingenieros Estatica, 2004)

= -

R=A+B = (Ax + Bx) + (Ay + By)] + (Az + B2)k

ZA

A (Az+Bz) k

N
o ~
N

Ac-T _»B

>

4
<

0 (Ay+By)

(Ax+Bx) i

Figura 31. Adicion de Fuerzas Concurrentes en el espacio.

llustracién William Bonilla

1.14 SISTEMAS DE FUERZAS CONCURRENTES

Si el concepto anterior de suma vectorial es generalizado y aplicado a un
sistema vectorial de todas las fuerzas concurrentes, entonces la fuerza
resultante es la suma vectorial de todas las fuerzas presentes en el sistema y
puede escribirse como. (HIBBELER, 2004)

R = 3F = YFxT + XFy] + X Fzk

Ecuacion 7. Sistema de Fuerzas Concurrentes

Aqui, Rx = }Fx, Ry = YFy,y Rz = Y Fz representan las sumas algebraicas de

las respectivas componentes X, y, z 01, J, k de cada fuerza presente en el

sistema.

La magnitud de la resultante y los angulos directores 60x,6y,6z que forman

con cada eje de coordenadas se obtienen:
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Magnitud: R = \/Rx2 + Ry?2 + Rz2

Angulos directores:

0 SR 0 Ry 0 & Rz
cosfx = R,cos y = R,cos Z—R

Ecuacidén 8. Magnitud y angulos directores en 3D

1.15 EJERCICIOS RESUELTOS
EJERCICIO 1.10

La barra OA soporta una carga P Y esta Sostenido por dos cables, segun
muestra la figura Si en el cable AB la tension es de 510 N y en el cable AC es
de 763 N, determine la magnitud y la direccion de la resultante de las fuerzas

ejercidas en A por los lados del cable.

Figura 32. Interpretacion grafica ejercicio 1.10

llustracion William Bonilla

Solucion:

A= (0.67+ 0]+ 0k)m
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B

(07+0.36] + 0.27k)m
A= (07 +032] - 0510k)m

Fpa = Fpa Uyp

—_ AB
AB _AB
AB=B-4
AB = (-0.67+0.36] + 0.27k)m

AB = \/(=0.6)2 + (0.36)2 + (0.27)2
AB=0.75m

Fga = 510N(—0.87+ 0.48] + 0.36k)
Fga = (—4087+ 244.8] + 183.6k)N

Fye = Fga Uypc

AC = (—0.67 + 0.32] — 0.510k)m

AC = /(=0.6)2 + (0.32)% + (0.51)2
AC=0.85m

Fyc = 765N(=0.717+ 0.37] — 0.6k)
Fac = (=543.157 + 283.05] — 459k )N

Rx = (—408 — 543.15)N
Rx = —951.15N
Ry = (244.8 + 288.05)N
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Ry = 527.85N

Rz = (183.6 — 459)N

Rz= —2754N

Fr = (—951.157 + 527.85] — 275.4k)

Rx
cosbOx = R
—951.15
cos 6% = 112212
cos Ox = 147.59°
Ry
cos Oy = R
52.7.85
cosby = 1122.12
cos 8y = 61.94°
Rz
cosfz = W
275.4
c0s 62 = 112212

cos 8y = 104.21°

EJERCICIO 1.11

Tres fuerzas actuan sobre el anillo. Si la fuerza resultante Fy tiene la magnitud
y la direccidon que se muestran en la figura, determine la magnitud y los angulos

directores coordenados de la fuerza F3.

R
‘ FR=120N
F2=110N %,}
N5 45°
(@i y
T
Fl/“ /300 /

F1=80
rd
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Figura 33. Interpretacion grafica ejercicio 1.11
llustracion William Bonilla
Solucioén:

Fg = 120N (cos(45) sen(30)T + cos(45)cos(30)j + sen (45)§)
Fr = (42437 + 73.48] + 84.85k)N

o AT o
ri = (s0 (£)r+ 07+ o0 (2) )

F1 = (641 + 0] + 48K)N

FZ = —110k N

F3 = (F3xi + F3y] + F3zk)N
ZFX: 42.43 = 64 + 0 + F3x
ZFy: 7348 =0 +0 + F3y

Z Fz: 84.85 = 48 — 110 + F3z

F3x = —21.58
F3y = 73.48
F3z = 146.85

F3 = /21.582 + 73.482 + 146.852

F3 = 16561
§icr o (—21.58) e L ( 73.48 ) s (146.85)
% B aIEERT g 165.61 13 e
—97.48 R 2l66 1753

EJERCICIO 1.12
Si la resultante de las tres fuerzas es Fy = {-900k} Ib, determine la magnitud de

la fuerza en cada cadena.
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Figura 34. Interpretacion grafica ejercicio 1.12

llustracién William Bonilla

Solucion:

D = (0; 0; 7)ft

A = (—3sen30°; 3cos30°; 0)ft
A = (—1.5; 2.6; O)ft

B = (—3sen30°% —3c0s30° 0)ft

B

(—1.5;—2.6; 0)ft
€.=(3;10; 0)ft

DA = (—1.5; 2.6; —=7)ft
DB = (—1.5; =2.6; —7)ft
DC = (3;0; —7)ft

il D—A)
s D

Fa = Fo(—0.197 + 0.34] — 0.92K)lb

) D—B)
FB - FB@

Fp = Fp(—0.197 — 0.34] — 0.92K)lb
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i), D_(:)
FC :FCD_C

F¢ = Fc(0.397 + 0] — 0.92K)Ib
FA = FB = FC

z Fx: 0= —0.19FA — 0.19FB + 0.39FC
z Fy: 0 = 0.34FA — 0.34FB

Z Fz: —900 = —0.92FA — 0.92FB — 0.9FC

FA == FB = FC = 326.08 Ib
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Capitulo

EQUILIBRIO DE UNA PARTICULA
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EQUILIBRIO DE UNA PARTICULA
2.1 OBJETIVOS DEL CAPITULO
e Presentar el concepto de diagrama de cuerpo libre (D.C.L) para una
particula y analizar los respectivos pasos.
e Mostrar como se resuelven los problemas de equilibrio de una particula,

mediante las ecuaciones de equilibrio.

2.2 EQUILIBRIO DE UNA PARTICULA EN EL PLANO
Si la resultante de todas las fuerzas que actuan sobre una particula es cero, la
particula se encuentra en equilibrio. (BEER & JOHNSTON, 2010)

A finales del siglo XVIII Sir Isaac Newton formuld tres leyes fundamentales en
las que se basa la ciencia de la mecanica. La primera de estas leyes puede

enunciarse como sigue:

Si la fuerza resultante que actua sobre una Particula es cero, la particula
permanecera en reposo (si originalmente estaba en reposo) o se movera con

velocidad constante en linea recta (si originalmente estaba en movimiento)

Estableciéndose matematicamente como:

J-:‘=ZF=D

Sea las fuerzas que se encuentran en el plano x — y como en la (figura 35), por
lo que cada fuerza puede descomponerse en sus componentes iy j, para lograr
el equilibrio, las fuerzas deben sumarse para producir una fuerza resultante

cero, de la siguiente manera:

ZF=[I'

EFxi+ YFyi=10

Ecuacién 9. Equilibrio de una particula en un plano

Para la ecuacion vectorial, ambas componentes x e y deben estar igualadas a

cero.
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Iy =400ib

I = 30016

-
L

oy = 20016

307 By, =173.200

Iy = 30015

F) = 4005

Iy = 20015

Figura 35. Particula en equilibrio

llustracion William Bonilla

2.3 DIAGRAMA DEL CUERPO LIBRE

Al aplicar la ecuacion de equilibrio, tomaremos en cuenta todas las fuerzas
conocidas y desconocidas que actuan sobre la particula. EI mejor camino para
realizar esto es indicar la particula como aislada vy libre de su entorno. El dibujo
que muestra la particula con todas las fuerzas que actian sobre ella se

denomina Diagrama del Cuerpo Libre (DCL).
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Previo a la explicacion de un Proceso Formal para realizar el Diagrama del
Cuerpo Libre, es necesario dar a conocer dos tipos de conexiones que

frecuentemente se presentan en problemas de equilibrio de particulas.

Resortes: Sea un resorte elastico lineal o cuerda de longitud no alargada lo, se
usa como soporte de la particula, su longitud cambiara directamente
proporcional a la fuerza F que actiue sobre la particula. La constante k de

resorte es una caracteristica que define la “elasticidad” del mismo.

La magnitud de la fuerza ejercida en un resorte con rigidez k que esta

deformado una distancia s = | — Lo, medida desde su posicion sin carga es:
F=ks
Ecuacion 10. Fuerza elastica
Para s positiva, causa un alargamiento, entonces F debe estirar el resorte;

mientras que si es negativa, causa un acortamiento, por lo que F debe empujar

el resorte.

Figura 36. Alargamiento de un resorte

llustracion William Bonilla

Cables y poleas: Un cable puede soportar sélo soportar una tension o fuerza
que lo jala, que actuara en la direccion del cable. La tension desarrollada en un
cable continuo que pasa por una polea que no tiene friccion, debe tener

magnitud constante para mantener el cable en equilibrio; por lo que para
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cualquier angulo 8 como el que se indica en la figura el cable esta sometido a

una tension en toda su longitud.

YL
lT

T

Figura 37. Tension en cables

llustracion William Bonilla

2.3.1 Procedimiento para realizar el Diagrama del Cuerpo Libre

= |dentificar el cuerpo a aislar, la eleccion suele estar dictada por las
fuerzas particulares que se quiere determinar.

= Representar en un boceto el cuerpo aislado de su entorno.- Indicando
las dimensiones y angulos pertinentes, el boceto debe ser
razonablemente preciso, en que se pueden omitir detalles que no son
relevantes.

» Dibujar los vectores que indiquen las fuerzas externas que actuan sobre
el cuerpo aislado designandolas apropiadamente, nunca se debe olvidar

indicar la fuerza gravitatoria, ademas del nivel de referencia.
Ejemplo:

Realice el Diagrama del Cuerpo Libre del bloque inferior en la siguiente figura:
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{a

Figura 38. (a) Aislamiento bloque Inferior

llustracion William Bonilla

(]

Figura 39. (b) Indicacion de las Fuerzas

llustracion William Bonilla

a) Aislamiento del bloque inferior y parte del cable AB.

b) La indicacién de las fuerzas exteriores completa el D.C.L
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¢) Introduccion de un nivel de referencia o sistema de coordenado.

Sea el caso realizar el D.C.L de los dos bloques, no se tomara en cuenta la
tension del cable AB, debido a que no esta intersecado por la linea

entrecortada que aisla al cuerpo de su entorno.

2.4 EJERCICIOS RESUELTOS
EJERCICIO 2.1

El cubo y su contenido tienen una masa de 60kg. Si el cable de BAC es de 15m

de largo, determinar la distancia “y” a la polea en A para el equilibrio. No tomar

en cuenta el tamario de la polea.

‘ L)
il

Figura 40. Interpretacién grafica ejercicio 2.1

llustracion William Bonilla
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Solucién:
Trw = Thy (—cOSH T+ 5ind 1)
Too = Typfros e T+ sinep)

Ecuaciones de equilibrio:

ZJ’"I =1

—T.ymsfdr+ 71, cosxr=10
s o= rcos

=

s~ Triangulos semejastes

Geometria:

1= (10 —x)% + [y — 2}
12 = Jx? + ¢

1+12=15

JITO—x) + (p— 2P +Jxt +25 =15

Los lados son proporcionales por ser triangulos semejantes.

W—x y—=2 J0-x)"+(¥y—2)°

X ¥ -,'II'.I:'2 '|'_'!.-'2

(1}
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DE (1)

1W0—x 10— 2% + (p— 2)°

Y ¥

15=.,-'xi+}ri+-(1+ )

15 10 —x
=1+
TRl o

( 15 )z (111)z
VR + yE x

"

225 100
¥ 4 _.Fz - ¥

225x% = 100x< 4+ 100y

126x% = 100y*

I
v= |
y

II{E}

lx1+-}?.¢

15 = 32 + y2 + {10 — xF + (¥ — )% =t (2)
"'le.; + -}?;
15 = x4+ yE[L+ UL — 50 + [y — 208w ——
Vit +

De la ecuacion (1) en (2)
De la ecuacién (1).

10—x y—2
¥ ¥

(1)

Reemplazamos ecuacion (3) en (4)



10— x Fr—Z
x ||§
yat
3
|== (10— x) = |E:.:—f:
R R
PR
543 — |%.r= |I'r_£
NENT

¥ = 5.89m
5
V= |—_r
yt
5
¥= |IE5-593'
™
¥ = G0.39m
EJERCICIO 2.2

Mecanica para la ingenieria estatica ™

Determine la longitud no alargada del resorte AC si una fuerza P = 100 Ib

genera el angulo 8 = 50° para la posicién de equilibrio. La cuerda AB tiene 2.5

pies de longitud. Considere k = 40 Ib/pie.
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2 pies | 2 pies ‘
& * o
] BN /0 i i 4 l
/ M"
9 £
// k
% i
N,
A7)
I
f‘\
P

Figura 41. Interpretacion grafica ejercicio 2.2
(HIBBELER, 2010)

A ABC

Solucioén:
Aplicando ley de cosenos en el AABC.

12 = 4% + 2.5% — (23(2.5)(4)(cos 457)

—

I*=16+623— {E}EE.S}H]{%}
l=2441t

Aplicando ley de senos en el AABC

s5em 45" seno

244 2.5
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o= 3B.37"

D.C.L DE LA FIGURA

Tﬁl.]:! +y
Fk
45° 38.37°
——
£
| P= 100l

Ecuaciones de Equilibrio

+— Z F'x=10

{13 Fkeos38.37" — TABrost5™ = 0

+1 ZI-‘:;= i

FliseniB. 37" + TABsend3™ = 100 |y
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100lh — TABsend5”
SENIB.STT

{2 Fk=

Reemplazo (20 en (1)

raasTr

(lu[ﬁ]b — TABsen45"
SENAR.ST

) cos 3337 — ThBeos 45 =

126,300k — BBY3TAE — DL7UFTAE =0
TAB = 7893 b

100l — TAB=ends®
eet 3437

Fle =

_100lb — (7BY3 lh)send5”
- 2en3d.37"

Fle

Fle = 7118 1b
Fle = lix
Fle = ke{l — Lo}

-tk
Tk

lo

(0L T} 2 B4F) — 71.18 b
b Tt

lo=1L06tt

EJERCICIO 2.3

Determine la masa de cada uno de los cilindros si provocan un hundimiento de
s = 0.25 m cuando estan suspendidos de los anillos en Ay B. Tener en cuenta

que s = 0 cuando los anillos son eliminados.
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Figura 42. Interpretacion grafica ejercicio 2.3
(HIBBELER, 2010)

Solucion:

A1 Para la longitud inicial lo

1.5m

lo =+2% + 1.53¢
lo=25m

A2 Para la longitud final |
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1.75m
1=+2% + 1757
l=2657m
i=l-lo
X=2657m—23m
x=01537m
Fle = lix
Pl = 1002 (0,157 m)
Fl = 1575 M
D.C.L en el punto A (A2)
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1.75

tonf =

tantd = 411"

ECUACIONES DE EQUILIBRIO

+—}ZI-'.1: =0

TAB — 15.753Neos 4L18° =0

TAB = 1185 N

+T21ﬁ-‘=1}

Flisen 41,187 = W
W = 15.75Nsendl. 18"

W= 10.37HN
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m =

|| =

10.37H

m= 0.81m/5°

m = L05 Kg

2.5 EQUILIBRIO DE UNA PARTICULA EN TRES DIMENSIONES

Las situaciones de equilibrio que hemos considerado hasta ahora implicaron
s6lo fuerzas coplanares. Cuando el sistema de fuerzas externas que actuan
sobre un cuerpo en equilibrio es tridimensional, podemos expresar la suma de
las fuerzas externas como. (BEDFORD & FOWLER, 2008)

H=ZF=U
Z[F:-:i "+ B+ Fzk =10

Erxi +¥bPvi +¥Erzk =0

Ecuacién 11. Equilibrio de una particula en 3D

Esta ecuacion se cumple si y solo si.

Ecuacion 12. Ecuaciones escalares, equilibrio de una particula en 3D

Las sumas de las componentes x, y y z de las fuerzas externas que actuan

sobre un cuerpo en equilibrio deben ser iguales a cero.
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2.6 EJERCICIOS RESUELTOS
EJERCICIO 2.4
La bola de 80 Ib esta suspendida del anillo horizontal usando tres resortes cada

resorte tiene longitud no alargada de 1.5 ft y rigidez de 50 Ib/ft. Determine la

distancia vertical h del anillo hasta el punto A por equilibrio.

Figura 43. Interpretacion grafica ejercicio 2.4
(HIBBELER, 2010)

Diagrama de cuerpo libre en el punto A:

15ft

Solucion:
h V((1.5)% 4 (h)®)
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TZJ'"E=U'

=M+ 3 =0
-+ 3vreos8 =0

3h _
B+ ——— =]
Lo + A2

BO = ﬁ a0 '[m"m — 1.3
4h — }
Bl = —_— IZE-U ||'|I I:]_“S}- + :'r.:i}
W (LY + &
- 2250
Y (L33E + b
SE25 0

)l — 1500 = —808 88 —
E ) (L5 + k¥

[BO? — (23(HO)(1300A + (130 h)*](1.5% + h*) = 50625h°

h = 1.64 ft

EJERCICIO 2.5

Una pieza de maquina de peso W esta sostenida temporalmente por los cables
AB, AC, ADE. EIl cable ADE esta unido al anillo en A, pasa por la poleaen D y
regresa al anillo para unirse después al soporte en E. Si W=1400N, determine
la tensidn de cada cable. (La tension es la misma en todas las porciones del
cable AED).



Af0, —=2.4,0)m
Bi=21.7.0,—3.80n
C{0,0,LBm
D{12,0,—0.3)m
E[—2.4,0, L2 m

Mecanica para la ingenieria estatica ™

Figura 44. Interpretacién grafica ejercicio 2.5
(BEER & JOHNSTON, 2010)

DCL del anillo A.
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Solucién:

Tow = Ty w0

i (—2.?r+2.-1;‘—3.&.f.:
v 5.1

— v g4 1L
Loy = (_ﬁ f,w['+ﬁir.w I'_E Tae & :”'-r

Tor = Typ s Uy

e O+ 247+ 18K
foe = Tac ;

3

Tre = [0+ 08 T 7+ 0.6 T, BN

Top =21« Uy

SLZr+ 247 — 03K
21 7T
ad

Ton =

oy . B LI 1ﬁ L - 2.’1 1
T =|:a 'I!+? fj—gf }f)ﬁ'

]
r

ar = Tap ot Uy,

o (—z.r}r + 247 + L2k
v 3.6

—
s

. 2 2 |
Top = (—:Ti'+:rf r+z1 jf)lr'il
fu ) fu ) fu )

Ecuaciones de equilibrio.

8 Tae + 0BT, +1'5T'+2T—111}U (2"
— . \ . J— =T"'= ]« P2
1.}. AL ALl ":;I j Rty
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Z rz=1{

12 . 7 SN .
_ﬁ}ﬂh’ + 067, —gT +§.|' = {}{3)

Resolviendo las ecuaciones (1),(2) y (3); se obtiene:

Ty = 203N
T, = 14460
T = 485N

EJERCICIO 2.6

Un contenedor de peso W esta suspendido del aro A; al cual se unen los cables
AC y AE. Una fuerza P se aplica al extremo F de un tercer cable que pesa
sobre una polea en B y a través del anillo A y que esta unido al soporte en D. Si
se sabe que W = 800N Determine la magnitud de P. (Sugerencia: La tensién es

la misma en todos los tramos del cable FBAD).

¥

0.86 m/>\ 0.40 m
1.20?&

0.40 m

1.60 m KA

Figura 45. Interpretacion grafica ejercicio 2.6
(BEER & JOHNSTON, 2010)

DCL en el Punto A
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AB AE T

Solucioén:
A=(D—-1610m
Co=(0:0;1,21m

B = [—0,78;0; 0}m

E = {—04;0; —0,86)m

D= {1.-3; Ui Ur'ijm

AT (or+ Lér+ 12K)m
AC JTLEF + (L2 = 2m

AL

IJI:C = U'.BTq T + u.fﬂ-lq I'.'E (1)
Tag = TaplUay

I = & (—07E0E 4+ 16)  + 0k )m
AlDl = S 5= 7 r = =
Al W =0,780%0 + (1,6)¢ = 1,78m
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Tor = —0A3BT 0t + 0898 T r (2)
T |.-' = Taela |.-'

— {—0AT+ L67— 0,86k " )m

A _

AE T T—0.479) + (L&) + (—0,86)%) = LB6m

U.-'Ll_" =

Tag = =218 Typr+ 0867 — UAGZ T, ] (3)

T LII = Tap LI."I._'II

,_} 1,31+ 167+ 04k " 1m
AL T3 4 (L6 + (0AF = Z.0m

Tog = 06191+ 0,761 T uT+ 019 TR (4)
W= —8007

Ecuaciones de equilibrio.

Zl-‘}:=ﬂ'

—0,438 Ty — 0,215 T + 0619, =0 {1

Zl-‘_r,-=u

BB Ty + 0898 Ty + DBE0T + 0,761 T, = 800 {2

ZFI =1

06Ty — D62 T + 0,190Twn = 0 (3]
Tax = Tap =P; enla ecuacion (1)
—( 438 — (L2135 T + 0L619P =0

0181F = 0,215T.g
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0, 1B1F

Tip = ——— (40 = 317,BYN
AL ﬂ.:';I.J.S I:- ::I ’

(4) en (3)

4.181F
0,215

06T, — 0462 ( ) +0,190F = 0

06T, = 03880 — 0, 19p
Tye = 0,331F (5] = 125,20N

(4)y (5)en (2)

G181
0215

OB0331E) + 0898P + 0,B60 ( :] + 0,761F = g

02610 + 0,899 + 0,724F + 0,761F = HOD

B = (HUDJ"{)
AT

P=30223N



Capitulo

Sie FEMASDE FERZASHEMOMENTOS

LT g
TP SR T~ PR L T e £ V] R AR
g it ks = '.'—‘-.l. el e s



P Universidad de las Fuerzas Armadas ESPE




Mecanica para la ingenieria estatica ™

SISTEMA DE FUERZAS Y MOMENTOS
3.1 OBJETIVOS DEL CAPIiTULO

e Analizar el concepto del momento de una fuerza y mostrar cémo
calcularla en dos y tres dimensiones.

e Proporcionar un método para encontrar el momento de una fuerza con
respecto a un eje especifico.

e Definir el momento de un par.

e Presentar métodos para determinar las resultantes de sistemas de
fuerzas no concurrentes.

¢ Indicar como reducir una carga simple distribuida a una fuerza resultante

con una ubicacion especifica.

3.2 INTRODUCCION

Los efectos de las fuerzas dependen no soélo de sus magnitudes y direcciones,
sino también de los momentos que ejercen. El momento de una fuerza es una
medida de su tendencia a causar giros. Los momentos causan el giro de
maquinaria como la manivela de un barco de vela, las ruedas de un vehiculo,
los ciglenales y las turbinas. Aun si la suma de las fuerzas que actuan sobre
un cuerpo es nula, éstas pueden ejercer un momento, que se denomina par. Si
un cuerpo esta en equilibrio, la suma de los momentos respecto a cualquier
punto debido a las fuerzas externas y pares actuantes en él es igual a cero.
Antes de que continue su estudio del diagrama de cuerpo libre y del equilibrio,
es necesario que usted se familiarice con los momentos, los pares, y el

concepto de sistemas equivalentes de fuerzas y momentos.

3.3 MOMENTO DE UNA FUERZA RESPECTO A UN PUNTO (Mo)

Los momentos son vectores. El vector momento, Mo, para una fuerza con
respecto al punto O es el producto vectorial entre la fuerza F'y el vector

formado desde el punto O hasta el punto de aplicacién de la fuerza, conocido

como vector posicion, ¥, como se muestra en la (figura 46).
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Figura 46. Momento de una fuerza con respecto a un punto.

llustracion William Bonilla

La féormula para calcular vectorialmente el momento de fuerza con respecto a un punto 0
es:

Mg =r@F

Ecuacion 13. Momento de una fuerza con respecto a un punto

Doénde:

Mr = Momento de una fuerza con respecte al punto 0.

= lectar fogicion del punto A con respecta al punta 0,

F = Vectar Fuerga aplicada an ¢f punte A.

El vector del momento de la fuerza con respecto al punto 0, siempre sera
perpendicular al plano que contiene el vector posicién ¥ y la fuerza F'. El
sentido del vector Mo estara definido por el giro del vector posicion ¥ con el
vector F', de esta manera si el giro es en sentido anti horario, contrario a las

manecillas del reloj el momento sera positivo, si el giro es en sentido horario,

en el sentido de las manecillas del reloj el momento sera negativo.

La regla de la mano derecha también es muy util al momento de determinar el

sentido del momento. Para aplicar esta regla cerramos la mano de manera que
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los dedos estén cerrados en el mismo sentido de la rotacion que F genera al

cuerpo. El pulgar sefalara el sentido del momento.

Ay
(‘\
f_\\-:\—-
%f—
0] » X
‘ F
r

Figura 47. Regla de la mano derecha

llustracion William Bonilla
Para hallar la magnitud del vector M., = |ME | utilizamos la siguiente formula:
Me=F+d

a
Sen = —
r

d =r gentd

Mo =F+1+ sen@

Ecuacién 14. Momento de una fuerza con respecto a un punto (Magnitud)



Mecanica para la ingenieria estatica ™

Dénde:

d= Brazo de palanca o longitud perpendicular a la linea de accién de la fuerza

desde el punto .

# = Es el angulo formado entre las lineas de accién del vector de posicion ¥y

la fuerza F* [¢ = 180~]

Unidades:

Los momentos tienen dimensiones primarias de longitud multiplicado por la

fuerza.

En el Sistema Internacional de unidades el momento de fuerza se mide en:
Mo=MNzm

En el Sistema Inglés el momento de fuerza se mide en:

Mo =1Ibh= fr
Mo =1Ib+in

En el Plano podemos representar el momento como se muestra en las figuras

(a) (b)

Figura 48. Momento de una fuerza en el plano

llustracién William Bonilla

Mo =+F+d (a)
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Mo =F+d 0

Mo =—F=+d (b)
Mo=F+dl

La magnitud de Mo mide la tendencia de la fuerza " a hacer rotar al cuerpo

rigido alrededor de un eje fijo dirigido a lo largo de Mo.

3.4 COMPONENTES RECTANGULARES DEL MOMENTO DE FUERZA

fi B
Ya—ye)] 4
7 ¥

(XA — XB)f

W

A\ 4

(za — zp)k

Figura 49. Componentes rectangulares del momento de fuerza

llustracion William Bonilla
My = r;.TB'HF

Ecuaciéon 15. Momento de una fuerza con respecto a un punto arbitrario

My = Mamenta de una fuerza con respecto al punto 8

A= Fector de pozicien de A con vespecio q B

F' = Fuerza on funcion de sus componenites vectaingilares

El vector de posicion de A con respecto a B, se puede obtener.

g = Ti =T



g, = = xe i+ (g — vudi + (2 — 20k

FAT = Xas '+ ¥a: F+2a: It
A4y . ¥ .1_,3}' Ay

Mecanica para la ingenieria estatica ™

El momento de la fuerza F con respecto al punto B, se poder obtener al

resolver el siguiente determinante.

r T i
E; = |X u :I'?.-'I.I.'H Za Ib
F I-_:n-' I

My = {'FE * ¥ag, = F s ff-_.-'a)‘" - {f-; * Xag = - }_;r+ |{1'-Z, *Xag, F.r }f_q_..-h_} 5

Mxo e .!-".’u__-e Frp= 3.-1__-_“,
My Fe i Fye S

Mz Fo e Ay Foe K,

B I

Ecuacion 16. Componentes Rectangulares del Momento de una fuerza con respecto a un

punto

Componentes rectangulares del momento de una fuerza I con respecto al

punto B

3.5 TEOREMA DE VARIGNON

Si las fuerzas F1,F2F3,F4 .... Estan ejercidas en un mismo punto A (Figura 50),

y si se representa por ¥ al vector de posicion, entonces el momento de esas

fuerzas concurrentes se puede obtener mediante la ecuacion.
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Figura 50. Momento de varias fuerzas concurrentes con respecto al punto
O.

llustraciéon William Bonilla

Me=r & (FI+FI+F3++FF.) ()

Mo=r @ FFMF+rB Fi+r & FE+r @M.

3.6 EJERCICIOS RESUELTOS
EJERCICIO 3.1

Una fuerza vertical de 100 Ib se aplica en el extremo de una palanca que esta
unida a una flecha en el punto O. Determine a) El momento de la fuerza de 100
Ib respecto a O; b) La fuerza horizontal aplicada en A que origina el mismo
momento respecto a O; ¢) La fuerza minima aplicada e A que origina el mismo
momento respecto a O; d) Que tan lejos de la flecha debe actuar una fuerza
vertical de 240 |Ib para originar el mismo momento con respecto a O; e) 4 Si
algunas de las fuerzas obtenidas de los incisos b, ¢, d es equivalente a la

fuerza original?
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Figura 51. Momento de una Fuerza con respecto al punto O ejercicio 3.1

llustracion William Bonilla

Solucién:
a)
M, =Frd

M, = —1000lb = 2din + cose0”

M, = —=1000lb - 1 2in

M, =—=1200 lbin

M, =12001bin &

M. =—12001b-in ¥
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b)

d = 24in.sen 60°
d=*0.781in

M, =F+d

1200 b in = F=20.78in
F=57711b
F=57711lb =

c)

M, =F+d

1200 hin = F =24 in

F=501h
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F =501k, 330"

d)

_ 120 Olb. it

Za0l o

EJERCICIO 3.2
Calcular el momento resultante con respecto al punto A y B de la viga

mostrada.

3751b
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Figura 52. Interpretacion grafica ejercicio 3.2

llustracién William Bonilla

Solucion:

M, =Zl‘11'-lj

M, = —3751b « 8t — 4001b + 14ft + 801b = 0.5f — 13856 1b = 19ft
M, = —11142.64 b in.

My = 1119264 1bin &

mn=21~'=rd

My = 375Ib = 11ft + 4001 + 5ft + 8010 = 0,54t
My = 6163 Ibin.

My = 6163 [bin.

EJERCICIO 3.3

EL puntal AB de la tapadera de 1m de diametro ejerce una fuerza de 450 N en

el punto B. Determine el momento de esta fuerza con respecto al punto 0.

Figura 53. Interpretacion grafica ejercicio 3.3
llustracién William Bonilla
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B= (0; 1% cos 20; 1+ 2in 301 m

B= (0; 0.866; 0.57m

rg = [0r 0866 0.5K) m

A= (0.5+ =in 30"; 0.5+0.5c0s30" ; 0} m
A =(0.25; 0.933; 01m

My =13 6 Fan

Fag = Fan # Uny

Fag = 450+ Uyp
s _AB_B-&
MT BT AR
. {—0.257 — D.0647+ 0.3E)
a0 = = = _
y GI—DLEEF + (—0.064)° + +(0.5)
U.n = —0.4441 — 0.113r+ 0.864E

Fag = 450 + {—0.444r — 01137 + DL.E6IE)

Fap = (—149981r — 508371+ 39105 E)
. T T E
M, = —0 0.B866 .5

—199.8 —50.85 39105
M, = (33864 — (=25.425)Jr— (0 — (9990 )1+ (0 — (—L73.02DE
= (364065 1 — 99.97+ 1L73.02EIN.m

M, = 415.25 N.m
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b, = 2#,73°

B, = 103.41°

B, = 63.37°
EJERCICIO 3.4

El Collarin de 200 Kg en A se mantiene en su lugar sobre la barra vertical; lisa
por medio del cable AB. Determine el momento respecto a la base de la Barra
(Punto C de las coordenadas x=2m; y = z = Om). Debido a la fuerza ejercida

por el cable sobre el collarin.

5m A

=

Figura 54. Interpretacion gréfica ejercicio 3.4

VA

llustracién William Bonilla

D.C.L del collarin A

Nx

Nz



Solucion:
JI1|.E = H - ;1':
AB=(0r+5r+2E) —(2r+ 21+ 0E)

AB=(—21+31+2E)

Tar = Tan » Ung

e [—ET+Er+EE)

Lo = Tan # V17

Tog = Tan # [(—0A85 1+ 07271+ 04B5 E) (D

Ecuaciones de equilibrio.

-+ Z F, =0
M, — 0485T,y =0
+T Zl-‘x =0
0727 Ty — W =10

(200 Kg) « {9.81 ;“—1}
0.727

— k"‘" —
TUTET

Thg
Ty = 26%4.762N en (1), se obtiene la tensio

Tor = (—130B.B4 1+ 196199 7+ 1308.89 K

Zl-‘£=ﬂ-

N, — 04B3Tyy = 0

M, = 130889

Mecanica para la ingenieria estatica ™

n AB en forma vectorial cartesiana.
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ol =Ty — T
Tae = {01+ 27+ 0K)m
T T E
M = 0 2 0
—130B.B4% 19&al.94% 130859
M, = (261778 — (01 + (2617.7HE

My = 370209 N.m

EJERCICIO 3.5

Para evaluar qué tan bueno es el disefio del poste de acero vertical que se
muestra en la figura. Usted debe determinar el momento respecto a la base del
poste debido a la fuerza ejercida sobre el punto B por el cable AB. Una celda
de carga montada sobre el cable AC indica que la tensién en dicho cable es de

22 kN ¢ Cual es el valor del momento?



Solucion:

L= (0.823m
D = (0, 4,—3m
A=10§2,0m
B =123 "m

Tae = Tag+ Usg

Mecanica para la ingenieria estatica m

Figura 55. Interpretacion grafica ejercicio 3.5

llustraciéon William Bonilla

D.C.L del punto A

B(12,3,0)m

0(0,0,0)m Tao
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4'1|.': _ r_: - Jﬂl:

Oor=— =
AT ACT AC

[—Eu T+ar+ 3 k']
=B + (8 + (3)¢

Upe =

(—ar+ar+5E) " (—ar+ar+5Em
=Tt

Tic =Tae r —————="Ta4 )
c JT—BE + (B0 + (52 = 49,849

T = Tac(—0.604 v+ 06047 + 0,508 E)
Tac = 22kN(—0.609 T+ 06047 + D508 E)
Tae = 22kN(—0.604 T+ 06047 + D508 E)
Tac = (—13.398 1+ 123987 + 11176 K i
Tio = Tap + Unyy

_ [—ar—Z-0KJm  [—61— & —UK)m
V(=8 + (2 + (—0)*m 6524 m

Tho = [—0.999T,, 1— 0316 Tyo1— O K)

Tay = Tap # Uay

I [:— AT+ 2] — Sk']m [:—E:L' + 21— Skjm
ADb = - - — = -
YJCer P (—aim BOEZm
Tip = (—0.744Tp 14 0248 Tapr— 0.620T,E)

Tar = Tap # Ung

[E-r +I+ ﬂl-:']'ri'a _ (:Eul' +71+ Uk']m
GIEYE 4 (102 + (0)m 6,083 m

Tar = (0.Y86 Ty T+ 0164 o7+ 0 K)
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Para el equilibrioen A, ¥, F, =0
FFhy =T+ Tag + Tay + Tax =

Ecuaciones de equilibrio.

+— Z F, =0

—13.398 — 949 T, — 7Y Ty + 986 T, = 1 @

+1 Z F,=10

13398 — 316 Tan + 0248 T,y + 164 T = 0 (2)

+Zl-‘£=1}

10176 — 0T, — 0G20Tp + 0y = 0 @

De (3.

Tap = LHOZ6E kN

Reemplazando y resolviendo las ecuaciones, se obtiene.
Tap = 16308 kN

Too = LALZ8 kN

Expresamos T en forma vectorial cartesiana.

Tar = [160.8 1+ 2687+ D E)kN

La fuerza que actua en B, por el cable AB es.
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Toa D
TB

T

N—

T = —Tag
Ten = (—160.8 r— 26,87 + 0 K) k¥
Mpose = o & Tua

TR = I:UT-I-::'F_I'+UE:|

=l

T T
[:[h::.r:e = )] 3
—1akd —Z6.8

0

0

Myone = 4824 K (k. m)

3.7 PROYECCION DE UN VECTOR SOBRE UN EJE DADO

Suponga el vector P que forma un angulo © con el eje OL, la proyecciéon del

vector P sobre el eje OL es igual a Py;.
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Yy

Figura 56. Proyeccion de un vector P sobre la recta OL

llustracion William Bonilla

.P[”_ =P rosd

La proyeccion Py; al obtener su modulo, sera igual al valor de la longitud del

segmento OA; sera positiva si OA tiene el mismo sentido que OL, esto se da en

el caso si, el angulo © es agudo, si no es asi, sera negativo.

AY

Consideremos ahora un vector M (con el mismo sentido) dirigido a lo largo de

OL, el producto escalar de P y M se puede expresar como:
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P-M=FPMcos@=F, M

Por lo que se puede concluir que

Py, =2 M _p
0LE T T <Ha

P'M _ PeMy + PeMp+PM;

P, =
oL i o

En el caso particular, cuando el vector seleccionado a lo largo de OL es el

vector unitario p (figura 57), se escribe:

Py =Pl

AY

Figura 57. Angulos Directores

llustracion William Bonilla

Al descomponer P y y en sus componentes rectangulares y recordar que las
componentes del unitario a lo largo de los ejes coordenados son iguales,
respectivamente, a los cosenos directores de OL, la proyeccion del vector P

sobre el eje OL se describe como

Por = Py costy + Py cos8y + Py cost;
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Ecuacién 17 Proyeccion de un vector P sobre el eje OL

Donde £, 8y y #; son los angulos directores de la recta OL.

3.8 MOMENTO DE UNA FUERZA CON RESPECTO A UN EJE DADO
Tome en cuenta una fuerza F que se aplica a un cuerpo rigido y el momento
Mo de la fuerza generado con respecto al origen. Sea OL un eje que atraviesa

el origen; el momento My; de F con respecto al eje OL se define como la
proyeccion OC del momento M, sobre el eje OL (ver figura 58). Representando

al vector unitario del eje O-L como i tenemos:

y
L
Tor z A
0 X

Figura 58. Momento de F con respecto al eje OL

llustracion William Bonilla

Mo =rwf
My, = g Mo

My = Hgr+ { 7= F ) Producto triple mixto de tres vectores.

Ecuacién 18. Producto triple mixto de 3 vectores
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Teniendo los vectores posicion, fuerza y unitario procedemos a realizar el

producto triple mixto de tres vectores

Hor = M U+ b T Vector Unitario
mEXxr+YTER Coordenadas del punto de aplicacion de F
F=Fxr+Fyr+tfzik Componentes del vector Fuerza
T T
X v

FoF
El determinante se resuelve como se indica.

Myp = pi (0P — Fed — 0, By — B 2) + (8 — 150)
Escalar:

My = Hor - (F=F)

Vector:

Myy = (por M6) + frop

Ecuacion 19. Producto Vectorial

3.9 EJERCICIOS RESUELTOS
EJERCICIO 3.6

La Placa triangular ABC se sostiene mediante soportes de rétula enBY D y se
mantiene en la posicidn mostrada mediante los cables AE Y CF. Si la fuerza
ejercida por el cable AE en A es de 55N, determine el momento de esta Fuerza

respecto de la linea que une los puntos D y B.
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Figura 59. Interpretacién grafica del ejercicio 3.6
llustracién William Bonilla

Solucion:
Tf._x' = Tiv O

_AE (09— 067+ 02 K)m

’ A 11m

A

J

Tor = 53N (08187 — 0545 7 + D181 K )
Tor = [15r=307r+ 10K N
Mps = oy .My

Muw = oz Are=Th)

BT Y
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(L2r— .35 1+ 0F )m
W LM+ (0,35 m

Hoy =

fey = (046 r— 0287 + 0)

Fso = (0r— 1p + D2K)m

09 -028 O
]‘l’f.l_:.lg = 0 '01 02
45 -30 10

=[(—0.13010) — (—30)(0.23]0.96 — [0(10) — 45(0.2)](—0.28) + O

Mesa = 2.28 N.m Quiere decir que la fuerza hacer rotar a la placa triangular en

sentido anti horario, visto desde B
Mog = Myp = ey

My = (2.188r— 0638 )Nm

Para otro vector posicion

Mpy = tog .M,

Mes = Pog [Tepg ¥ [

rere = [—D3r— 033 r+ 04 )

0.96 -0.28 0
Msu= |03 -0.35 04
457 £ 2309740
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= [[—0.35)0100 — (—30000.40]0.96 — [(— 0300100 — {453(043](—0.287= 8.16 —
5.88
=2.28 N.m
EJERCICIO 3.7

El marco CD esta articulado en A y D y se sostiene mediante un cable, el cual
pasa por un anillo colocado en B y esta unido a ganchos G y H. Si la tension
en el cable es de 1125N, determine el momento respecto a la diagonal AD, de

la fuerza ejercida sobre el marco por el tramo BH del cable.

ALY

<

Figura 60. Interpretacion grafica ejercicio 3.7

llustracion William Bonilla

Solucién:
Tir = (—LLl r+der+ 0 E]m
Fuw = Fug Baid

037+ 0.6 7 — 0.68 1m
[ 7 )
0.9 m

Fow = 11258
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Py = L1258 [0.333 + 0066 r— 0.G66E )
Py = 3750+ 700 p— 730K 1M

Moy = oy My

Mip = Par {Wﬁmj

(0.81+ 07— 0.6F Jm
1 m

Hag' =

Har = {08r—067T)
0.8 -0.6 0

J‘l‘iq.l_;. = '01 06 O

379 750 -750

Map = [(06)(=7500](0.8) ] — [(-0.10(-730](-08) + 0

My = -315 N.m El signo negativo indica que el marco acodado ACD, rota

alrededor del eje AD en sentido horario, visto desde D.

EJERCICIO 3.8

Si la tensién en el cable CE que se muestra en la figura es de 160 Ib.
Determine el momento resultante, de la fuerza ejercida por el cable sobre la
cubierta en C y a la fuerza aplicada en D; respecto a la linea que pasa por las

bisagras Ay B.
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20i — 60j b

4 ft

Figura 61. Interpretacion grafica ejercicio 3.8

llustracion William Bonilla

Solucioén:

. —F iy | E
Fendlt = T cosdlt = 3

¥ = —1.36 ft
z=375ft

Puntos:

B0, 2 60
(4, —1.36,3.75)ft

My = Wag O My + wy O My
oy = Ui — sen2V' |+ caz207
e = (di+ 0+ 0k)ft

]u.r =Upt Ty

3 335 233 :]

Toy = 16010 (_S.EEB "*ocus’ Teas "
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Top = (—1125181 4+ 94515 + 63,2491k [b

] —zenl0? cas2i®
Mam = 1 0 1]
—112.314 94515 3,291

J‘l’j‘_qgl = 441LHA7 I!.b. I‘I

0 —=zend0®  rcos20%
Mg =14 K L
20 — &k i

J‘l’j‘_qgg = _225.526 I!.b. I-I
Mg = Mapq + My
My = 21632 b {r

3.10 MOMENTO DE UN PAR
Se dice que dos fuerzas F y -F que tienen la misma magnitud, lineas de accién

paralelas y sentidos opuestos forman un par.

-F

F

Figura 62. Par

llustraciéon William Bonilla

A partir de la definicion del momento de un par también se concluye que dos
pares, uno constituido por las fuerzas F1 y — F1, y el otro constituido por las
fuerzas F2 y —F2 (figura 62) tendran momentos igual si: (BEER & JOHNSTON,
2010)

.II'I'_dl = .II'-zdg
Ecuacion 20. Equivalencias de un par

Y si los dos pares se encuentran en planos paralelos (o en el mismo plano) y

tienen el mismo sentido.
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Figura 63. Pares que definen momentos iguales

llustracion William Bonilla

Para obtener el momento de un Par de forma vectorial (M), se aplica la

siguiente ecuacion.

Figura 64. Momento de un Par

llustracion William Bonilla

Primero realizamos la suma vectorial de los vectores posicion en la figura.
Fi=Fr+F
F=¥F]—Tg

Al representar conry ¥ rg , respectivamente, a los vectores de posicion de los

puntos de aplicacion de F y -F, se encuentra que la suma de los momentos de

las dos fuerzas con respecto a O es.

M= @F+m @ (F)=(mi—-m) & F
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Si se define iy — ¥y = r, donde r es el vector que une los puntos de aplicacion

de las dos fuerzas, se concluye que la suma de los momentos de F y -F, con

respecto a O, esta representado por el vector.

M=r&F

Ecuacién 21. Momento de un par

El vector M se conoce como el momento del par; se trata de un vector

perpendicular al plano que con tiene las dos fuer zas y su magnitud esta dada
por.
M= rFsend =rd

Donde d es la distancia perpendicular entre las lineas de accion de F y -F. El

sentido de M esta definido por la regla de la mano derecha.

3.11 LOS PARES PUEDEN REPRESENTARSE POR MEDIO DE VECTORES

El vector del par, como el momento de un par es un vector libre. Por tanto, su
punto de aplicacion puede ser elegido en el origen del sistema de referencia si
asi se desea (Figura 64). Ademas, el vector del momento M se puede

descomponer en funcién sus componentes rectangulares (Figura 65).

Y Y ty ly
M=F-d
o

Figura 65. Pares representada por medio de vectores

llustracion William Bonilla
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3.12 EJERCICIOS RESUELTOS
EJERCICIO 3.9

Reemplace los dos pares que actuan sobre la columna tubular en la figura por

un momento par resultante.

M,=375N-m 42
o
s

(c)

(b)

Figura 66. Interpretacion grafica ejercicio 3.9
(HIBBELER, 2010)

Solucion:
Ml=mz & F

MT =047 © 150k

MT =60i N
Mi=rmm&r
Fy = (125Hi)
5
Fy =100

I —(125 j)
= 5
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FE=-73k
M2 = (0300 @ {100f — 75&)
M2 = {30k + 22,5V m
MR =M1+ M2
ME = (60f + 22,5] + 30k)N.m
M =T075 N.om

EJERCICIO 3.10

Si P=15 N reemplace los tres pares por un solo par equivalente especifique su

magnitud y la direccion de su eje.

~.
170mmy 150mm
<" P

Figura 67. Interpretacién grafica ejercicio 3.10

llustracion William Bonilla

Solucion:

F o= 1BN

ML =1y @ F

ML= (03¢ + 0/ —017k) & (—18k)

M1 =547 Nin
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P=15N
Ml=r i @P

Pppa = (03— 0167 + 0.17k)m

i hi k
MI=|03 —016 +0.17
] 13 ]

M2 =(=-235+ 45N m
MI =y @FED

Fog = Fug v Uy

7 Ef
T ED
y 015
016 03
¥ = 0B

ETV = (—0.15{ + 008 + 017
|ED = 0.2dm

—0.157 + .08 + 017k
e 0.2

on = —0.6231 + 0.333] + 0,708k
Fio = 3AN{—6230 + 0.333) + 0.708E)
Frg = (—21.250 + 11.33) + 24L0810N
i i k
Mi=| o 0 —017

—2123 1133 2408

M3 =(192i + 361 0N. m
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ME =MW1+ M2+ M3
MR = (—0630 +9.007 + 4.5k, i
ME = 1009 N in

—0.63 MR
ToLn.ns

“— .

EJERCICIO 3.11
Dado P =32 Ib, substituya los tres pares por un solo par equivalente, determine

su magnitud y los angulos directores.

Figura 68. Interpretacion grafica ejercicio 3.11

llustracién William Bonilla
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Solucion:
My = ({708 )

T = [—36r+ 16K )in

roor I
M'=|-36 0 18
D0 372

My = [ 11527 )bin

M= e 20+

T = (—36r+ 121 Jin

t P
M'=|—3s 12 0
a2 0

Wy = (—720% )ibin
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Wy = [ Ta;20 Fuq)
Targ = [—L82— G+ Lok ix
Far = 601k uTA

—127 + Lol

Wb = 20

uid = =06 - 0,017

Taq = (—3daF+ 40T 30k

t ron
W=|-13 -5 16
| —30 48

Wy = (200t - 8647 + 6407 Jibin
J‘I’f'l'l = ﬂ'{ll + Mil -+ M'JI
M7 = (200t - 20167 — 721 Jlbin

M, = 203774 Ibin

. 2hH
Cos = —
* T 203774
, _ _Zuts
cosa, = —/——
¥ 203774
) 7
oS, = ———
< 203774
gy = G157
b, = 837

i, =92,02¢
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3.13 REDUCCION DE UN SISTEMA DE FUERZA Y PAR

Una fuerza F que opere sobre un cuerpo rigido puede ser trasladado a un
punto cualesquiera “O” siempre y cuando se agregue un par Mo (3 cuyo
momento sea igual al momento de F con respecto al punto “O”.

Pueden unirse dos fuerzas al punto O, una igual a F y otra igual a -F, sin
modificar, el efecto que la fuerza original tiene sobre el cuerpo rigido Figura (b).
Como una consecuencia de esta transformacién, ahora una fuerza F se aplica
en O; las otras dos fuerzas forman un par con un momento.

M, =rF

Ecuacién 22. Fuerza y Par

Por tanto, cualquier fuerza F que actué sobre un cuerpo rigido puede ser
trasladada a un punto arbitrario O siempre y cuando se agregue un par cuyo
momento sea igual al momento de F con respecto a O. (BEER & JOHNSTON,
2010)

Figura 69. Sistema fuerza a par

llustracion William Bonilla

3.14 REDUCCION DE UN SISTEMA DE FUERZAS A UNA FUERZA'Y PAR

Considérese un sistema de fuerzas I, F,, ., que actuan sobre un cuerpo
rigido en los puntos 4, ..., definidos por los vectores de posicién iy, i, y
iy. Como se observa en la seccion anterior, I, puede ser trasladada de /1, a un
punto dado O, si se agrega al sistema original de fuerzas un par de momento
M. igual al momento de . con respecto a O, M, =m & [, las fuerzas

originales, ahora actuando en O, y los vectores de par que han sido agregados.
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Como ahora las fuerzas son concurrentes, pueden ser sumadas vectorialmente
y reemplazadas por su resultante R. (BEER & JOHNSTON, 2010)

El sistema equivalente fuerza-par esta definido por las ecuaciones.

}3=Zr-' M;ﬁ"=z.'n‘_-_,=2r®}-'

MP =M+ M, + M, R=F+F+F

Ecuacion 23. Sistema equivalente Fuerza - Par

Donde:

MK = Momento resultante con respecto a 0
T = vector posicidn

R = Hesultante

' = F'uerza

i = Momento

/; - R\
; \
= o i Ay M3 s ¥
0 g |
¥y (1)?5 ra F L, LT \‘ﬁ
Iy — e (@]
o,

Figura 70. Sistema de fuerzas a una fuerza y un par
(BEER & JOHNSTON, 2010)

3.15 EJERCICIOS RESUELTOS
EJERCICIO 3.12
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La tension en el cable unido al extremo C de un aguilon ajustable ABC es de
600 Ib, reemplace la fuerza ejercida por el cable en C por un sistema
equivalente fuerza-par.

a) EnA

bYEN:B

Figura 71. Interpretacion grafica ejercicio 3.12
(BEER & JOHNSTON, 2010)

a) Solucion:
1. =600 caz 20
T, = 563.82 th
T, = 600 1h sin 20
T, = 203.21 Ib
T M, = —{563.62 [01{18 + sindd fr) — {—205.2L [b1(1B =+ cos 407
T, = 3691586 fr
M, =36YL58[h - ft ©
= 600 I, 340¢
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b)
T iy = —(B63.62 IN{10 sin 40 Fr) — (20321 I3 10 cos 40
LT i, = —5194.88 (b ft
M, = 319488 1h. fr U
T = &00 [5, 340°

EJERCICIO 3.13
Reemplace el sistema de fuerzas actuando sobre la viga por una fuerza y

momento de un par equivalentes en el punto B. El grosor de la viga es de 0.5 m



Mecanica para la ingenieria estatica ™

A
¥

A
A\ 4

2m 4 2m

Figura 72. Ejercicio 3.13
llustracion William Bonilla

Descomposicién de las fuerzas

5 kN
Fly F2y

. LFlX Fzgil .
A p i

Ly

Solucion:

q
q kN g = 3.2 RN

Pl =4 kN §= 24 kN
P, =0kNsin3l =3 kN
M2, =6kNcos30 =52 RN
T EMY = (3.2 kN005m) + (24 kN6 m) — (3 kNCDS5m) + (5.2 EMICZ m)
ME=249kN -m U
R=d,r+ R,y
R=03—320kNr+ (=24 —52 —5) ki p
R ={—-0Z2r—126 7N

| 5 My
AS B
R
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EJERCICIO 3.14

Una fuerza F1 de 77 N y un par M1 de 31 N - m se aplican en la esquina E de
la placa doblada que se muestra en la figura. Si F1 y M1 deben reemplazarse
por un sistema equivalente fuerza-par (F2, M2) en la esquina de B y si (M2)z =
0, determine.

a. Ladistancia d

b. F2y M2.
Figura 73. Interpretacion grafica ejercicio 3.14
(BEER & JOHNSTON, 2010)
Solucién:
a)
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o = (025 — Q053+ DO7E Jm

M= Oy

Fo= 77N (

"

DO&T+ 006 T — 007
111

FU= (2T + 42T — 49 EIN
J‘l’j‘ll = Ml UJ_.'J'I

lel =31 N m (

—_——————

—dr+003T— 007 .f.:)
vdZ + 00058

——

. —3ldr+ 093 7217 K
M, = N
Vi€ + 0.0058

i ji s
M, =025 —0.083%3 007+ MY
47 a2 —45

My = [(4087 — 294)r — (—12.25 — 28407+ (10.5 + 349F |+ M,

—_—

, , —31dr+ 0U3r—2A7 Y
My = (L1404 1519 p+ 14K ) Wi + = Nom
\ Sd: + 00038

(M7 )z=10
—21T

—_——

AR + —/—==
vdE +0.0058
Ja + 0005 (14) — 217 = 0
(d? + D.005E)(1Y6) = 4.71
¢ = (018223

d=10.135m

;o = (—31(0.%35} T+ 083 T — 217 &)
V01357 + D.OO3E
M= [—27r+ 67— 14K )N m
My = (L1r+ 1519 p+ LK) m+ [ =27 r+ 67— 147 )N.m
M=M= (-2580r+ 21197+ 0F)N.m
=1
Fr=(42r + 427 — AN
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Capitulo

FQUILIBRIO DE CUERPOS RIGIDOS

LT g
TP SR T~ PR L T e £ V] R AR
g it ks = '.'—‘-.l. el e s
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EQUILIBRIO DE CUERPOS RiGIDOS
4.1 OBJETIVOS DEL CAPITULO
e Desarrollar las ecuaciones de equilibrio para un cuerpo rigido.
e Presentar el concepto de diagrama de cuero libre para un cuerpo rigido.
(Revisar capitulo Il, item 2.3)
e Mostrar como resolver problemas de equilibrio de cuerpo rigido usando

las ecuaciones de equilibrio.

4.2 EQUILIBRIO DE UN CUERPO RIGIDO EN 2D
Para (BEER & JOHNSTON, 2010) expresa que cuando la fuerza y el par son
iguales a cero, las fuerzas externas forman un sistema equivalente a cero y se

dice que el cuerpo rigido se encuentra en equilibrio.

Es necesario desarrollar las condiciones necesarias y suficientes para lograr el

11}

equilibrio de un cuerpo rigido sometido a “n” fuerzas externas y “m” pares.

Cuando un objeto sobre el cual actua un sistema de fuerzas y momentos esta

en equilibrio, se satisfacen las siguientes condiciones:

1. La suma de las fuerzas es igual a cero:

ZF=U

2. La suma de los momentos respecto a cualquier punto es igual a cero:

E Jwr.':u;'c.'.':wr'r.':m.'r.- ={

ECUACIONES DE EQUILIBRIO ESCALARES.

Z.I"_;: =10
Z.I' =10
Z Jwr.':u;'c.'.':wr pamie = U

Ecuacion 24. Ecuaciones de equilibrio escalares
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Para resolver un ejercicio relacionado con el equilibrio de un cuerpo es
necesario tomar en cuenta todas las fuerzas que actuen sobre este para ello se

debe realizar el D.C.L. del mismo.
SOPORTES

Donde sea que nos encontremos parados el piso nos soporta, si nos sentamos
en una silla esta nos soporta, lo que expresa el hecho de que los soportes

“reaccionan”.

4.2.1 Soporte de pasador

Para (BEDFORD & FOWLER, 2008), expresa que el soporte no puede generar
un par respecto al eje del pasador para impedir el giro. Asi, un soporte de
pasador no puede generar un par respecto al eje del pasador pero si puede
ejercer una fuerza sobre un cuerpo en cualquier direccion, lo que comunmente

se expresa representando la fuerza en términos de sus componentes.

Cuerpo
Meénsula Pasador

£
’ Y J[
) Y =8
é v

(©

B
b
St
—p
i

(d)

Figura 74. DCL soporte de pasador

llustracién William Bonilla

4.2.2 Soporte de rodillo
Muy similar al soporte de pasador pero esta vez puede moverse paralelo a la
superficie porque se encuentra soportado por un rodillo asi solo se genera una

reaccion normal a la superficie.
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Cuerpo Soportado

Pasador
Soportes _
Equivalentes !

Figura 75. DCL Soporte de rodillo y sistemas equivalentes.
llustracion William Bonilla

4.2.3 Soporte de empotramiento

Para (BEDFORD & FOWLER, 2008), expresa que el soporte de
empotramiento, o soporte fijo, presenta el objeto soportado literalmente
empotrado en la pared. Un empotramiento puede generar dos componentes de

fuerza y un par.

Cuerpo soportado

-

a) b)

Ma
=2
Al

c)

Figura 76. DCL Soporte de empotramiento.
llustracion William Bonilla

Tabla 2. Reacciones de soportes bidimensionales

Apoyo o conexion Reaccion Numero de

incdgnitas
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1
Rodillos o Balanci Superficie Fuerza con linea
sin de accién
ot LR e
1
I ’ Fuerza con linea
A de accion
Cable corto Eslabén corto
1
V4
W
/
. W / y
Collarin sobre Perno sin friccién Fuerza con linea
una barra sin en una ranura de accion conocida
2
L }
Perno sin friccién, Superficie Fuerza de direccion
articulacién o desconocida
3
&L
Apoyo fijo Fuerzay par

4.3 EJERCICIOS RESUELTOS
EJERCICIO 4.1

Determine la reacciones en los pasadores A y B, el resorte tiene una longitud

no alargada de 80 mm.
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k= 600N/m c

N T < E
\‘_\\\ \\\— E

. [=

———— )

A .Eﬁx_-ji
B
150 mm S0 mm

Figura 77. Ejercicio 4.1

llustracion William Bonilla

Dibujamos un croquis del cuerpo aislado de su entorno con sus respectivas

fuerzas reacciones y tensiones

DCL

Solucion:
Fe=k+x

Fe=ol0 + (015 — 0.08)

Fe=42N
+—>ZFx=[I' T+ZF}?=D
Ade—rFe=1 Ay —NE =10

Ar—44d =10 Ay=10.5N 1
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Ax =42 N —

z ]1"1‘_.1 = U

A2+ 0053 - ANE+DZL =10

NG = 105N
NE =105N1
EJERCICIO 4.2

Si se sabe que la tension en el alambre BD es de 1300 N, determine la

reaccion del bastidor mostrados en el apoyo fijo C.

750 N 150 mm
© o) 7
A 450 N R
5 I
600 mm
400 mm
D
v C g 2

Figura 78. Bastidor ejercicio 4.2

llustracion William Bonilla
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DCL Bastidor

Dibujamos un croquis del cuerpo aislado de su entorno con sus respectivas

fuerzas reacciones y tensiones.

750N 150 mm
500 mm 250 mm
B
© ¢ > 7y
4 450 N Ix
1L T
Iy N 600 mm
400 mm \
\
\
& C Mc VD y
Cy
Solucion.
250 mm
7]
600 mm
A Al
Al =—
250
ff =tan~' 2.4
B = a7.38

Ty = 1300=in 67587

Ty =1200 ¥

Tx = 13 cos 67.38
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Tx=500N

ZM{'=U

Me + (750 + 0.3) + (450 = 0.4) — (300 = 0.6 — (1200 = 0.15) =0

Me=-754m

Zf-’x =1

—430 4+ 500 + Cx =0

=730 —=1200+ Cv = 0
Cy=19504 T
EJERCICIO 4.3

Un sistema de bocinas esta suspendido mediante cables unidos en D y E. La
masa del sistema de bocinas es 160 Kg y su peso actua en G. Determine las

tensiones en los cables y las reacciones en Ay C.

D5m 05m 0.5m 1m 0Sm

%
®

T
Nl
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Figura 79. Interpretacién grafica ejercicio 4.3

llustracion William Bonilla

D. C.L (Sistema de Bocinas)

Tg

Solucioén:

Zﬂ{ll = I:I

T 01.5m) — 156968 (1m) = 0

Ty = 10404 N

&

T =W —T,
T = 5232 N

D.C.L de la Armadura.
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Av Cv
| -]
A — & l
/ \ Te
B 1 D

Z M, =10

—{p(Am) — 523.2N0L5m) — L04aAN S0 = 0
Cy = —3924 N

£ =3924N T

Z fx=10

Cx =0N

ZJwr_' =1

Av(lig) — 32320 00.5m) — 104648 (Zm) = 0
A¥ = 23544 N |

4.4 TIPOS DE CARGA
Las cargas distribuidas son determinadas usando una funcion de carga

w = wi{X) que indica la intensidad de la carga a lo largo del cuerpo. Esta

2 ; ’ H 1b b
intensidad es medida en — 0

pie in
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dF

w=w(x)
dA / i

kaLLm ]

(HIBBELER, 2010)

dF = wilxle = dd
Ecuacion 25. Magnitud de la fuerza resultante

Los efectos externamente causados por una carga distribuida coplanar que
actua sobre un cuerpo pueden ser representados por una sola fuerza
resultante.

La carga o fuerza resultante es proporcional al area que representa, el punto

de aplicacion depende de la figura que represente.

4.4.1 Cargas puntuales

AHB

LSS P A

Figura 80. Carga Puntual
llustracion William Bonilla




P Universidad de las Fuerzas Armadas ESPE

4.4.2 Cargas uniformes distribuidas

| " |
LLLdbe bl bbbl

A/ 4 ( 4 Fars ( 4 B
Figura 81. Carga Uniforme Distribuida
llustraciéon William Bonilla

Diagrama de cuerpo libre

|<—> P’=Wi*l

L. ol

4.4.3 Cargas variables distribuidas

+¢++~L~L~L~L¢~L~L~Lllllllllll
797

P ( F g
Figura 82. Carga variable distribuida

llustracion William Bonilla

Diagrama de cuerpa libre
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[ 3%
—
—

Ax

Ay By

4.4.4 Momento concentrado

A B
- &

ROTACION PURA

Figura 83. Momento Concentrado

llustracion William Bonilla

4.5 EJERCICIOS RESUELTOS
EJERCICIO 4.4

El muro de contencion AD esta sometido a presiones de agua y de tierra de
relleno. Suponiendo que AD esta articulada en el terreno en A, determine las
reacciones horizontal y vertical en ese punto y también la tension requerida en

el ancla BC necesaria para el equilibrio. EI muro tiene una masa de 1200 Kg
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C
r'y
om
m
A
\ v
18 kN/m A 310 kN/m

Figura 84. Interpretacion grafica ejercicio 4.4
llustracion William Bonilla

D.C.L (Barra B)

Solucioén:

T
_ 310‘%* 0.5m

o= Z = 1007.5 &N

kN
118+ 4 m
pLo= % = 236 kN
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it?
W= 1200 kg » ‘:P.Bl;j = 11772 kN

Z ]1"]1_.1 = U

13 4
1007.5 ki (?:' m) — 23EEN (Em) —FlEm) =D

Fo=311375 kN

ZFI =10

236 kN — L0073 KN + Ax + 311375 kN =0
Ar =460123 KN

Ar = 460123 KN —

Zf-'_v =0

Ay —W =10
Ay = W

Ay = 11772 KN
A = 11772 KN T
A= JAxE + Ayt
A= 46028 KN

EJERCICIO 4.5

Sabiendo que el siguiente sistema se encuentra en equilibrio donde en C y E
existen rotulas, determinar las componentes de reaccion en los apoyos A, B, D
Vel
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200 N/m 200 N SOQ N/m
S50Nm i~ v \\ ‘ l \ ‘ \ C Dl,-;’.f \ E_—7 I l ‘, ‘
l:\ A TN T, IT‘ T i 7 \]:
1”‘ AP \Rétula 44D \Rétula e
1 m 2m Im 1m m 1.8m
Figura 85. Sistema de Cargas ejercicio 4.5
llustracion William Bonilla
Solucioén:
TRAMO EF
D.C.L P,
= |
po=1
E Z
Ex v L F
_ 304 "1"';"”,: 1 B
1.2m ‘ = z
—>
Ey ' 1.8m U op =270 N
gy M, =0 —,er=ﬂ
Lx =1

Fo (LG — 270N + (12} =0

F=180N

F=1aonT

TRAMO CDE

Q-G

tz.r-"}cn
Fy — 270N + 100K = 0
Fy = DON

Ty = 50N T
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Yy 00N By
c / Fx l
Cx _>(1) A 0
A
Cy
I Im D 1m |

—:ZI".T=|:|

Cx—100N =10
L= 1008
T =100 & —

o Zﬂ-‘i'r.' =

173200 Loy + L = (Lon} — 90N 4 (2} =0
L= 353205 N

O=303205N 1

TZ:-;L: 0

Cw— 173210 + 3532050 — 90N = 0

Ly = —G90N

T3 = 90N |

TRAMO ABC

D.C.L



pP;

P Universidad de las Fuerzas Armadas ESPE

1.5m

Cy

o=y al

b
Fyo= 200 — + 3
1

£yo= 600N
=) Fx=g
Ax—Cx =1
Adx=1Cx

Ax = 1008
A= 100N —

By M=
SONw = a00NTODm s + B2} — (=900 (3m])

4 =-=10N

O=10N |

t Z Fy=1

Ay — GOON + 8 — € = 0

Ay = 600N — (10N} + (—904)
Ay = 5208

A = G2o0W T

4] = AT + AxE

4] = 4 1002 + 5202

=0
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4] = 529.520 N

Ay
lant = P
I"".‘l::l
- _1..1;.
0 =1un 100
0 =7411

Ahora comprobamos el equilibrio de toda la viga, incorporando las reacciones

obtenidas en el calculo previo.

300N/m
P, 200N

[e—
.5 1.5m Im Im Im 1.8m

3 | lagt o
>le th< ol > < > < >

~ Z Fr=0 == 100—200cos(60% =10

=10

TZF;.: =0

Av + B+ D+ F —200sinla0) — 8 — M =
520 — 10 + 353203 + 1B0 — 173,205 — 600 — 270 = 0

=0

7 Zmﬂ =10

SOMm — (050 — B(2) + DAY — 20080600 (1) — P (620 + FI6.8) = 0

50 — (0.5 + 600) — (L0 + 20 + (333,205 +4) — (173205 = 4) — (270 = 5.2)
+ (180« 68 =D
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EJERCICIO 4.6

Calcular las reacciones en los apoyos A, B, C y comprobar que los calculos en

las reacciones son correctos.

g, = 100N/,

[ A

q: = 200 ¥/

2m

A40N.m >

3m

.

Figura 86.Interpretacion grafica ejercicio 4.6

llustracion William Bonilla

D.C.L. Tramo AB

Im

P’y

Im

A

o

A Y

By

X
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P, = gl UTMB =0
= 100N = Zim 200N = (Lm) — Av + (Zwm) = 0
= 200N Ay = 100N
T Ay = 100/

—>+ZI'I=U T+Z_|I.'}r=u

Bx=0 =8y + Ay - 2000 =0

Hy = 30N + 100N — 200N

By =-TON
t By = TON
D.C.L. Tramo BC
P P,
im
1.5m | < > CY
Bx v ¥
E + Cx
B By 40 N.m \—p ve —» C
am
P'i =g, +* { }_:-*___F — ':'I_'_:". -1
1004 3m
= 10087, = 3m = f;;
= 300N = 150N

+iT ZM{.' =1
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ME — (=TONIZr) + 3008 = (1.5m) + 1308 + (1m) + 40Nm = 0

—}+ZI-':|:= T+Zf’y=ﬂ

Br—CUr=1 — 7N — 300N — 1508 — Ly
=1
Bxr=Lx=10 Cy=—-52Z0N
Cv=5208 1
Comprobacion:
D.C.L.
P’ 8 P, P,
im
Im im 1.5m < » CY
A D v g rv‘_\\r ]
Lo o] ¢ Jo— ;
T T 40 N.m \—b Mc —» X
Ay P
l am
|"‘ Ll

+i0 ZM;] =10

—2008(1m) + 30N (Zi) — 3008 (3.5m) — 1308 (4m) + 40N, m — 8500, in
+ 320N (3m)=1D

D=0

T+Zf-'_y=ﬂ

100N — 2008 — 300N — 15308 — (=520N) + 300 =D

=10
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4.6 EQUILIBRIO DE UN CUERPO RIGIDO EN 3 DIMENSIONES

Se ha visto que cuando un cuerpo en equilibrio estd sometido a un sistema
bidimensional de fuerzas y momentos, no se pueden obtener mas de tres
ecuaciones independientes de equilibrio. En el caso de un sistema
tridimensional de fuerzas y momentos, se pueden obtener hasta seis
ecuaciones independientes de equilibrio.

Las tres componentes de la suma de las fuerzas deben ser iguales a cero y las
tres componentes de la suma de los momentos respecto a cualquier punto
deben también ser iguales a cero. (BEDFORD & FOWLER, 2008)

T =0

Eﬂ'{:.'l..'n:-eluuitr TunLa E (]" % r:] =1

—+ XFx=10 (1) Y Mr=10 (4)
™ Etry=20 (2) EMy=0 (5)
det+ FlFe=10 (3) Mz =10 (6)

Ecuacién 26. Equilibrio de un cuerpo rigido en tres dimensiones

La suma de los momentos pueden evaluarse respecto a cualquier punto.
Aunque se pueden obtener mas ecuaciones sumando momentos a otros
puntos, estas no serian independientes de las seis ecuaciones iniciales. No se
pueden obtener mas de seis ecuaciones de equilibrio independientes a partir
de un diagrama de cuerpo libre dado; entonces, pueden determinarse cuando

mucho seis fuerzas o pares desconocidos

Los pasos requeridos para determinar reacciones en tres dimensiones resultan
familiares por las aplicaciones bidimensionales que se han realizado. Primero
obtener un diagrama de cuerpo libre aislando un objeto y mostrando las cargas
y reacciones que actuan sobre este, despues use las ecuaciones (1) - (6) para

determinar las reacciones.
Soportes

Se presentan cinco convenciones que suelen utilizarce en problemas

tridimensionales. De nuevo, aun cuando los soportes reales no se parezcan
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fisicamente a esos modelos, se representaran mediante los modelos si estos

ejercen las mismas (o aproximadamente) reacciones.

4.6.1 Soporte de bola y cuenca.

En el soporte de bola y cuenca, el cuerpo soportado esta unido a una bola
encerrada dentro de una cuenca esferica. La cuenca permite que la bola gire
libremente (ignorando la friccion) pero impide que se traslade en cualquier

direccion

a) b) )

Figura 87. Soporte bola y cuenca
llustracion William Bonilla

4.6.2 Soporte de rodillo
El soporte de rodillo es un soporte de bola y cuenca que puede rodar sobre una

superficie de apoyo

Figura 88. Soporte de rodillo
(BEDFORD & FOWLER, 2008)
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4.6.3 Articulacion

El soporte articulacion es el que se utiliza comunmente para sostener puertas.

Permite que el cuerpo soportado gire respecto a una linea o eje de la
articulacion.

(di el

Figura 89. Articulacién
(BEDFORD & FOWLER, 2008)

4.6.4 Coginete

El coginete es un soporte que puede girar alrededor de su eje. Las ecuaciones
son identicas a las generadas por una articulacion

4 b
(a) )

Az Ax

(© (d)




P Universidad de las Fuerzas Armadas ESPE

Figura 90. Cojinete

llustracion William Bonilla

4..6.5 Soporte fijo

El soporte fijo es capaz de ejercer fuerzas en el eje x, y,z, asi como pares M,,.,

.

(a) (b) (c)

Maipy My, respecto a cada eje coordenado

Objeto
Soportado

/

.
-

AN

|
AN

J
Qs -

E%

ik
it
ik

Figura 91. Soporte fijo

llustracion William Bonilla

Tabla 3. Soportes y reacciones tridimensionales
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Soportes Reaccones
Cuerda o cable Uhnia fuerza colineal
” T
A
x X
Z I
Comtacto con una superficia lisa Una fuerza nommal

Contacto con una superficie rugosa
¥ ¥
x
Z
Soporte de bola y cuenca Tres componentes de fuerza
” |
AI
x x
H z /
Soporte de rodillos Una fuerza nommal

(BEDFORD & FOWLER, 2008)

Tabla 3. Continuacion.
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Reacoiones
|
“1
My,
—pe —— X
AT/ My *
z‘f
) ) Tres componentes de fuerza,
Articulacidn
) . Dwos componentes de par
{El gje z e= paralelo al eje P
de la articulacidn ¥
AT'
— X
¥ ‘{:/ A,
zf'
/ {Cuando no se ejercen pares)
: ’i
A-/ 4,
z"f
EIJ] 1—_{
{El gje z es paralelo al eje
de la flecha soportada) z
{Cuando no se genaran pares
ni fuerza axial)
¥
; al
/ M, /
S| S
My, *
z A
i
Soporte fijo (empotrado) ;ﬂm componentes de fuerza,
tre= componentes de par

(BEDFORD & FOWLER, 2008)

4.7 EJERCICIOS RESUELTOS

EJERCICIO 4.7
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La placa de la figura esta soportada por bisagras en Ay B y por el cable CE;
esta cargada por una fuerza en D. Las bisagras no generan pares sobre la

placa ¢ Qué valor tiene la tension en el cable CE?

20i - 60; Ib

\,

> X
2 fi 4 ft
z
/ 4 ft /
Figura 92. Placa soportada por bisagras ejercicio 4.7
llustracion William Bonilla
D.C.L
X

Solucién:

En el triangulo formado en el plano yz y los puntos A y B se obtiene:
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sen 20°= vy/4
cos 20°= z/4
y = 1.368 ft
z= 3.758 ft

01— 1368 + 3.758k

U.w = — - —
w1368 + 3.7382

Die = 0i — 03427 + 0939
oy = (4 + 0f + 0lpies
ree = (4f — 1,368f + 3.758k ) pies

il

Sacamos la tension de la cuerda respecto a sus coordenadas

- (—r}i+3.3&ﬂ;‘+z.zd-1ff)
ST AT 3360 + 22910

Toy = Top(—0T030 + 0392 J + 0.3493%0)
] Z ‘!1{r1 |_.l. =1
E Ur'lll'. I:-::l 11'{'1 = |:I

s © {FD-"IAI & H} +lae O {Fr'.-",q' & T.-_-L-'I} =

0 —0342 0939 o —0.342 04539
1 0 n |+ 1 —1368 375 |V =0
20 —ai 0 —0.703 0.5%: 03939

083904 # (—60)) + [0.34204 + D3Y3Y — 375(—0.703)) + 0934904 » 0.392 —
(—0.703 + —L3681]1e = 0

—2EE36 4+ 276 e, = 1

Tr_'” =816 Ib
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EJERCICIO 4.8

Para regar las plantas que se muestran en la figura, un jardinero une los tres
tramos de tuberia AB, BC, CD adaptados con rociadores, se sostiene el
ensamble usando apoyos articulados en A y D y mediante el cable EF. Si la
tuberia tiene una masa por unidad de longitud de 1.25kg/m, determine la

tension en el cable.

09m —p

N —

3

1,35

0,6

Figura 93. Ensamble de tuberias ejercicio 4.8

llustracion William Bonilla

D.C.L



® Universidad de las Fuerzas Armadas ESPE

Dz 1.2m
£ \L
0.3m
X

Solucioén:

kg

. ™ _ n veren
¥, = —1.23 (F) # OLHL [F} + 0.9m0r) = —11.0363 (W)r

Wue = —1.25 (E) <981 (25} £ 03m(7) = —3.6788(N)y

ke
W, =—1.23 (T’f) 551 [;} + 1.35m(p) = —16.3544 (N7

FE  —060+ 047 — 135F T
f=r—=r7 - = (—2r+ 37— 4.5K)
FE V33.25 3325 '

A 090 — 037 — 133K

0 =

AE= AD 1.65
& .0

D..”_;.= ET——LI—HE

Mz ia= {045 mjr
Pesa= (OB mM)r
Fara= LU T

Fpa= (OO mdr— (0.3 mr — (675 mK
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ZM.»I.:: =1}

Ui I:F'r.'.-'ﬂ @ ]"1..-:_] + Uy I:rl"_-'.d G T) + Oy I:;"H_-'.d & l'war.'j +
iy - |::rj.'_-'.-1 & WL'E] =10

8 -2 -9 a -2 -4

1 1
043 0 0 (—.)+ ne o0 (—)
0 —110363 oY |2z s _g3|MIVERES
5 -2 =8|, 5 —2 —4 ]
+ (0 0 0 (ﬁ)+ 04 —03  —0675 (H) =1
0 —3.6788 0 0 —165544 0

4.0634 — (L340547 + 27089 + 6.0950 = 0

Ty =T =378 (N

EJERCICIO 4.9

Para la porcion de maquina mostrada en la figura, la polea A de 100mm de
diametro y la rueda B estan fijas a un eje, sostenido por cojinetes instalados en
C y D. el resorte tienen constante igual a 366[N/m] y no esta deformado cuando

B = 0,y el cojinete puesto en C no ejerce ninguna fuerza axial. Si & = 180, y

la maquina esta en reposo y equilibrio, determinar:

a) Latension T

b) Las reacciones en C y D.



P Universidad de las Fuerzas Armadas ESPE

Figura 94. Maquina ejercicio 4.9

llustracion William Bonilla

Solucioén:
f':ll: = kx
x = 353mm — 245mm

¥ =110 min

& 368 [N] 11

' = —_— . m
k [ }

Fo= —4026 N |
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D.C.L

FH, =@l +@(lshl + @ + @ =0

iT = —0.251m

(—0.Li + 0.057) i

i

(—0.Li — 0057 ) m

iy

(0.075i + 0L055]) m

[}

My =
r Tk r T I3 r T B r T
025 O O]t =1 ows 0 [H|-01 -3 o)t DTS L05S
0 ty £z i} 0 130 o 0 T ] —40,216
0

0= {0.2502)r— (D2SCYIF + (7.5)r + (1305 + (—0.051)r + (1T — [3.014%5)F

0= (7.5 — DOSTIC+ (02502 + 13 + 0.1+ {—0.250 — 201954

YMr=10 YMy=10 Yz =10
75— 03T =10 Cz = [(0.1){—150) — 13]/0.25 Oy = —12078 N
T= 150N Cz=—=120N

Flx=1D rly=10 ylrz=10
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Dx =0 Cy + Dy —Fik =10 (z + 150+ 150 + 0z = 0
Dy = 334N Dz =—180 N
(= (0r— 12087 — 120K )N

U= (52327 — 180K N
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ANALISIS DE ESTRUCTURAS
5.1 OBJETIVOS DEL CAPITULO
o Mostrar como determinar las fuerzas
en los elementos de una armadura usando el método de los nodos y el
método de las secciones.
° Analizar las fuerzas que actian sobre
los elementos de armazones y maquinas compuestos por elementos

conectados mediante pasadores.

5.2 INTRODUCCION
En ingenieria, el término estructura se puede referir a cualquier objeto que
tenga la capacidad de soportar y ejercer cargas. (BEER & JOHNSTON, 2010)

Se consideraran tres categorias amplias de estructuras.

5.3 ARMADURAS

Son aquellas que estan disefiadas para soportar cargas y por lo general son
estructuras estacionarias. Las armaduras consisten exclusivamente de
elementos rectos que estan conectados en nodos localizados en los extremos
de cada elemento. (BEER & JOHNSTON, 2010)

Figura 95. Ejemplos de Armaduras

llustracion William Bonilla

Por tanto, los elementos de una armadura son elementos sujetos a dos
fuerzas, esto es, elementos sobre los cuales actuan dos fuerzas iguales vy

opuestas que estan dirigidas a lo largo del elemento.
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Figura 96. Elemento de una armadura sujeto a dos fuerzas

llustracion William Bonilla

Una armadura o marco es un conjunto de miembros axiales conectados
(miembro dos-fuerzas). Los puntos de conexién son conocidos como juntas,
nodos o uniones. El peso de los miembros no se toma en cuenta y las cargas
de la armadura son aplicadas solo en los nodos. Una celda estructural se
compone de todos los miembros cerrados en un lazo. Para que la armadura
sea estable (sea una armadura rigida), todas las celdas estructurales deben
ser triangulos. La figura 36 identifica cuerdas, postes finales, paneles, y otros

elementos de una estructura de puente tipica.

Juntura Cuerda Superior

Mastil Final

I)( L
Miembros de Cuerda

miembro Inferior
malla

Longitud de

Figura 97. Partes de una armadura de puente

llustracion William Bonilla

Varios tipos de armaduras poseen nombres especificos. Algunos de los

nombres mas comunes de armaduras son mostrados a continuacion.
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Figura 98. Armadura de techo tipo Pratt

llustracion William Bonilla

Figura 99. Armadura de puente tipo Pratt

llustracion William Bonilla

Figura 100. Armadura de techo tipo Howe

llustracion William Bonilla

Figura 101. Armadura de puente tipo Howe
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llustraciéon William Bonilla

Figura 102. Armadura de techo tipo Fink

llustracion William Bonilla

Figura 103. Armadura de techo tipo Fink (cuerda inferior arqueada)

llustraciéon William Bonilla

Figura 104. Armadura de techo tipo tijera

llustraciéon William Bonilla

Figura 105. Armadura de puente tipo Warren
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llustracién William Bonilla

Figura 106. Armadura de puente K

llustracion William Bonilla

Las cargas de las armaduras son consideradas para actuar solo en el nivel de
las mismas, entonces las armaduras son analizadas como estructuras
bidimensionales. Las fuerzas dentro de la armadura mantienen varios partes
unidas de la misma y son conocidas como fuerzas internas. Las fuerzas

internas son encontradas al dibujar el diagrama de cuerpo libre.

Aunque los diagramas de cuerpo libre de los miembros de las armaduras
pueden ser dibujados, esto no se hace generalmente. En lugar de ello se
realiza los diagramas de cuerpo libre de los nodos. Un nodo en compresion se
muestra con las flechas de la fuerza apuntando hacia el pasador, lejos del
miembro, de manera similar, un pasador de tension se muestra con la flechas

de fuerza en direccidon opuesta al nodo.

Con armaduras de puentes soportados en los extremos y con carga hacia
abajo en las articulaciones, las cuerdas estan casi siempre en compresion, los

paneles finales y las cuerdas inferiores estan casi siempre en tension.

Puesto que los miembros de la armadura son axiales, las fuerzas en las
articulaciones de la armadura son concurrentes. Solo una fuerza de equilibrio
debe ser ejecutada en cada nodo, la suma de las fuerzas en cada direccion de

coordenadas es igual a cero.
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5.3.1 Miembros de fuerza cero

El andlisis de armaduras usando el método de los nodos se simplifica
considerablemente cuando es posible determinar primero qué miembros no
soportan carga. Esos miembros de fuerza cero se usan para incrementar la
estabilidad de la armadura durante la construccion y para proporcionar soporte
si la carga aplicada se modifica. Los miembros de fuerza cero de una
armadura generalmente pueden ser determinados por inspeccion de cada uno
de sus nudos. (HIBBELER, 2004)

Como regla general para HIBBELER (2004), si s6lo dos miembros forman un
nudo de armadura y ninguna carga externa o reaccién de soporte es aplicada
al nodo, los miembros deben ser miembros de fuerza cero (ver figura 107 y
108)

D
P
g

B

Figura 107. Armadura

llustracién William Bonilla

Far

z
A Fan

Figura 108. Miembros de fuerza cero (primera regla)

llustracion William Bonilla
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(+) — Zr-;. =0:4,=0

(431 K =ik =0

Ecuacién 27. Ecuaciones de equilibrio nodo A

Para HIBBELER (2004), en general, si tres miembros forman un nudo de
armadura en el cual dos de los miembros son colineales, el tercer miembro es
un miembro de fuerza cero siempre que ninguna fuerza exterior o reaccion de

soporte esté aplicada al nudo (ver figura 109 y 110)

P _F

Figura 109. Armadura

llustracion: William Bonilla

D.C.L Nodo D

Figura 110. Miembros de fuerza cero (segunda regla)
llustracion: William Bonilla
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D R T
_“‘Zﬂ-=|}i Foe = Faw

Ecuacion 28. Equilibrio en el nodo D

Existen dos métodos para el analisis de armaduras:

5.3.2 Método de los nodos

El método de los nodos es uno de los métodos que pueden ser utilizados para
encontrar las fuerzas internas en cada miembro de la armadura. Este método
es Util cuando la mayoria o todas las fuerzas de los miembros de la armadura
deben ser calculados. Porque este método avanza desde el nodo hasta el
nodo adyacente, no es conveniente cuando se va a calcular una sola fuerza de

un miembro aislado.

El método de los nodos es una aplicacion directa de las ecuaciones de
equilibrio en las direcciones X y Y. Tradicionalmente, el método comienza por
encontrar las reacciones que soportan la armadura. Después el nodo en una
de las reacciones es evaluado, el cual determina todas las fuerzas formadas
dentro del nodo. Luego, conociendo una o mas de las fuerzas del paso previo,
un nodo adyacente es analizado. El proceso es repetido hasta que todas las

incégnitas sean determinadas.

En un nodo pueden haber hasta dos fuerzas desconocidas, cada una de las
cuales pueden tener componentes X y Y. Ya que hay dos ecuaciones de
equilibrio, las dos incégnitas pueden ser determinadas. A pesar de determinar,
el sentido de una fuerza sera a menudo desconocido. Si el sentido no puede
ser determinado por logica, se puede hacer una decision arbitraria. Si la

direccion escogida es desconocida, la fuerza sera negativa.

Ocasionalmente, habra tres fuerzas desconocidas en ese caso, una ecuacion

adicional debe ser derivada del nodo adyacente.
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I C

A

A D B B
ID 3'
P Rg

L

R7 -

Figura 111. Método de los nodos

llustraciéon: William Bonilla

5.3.3 Método de las secciones.

El método de las secciones es un enfoque directo para encontrar fuerzas en
cualquier miembro de la armadura. Este método es conveniente solo cuando

pocas fuerzas de los miembros de la armadura son desconocidas.

Como en el método previo, el primer paso es hallar las reacciones de los
apoyos. Después un corte es realizado de un lado al otro de la armadura,
pasando a través de los miembros desconocidos. (Conociendo donde cortar la
armadura es la parte clave de éste método. Tal conocimiento es desarrollado
solo con la practica.)Finalmente, todas las tres condiciones de equilibrio son
aplicadas como se necesite a la porcion restante de armadura. Ya que deben
existir tres ecuaciones de equilibrio, el corte no puede pasar a través de mas

de tres miembros en el cual las fuerzas son desconocidas. Ver figura 112
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Figura 112. Método de las secciones

llustracion William Bonilla

5.4 EJERCICIOS RESUELTOS
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EJERCICIO 5.1

La armadura en Cantiléver soporta una fuerza vertical de 600 000 N. ;Cual es
la fuerza axial del miembro CF? E indique si esta a tension (T) o bien a

compresion (C).

600000 N

Figura 113. Grafico ejercicio 5.1

llustracion: William Bonilla

D.C.L de la seccion de la estructura

600000

Solucién:
Los elementos CD y DF son miembros de fuerza cero

Use el método de las secciones y aplique sumatoria de momentos en el punto
E

Zﬂ'f,—_.— =1
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b= I:Euﬂ-ﬂ LN UN} w I:HL'I U-:'m} — LOF = (3000m)

= (GO0 DRONT + (B0 Oci )
B (300cm)

CF = 1600 000 N (T)

EJERCICIO 5.2

Para la siguiente armadura:

a) Calcular las reacciones en los apoyos
b) Indicar que barras no trabajan

c) Determinar las fuerzas axiales en las barras restantes

JIO0 KN

e 2m"|4 2mhl<l me 2m

Figura 114. Grafico ejercicio 5.2
llustracion: William Bonilla

D.C.L DE LA ARMADURA

>
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E
4&
D
G 6m
B
Ay
g F G H ‘1 il
Ax A 100
v ly
2 2
ez ond u e i (2R

Solucioén:

a) Aplicamos las ecuaciones de equilibrio para calcular las reacciones en

los apoyos:

Z ]1"1.._.1 = U

Lo (8 — (1007 = (6) =0
I, =75&N T

Zf-',- =0

Ay +73—100 =10
Ay =25kN T

PCEL
A, =0

b) Si analizamos el nodo E y aplicamos la primera regla de miembros
fuerza cero, se tendra que las barras ED y El son nulas. Luego,
aplicamos la segunda regla al nodo F, siendo la barra FB nula y
continuamos con esta regla en los nodos B, G y C, siendo nulas las
barras BG, GC y CH. Las reacciones en los apoyos, las barras nulas y
las fuerzas internas en el resto de barras se muestran en la figura 42,

esquematizando las barras nulas con un circulo.
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Ay=25kN 100 1y=75

Figura 15 Reacciones en apoyos, fuerzas internas, barras nulas
llustracion: William Bonilla

C) Aplicamos el método de los nodos para determinar las fuerzas internas

en el resto de barras.
D.C.L DEL NODO “A”

.II':.1E5 = 4l,l'.'|-"|'|:|"'.'

Ay = Ok

ik
.II':.-”.' = jj.jjjﬂ‘i‘

Ay = 25N

ZF,- =0

23 — iy, SN 37 = 0
Fow = ALET N ()

Zf-;=ﬂ

Fop— 4167 cos 377 = 0
Fop = 3333 kN (1)

Ahora, pasamos al nodo F, en el cual, la barra FB es nula y las fuerzas internas
en las barras AF y FG son iguales. Lo mismo sucede con las barras FG y GH,
asi como en AB y BC, BC y CD.

D.C.L. DEL NODO “H”
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P
33.33kN T
< 1] o
100k~

Zf-;=u

Fy,— 3333 =0
Fye = 3333 kN (T

Zf-:, =0

Fuo — 100 =10
Fg = 100 kN {17

D.C.L. DEL NODO “I”

Fe

33,33
. = TREN

Previamente, calculamos el valor del angulo §

S
ap ==
g = 66,047

Ahora, calculamos la fuerza interna en la barra DI:
ZF,- = (]

73— My esinanldt =0

Moy = 8207 BN ()

Como comprobacion, efectuamos el equilibrio en el eje horizontal:

Zf-'x=1}

(HZ.07) + (cos 66.04%) — 3333 =0
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Con esto, no es necesario comprobar el equilibrio del nodo D, el cual también

sera correcto.

EJERCICIO 5.3
Determine las fuerzas axiales en los elementos BC y CD de la armadura
mostrada.
E
3 pies
Dy
3 pies
pies 3 pies
Figura 116. Grafico del ejercicio 5.3
llustracion: William Bonilla
== (5)
= g -"[-
w= 36,97

D.C.L. NODO “E”
a0l §

Tow  Tow

Zf-;=u

—(B0ML) — T, vsine =10

ZF.- =0

T — T o5 =10

D.C.L. NODO “D”
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Zf-; =0

- Tr_'.l_:. - :IIIL.Iy =5in e =1

Topr— Typ ooz =1
D.C.L. NODO “C”
Ty

Tew

Tae: T

Zf-‘x =0

Ton + g teinee =T #5inx =10

ZF,- =0

Toprtoose— T, xcos5x— Ty =10

Resolviendo las ecuaciones de equilibrio tenemos:
Top = —100 1B

Tow = B0 [

Tog = —GOD [

Tger = —2000 Ik

Tee = 000D
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Un valor positivo significa que elemento estd sometido a tensién y un valor
negativo significa que esta a compresion

BC = B0O0 10T

0 = 600 I ()

5.5 ARMAZONES O BASTIDORES

Son aquellos que estan disefiados para soportar cargas, se usan también
como estructuras estacionarias. Los armazones siempre contienen por lo
menos un elemento sujeto a varias fuerzas, esto es, un elemento sobre el cual
actuan tres o mas fuerzas que, en general, no estan dirigidas a lo largo del
elemento. (ver figura 117) (BEER & JOHNSTON, 2007)

Figura 117. Armazones o Bastidores

llustracién: William Bonilla
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5.6 EJERCICIOS RESUELTOS
EJERCICIO 5.4

El armazon de la figura estéd sometido a un par de 200 N-m. Determine las

reacciones en los apoyos A, Cy B

A
A

400 mm

600 mm

< > >

Figura 118. Grafico del ejercicio 5.4
llustracion: William Bonilla
Solucioén:

D.C.L (Barra B-C)

*Analisis (B-C)

C +ZMH=U

=200 +O{04) =0
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= 500N

£ =500 T

+TZJ—'J;=U

gy +500=10
By = 500N
By =500N L
+=Fry=20
—dx=10
Fx=0n

D.C.L (Barra A-B-C)

A 8
R
A,

400 mm

1000 mm

Analisis (A-B-C)

+7 ZM,._ =0

My — 200N, m + 500N L =0

My = —300MN.m

My = 300N m L

t Z:’-’y =0
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Ay +500 =10
Ay = —500N

Ay = 500N )

EJERCICIO 5.5

El peso del objeto suspendido es de W=40Ib. Determine la tension en el resorte

y la reaccion en F. (El elemento ranurado DE es vertical)

4in

bin

Bl
-

10in

Figura 119. Grafico ejercicio 5.5

llustracion: William Bonilla

Solucion:

Iniciamos con el miembro AB

D.C.L. miembro AB
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Fp

— T4 )
A l
A
7 40 1b
1

+3 Z My = —(40Ib)Ein) + El-‘u (16in) = 0

X

Fy = 283 b
Ahora examinamos BCF

D.C.L ELEMENTO BCF

7 Fe

+L z Mp = (2062 )in — Fe(10in) = 0
Fe =801b
1.
+— er}l =—_'__I'J_| +I'c + I.'I:\._ = r.:'
%2
Iy = —60 b
L. .
+1 er.r =— ¥y +Fy =0
%2

Iy = 201b
Finalmente examinamos DCE

D.C.L DEL ELEMENTO DCE
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—
T
—
E
T
fe lg—s

+i7 Z My = —T(16in) + F:(10in}) = 0
T=230lb
Tensién en el resorte = 301k
g = —60 b

Uy = 20 1k

EJERCICIO 5.6

La grua de pared soporta una carga de 700 [Ib]. Determinar las reacciones en

los pasadores A y B. También determine la fuerza axial del cable en el

cabrestante W.

Figura 120. Grafico del ejercicio 5.6

llustracién: William Bonilla
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Solucion:

DCL de la polea E

T i N

\

700lb
= 33010

DCL de la polea C

T = 3500k

T =330
+1 Zf-'y =0
Cy—7 =10

Cy =3a0lh 1

Cx = 350 th —

DCL de la polea B
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+— Zf-'x =1

330 — By — 350 cos 607 = 0
Hx =1751h
Hx =1731h «

+1 Z Fr =10

Hy — 330 senal™ =0
Hy = 303,11 ih
Fy =303111h1

DCL de la barra AC

Tep
?
& .z —
Cx
Ay ¥ By ¥
Cy+T

Cy+ 1 = 750 1B
+ITM, =0
Tow SIN(ASIAFE) — (303,110 (Af 1) — (FOOIBNEf L) = 0
Toy = 220855 b (Tension)
+—=YFr=1

Ar —2408.536lhcos 45 + 175 — 350 = 0
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Ax = 187411 1h —
+I ¥Fy =10
Ay + 240856 sinds — 303,11 —-700 =10
Ay = =700 [

Ay = Tiolh 1

D.C.L. "BD"
Teo

Dy = 248.36 cos 45 Lb
Dy =2408565in451b
Ox = 1703 11lh «—

Uy = 1703.11th T

5.7 MAQUINAS
Son aquellos que estan disehnadas para transmitir y modificar fuerzas. Son
estructuras que contienen partes en movimiento. Las maquinas, al igual que

los armazones, siempre contienen por lo menos un elemento sujeto a varias
fuerzas. (BEER & JOHNSTON, 2007). Ver figura 121.
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Figura 121. Maquina
(BEDFORD & FOWLER, Mecanica para Ingenieria Estatica, 2008)

Z0mm E0mm
|<—P 100 mi

1508 >
C,
A

A

Figura 122. Obtencién de los diagramas de cuerpo libre de los elementos
llustracion: William Bonilla

5.8 EJERCICIOS RESUELTOS
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EJERCICIO 5.7

La pala de la excavadora es soportada por un apoyo en E y las dos fuerzas del
miembro BC. W = 200 Ib peso de la pala que actua en el punto de muestra.
Determine las reacciones de la pala en E y la magnitud de la fuerza axial en las

dos fuerzas del miembro BC.

12in 7in  20in

Figura 123 Grafico del ejercicio 5.7
(BEDFORD & FOWLER, Mecanica para Ingenieria Estatica, 2008)

Solucién:
Examinamos la pala

D.C.L de la pala.

H = 20MHE

Ecuaciones de equilibrio para la pala son:

3
= tan~?! (—) =11.3"
a=tan™ | 1=
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+— Zb‘;{ = Ey — Tpecos{w) =1
+1 ZF-,, = By + Tpesenlo) —2001b =0

+i5 Zm.: = —(2000b){Z20in} + Ey{12in} — E(7in) =0
Resolviendo las ecuaciones:
Ey = 402.02 b
Ey = 119.46 b
Toe (Fuerza axialy = 410,99 1b
EJERCICIO 5.8

Se ejerce una fuerza de 30N sobre los mangos de la tijera. Determine la
magnitud de la fuerza ejercida sobre el perno en A.

Figura 124 Grafico del ejercicio 5.8

(BEDFORD & FOWLER, Mecanica para Ingenieria Estatica, 2008)

Solucion:

Asumimos que la tijera es simétrica.

Considere las dos piezas CD y CE:



® Universidad de las Fuerzas Armadas ESPE

DG e}

3ON

Eq = Dy
+IZF~,=1}
Ev = Dy
+':_'.TZM,;=1}
Eq= Dy =10

Ahora examinemos CD:

+10 ZME = —[30 N}4hmm) + Dy(22mmy =0

D =108 N
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Ty =108N1

Finalmente examinemos DBA:

+i7 ZMH = Al36mm) — Dy (S0mm) =0

A =150 N {Compresion]
EJERCICIO 5.9

La articulacion de cuatro barras opera las horquillas de una carretilla elevadora
tenedor. La fuerza en el apoyo de las horquillas es de W = 6 kN. Determine las

reacciones en miembro del CDE.

Figura 125 Gréfico del ejercicio 5.9
(BEDFORD & FOWLER, Mecanica para Ingenieria Estatica, 2008)

Solucion:

Consideremos el cuerpo BC. Nota que AB es un cuerpo de 2 fuerzas.
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H = kX

+_|"er;‘_=_£};_=”'

+i7 ZM” = —Ce(02m) — (B kNGBS m) =0

Cy=10; Cp=—27kN

Cy =27kN 1

Ahora examinemos CDE. Nota que DF es un cuerpo de 2 fuerzas.

3
+i7 ZM“ = — (15 m) — Cy(h13) + = Fpp{0.15m) =0
b

2
+— er}l = C}l+ E}i +'__ I.'I_'||. =
%13

ra

a
+TZF-=E + By —— l'pp =1}
T r ¥ 'h"ﬁ Lt

Resolviendo las ecuaciones encontramos:

Fpp = —324949.%6 N
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Fpp = 3244996 N [Commpresidn

Ey = 18 kN
E{=14EkN —
E':-=r.:|

EJERCICIO 5.10

La persona de la figura ejerce fuerzas de 40[N] sobre los mangos de la pinza

de presién. Determine:

a) La magnitud de las fuerzas que ejercen la pinza sobre el perno en A.

b) La magnitud de la fuerza que ejercen entre si en el punto B.

c) Encuentre la fuerza axial del elemento de dos fuerzas DE, indique la
tension [T] o bien la compresion [C].

d) Calcule también la ventaja mecanica de la maquina.

| S0mm [0mm|  75mm 4ON

Figura 126. Grafica del ejercicio 5.10
(BEDFORD & FOWLER, Mecanica para Ingenieria Estatica, 2008)
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D.C.L. de los elementos.

b C
40N
Solucién:
tan o = i
i
x= 5.08B"
YMe=10 —+ VFxy =10 T¥%Fy=10
Cx+Tx=10 Cvy+Tvy+40 =10

0N + 105w + T sin <+ Hham =0
=1 raos 6.0BY

T — _ .-1|_'\-.'\-.'- l-ili:rrl.:rrl. I':."i' —
ST UHE e Emin
Cy=—Ty—4d
Cx = =1 rcos 6.088

T = —1319.945 [¥]
Cy = 100 — 40
T = 1219945 [N][€] Cx = 13125 [N]

Cy = 100 [¥]
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(% = 13145 [N] =

C% = 100 [N] 1T

Y, =10 —YFx=10 TY¥Fy=10

—1312.5N = 40mm + A +50mm = 0 Hy—LCx =10
By —Cv—A=1{

_ 1415w - Lidmm

Sl Hyr= Lx

SN

By = £y + 1050

A= 1050 [N] Bx = 13123 [N]
By = 100 + 1050

A=1050 [N] 1 Bx= 13125 [N] = By = 1150 [N] 1

F.roesistente
M =—
I omatriz

1030 [NV)
3 [N]

N =
. = 262
EJERCICIO 5.11

Dados los pesos w1=5kN y w2=12kN. Calcule las fuerzas axiales de los
elementos CB y DH e indique si estan a compresion o tension, también

determine las fuerzas sobre el elemento ACDE en los puntos A Y E.
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Dl i

O KE To

Ky Pt ——p
Gl i

v

Figura 127. Gréfico del ejercicio 5.11
llustracion: William Bonilla

D.C.L. de la Pala.

Solucion:
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. el
o o [m{
I
FIIM, =0

—W, (300w — Ty, (B00mM) 4 Ty (FOOmMmM) = 0
— 12N C300mm) + Ty, [FODmMmicos 44770 — 500mmisin 9.47%)] = 0

1258 (300mm)
{FO0mm (cos 9.477) — B00mm(sin %.47°)

T‘l:l_l_l =

Tow = 3YLEN (T}

+—= Efxr =1
Toux—Ltxr=1{

Ex = Tyy sin 947"

Er= 097N «

+T EFyp =10

—Tpny +EP—W, =10
Ev = Tu, 0059477 + ¥,

Ev= 1783k T

D.C.L. ELEMENTO ADE
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o= ton"! (11“”)
B 1200

o= 47.949"

+TEIM, =0

=W (Ba0mm) + Teex(G00mm) — Teyy(1100mm) + ¥y x(830mm)
+ Ty e (19 mm) — By 2500mm) — Ex(1050mm) = 0

11w (B00mmisin 47.49%) — 1100mm{cos 47.49°))
= W, (B50mm) — T, x(950mm) — Ty, 7 (1900 mm) + Ey(250 0mmn)
+ Ex(133tmm)

Tew
_ SkN(B50mem) — 0.97kN(950mem) — 3.83kN(1900mm) + 17 83kN(2500mm) + 0.97kN{LD30mm

(B0Umm(sin 474970 — 1100mmizos 47.44))
Tiw = —125.73kN
Tow = 125.73kN {0)
+—= Zlix =1

—Axr — Tr_'lgx _.:Irlu_l."f + Ex=10
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Ar==T.yx —Tyyr+Ex
Ar =T,y sen 47497 — DYTEN + 09TEN
JAx = Y268l
+— L v =
—Ay— W, =T w¥+Toyy—E¥y=10
Ay = =W, — Ty + T, ¥ — Bv
Ay = —5kN + Ty 003 47,4597 + 383N — 17.83kN

AF = 67Y96RN )
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