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PROLOGO

La implementacién de controladores digitales automaticos es hoy en dia una
herramienta fundamental en el desarrollo de los procesos Industriales, por lo que
se hace fundamental el estudio y desarrollo de técnicas avanzadas de control que

permitan la optimizacién de los procesos que se llevan a cabo.

El desarrollo integro de este proyecto permitira tener informacion primaria
acerca del comportamiento de los controladores éptimos basados en la utilizaciéon
de un computador digital. Esto se traduce en un incremento del conocimiento de
las diferentes técnicas de control avanzado, permitiendo establecer mejores
criterios al momento de seleccionar una técnica u otra al momento de controlar un

determinado problema de control.

En el presente proyecto tiene como objetivo el desarrollo del Controlador
Lineal Cuadratico Gaussiano (LQG), para lo cual se desarrollara primeramente la
parte de los fundamentos tedricos necesarios para la obtencién del mismo, como
es el Regulador Lineal Cuadratico, problemas de seguimiento y filtro Kalman,
realizando el analisis respectivo para la seleccion adecuada de los componentes

finales.

Una vez desarrollado el marco teodrico del proyecto se procedera al disefio
de los controladores en si, asi como también el analisis del problema de
seguimiento y del filtro Kalman, este ultimo, parte fundamental para el desarrollo

final del controlador.

Por ultimo se presenta el esquema y la simulacion a través de la herramienta

Simulik — MatLab, la que nos permite presentar en forma grafica los resultados de



los controladores propuestos, realizando su respectivo analisis al variar
paramentos de disefio para observar el comportamiento del controlador y sus

componentes.
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CAPITULO |. DESCRIPCION GENERAL DEL PROYECTO 1

CAPITULO |

DESCRIPCION GENERAL DEL PROYECTO

1.1 ANTECEDENTES

La optimizacion de sistemas dinamicos de control son un problema de
constante aparicion en la tecnologia, economia y la industria, estos aparecen
cuando se pretende minimizar la desviacion de trayectorias controladas con
respecto a una trayectoria dada como modelo, con los que se pretende alcanzar

niveles altos de robustez en un controlador.

Diversos problemas en cuanto se refiere a la automatizacion de una planta
se resuelven con las técnicas clasicas de control, las cuales poseen un buen
desempefio pero que dejan un margen alto en cuanto a optimizacién del proceso

se refieren.

Las técnicas de control se han desarrollado y perfeccionado a través del
tiempo, y hacen del control automatico toda una investigacion de desarrollo, que
se enfoca en la reduccion de costos de procesos, en aumentar la calidad de

articulos, incrementar niveles de seguridad, entre otros aspectos.

El creciente aumento de complejidad en los diversos sistemas a controlar, la

utilizacién de nuevas tecnologias y la necesidad de operar los sistemas mas
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econdmicamente, ha conllevado al mejoramiento de las técnicas a utilizar,

llevando a las plantas a condiciones de funcionamiento mas idéneo y éptimo.

De hecho se dan innumerables aplicaciones en las diversas areas de la
ingenieria, tales como el disefio de un control éptimo el cual permita garantizar un

funcionamiento adecuado del proceso.

En el presente proyecto la idea es implementar un algoritmo de control
realimentado que utiliza un Regulador Lineal Cuadratico (LQR), combinado con el
filtro de Kalman para la obtencion del Controlador Lineal Cuadratico Gaussiano
(LQG). [1]

1.2 JUSTIFICACION E IMPORTANCIA

La creciente demanda de controladores que mejoren la calidad, el tiempo de
produccion y aminoren las perdidas econdmicas hace que se desarrolle y mejore
las técnicas de control existentes. La técnica de control debe tener la capacidad
de controlar el proceso de una forma continua y automatica con resultados

optimos y coherentes.

Desarrollando las técnicas de control se pretende atenuar las perturbaciones
que se presentan en un proceso, la eliminacién de errores y un aumento en la

seguridad.

Con el desarrollo y aplicacion de las técnicas de control un gran numero de
tareas y calculos asociados a la manipulacion de las variables ha sido delegado a
computadores, actuadores y dispositivos especializados para la consecuciéon de

los requerimientos de la planta.

La importancia de los sistemas de control 6ptimos radica en llevar a la planta
a un funcionamiento correcto minimizando el uso de tiempo, energia. Controlando

problemas como son:

Analisis Y Disefio de Controladores Optimos en su Forma Discreta a través del Espacio de Estados
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a. El problema de control final: esto es usado para traer el sistema tan

cerca como sea posible a un estado final determinado dentro de un
periodo de tiempo en particular.
El problema de control de tiempo minimo: es usado para llegar al

estado final en el periodo de tiempo mas breve que sea posible.

El problema de control de minima energia: se usa para transferir el
sistema de un estado inicial a un estado final con el gasto minimo de

la energia de control.[2]

El desarrollo integro de este proyecto permitira tener informacion primaria

acerca del comportamiento de los controladores éptimos basados en la utilizacién

de un computador digital. Esto se traduce en un incremento del conocimiento de

las diferentes técnicas de control avanzado, permitiendo establecer mejores

criterios al momento de seleccionar una técnica u otra al momento de controlar un

determinado problema de control.

1.3 ALCANCE DEL PROYECTO

El

presente proyecto tiene como finalidad el analisis y disefio de

controladores 6ptimos en su forma discreta a través del espacio de estados.

Se analizara especificamente cuatro problemas como son:

a. Regulador Lineal Cuadratico (LQR), el cual suministra una ley de

control optimo para un sistema lineal con un indice de desempefio

cuadratico.

El problema de Seguimiento Lineal Cuadratico (LQT), dirigido a
aplicar un control u(t) para mover una planta con el propdsito de que
el vector de estado x(t) siga una trayectoria deseada de una manera

optima.
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c. Diseno del Filtro Kalman para la estimacion de estados.

d. Finalmente se abordara el disefio del Controlador Lineal Cuadratico
Gaussiano, el cual integra al controlador Lineal Cuadratico y de

Seguimiento, juntos con el Filtro Kalman.
Para complementar el estudio se desarrollaran rutinas computacionales vy

diagramas de simulaciéon en MatLab/Simulink, lo cual permitira de una manera

funcional evaluar el desempeio del controlador disefiado.

1.4 OBJETIVOS

1.4.1 General

* Analizar y disefiar controladores O6ptimos discretos a través del

espacio de estados.

1.4.2 Especificos

* Disefar un Regulador Lineal Cuadratico discreto (LQR), con

especificaciones de indice de rendimiento cuadratico.

* Analizar el problema de seguimiento lineal cuadratico.

* Analizar el Filtro Kalman para la estimacién de estados.

* Disenfar el Controlador Lineal Cuadratico Gaussiano (LQG),

integrando los controladores LQR- LQT y Filtro Kalman para su

consecucion.
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1.5 ORGANIZACION DEL INFORME

El presente proyecto esta organizado de la manera que se expone a

continuacion:

Capitulo 1 (Introduccién) se presenta la justificacion y la importancia del

proyecto, asi como también los objetivos a cumplir con el desarrollo del mismo.

Capitulo 2 (Marco tedrico) se presenta conceptos y métodos utilizados para

el desarrollo del proyecto.

Capitulo 3 (Analisis y Disefio de Controladores Optimos Digitales en el
Espacio de Estados) se presenta un panorama del problema de modelado y

control en los distintos casos de estudio.

Capitulo 4 (Resultados de Simulacion) se presenta en forma grafica con el
analisis correspondiente las simulaciones realizadas en un entorno computacional

como es MatLab los controladores desarrollados.

Capitulo 5 (Conclusiones y Recomendaciones) se exponen las conclusiones
obtenidas del desarrollo del proyecto asi como también las recomendaciones que

se desprenden de este.

Analisis Y Disefio de Controladores Optimos en su Forma Discreta a través del Espacio de Estados
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CAPITULO I

MARCO TEORICO

2.1 INTRODUCCION

El enfoque principal del control 6ptimo es el de minimizar el indice de
desempenio J, este indice de desempefio se refiere a una funcién de costo escalar
J. Esta funcién de costo o indice de desempefio, suele estar asociado a la energia

y por lo tanto esta directamente relacionado con el costo econdmico del proceso.

[4]

En general el problema del control éptimo es el de encontrar un control u(t),

lo que hace que el sistema de

x = g(x(t),u(t).t) (2.1)

Siga una trayectoria optima de x(t) que minimice el criterio de desempeno, o

funcién de costo

t[
J = [hix(t),u(t).t)at (2.2)
t,
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El criterio particular que se utiliza es un funcional cuadratico del estado y la

entrada de control

t
J = f(xTQx +u” Ru)dt (2.3)
to

Donde Q y R son las matrices de ponderacion de estado y control
respectivamente, siempre son cuadradas y simétricas. J siempre es una cantidad

escalar.

Si las variables de estado y de control en la ecuacién (2.3) son elevadas al
cuadrado, entonces el indice de desemperfio viene a ser cuadratico. La ventaja de
un indice de desempeno cuadratico para un sistema lineal es que tiene una

solucion matematica que produce una ley de control lineal de la forma

u(t) = —Kx(t) (2.4)
[2]

El control que se obtiene de dicho criterio es lineal. Como el criterio se basa
en funcionales cuadraticos, el método se conoce como lineal-cuadratico (LQ), del

que se obtiene el regulador lineal cuadratico (LQR).

El disefio de observadores siguen criterios similares de optimizacion solo
que el funcional depende de una caracterizacion estadistica de los ruidos que
afectan al sistema. En este caso el estimador 6ptimo lineal-cuadratico se le

conoce como el filtro de Kalman.

Cuando se combina el regulador lineal cuadratico (LQR) con el filtro de

Kalman, se obtiene el controlador lineal-cuadratico-gaussiano (LQG). [5]

Analisis Y Disefio de Controladores Optimos en su Forma Discreta a través del Espacio de Estados
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2.1.1 PRINCIPIO DE OPTIMIDAD

La teoria de optimizacién plantea y soluciona el problema de optimizar,
generalmente en el sentido de minimizar, un criterio de funcionamiento o funcién
de costo, sujeto al cumplimiento de unas restricciones. Aplicando a sistemas
dinamicos, es habitual el empleo de funciones de costo cuadraticas relacionadas
con las variables de estado y la sefal de control del sistema a controlar, siendo

las restricciones las ecuaciones de estado del sistema.

La teoria de optimizacion trabaja esencialmente en el disefio de
controladores 6ptimos de acuerdo a criterios de costo cuadratico aplicados a

sistemas lineales.[11]

2.1.2 CONCEPTO DE ESTADO

El estado de un sistema se define por: “El conjunto de variables (llamadas
variables de estado) que a un tiempo inicial ty, junto con las variables de entrada

determinan completamente el comportamiento del sistema para el tiempo t = ty”

2.1.3 ECUACION DIFERENCIAL DEL VECTOR DE ESTADO

El estado del sistema es descrito por el conjunto de ecuaciones diferenciales
de primer orden en términos de variables de estado (xy, x2..., X,) y las variables de

entrada (uy, Uy, ..., Uy) en la forma general

dx,

W:aﬂx1 +85,X, +...+ 8, X, +byu, +...+by,U,

dx

d_t2=aZ1X1 +8,X, +...+8y X, +by U, +...+b, U_ (2.5)
dx,

p” =8, X, +8,,X, +...+@p, X, +b U, +...+ b, U,
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El conjunto de ecuaciones (2.5) puede ser combinado en un formato de

matriz. Esto resulta en la ecuacién diferencial del vector de estado
X =Ax+Bu (2.6)
La ecuacion (2.6) es llamada generalmente como ecuaciones de estado, se

tiene que

x es el vector de estado de dimensién n

X1
X
? (2.7)
Xf'l
u es el vector de entrada de dimensién m
u‘l
u
z (2.8)
um
A es la matriz del sistema de dimension nxn
8y 8 8y
a2‘1 a22 e aZn (2 9)
an1 an2 e ann

Analisis Y Disefio de Controladores Optimos en su Forma Discreta a través del Espacio de Estados
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B es la matriz de control de dimensién nxm

b‘l‘l b1rn
b21 b2m (2 ) 1 O)
bn1 bnm

En general, las salidas (ys, y2,..., ¥n) de un sistema lineal puede estar

relacionado con las variables de estado y las variables de entrada

y =Cx+Du (2.11)

La ecuacion (2.11) es llamada como ecuaciones de salida

2.1.4 SOLUCION DE LA ECUACION DIFERENCIAL DEL VECTOR DE
ESTADO

Consideremos la ecuacion diferencial de primer orden

% = ax(t) + bu(t) (2.12)

Donde x(f) y u(t) son escalares en funcion del tiempo. Tomamos la

transformada de Laplace
sX(s)-x(0) = aX(s)+ bU(s) (2.13)
Donde x(0) es la condicion inicial. De la ecuacion (2.13)

x(0) b
(s-a) (s-a)

X(s) = U(s) (2.14)
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Transformada inversa

x(t) = 6" x(0) + [¢™bu(r)dz (2.15)
0
Donde
242 ki k
e =1+at+ +m+aé (2.16)

Ahora considerando la ecuacion diferencial del vector de estado

X = Ax +Bu (2.17)

Tomando la transformada de Laplace

sX(s)-x(0)= AX(s)+BU(s)

(2.18)
(sl -A)X(s)=x(0)+BU(s)
Multiplicando por (s/ - A)™
X(s)=(sl-A)"'x(0)+(s/ - A)"'BU(s) (2.19)
Transformada inversa
t
x(t) = e* x(0) +feA”‘”BU(r)dr (2.20)
0
Si el tiempo inicial es fy, entonces
t
x(t) = e x(0) +feA”‘”BU(r)d(r) (2.21)
0

Analisis Y Disefio de Controladores Optimos en su Forma Discreta a través del Espacio de Estados
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La matriz exponencial e” en la ecuacion (2.20) es llamada como matriz de
transicion de estado ®(t)y representa la respuesta natural del sistema. Por lo
tanto

d(s)=(s/-A)” (2.22)
o(t) =L {s/ - A)" |- &* (2.23)

Por otra parte

A2t2 Aktk
+

O(t)=1+At + 2 +o 0 (2.24)
Por lo tanto la ecuacién (2.20) puede ser escrita como
t
x(t) = ®(t)x(0) +fd>(t -7)Bu(t)dt (2.25)
0

En la ecuacién (2.25) el primer término representa la respuesta a las
condiciones iniciales mientras que el término integral representa a la respuesta a

la sefal de entrada.

La ecuacion caracteristica esta dado por

(s/-A) =0 (2.26)

Analisis Y Disefio de Controladores Optimos en su Forma Discreta a través del Espacio de Estados
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2.1.5 SOLUCION EN TIEMPO DISCRETO DE LA ECUACION
DIFERENCIAL DEL VECTOR DE ESTADO

La solucion en tiempo continuo de la ecuacion de estado es dada en la
ecuacion (2.21). Si el intervalo de tiempo (t - fp) en esta ecuacion es T, el tiempo
de muestreo en un sistema discreto, entonces la solucién en tiempo discreto de la

ecuacion de estado esta dada por
;
X[(k + )T |= ™ x(kT) + { feA’Bdr}u(kT) (2.27)
0

La ecuacion (2.27) puede ser escrita de la forma general
x|(k + )T ]= A(T)X(KT)+ B(T)u(kT) (2.28)
Hay que tomar en cuenta que
AT)=Ay B(T)=B

La matriz de transicion de estado en tiempo discreto A(T)puede ser

computado substituyendo T =t en las ecuaciones (2.23) y (2.24)

A(T) = d(T)=e"" (2.29)

A2T2 N .\ Aka

AT)=1+AT + (2.30)
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La matriz de control en tiempo discreto B(T)de las ecuaciones (2.27) y

(2.28) es

)
B(T) - [¢""Bo
0

o Aka
B(T) = {;(k +1)!}BT

Introduciendo T en las llaves

B(T)_ o AkTK+1 B
z(kﬂ)!
Por lo tanto

B(T)= ot

+— .
21 3! (k +1)!

2 273 K ket
{/T+AT AT AT }B

(2.31)

(2.32)
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2.2 REGULADOR LINEAL CUADRATICO

El regulador lineal cuadratico (LQR) proporciona una ley de control éptimo

para un sistema lineal con un indice de desempefio cuadratico.

ro+ u : u y»
BN X = Ax + Bu » C

Figura. 2.1. Regulador Optimo

Queremos controlar el sistema
x(t) = Ax(t)+ Bu(t) (2.2.1)
Con una realimentacion estatica de estados u(t) = -Kx(t)tal que se minimice

el funcional de costo

J =}(xT(t)Qx(t)+ u’ (Ru(t) Yt (2.2.2)

0
Con la realimentacion, el sistema a lazo cerrado queda
x(t) = (A - BK )x(t) (2.2.3)

Incurriendo en un costo

J =}(xT(t)Qx(t)+ X7 (t)KRKx(t) Jit (2.2.4)

0

La solucion de la ecuacion (2.2.3) es x(t) = e“ B x,, la reemplazamos en la
expresion del costo, y obtenemos

J=x3| e =Tt @+ KTRK P4 dt |x, (2.2.5)

J = x{ Px,
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Donde hemos definido la matriz
P = [eoTt(@+ KTRK p-*Xat (2.2.6)
0
Entonces

(A-BK)Y P+P(A-BK)+Q+K'RK =0 (2.2.7)

La ganancia K = R™'B" P, correspondiente al control 6ptimo, se lo reemplaza
en la ecuacién anterior

0-(A-BR'B'PJP+P(A-BR'B'P)+Q+PBR'B'P
0=A"P-PBR™'B'P +PA -PBR"'B'P +Q + PBR-'B'P
0=A"P+PA+Q-PBRB'P (2.2.8)

La ecuacion (2.2.8) es conocida como la ecuacion algebraica de Riccati. [5]

De la ecuacion (2.28) la solucion discreta de la ecuacidon de estado es
X|(k + )T |= A(T)X(KT)+ B(T Ju(kT) (2.33)
Para facilidad, si (kT) es escrita como (k), entonces
x(k +1) = A(T)x(k)+ B(T )u(k) (2.34)

El indice de desempefio cuadratico discreto es

1

J = 2(x7(k)Qx(k)+ u” (K)Ru(k))T (2.35)
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La solucion discreta de la ecuacidbn matricial de Riccati resuelve
recursivamente para K y P en tiempo invertido, comenzando en el tiempo final,

donde

K(N = (k+1))=[TR+B"(T)P(N - k)B(T)"'B" (T)P(N - k)A(T) (2.36)

P(N - (k +1))=[TQ+ K™ (N - (k + 1))TRK(N - (k +1))] +

(2.37)
[A(T) - B(T)K(N = (k +1))]" P(N = K)[A(T) - B(T)K(N - (k +1))]

Como k se incrementa de 0 a N-1, el algoritmo procede para atras en el

tiempo. Cuando se ejecuta en adelante, el control éptimo en el paso k es

Uy (k) = -K(k)x(k) (2.38)

La condicion de frontera es especificada en el tiempo terminal (k=0), donde

X" (N)P(N)x(N) =0 (2.39)

El proceso recursivo en tiempo inverso puede comenzar con P(N)=0 o
alternativamente con P(N-1)=TQ. [2]

2.3 SEGUIMIENTO LINEAL CUADRATICO

2.3.1 EN SU FORMA CONTINUA

El problema del control de seguimiento se utiliza para provocar que el estado
del sistema siga lo mas cerca posible a un estado histérico, de tal manera que
minimice el indice de desempefio. Esta es la generalizacion del problema de

control del regulador.
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Esta dirigido a la aplicacion de un control de la unidad u(¢) para manejar la
planta de forma que el vector de estadox(7)sigue una trayectoria de estado

deseado r(t)en algunos casos de manera Optima.

El indice de desempefio cuadratico en su forma continua viene dado por
t
J = fKr ~-x) Qr-x)+ uTRu]!t (2.40)
fo

Que combinado con la ecuacion de seguimiento

s=(A-BR'B'P)s-ar (2.41)
r s v+ Yot X y
» $-(A-BR'B'PJs-Qr > -RB > X=Ax+Bul % C —»
Ecuaciones T /‘
tiempo reverso
Vector Vector de
seguimiento mando K

Figura. 2.2. Sistema de Seguimiento Optimo

La ley de control éptimo es dado por

U, =-R'B"Px-R"'B's (2.42)

Y el vector de mando

v=-R'B’s (2.43)
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K=R'B’P (2.44)

Entonces

Uy =V =KX (2.45)

2.3.2 APROXIMACIONES BASADAS EN MODELOS DE ESPACIO DE
ESTADOS

El objetivo es el de realizar aproximaciones en tiempo discreto de

controladores descritos por modelos en espacios de estados en tiempo continuo.

Las ecuaciones a ser resueltas se las realiza con mucha mas facilidad que al
manipularlas cuando trabajamos con ecuaciones en tiempo discreto, se presenta
esta opcidn para el desarrollo mas simple de los diversos calculos que se

presentan.

Al trabajar los modelos con ecuaciones en tiempo continuo se hace
notoriamente mas facil la resolucion de dichas ecuaciones, por lo que una vez
obtenidos los resultados se los puede pasar a su forma discreta utilizando las

aproximaciones basadas en modelos de espacio de estados.

Los controladores retroalimentados en espacio de estados pueden ser

descritos mediante las ecuaciones correspondientes dadas por

ax
E=AX+BU (2.46)
y =Cx

Analisis Y Disefio de Controladores Optimos en su Forma Discreta a través del Espacio de Estados



CAPITULO Il. MARCO TEORICO 20

Donde todos los estados se asumen que pueden ser medidos. Usando el

controlador de la forma
u(t) = Mu (t)-Lx(t) (2.47)
La sefal de control en la ecuacién (2.47) puede ser implementada en la

forma digital muestreando los estados y manteniendo la sefial de control

constante sobre los intervalos de muestreo. Siendo esto asi se tiene que
u(kh) = Mu_ (kh) - Lx(kh) (2.48)

La ecuacién (2.46) con el controlador en tiempo continuo en la ecuacion

(2.47) nos da el sistema en lazo cerrado

% =(A-BL)X+BMu, = A x + BMu,
y =Cx

Si u,(t)es constante sobre un periodo de muestreo, la ecuacion puede ser

integrada, y esto nos da
x(kh + h)= @ x(kh)+ T ,Mu,_(kh) (2.49)
Donde

D= eAch

r= z"e ASdsB
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Si el controlador en tiempo discreto en (2.48) es usado para controlar (2.46),

entonces queda

x(kh + h) = (® - T'L )x(kh) + TMu, (kh)

(2.50)

Donde @ y I' son las matrices del sistema obtenidas cuando (2.46) es

muestreado.

La aproximacién para el primer termino viene dado por
®, =d-TL

L=L,+L h/2

@, ~1+(A-BL)h+ (A2 -BLA - ABL +(BL)?*)h?/2 +...

®-TL~/+(A-BL,)h+(A% - ABL, -2BL)h +---

L =L(/+(A-BL)h/2)
La aproximacién para el segundo termino viene dado por

(I-®,)x° =T ,Mu,
(I -(®-TL))x° = TMu,
M =M, +M, h/2
I,M ~BMh +(A-BL)BMh? /2 +---
TM ~ BMh +(BM, + ABM, )h?/2 + -

~

M = (I -LBh/2)M

(2.51)

(2.52)

Con las ecuaciones obtenidas anteriormente se puede trabajar la planta en

tiempo continuo, ya que las ecuaciones en esta forma son mas faciles de resolver,

evitando muchos problemas de calculo, una vez obtenido el resultado se puede

aplicar estas ecuaciones para aproximar adecuadamente al su equivalente en

tiempo discreto.
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2.3.3 EN SU FORMA DISCRETA

En su forma discreta el indice de desempefio cuadratico, escribiendo (kT)

como (k), es
J= Skr(k) ~ x(K)) Q(r(k) - x(k)) + u” (K)Ru(k) T (2.53)

La minimizacion discreta da la ecuacion recursiva de Riccati (2.36) y (2.37).
Estos son operados en tiempo reverso junto con la ecuacion de seguimiento de
estado discreto en tiempo reverso.

S(N -(k+1))=F(T)s(N-k)+G(T)r(N -k) (2.54)

Teniendo la condicion de limite

s(N)=0
F(T) y G(T) son las matrices de transicion y control discretas.
El vector de mando v es dado por

V(N —k) = -R™"BTs(N - k) (2.55)

Cuando se opera en adelante en el tiempo, el control optimo en tiempo (kT)

es
Uyt (KT) = V(KT ) = K(KT)x(KT) (2.56)

Los valores de x(kT) son calculados usando la ecuacion de transicién de

estado de planta. [2]

X(k + 1T = A(T)x(KT)+B(T)u,,. (KT) (2.57)
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2.4 FILTRO KALMAN

2.41 ESTIMADORES OPTIMOS

Uno de los factores mas importantes en el desempefio de sistemas de
control, a menudo no tenido en cuenta, es el efecto de perturbaciones y ruido.

Todos los sistemas estan sujetos a ruido.

Se trata de generar el mejor observador posible, es decir, el que mejor
rechaza el efecto del ruido. Estos observadores suelen llamarse estimadores, el

particular a desarrollar es conocido como el filtro Kalman [5]

2.4.2 PROCESO DE ESTIMACION DE ESTADO

La estimacion de estado es el proceso de extraer el mejor calculo

aproximado de la variable de un numero de mediciones que contienen ruido. [2]

El filtro de Kalman da una solucién efectiva al problema de filtrado lineal
Gaussiano. Si la dinamica del sistema y el modelo de observacién son lineales y
tanto el error del sistema como el error de medida (de los censores) son
Gaussianas, entonces el estimador de minimos cuadrados puede ser calculado
usando el filtro Kalman. Es decir el filtro Kalman da una estimacion éptima desde

el punto de vista estadistico.

El calculo del filtro Kalman se hace recursivamente, es decir, en cada
iteracion, solo la nueva medida y la ultima estimacion son usadas en el calculo
actual, por lo tanto no hay necesidad de guardar las estimaciones y medidas

previas. [10]
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2.4.3 PROBLEMA DE ESTIMACION DEL FILTRO KALMAN DE UNA
VARIABLE

El filtro Kalman es una forma complementaria del filtro Weiner. Sea A una

medicidn de un parametro x y sea su varianza P, dado por
P, =E{A, -A:) | (2.58)

Donde Axes la media y E{} es el valor esperado.

Sea Bx una medicion de otro sistema del mismo parametro y la varianza P,

es

P, =E{B, -Bx)? (2.59)
Asumiendo que x puede ser expresada por la relacién paramétrica
x=AK+B, (1-K) (2.60)

Donde K es cualquier factor de ponderacion entre 0 y 1. El problema es

obtener un valor de K que de una combinacion 6ptima de A, yB, y por lo tanto la

mejor estimacion de la variable medida x, que es dada por el simbolo x .

Sea P la varianza de la medida ponderada
P - E{x-x) (2.61)
El valor 6ptimo de K es uno que produce la minima varianza

dP

K" (2.62)

Substituyendo la ecuacion (2.60) en la ecuacion (2.61) da
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P=K?P, +(1-K)*P, (2.63)

Por lo tanto K es dado por

JLK{(ZPA +(1-K)?P, J=0

Del cual

K = (2.64)
P, +P;
Substituyendo la ecuacion (2.64) en la ecuacion (2.60) tenemos
. P,
XxX=A, - (A, -B,) (2.65)
P,+P;
O
x=A -K(A, -B,) (2.66)

K es la ganancia de Kalman y el error total de la varianza esperado es

P=P, -K(P,P,) (2.67)

Asi que

X=Xx+P, -K(P, -P;) (2.68)
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La ecuacion (2.68) es ilustrada en la figura 2.3

X Medicion del x+P, ‘L X
Sistema A

X Medicion del K
Sistema B

Figura. 2.3. Integracion de dos sistemas de mediciéon para obtener una éptima estimacion.

[2]

2.4.4 LA ESTIMACION LINEAL EN SISTEMAS DINAMICOS - EL FILTRO
DE KALMAN

El problema de estimacion dinamica

Consideremos un sistema dinamico lineal en tiempo discreto descrito por
una ecuacion vectorial en diferencias con ruido Gaussiano aditivo que modela
“perturbaciones no predecibles”. La ecuacion de estado es

x(k +1) = A(k)x(k) + B(k)u(k) + w(k), k=071 (2.69)

Donde x(k)es el vector de estado, u(k)es el vector de entrada (que es
conocido), y w(k), k =0,1,---,es la secuencia de ruido blanco Gaussiano de media

cero con covarianza
Elw(kw(k) ]= Q(k) (2.70)
La ecuacion de medida es

2(k) = C(k)x(k) + v(k) k=12, (2.71)
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Con v(k)secuencia de ruido de medida blanco Gaussiano de media cero

con covarianza
Elv(k)v(k) ]= R(k) (2.72)
Las matrices, A, B, C, Q y R se suponen conocidas y que pueden cambiar
con el tiempo. En otras palabras, el sistema puede cambiar con el tiempo y los

ruidos son no estacionarios.

El estado inicial x(0)es en general desconocido y se modela como una

variable aleatoria Gaussiana con media y covarianza conocidas. Las dos
secuencias de ruido y el estado inicial se suponen mutuamente independientes y

ademas los ruidos son independientes.

Las anteriores condiciones se llaman lineales-Gaussianas.

2.4.5 EL ALGORITMO DE ESTIMACION

El algoritmo de estimacion comienza con una estimacion inicial x(0/0)de

x(0)y la covarianza inicial asociada P(0/0),que se supone disponible.

Un ciclo de algoritmo de estimacion dinamica (filtro Kalman) consiste en

estimar a partir
X(klk)= E|_x(k)/Z" i (2.73)

Que es la media condicional del estado en el tiempo k, dadas las

observaciones hasta el tiempo k inclusive, y de la matriz de covarianza asociada

P(k k) = E[[x(k) - x(k 1 k) [x(k) - x(k 1 k) } Z* (2.74)
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Las correspondientes variables del

P(k +1/k +1).

siguiente paso, x(k+1/k+1)y

Esto se puede hacer puesto que las variables

caracterizadas por sus dos primeros momentos.

Gaussianas quedan

Estado Real Entrada conocida Estimacion del estado Calculo de la covarianza
Estadoen t, Contril ent, Estimacion del estado en't Covarianza del estado en t,
x(k) utk) x(k k) P(k/k)

i

Transicion at, ,

l

l

Prediccion del estado

Covarianza de la

estimacién del estado

x(k +1/k +1) =
x(k +1/K) + K(k + 1)n(k +1)

x(k+1) = x(k +1/k) = B prediccion del estado
AK)x(K) + AK)x(k/K) + P(k +1/K) =
B(k)u(k) B(k)u(k) A(k)P(k/k)A' (k) + Q(K)
' I
Prediccion de la Innovacién de la covarianza
medida S(k+1)=
2(k +1/k) = C(k+1)P(k+1)C'(k +1)
C(k + 1)x(k + 1/k) +R(k+1)
el Em, Innovacion Ganancia del Filtro
z(k+1)= nk+1) = Kk +1) =
Ck +1)x(k +1) z(k +1)-z(k +1/k) P(k +1/k)C'(k +1)S(k +1)
+v(k+1)
Actualizacion de la Actualizacion de la

lq—]

covarianza del estado
P(k +1/k +1) = P(k +1/k)

-K(k + 1)S(k +1)K'(k +1)

Figura. 2.4. Diagrama de flujo del filtro Kalman

2.4.6 DERIVACION DEL ALGORITMO DE ESTIMACION DINAMICA

La prediccién del estado x(k +1/k) = E|_x(k+1)/Z"_ se sigue de aplicar a la

ecuacion de estado x(k +1) = A(k)x(k)+ B(k)u(k)+w(k)el operador de esperanza

condicionada por Z*,

Elxk + 1)/ 2% k E|AKk)x(k)+ B(k)u(k) + w(k)/ Z*_

(2.75)

Como el ruido del proceso w(k)es blanco y de media cero, entonces
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X(k +1/ k) = A(K)X(k 1 k) + B(k)u(k) (2.76)

Restando de la ecuacidn de estado obtenemos el error de prediccion de

estado,
X(k+1/k)=x(k +1)- x(k +1/ k) = A(k)x(k ! k) +w(k) (2.77)
La covarianza de la prediccion de estado
P(k +1/k) = cov|x(k +1)/ Z* | cov|%(k +1/ k)1 Z" (2.78)
Se obtiene de la ecuacion (2.77)
S(k+1)=C(k +1)P(k +1/k)C(k +1)" + R(k +1) (2.79)
La covarianza entre el estado y la medida es, usando la ecuacion (2.79)

E[x(k +11K0Z(k +17k) 12% | EfR(k + 17 K)Ck + DRk +17K) 4 v(k + 1] 12%
Elx(k +1/K)Z(k +17K)" 1Z* |k P(k +1/k)C(k +1)  (2.80)

La ganancia del filtro, K(k +1) = covl_x(k +1),z(k +1)/ Z* Ji(k +1) es
K(k +1) = P(k +1/k)C(k +1)'S(k +1)™ (2.81)
Por tanto, la estimacién actualizada del estado puede ser escrita como
X(k+1/k +1) = x(k +1/ k) + K(k + )w(k +1) (2.82)
Donde

w(k +1) = z(k +1)= 2(k +1/k) = Z(k + 1/ k) (2.83)
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Es la innovacion. Finalmente, la covarianza actualizada es

P(k +1/k +1) = P(k + 1/ k)= P(k +1/K)C(k +1)'S(k +1)"'C(k + )P(k +1/k)
P(k +1/k +1) = [l - K(k + )C(k + 1) P(k +1/ k) (2.84)

[10]
Problema de estimacién del filtro Kalman de multiples variables de estado
Para generalizar un poco las ecuaciones,

Hay que considerar una planta que es objeto de una secuencia gaussiana de

perturbaciones w(kT )con una matriz de transicion de disturbio C,(T). Mediciones
z(k +1)T que contienen una secuencia gaussiana de ruido v(k +1)T es mostrado

en la figura 2.5

La forma general del filtro Kalman usualmente contiene un modelo discreto
del sistema junto con un conjunto de ecuaciones recursivas que actualizan
continuamente la matriz de ganancia de Kalman Ky la matriz de covarianza del

sistema P.

La estimacion del estado x(k +1/k +1)es obtenida de calcular el estado

estimado x(k +1/k) de
X(k +1/ k)T = A(T)x(k ! K)T + B(T)u(kT) (2.85)
Y luego determinar el estado estimado en el tiempo (k +1)T usando

X(k + 11k + )T = X(k + 1/ K)T + K(k +1)fg(k + )T = C(T)x(k + 1/ K)T } (2.86)
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El término(k/k)representa los datos al tiempo k basado en la informacion

disponible en el tiempo k.

El término (k +1/ k) representa los datos usados al tiempo k+7 basado en la

informacion disponible en el tiempo k.

Similarmente (k +1/k +1) representa los datos al tiempo k+7 basado en la

informacion disponible en el tiempo k+1.

El vector de mediciones es dado por

z(k + )T = C(T)x(k + )T +v(k + T (2.87)
Ruido
W (kT) Planta
Medicion del ruido
Co(T) v(k + DT

z(k + )T

x(kT) AT) NN Paso hacia | x(k+1)T ()
adelante "

u(kT)

Figura. 2.5. Planta con disturbio y medicion de ruido

Donde

z(k +1)T Es el vector de medicion

C(T)Es la matriz de medicion

v(k +1)T Es la secuencia de ruido gaussiano
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La matriz de ganancia de Kalman K es obtenida del conjunto de ecuaciones

recursivas que comienzan de una matriz de covarianza inicial P(k/k)

P(k +1/k) = A(T)P(k/k)AT (T)+C (T)QC](T)

K(k +1) = P(k +1/K)CT (TYB(T)P(k +1/K)CT (T) + R}

P(k +1/k +1) =4 - K(k + )C(T)P(k +1/ k)

Donde

C,(T)Es la matriz de transicion del disturbio

Q Es la matriz de covarianza del disturbio de ruido

R Es la matriz de covarianza de medicién de ruido

Las ecuaciones (2.85) — (2.90) son ilustradas en la figura 2.6 la cual nos

muestra el diagrama de bloque del filtro Kalman. [2]

Rk +1/k+1)T

(k! T
Paso
atras
k/ T
> A(T)
u(kT) B(T)

K(k+1)

Figura. 2.6. Filtro Kalman

sk +1)T

+

y(k +1/ k)T
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2.5 CONTROLADOR LINEAL CUADRATICO GAUSSIANO

El sistema de control que contiene el Regulador Lineal Cuadratico (LQR)
junto con el estimador de estado (filtro Kalman), como se muestra en la figura 2.7,

es llamado como el sistema de control Lineal Cuadratico Gaussiano (LQG). [2]

El controlador LQG (Lineal Cuadratico Gaussiano) establece cual es la
realimentacion optima que aplicada a un sistema lineal contaminado con ruido
blanco Gaussiano es su salida (ruido de medida) y en su entrada (ruido de
proceso). El problema es similar al del control LQR, con el afiadido de la

incertidumbre de las senales ruidosas [11]

(kT
—

Uy (kT)

kT
LQR > Planta 2(T) >

v

R(kT)

Y

Filtro Kalman

A

Figura. 2.7. Sistema de control Lineal Cuadratico Gaussiano (LQG)

Pert.de Pert. de

Ecarga v l salida v

Figura. 2.8. Sistema en lazo cerrado con sus componentes demarcados
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ESTADOS

CAPITULO 1lI

ANALISIS Y DISENO DE CONTROLADORES OPTIMOS
DIGITALES EN EL ESPACIO DE ESTADOS

3.1 INTRODUCCION

En el presente capitulo se abordara la problematica del disefio en si del
Controlador Lineal Cuadratico Gaussiano (LQG). Para el efecto se comenzara por
el disefio del Regulador Lineal Cuadratico (LQR), seguido por el andlisis de la

problematica del seguimiento lineal cuadratico y filtro Kalman.

El método que fue explicado y deducido en el capitulo anterior se lo tomara

en cuenta para el disefio del Regulador Lineal Cuadratico.

3.2 DISENO DEL REGULADOR LINEAL CUADRATICO PARA UN DOBLE
INTEGRADOR

El modelo del sistema descrito en el modelo de espacio de estados en

tiempo continuo, se lo convierte en su equivalente discreto:

i Ax(t)+ Bu(t)

y(t) = Cx(t)+ Du(t)
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Para el doble integrador el sistema continuo de espacio de estados esta

dado por:

0o 1
00

0
1

dx_

—= x(t)+ | |u(t)

y(t)=[1 ok)

El modelo equivalente en el espacio de estados discreto es:

x(k +1) = A(T)x(k) + B(T u(k)
y(k) = Cx(k)

El indice de desempefio cuadratico esta dado por:

Aproximacién para A(T), con un tiempo de muestreo de 7=0.2 s:

100

-

A2T2 Aka
+ + kl

A(T)=1+AT +

4

a7 [0 1egp [0 02
00 0 0

2 0 0] |00 2

A?T2 [0 1],[0 1],02% [0 0
B 00

|
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e[y 3 %

A(T) =

1 0.2
0 1

Para la aproximacion de B(T) se tiene:

+ ot

2 2T3 kT k+1
BTy =T+ AL AT AT g
21 3! (k +1)!

i [ 0ug,_[02 O
0 1 0 02

AT? [0 1],022 [0 0.02
2 ool 2 o o

o2 S S

0.02}

BUU:[oz

Por tanto el modelo de espacio de estados en tiempo discreto para el doble

integrador resulta:

0.2 0.02

0.2 |1

=
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AT) = [1 0.2] B(T) = [0.02]

0o 1 0.2

10 0
- R=1
[0

De la ecuacion (2.36), la solucion discreta de la ecuacion matricial de Riccati

se tiene:
K(N - (k +1)=[TR+B" (T)P(N - k)B(T)]"'B" (T)P(N - k)A(T)
P(N-k)=Ts *Q

oz
“lo 02

B"(T)P(N -k)=[0.02 0.2] [

10 O
0 1

2 0
0 0.2]

~[0.04 0.04]

K(N—(k+1))={0.2+[0.04 0'04]*[06022”_ +[0.04 0_04]*[; Oﬂ

~[0.1916 0.2299]
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Para lograr la estimacion se necesita unicamente el ultimo valor de Ky de P,

teniéndose entonces:
k=1

Para P(N — (k +1))

P(N - (k +1)) =[TQ+K' (N - (k + ))TRK(N - (k +1))] +
[A(T) - B(T)K(N ~ (k + )] P(N = K)IA(T) - B(T)K(N - (k +1))]

10 O
0 1

10.1916
+ }*0.2*[0.1916 0.2299 |

[TQ + KT (N = (k +1))TRK(N - (k + 1))]= 027 [ 0.2299

_[2.0073 0.0088]
~0.0088 0.2106 |

0.2

1
[A(T) - BITIK(N - (k +1)]- [0 1

l - [O‘Ozl *[0.1916 0.2299]
0.2

0.9962 0.1954
-0.0383 0.9540

P(N—(k+1))=[

2.0073 0.0088 0.9962 0.1954]" .[2 017,[0.9962 0.1954
+
0.0088 0.2106 -0.0383 0.9540 0 0.2 |-0.0383 0.9540

_[3.9923 0.3908
- 10.3908 0.4690

K(N = (k +1))=[TR+B"(T)P(N - k)B(T)"'B" (T)P(N - k)A(T)

3.9923 0.3908
BT(T)P(N -k)=[0.02 0.2]
0.3908 0.4690

-[0.1580 0.1016]
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K(N—(k+1))={0.2+[0.1580 0.1016]*[06022]}_ *[0.1580 0_1016]*[ 0-2}

1
0
=[0.7070 0.5961]

k=2

Para P(N - (k +1))

P(N - (k +1)) =[TQ+K' (N - (k + ))TRK(N - (k +1))] +
[A(T) - B(T)K(N ~ (k + )] P(N = K)IA(T) = B(T)K(N - (k +1))]

[FQ+ K™ (N - (k + ))TRK(N - (k +1)) L 0.2 [10 O] + [0‘7070

*0.2*[0.7070 0.5961]
0 1| [0.5961

_[2.1000 0.0843
10.0843 0.2711

1 0.2 0.02
[A(T) - BK(N - (k +1))- [O 1 } - [ .

}*[0.7070 0.5961]

[0.9859 0.1881
"~ 1-0.1414 0.8808

0.0843 0.2711

0.9859 0.1881 T* 3.9923 0.39087, [ 0.9859 0.1881
-0.1414 0.8808 0.3908 0.4690| |-0.1414 0.8808

PN — (k +1)) = [2.1000 0.0843} .

5.8806 1.0951
1.0951 0.9056

K(N - (k +1))=[TR+B"(T)P(N - k)B(T)"'B" (T)P(N - k)A(T)
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5.8806 1.0951
BT(T)P(N -k)=[0.02 0.2]
1.0951 0.9056

=[0.3366 0.2030]

1

K(N—(k+1))={0.2+[0.3366 0.2030]*[00'022”_ *[0.3366 0.2030 ] [; Oﬂ

-[1.3610 1.0930]

Siguiendo con la resolucion de la ecuacion de Riccati hasta & =100

que representa 20 s.

7.42225 1.9033

P(N = (k +1)) =
1.9033 1.4833

l K(N - (k +1))=[1.9065 1.5874]

8.4137 2.5479

- K(N - (k +1)) = [2.2193 1.9479]
2.5479 2.0422

8.9094 2.9102

K(N - (k +1)) = [2.3435 2.1518]
2.9102 2.8442

k =100

9.6349 3.1780

P(N — (k +1)) =
3.1780 2.8442

l K(N - (k +1)) = [2.4146 2.3264]
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3.2.1 CALCULO DE LA REFERENCIA DE ENTRADA

En el sistema se introduce una entrada de referencia r(k). Se desea que la
salida del sistema y(t) sea igual a la referencia de entrada en el estado de

equilibrio.

En el estado de equilibrio el vector de estado sera constante en x(k) vy

también lo sera el control de entrada en u(k).

Se calculan las ganancias Nx y Nu de tal manera que y(k)=r

El sistema descrito en el espacio de estados es:

X(k +1) = A(T )x(k)+ B(T )u(k)

y(k) = Cx(k)
Con
x(k)=N,
u(k)=N,
Entonces:
Nx =A(T)N, + B(T)N,
r=CN,
Se tiene:

[(1)] _ [A(Tc) -1 BE)T)HxXl

u

N1 [A(T)-1 B(T) [0
) o
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La ley de control viene a ser:
u(k) = -K|[x(k) = N, r(k) ]+ N, r(k)

= —Kx(k)+ (KN, + N, ¥ (k)
= —Kx(k) + Nr(k)

Donde:
N=KN, +N,
Para nuestro sistema:

x(k +1) = A(T)x(k) + B(T)[Nr(k) - Kx(k)]
x(k +1) = (A(T) - B(T K (k) + B(T)Nr(k)
x(k +1) = A(T )y x(k)+ B(T ) r(k)

La ganancia para el sistema es:

[m ) [A(TC)—/ BE)T)l " m

u

A(T)_/=[1 0-2H1 0'=[o o.2l

0 1 01 |0 o
] 0 0.2 0.0217[0]
NX
-lo o 02/ |0
N
vl 11 0 0 1
] 1
NX
-0
NU
L 0
1
NX=H N, =0
0
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N =KN, +N,

N =[2.4146 2.3264] [ +0=2.4146

1
0

3.2.2 REGULADOR LINEAL CUADRATICO PARA UN SISTEMA DE
LEVITACION MAGNETICA

3.2.21 INTRODUCCION

El sistema que se estudia en el presente proyecto, es una herramienta ideal
para entender de mejor manera el fendmeno de levitacion magnética.

Este es un clasico problema de control que se aplica en diferentes campos,
tales como en la aplicacion del transporte masivo en los trenes de alta velocidad
que se impulsan mediante un campo magnético, utilizando el fenébmeno de la
levitacion que produce aquel.

En el caso de estudio del presente proyecto se utiliza una esfera metalica
que se trata de mantenerla en levitacion con parametros controlados en un campo
magneético producido por un electro magneto. Se pretende simular dicho
fendmeno en el entorno computacional de MatLab — Simulink, para lo cual se
disponen de archivos “m” los cuales ayudan en la parte grafica de la simulacién
del mismo, quedando unicamente el desarrollo del controlador escogido para
lograr el efecto deseado. En este caso se optd por el disefio de un controlador
digital 6ptimo lineal cuadratico conocido como control LQ.

En este caso al simular en el entorno computacional se obtuvieron los
resultados que se pueden apreciar en las graficas de las distintas senales. Se
puede concluir con mucha certeza que en el modelo fisico de la planta este efecto
sera igual, y este sera el beneficio de la simulacion antes de ponerla en practica
en el campo real.
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3.22.2 MODELO CONTINUO LINEAL DEL LEVITADOR MAGNETICO

El sistema de levitacidon magnética esta descrito en el espacio de estados

como sigue a continuacion:

x =Ax+Bu
y =Cx
0O 1 O 0
A=l|a,, 0 a,;|, B=|0
a3j O a&S b3

Los elementos de la matriz A son expresados con las siguientes ecuaciones

de la siguiente manera:

2 %10
a. = X30 FemP1 Fomp2
2" m F2
emP2
%10
a.. = _2X3o Feompi g Feme2
23 ~
m FemPZ

X10

o
as, = _(kiuo +C; = Xg | fpi€ "

fi(X1O )= ;ﬂe_fm
iP2

o ]

o)
1
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Los parametros para las ecuaciones se indican en la siguiente tabla:

Parametros Valores Unidades
m 0.04481 [kg]

g 9.81 [m/s?]
Fem Funcion de x1y x3 [N]
Femp1 2.22 e-2 [H]
Femp2 6.7 e-3 [m]
Fi(x1) Funcion de x4 [1/s]
Fip1 3.2e-3 [m-s]
Fip2 1.146 e-1 [m]

Ci 0.043 [A]

Ki 2.6 [A]
X3min 0.03884 [A]
Umin 0.00498

Tabla.3.2.2.1. Parametros del levitador magnético tomado experimentalmente

X0 = 8x107°
o = FemP1 e_%
FemP2
m.
= |E.
U. = (Xso _Ci)
o =—
k
Xy =0
0 1 0 0 1 00
A=1146420 0 -2965|, B=| O C=|0 10
0 0 -38.40 99.84 0O 0 1
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Por lo tanto el modelo de espacio de estados en tiempo discreto para el

levitador magnético se establece por:

22.9608 0.5995 -0.2310 -0.5556
X(k +1)=|877.7505 22.9608 -8.9038 |x(k)+|-23.0655 |u(k)
0 0 0.0215 2.5441
100
y(k)=1{0 1 0]|x(k)
0 0 1

De seguida se calculara la ganancia K del Regulador Lineal Cuadratico para
el sistema, para lo cual sélo se debera asumir las matrices de ponderacién Qy R,

y proceder con el calculo como en el caso anterior.

Dadas las matrices de ponderacién escogidas para el sistema:

100 O 0
Q=({ 0 0.001 O R=5
0 0 10

Las matrices escogidas deben satisfacer unicamente la propiedad de:
Q=0yR>0

Dadas estas condiciones se procede a calcular la ganancia para el

controlador.

Analisis Y Disefio de Controladores Optimos en su Forma Discreta a través del Espacio de Estados



CAPITULO IIl. ANALISIS Y DISENO DE CONTROLADORES OPTIMOS DIGITALES A TRAVES DEL ESPACIO DE 47
ESTADOS

Ganancia K para el controlador del levitador magnético dado por:

Kd =[-38.8752 -1.0160 0.3929]

Levitador Magnético LQR (ANEXO B )

3.3 ANALISIS DEL REGULADOR LQT PARA PROBLEMAS DE
SEGUIMIENTO

Se tiene la planta descrita por la siguiente funcidén en espacio de estados:

X, 0 11[x, 0
= +| |u
X, -1 -1]|x, 1
[T 07X

"o 1 X,

Con un factor de desemperio cuadratico:

= 3|6 x b 66y |

0 1

r,(kT)- x, (kT)] . u(kT)z}T

r,(kT)-x,(kT)

Se requiere que el sistema siga la trayectoria de estado deseado r(t), dado

por:

r,(kT)] [1.0sin(0.6284KT)
[rz (kT)] ) [0.6 cos(0.6284KT)
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En el periodo comprendido entre (0-20)s, con un tiempo de muestreo de
T =0.1s

Para el sistema continuo propuesto se tiene:

De la ecuacion reducida de Riccati se establece:

PA+A’P+Q-PBR'B'"P=0

PA - Py Pi]. [0 1 _ =Pz P11 =Pz
P21 Py -1 -1 =P P21 =P

ATP - 0 -1M,.[Pn P _ = P2 — P2
1 -1 P21 Pa Piy = P21 Pz = Py

PBR'BTP = P11 Pi2 | 0 *1*[0 1]* P11 P2
P21 Py 1 P21 Py

P2y

- [Pm]*[pm P
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_ P12P21 P12P2
P22P21 p222

Se da la igualdad de las ecuaciones para encontrar los valores respectivos:

~ P12z P11~ P2 N ~ P2 ~ P2 N 10 0 _|P12P21 P12P22 | _ 0
“P2n P21 =Pn| [P =P P12 =Py 0 1] |P2Px Pz

Dado que P es simétrica se tiene que el valor de p,, y p,, son iguales.

Queda entonces la ecuacion expresada de la siguiente forma:

— Py = Py +10-p2 =0 (3.3.1)

P11 = P21 = Pa = PPz =0 (3.3.2)

= P2 + Pis = Pay = PoaPay =0 (3.3.3)

Pyi = Py + Py — Pyy +1-p2, =0 (3.3.4)

Las ecuaciones (3.3.2) y (3.3.3) son exactamente las mismas.

P3: +2p, -10=0

Resolviendo:

P, =Py =2.3166 y -5.3166
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Se utiliza el valor positivo de la solucion:

P12 = Py = 2.3166
De la ecuacion (3.3.4) se tiene:

P21 = P2 + Py — Poy +1—10222 =0
p222 +2p,, -5.6332=0

Resolviendo:

p,, =1.5755 y -3.5755

Se utiliza el valor positivo de la solucion:

p,, =1.5755

De la ecuacion (3.3.2) se tiene:

P11 = Pay = Paa = Pa1Pa =0
Py —2.3166 —1.5755 - (2.3166 *1.5755) =0

p,, =7.5419

Sustituyendo los valores se tienen:

_[7.5419 2.3166
2.3166 1.5755

La siguiente ecuacion da la matriz de estado de lazo cerrado:
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7.5419 2.3166
K=R'B"P=1*[0 1]*[ l

2.3166 1.5755

Se tiene:

K =[2.3166 1.5755]

Este valor representa el valor de la matriz en tiempo continuo y se procede a

pasar a su forma discreta:

Kd=K*(+(A-B*K)*Ts/2)

Kd =[2.3166 1.5755]*[/+([01 11}_[(1)]*[2.3166 1.5755]]*0.1/2]

Kd =[2.0554 1.4880]

De la ecuacién s = (A - BR‘“BTP)TS - Qr conjuntamente con las ecuaciones
(2.30) y (2.32) se tiene:
$=(A-BR'B'PJs-ar
F-(A-BR'B"PJ

G=-Q

Analisis Y Disefio de Controladores Optimos en su Forma Discreta a través del Espacio de Estados



CAPITULO IIl. ANALISIS Y DISENO DE CONTROLADORES OPTIMOS DIGITALES A TRAVES DEL ESPACIO DE 52
ESTADOS

Donde:

[0 2 B v )

-1 -1 1 2.3166 1.5755

0 -3.3166
1 -2.5755

o[ )

Aproximacién para F(T), con un tiempo de muestreo de 7= 0.1 s:

F2T2 . .\ Fka

F(T)=I1+FT +
2! k!

ET - 0 -3.3166 £0.12 0 -0.3317
1 -2.5755 0.1 -0.2576

F*T? _ [0 -3.3166],[0 -3.3166 L 0.1 _[-0.0166 0.0427
20 |1 -25755| |1 -2.5755 2 -0.0129 0.0166

10 0 -0.3317 -0.0166 0.0427
+ +
0 1 0.1 -0.2576 -0.0129 0.0166

7 - 0.9834 -0.2890
"~ 10.0871 0.7590
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Para la aproximacion de G(T) se tiene:

G(T) -

+ +oot

FT? F°T3 FrT K+
IT +
{ 2l 3l (k+1)!}

i [V 0ug_[01 O
0 1 0 0.1

FT? [0 -33166],0.12 [ O ~0.0166
2l (1 -25755| 2  [0.0050 -0.0129

01 0 0 -0.0166]).[-10 O
G(T) = + *
0 0.1 |0.0050 -0.0129 0 -1

-1 0.0166
(T) =
~0.0500 -0.0871

Por tanto la ecuacion de seguimiento de estado discreto se establece:

[31 (N =(k+1))

AR [0.9834 - O.2890] . [31 (N - k)}

0.0871 0.7590 | |s,(N-k)

+[ _1 0.01661*[r1(N—k)l

~0.0500 -0.0871| |r,(N-k)

viN-k)=-1*[0 1}

s1(N—k)l

s,(N-k)

De la ecuacioén (2.57) resulta:

X(k + 1T = A(T)x(KT)+B(T)u,,. (KT)
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Las matrices A(T) y B(T) se obtienen aplicando las ecuaciones (2.30) y

(2.32) respectivamente, para lograr entonces:

*

X, (k +1)T} ~ [ 0.9952 0.0950

x,(kT)] [0.0048
X,(k+1)T| |-0.0950 0.9002

x, (T " 0.095ol tow (T)

1.5

05

A ¥

/ANINNDAANNNZ

NNV \/
\ \

Saida

-15
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Tiempo
Figura. 3.3.1. Salida del sistema, Regulador LQT
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3.4 ANALISIS DEL FILTRO KALMAN PARA LA ESTIMACION DE ESTADOS

Se considera un sistema con ruido en tiempo discreto, dado por:

X(k +1) = A(T)x(k)+ B(T)u(k) + G(T )v(k)

y(k)=C+w(k)

En la cual las nuevas sefales que aparecen v(k) y w(k) son procesos
aleatorios en el sistema, considerados ruido blanco estacionario con media cero, y

no correlacionados entre si.

El objetivo de la construccion del filtro Kalman es el de ofrecer una estima
optima del estado, rechazado a la vez el error que puede introducirse al sistema

debido a las sefiales v(k)y w(k).

El filtro Kalman actua como un observador, éste se encargara en cada
instante de tiempo “t” de estimar cuanto valen las variables de estado “x” en base
de la salida de la planta "y” (medicion) y la accion de la sefial de control “u”.

Se considera el sistema en tiempo continuo:

_4
_2 -4

0
1

0
1

dx_

E— X(t)+

u(t)+[ ]v(t)

yt)=[1 ok)+w(t)

En el cual el término de ruido v(t)tiene media cero y covarianza Q = 0.09. El
ruido de medicion se asume de media cero y covarianza R = 0.25. El sistema se
pasa a su forma discreta con un periodo de muestreo de T = 0.05s, del sistema

de tiempo continuo.
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Aproximacién para A(T), con un tiempo de muestreo de T=0.05s:

2712 kT k
A(T)=I+AT+AT +~--+Ak7'-
10
| =
o 1
-4 2 -0.2 0.1
AT = *0.05 =
-2 -4 -0.1 -0.2

A(T) = [

A(T) = [

0 1

A2T2 [-4 27.[-4 2
L |-2 -4 |-2 -4

1 0} [—0.2 0.1
+

-0.1 -0.2

-0.0800 0.8150

0.8150 0.0800]

2

l* 0.0.52 [0.0150

0.0200 0.0150

} [0.0150
+

Para la aproximacion de B(T) se tiene:

B(T) -

{/

1

IT=[
0

2

|

AT? A°T®
2 3!

T+

ot

Aka+1
(k +1)!

}B

e

0.05
0

0.05| |-0.0025

0 .
co.05_[005 O
1 0 005
,0.052 [-0.0050 0.0025
-2 -4| 2 [-0.0025 -0.0050

0 -0.0050 0.0025 1),
+
-0.0050

|

0
1

-0.0200

|

-0.0200

0.0200 0.0150

|
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0.0025
0.0450

Para la aproximacion de G(T) se tiene:

+ ot
21 3! (k +1)!

2 2T3 kT k+1
G(T)={IT+AT AT AT }G

7 [ 0legos [005 O
0 1 0 005

AT? [-4 217,0.05* [-0.0050 0.0025
2 |-2 -4 2 |-0.0025 -0.0050

005 0 1 [-0.0050 0.00251).[0
G(T) = 4 *
0 0.05| [-0.0025 -0.0050[ |1

0.0025
0.0450

Por tanto el modelo de espacio de estados en tiempo discreto para el

sistema se establece como:

x(k +1) =

0.8150 0.0800 0.0025 0.0025
x(k)+ u(k) +
-0.0800 0.8150 0.0450 0.0450

]v(k)

y(k)=[1 0k(k)+w(k)

Se construye el filtro Kalman discreto para estimar la evolucion del estado

del sistema cuando se le aplica la entrada u = sen(kt), con periodo de muestreo

de T =0.05s, y sobre el intervalo kTE[0.10]5.
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Se procede entonces al calculo de la ganancia de la matriz de Kalman:

0.0025
Cd(T) = C(M=n1 0
(T) [0_450] M=[ o
R =0.025 Q=0.09

La matriz de ganancia de Kalman K es obtenida del conjunto de ecuaciones

recursivas que comienzan de una matriz de covarianza inicial P(k/k):

1.0
P(k/k)=l=[0 1]

De la ecuacién (2.88) se obtiene:

P(k +1/k) = A(T)P(k/k)AT (T)+C (T)QC](T)

P(k +1/k) - | 08150 0.08001,1 0], [08150 -0.0800
¥ - +
~0.0800 0.8150| |0 1| |0.0800 0.8150

0.0025
*0.09*[0.0025 0.0450]
0.0450

_[0.6706 0.0000
~10.0000 0.6708

De la ecuacioén (2.89) se obtiene:

K(k +1)= P(k +1/K)CT (TYB(T)P(k +1/K)CT (T) + R}
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-1

0.6706 0.00001, [1 0.6706 0.00001, [1
K(k +1) = | %1 o] *1 1+0.25
0.0000 0.6708| |0 0.0000 0.6708| |0
[0.9641
~10.0000

Se calcula entonces de la ecuacion (2.90):
P(k +1/k +1) =4 - K(k + )C(T)P(k +1/ k)

1 0] [0.9641 0.6706 0.0000
P(k +1/k +1) = - *[1 o]+
0 1| |0.0000 0.0000 0.6708

_[0.0241 0.0000
~10.0000 0.6708

Resolviendo recursivamente las ecuaciones se tiene:

k=1

0.0241 0.0000
P(k/k) = [ l

0.0000 0.6708

P(k +1/k) = A(T)P(k/k)AT (T)+C (T)QC](T)

P(k +1/k) - | 08150 0.08007,70.0241 0.0000], 08150 -0.0800
¥ B +
~0.0800 0.8150| |0.0000 0.6708| |0.0800 0.8150

0.0025
*0.09*[0.0025 0.0450]
0.0450

_[0.0203 0.0422
~10.0422 0.4459

K(k +1) = P(k +1/K)CT (TYB(T)P(k +1/K)CT (T) + R}
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-1
0.0203 0.04221, [1 0.0203 0.04221, [1
K(k +1) = | %1 o] *| 1+0.025
0.0422 0.4459| |0 0.0422 0.4459| |0
[0.4482
~10.9310

P(k +1/k +1) =4 - K(k + )C(T)}P(k +1/ k)

1 0] [0.4482 0.0203 0.0422
P(k +1/k +1) = - *[1 o]+
0 1| |0.9310 0.0422 0.4459

_[0.0112 0.0233
~10.0233 0.4066

k=2

10.3435]
Kk +1) =

0.0794|
k=3

0.2987]
K(k +1) =

10.8903 |
k =100

0.0022
K(k +1) =

0.0045

Filtro Kalman ( ANEXO D)
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Una vez ejecutado el programa se obtiene el siguiente resultado:

0.25

02
0.15
0.1

0.05

-0.05
-0.1

-0.15

Figura 3.4.1. Estados verdaderos y estados estimados del sistema

Como se aprecia en la figura, los estados verdaderos indicados en color rojo
para el sistema propuesto, se puede notar claramente la influencia de la
perturbacion en el proceso, dando asi una senal con ruido.

Indicado en color azul se puede apreciar la accion del filtro Kalman en la

estima de los estados para el sistema, entregando una sefal mas suave.

Existe un tiempo corto mientras se llega al valor de la ganancia de Kalman
para una estimacion adecuada, esto se debe a que el calculo de la ganancia de
Kalman se lo hace mediante ecuaciones recursivas, es decir que dependen del
ultimo valor obtenido para el calculo del siguiente valor, como se aprecia en la

figura que no dura mas de 1 s.
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Por otra parte si primero se calcula la ganancia de Kalman y después se
ejecuta la simulacién se tendra desde el inicio la estimacién adecuada del sistema
evitando asi el transitorio del inicio. Para fines didacticos se lo ejecuta de la otra
forma para la apreciacion del progreso de la estima con la ganancia del filtro

Kalman.

0.25

02

0.15

0.1

0.05

-0.05

-0.1

-0.15

-0.2

-0.25 1 1 1 1 1 1
0

Figura. 3.4.2. Estados verdaderos y estados estimados del sistema simulado con la
ganancia de Kalman.
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3.5 DISENO DE UN CONTROLADOR LINEAL CUADRATICO GAUSIANO

Para el disefio del Controlador Lineal Cuadratico Gaussiano se tomaran en
cuenta los aspectos desarrollados anteriormente en el presente capitulo, como es
el caso de la utilizacion del Regulador Lineal Cuadratico y la estimacion de
estado utilizando el Filtro Kalman, los cuales daran como resultado final el disefio

del regulador para el sistema.

Sistema continuo en espacio de estados para el doble integrador, incluido el

término correspondiente al ruido gaussiano.

% = Ax(t) + Bu(t) + Cdw(t)

y(t) = Cx(t)+ v(t)

Donde:

dx [0 1 0
ax _ ¢ ¢
il PN LU MO

0
w(t
0
yit)=[1 ok
El indice de desempefio cuadratico esta dado por:

100 10 0

J=Z XT(k)[0 )

El modelo de espacio de estados en tiempo discreto para el doble

x(k)+u(k)* |T

integrador, discretizando la matriz de transicion de disturbio C,(T)

Para la aproximacion de Cd(T) se tiene:

+—— 4t
2! 3l (k +1)!

2 23 KT k+1
c:ar(T)={/T+i AT AT }Cd
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i [ 0ug,_[02 O
0 1 0 02

AT? [0 1],022 [0 0.02
2 ool 2 o o

cd(T) - ﬂoc}z o(.)zl ’ [8 o 2” m

0.02]

Cd(T) = [ 0

El sistema discreto para el doble integrador queda definido por:

1 0.2 0.02 0.02
x(k +1) = [0 RO [ 0o }u(k)+ [ 0o lw(k)
y(k)=[o 1kk)
1 0.2 0.02
AT)= [o 1 ] Bm:[o.z]
10 O
Q=[O 1] R -1

En el disefio del Regulador Lineal Cuadratico, desarrollado en el primer
punto del capitulo se obtuvo la ganancia de realimentacion para el sistema

definido por:

k =100
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9.6349 3.1780

P(N = (k +1)) =
3.1780 2.8442

l K(N - (k +1)) = [2.4146 2.3264]

Se procede entonces al calculo de la ganancia de la matriz de Kalman:

Cd(T)=[OO'?ZZ] c(m=[1 0]

R =0.025 Q=0.09

La matriz de ganancia de Kalman K es obtenida del conjunto de ecuaciones

recursivas que comienzan de una matriz de covarianza inicial P(k/k)

10
P(k/k)=l=[0 1]

De la ecuacioén (2.88) se obtiene:

P(k +1/k) = A(T)P(k/k)AT (T)+C,(T)QC](T)

1 02],[1 0],[1 0] [0.02
P(k +1/k) = * * ¥ *0.09*[0.02 0.2]
0 1| [0 1] |02 1| |02

_[1.0400 0.2004
~10.2004 1.0036

De la ecuacioén (2.89) se obtiene:

K(k +1)= P(k +1/K)CT (TYB(T)P(k +1/K)CT (T) + R}’
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-1
1.0400 0.20047, [1 1.0400 0.20047, [1
K(k +1) = | %1 o] *| 1+0.025
0.2004 1.0036| |0 0.2004 1.0036| |0
_[0.8062
~10.1553

Se calcula entonces de la ecuacion (2.90):
P(k +1/k +1) =4 - K(k + )C(T)P(k +1/ k)

1 0] [0.8062 1.0400 0.2004
P(k +1/k +1) = - *[1 o]+
0 1| |0.1553 0.2004 1.0036

_[0.2016 0.0388
~0.0388 0.9725

Resolviendo recursivamente las ecuaciones se tiene:

k=1
0.2016 0.0388
P(k/k) = [ l

0.0388 0.9725

De la ecuacién (2.88) se obtiene:
P(k +1/k) = A(T)P(k/k)AT (T)+C (T)QC](T)

0.02

0.2

Pk s /i)~ |1 02].[0:2016 0.0388] 11 0]
0 1| [0.0388 0.9725| [0.2 1

}*0.09*[0.02 0.2]

_[0.2560 0.2337
10.2337 0.9761

De la ecuacioén (2.89) se obtiene:
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K(k +1) = P(k +1/K)CT (TYB(T)P(k +1/K)CT (T) + R}

1

0.2560 0.23377, [1 0.2560 0.23377, [1
K(k +1) = | %1 o] *| 1+0.025
0.2337 0.9761| |0 0.2337 0.9761| |0
_[0.5059
~|0.4618

Se calcula de la ecuacion (2.90):

P(k +1/k +1) =4 - K(k + )C(T)}P(k +1/ k)

1 0] [0.5059 0.2560 0.2337
P(k +1/k +1) = - *[1 o]+
0 1| |0.4618 0.2337 0.9761

_[0.1265 0.1155
~10.1155 0.8682

0.4535
Kik+1)= [o 6328]

Para fines de la construccién del modelo para la simulacion, la matriz K sera

llamada o conocida con el nombre de M.
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La ganancia para el sistema esta dada por:

[m ) [A(TC)—/ BE)T)l " m

u

A(T)_/=[1 0-2H1 0'=[o o.2l

0 1] |0 1] [0 0

_ 0 0.2 0.02]7[0]
NX

-lo 0o o02] |0
NU
el 11 00 0 | |1
_ 1
N,

-|o
N,
: 0

1
NX=H N, =0

0
N=KN, +N,

1
N =[2.4146 2.3264] [0 +0=2.4146
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CAPITULO IV

RESULTADOS DE SIMULACION

4.1 INTRODUCCION

Para el desarrollo del presente capitulo se presentaran los esquemas y
resultados de la simulacién de los controladores disefiados en el capitulo anterior,
los cuales fueron desarrollados en rutinas de simulacién a través de la

herramienta de Matlab/Simulink.

4.2 ESQUEMA DE SIMULACION DEL REGULADOR LINEAL CUADRATICO
PARA UN DOBLE INTEGRADOR

K To Workspace

Figura. 4.2.1. Diagrama del Regulador Lineal Cuadratico del Doble Integrador
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1.4

12

08

ol |
ol |

Sdida

0 10 20 30 40 50 60
Tiempo

Figura. 4.2.2. Respuesta del Regulador Lineal Cuadratico para un Doble Integrador

La figura 4.2.2 muestra la salida de un doble integrador al cual se le aplico el
Regulador Lineal Cuadratico (LQR) con las matrices de ponderacion

seleccionadas en la etapa de disefio.

Como se trata de un controlador 6ptimo por definicidn, no se tiene la
posibilidad de variar parametros como los polos de la planta o factor de
amortiguamiento, segun sea el caso, lo cual si es factible con otros métodos de
disefio. En nuestro caso lo que podemos variar para comparar el desempeno del

controlador, son las matrices de ponderacion Q y R.

A continuacién procederemos a simular la planta con diferentes tipos de
matrices de ponderacion para ver asi el comportamiento de la misma con

diferentes valores asignados a dichas matrices.
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Para la misma planta variando el valor de la matriz Q y manteniendo la

Matriz R se tiene:

1.4

12

o |

06
0.4 /
02 /

0 10 20 30 40 50 60
Tiempo

Sdida
\

Figura. 4.2.3. Respuesta del Regulador Lineal Cuadratico para un Doble Integrador, con
100 O

matriz de ponderacion Q = [ 0 1

1.4

1.2

o[

06

A/

Sdida
\

Tiempo

Figura. 4.2.4. Respuesta del Regulador Lineal Cuadratico para un Doble Integrador, con
100 O

matriz de ponderacion Q =
zdep ' 0 10
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09 e

08

0.7

06

05 /
04 /
0.3 /
02 /
0.1 /
0 20 40 60 80 100 120
Tiempo

Sdida

Figura. 4.2.5. Respuesta del Regulador Lineal Cuadratico para un Doble Integrador, con

1 0
matriz de ponderacion Q =
zdep ! [0 10}

09

08

0.7 /
06 /
05 /
04 /
0.3 /
02 /
0.1 /
0 100 200 300 400 500 600
Tiempo

Salida

Figura. 4.2.6. Respuesta del Regulador Lineal Cuadratico para un Doble Integrador, con
1 0

trizd deracion Q =
matriz de ponderacion Q [0 100
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Como se puede apreciar claramente mientras mas grande es el valor de la

componente de la matriz de ponderacion de Q que corresponde al valor de 922, Ia

planta demora mucho mas tiempo en llegar al estado estable.

Mientras que si en la matriz de ponderacion se elije un valor mas alto para la

componente 911, se llega en un tiempo mas corto al estado estable, pero con una
seflal mas brusca en el transitorio inicial, tal cual se puede apreciar en los
resultados de las simulaciones para los distintos valores que se ha otorgado a la

matriz Q.

Ahora para la misma planta variando el valor de la matriz R y manteniendo la

Matriz Q, se obtienen los siguientes resultados.

1.4

1.2

08 /
06
0.4 /
02 /
0 /
0 10 20 30 40 50 60
Tiempo

Sdida

Figura. 4.2.7. Respuesta del Regulador Lineal Cuadratico para un Doble Integrador, con
matriz de ponderacion R=5
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14

12

08

Sdida
—

06

o
o/

0 10 20 30 40 50 60
Tiempo

Figura. 4.2.8. Respuesta del Regulador Lineal Cuadratico para un Doble Integrador, con
matriz de ponderacion R =0.5

Se puede apreciar claramente que mientras mas grande R, el sistema
demora mas tiempo en llegar al estado estable, mientras sigue siendo mas

pequefia; el tiempo también se reduce para llegar al estado estable.

Se ha demostrado mediante simulacion por medio de la herramienta de
Matlab/Simulink, el efecto que tiene la seleccion de las matrices de ponderacion
en Regulador Lineal Cuadratico, en este caso aplicado a la planta del doble

integrador.
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4.3 LEVITADOR MAGNETICO

4.3.1 ESQUEMA DE SIMULACION DEL REGULADOR LINEAL
CUADRATICO PARA EL LEVITADOR MAGNETICO

En la figura 4.3.1 se muestra el diagrama del Regulador Lineal Cuadratico
(LQR), correspondiente al Modelo de Simulink que se implementa en la
simulacion en el entorno computacional de MatLab. La estructura contiene las
siguientes sefales: Posicion [m], Velocidad [m/s], Corriente [A] y la sehal de
control.

ml_anim

Magnetic Levitation
Animation

Position [m] .
U-u—” Position [m bl
‘elocity [mis]
\elocity [my's]
Desired state Current [A] hl
aglev »
Lt Control =
1 itati MaglLev - model
Iagnetic Levitation
Control and Stat
Control ud raodel ontrol an ates

Figura. 4.3.1. Diagrama del Regulador Lineal Cuadratico para un sistema levitador
magnético
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Si en el entorno de simulacién se abre el modelo de levitacidn magnética
haciendo un click en éste, se tiene la siguiente ventana en la cual se tienen los
parametros del modelo, los cuales fueron calculados con anterioridad.

[S]Function Block Parameters: Magnetic Levitation mode x|

—Magnetic levitation - model (mask)

Monlinear model of the Magnetic Levitation
(c) InTeCo 2005

|0.0448

Gravity constant [m/s2]
.51

EM Forceparametrs (FemP1 [H], FemP2 [m]):
[[2.221e-2, 6.7e-3]

Actuator parameters (ki [A], ci[al):
|[2.6,- 0.0430]

Actuator parameters fi (fiP1 [m*s], FiP2 [m]):
|[3.2e-3, 1.146¢-1]

Constraints (umin, umax, x3min, x3max):
[[0.00498, 1, 0.03884, 2.38]

OK I Cancel Help Apply:

Figura. 4.3.2. Parametros de la planta

El modelo de Simulink esta también equipado con un modelo grafico
animado, el cual reacciona con los resultados generados con la simulacion del
bloque, el cual da una idea grafica de lo que esperamos en el modelo fisico de la
planta, sin necesidad de tener a ésta presente en el momento.

) Magnetic Levitation Animation =10lx|
~

Fle Edt View Insert Tools Desktop Window Help

%, [m]= D008 x, [mis]=-0.000  x, [A]= D651

Figura. 4.3.1. Esquema animado de la planta de levitacion magnética
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4.3.2 RESULTADOS DE SIMULACION
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Figura. 4.3.2. Posicion de la esfera con respecto al tiempo
x10*
0
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<
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Como se muestran en las graficas el objetivo buscado con el disefio del
Regulador Lineal Cuadratico se ha conseguido a cabalidad, llegando a controlar la
planta de una manera 6ptima, llegando al estado deseado en un lapso corto de

tiempo.

44 ESQUEMA DE SIMULACION DEL CONTROLADOR LINEAL
CUADRATICO GAUSSIANO PARA UN DOBLE INTEGRADOR

Step2 N
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Figura. 4.4.1. Diagrama del Controlador Lineal Cuadratico Gaussiano del Doble Integrador
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Figura. 4.4.2. Respuesta del Controlador Lineal Cuadratico Gaussiano para un Doble

Integrador.
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En la presente figura se aprecia que las dos sefiales de salida, la una
correspondiente a la salida de la planta (esta puede ser tomada mediante
censores y aparatos de medicidn), y la segunda correspondiente a las sefal
obtenida por medio de la estimacion de estados mediante la aplicacion del filtro
Kalman son exactamente las mismas, por lo que en el grafico aparece como una
unica sefal de salida; sin embargo, cabe destacar que en ésta se encuentran las
dos magnitudes sobrepuestas, que a la vista parece como una sola, lo cual
significa que la estimacién de estados obtenida y aplicada al sistema fue la

correcta y la idonea.

Para demostrar la funcionalidad del filtro Kalman en el controlador se va a
aplicar una senfal tipo escalén con un valor de amplitud de 0.2 a la salida de la
planta en el tiempo ¢ = 55, una vez que la planta haya llegado a la estabilidad para

apreciar la reaccion del sistema.

El siguiente diagrama de Simulink muestra la planta con el afiadido de una

perturbacioén a la salida, que es la sefal escalon de amplitud de 0.2

Scope

Figura. 4.4.4. Controlador Lineal Cuadratico Gaussiano para un Doble Integrador, con
perturbaciéon
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Figura. 4.4.4. Respuesta del Controlador Lineal Cuadratico Gaussiano para un Doble
Integrador

En la figura 4.4.4 se puede apreciar el efecto que tiene la sefal de
perturbacion sobre el sistema, ocasionando una anomalia en la salida. La sehnal
en azul corresponde a la planta en si, mientras que la sefal en verde corresponde
a la obtenida por medio de la estimacidén de estados utilizando la técnica del filtro
Kalman. La accidn de la estimacion de estados hace que el sistema regrese en un
intervalo de tiempo corto a la normalidad, es decir llegue al punto estable

requerido o estipulado en el disefio del controlador.
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CAPITULO V

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

5.1 CONCLUSIONES

En el desarrollo del presente proyecto se analizaron y disefiaron

controladores optimos discretos mediante la utilizacidn de espacio de estados.

Se llego a disefar el Regulador Lineal Cuadratico con resultados optimos,
validos para el control del proceso seleccionado, en este caso del doble
integrador, asi como también se disefid el Regulador Lineal Cuadratico Gaussiano

para el mismo caso llegando al objetivo trazado.

En los analisis del problema de seguimiento y del filtro Kalman validos para
la consecucion del Regulador Lineal Cuadratico Gaussiano se observaron varios
aportes importantes en el proyecto, tal como el aporte del filtro kalman utilizado
como observador en el controlador y la posibilidad de acoplar el seguimiento
cuando se excite a la planta con sefales variantes en el tiempo, tal como la

insercion de una sefal senoidal.

Con el desarrollo del presente proyecto se ha puesto en evidencia las

siguientes conclusiones:

* La idea principal del disefio de los controladores optimos es el de

minimizar el indice de desempefio o funcion de costo escalar J,
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relacionado directamente con la energia y en consecuencia con el costo

economico del proceso.

El indice de desempefio J es cuadratico, el cual en un sistema lineal

produce una ley de control de la forma u(z) = -Kx(¢). El control que se

obtiene de dicho criterio es lineal.

El empleo del filtro Kalman en el control éptimo lineal cuadratico da una
solucién efectiva al minimizar o rechazar los efectos que producen las
sefales de ruido blanco gaussiano en la planta. Constituyéndose asi en
un excelente estimador de estados en el Controlador Lineal Cuadratico

Gaussiano.

La ventaja de utilizar el filtro de Kalman es que se lo realiza
recursivamente, por tanto no hay necesidad de guardar un historial de
estimaciones y de medidas previas, sino simplemente con la nueva

medida y la ultima estimacion.

El fitro de Kalman puede combinarse con cualquier control por
realimentacion de estados, usado como observador. Si se elige el control
optimo LQR, la combinacion se la conoce como Controlador Lineal
Cuadratico Gaussiano (LQG).

Por ultimo se disefo el Controlador Lineal Cuadratico Gaussiano (LQG)
fusionando los diferentes aspectos y componentes que lo caracterizan
como es el Regulador Lineal Cuadratico (LQR) y el filtro Kalman,
logrando un control 6ptimo de la planta seleccionada y obteniendo un
rechazo a la influencia del ruido blanco gaussiano que se puede
presentar en la planta debido a condiciones aleatorias de injerencia de

ruido en la misma.

Los controladores disefiados pueden ser programados e implementados

facilmente mediante la utilizacion de hardware y software existentes en el
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mercado, asi como la utilizacion de un microcontrolador, utilizando las

funciones planteadas en el proyecto.

El estudio de los controladores oOptimos discretos en el espacio de
estados permiten el disefio, simulacion e implementacion de los

controladores en la planta.

En el disefo del controlador se hace importante el analisis de la
respuesta del sistema con diferentes pesos de la funcion de costo,

escogiendo de esta manera la mas adecuada para el sistema.
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5.2 RECOMENDACIONES

En el presente trabajo se pone a consideracion también la utilizacién del
método de solucidn en tiempo continuo, si es factible se lo puede trabajar
de esta manera, llegando a la soluciéon continua, para posteriormente
pasarla a su forma discreta, ya que la dificultad matematica en el proceso

se ve efectivamente disminuida.

Las matrices de ponderacion Q y R es recomendable escogerlas
indistintamente, con la unica premisa de que tanto Q como R deben ser
mayores que cero, ya que el calculo de esas se la realiza tomando en
cuenta la desviacion maxima de las variables, lo cual en forma
experimental supondria la utilizacién de instrumentos de medicién para
tomar cada una de estas, y con la facilidad que nos proporciona la
herramienta de trabajo MatLab-Simulink se lo puede simular variando

estos parametros y escogiendo la mas adecuada combinacion.
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ANEXO A

ALGORITMO DEL CONTROLADOR DIGITAL BASADO EN EL
METODO DE ESPACIO DE ESTADOS UTILIZANDO EL
REGULADOR LINEAL CUADRATICO

&9
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clear all

%% %% % %% %% %% MODELO EN TIEMPO CONTINUO %% %% %% %%%%

Ac=[0 1;0 0]; %Matriz A
Bc=[0;1]; %Matriz B
C=[1 0]; %Matriz C
D=0; %Matriz D

%% %% %% %%%%%% LECTURA DE PARAMETROS %%%% %% %%%%%

10 0;0 1;

Q=[
R=1;

%% %% %% %% %% % %% %% INICIALIZACION %% % % % % % % % % % % % % %

T=0;

Ts=0.2; %tiempo de muestreo

[Ad,Bd]=c2d(Ac,Bc,Ts)  %matrices A & B de continuo a discreto

P=Ts*Q; %valor de la matriz de Riccati al tiempo (N-1)
H=Bd"P;

X=Ts*R+H*Bd;

Y=H*Ad;

Kd=Y/X; %yvalor de la ganancia de realimentacion al tiempo

%(N-1)

%%%%% SOLUCION EN TIEMPO REVERSO DE LA ECUACION%%%%%%
%%%%%%%%% DE RICCATI EN TIEMPO DISCRETO %% %% %% % %% %%

fori=1:100

L=Ts*Q+Kd"*Ts*R*Kd;

M=Ad-Bd*Kd;

PP1=L+M"P*M; %valor de la matriz de Riccati al tiempo (N-(k+1))T

T=T+Ts;

P=PP1;

H=Bd"P;

X=Ts*R+H*Bd;

Y=H*Ad;

Kd=Y/X; %valor de la ganancia de realimentacion al tiempo
% (N-(k+1))T

end
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%% %% % % %% %% %% CALCULO DE LA REFERENCIA % %% %% % %% %%

I=eye(2); %Matriz identidad
sys=[(Ad-l) Bd;C 0];

NxNu=(sys)*-1*[0;0;1];

Nx=[NxNu(1);NxNu(2)];

Nu=[NxNu(3)];

N=Kd*Nx+Nu; %Referencia del sistema
gain=N;



ANEXO B

ALGORITMO DEL CONTROLADOR DIGITAL BASADO EN EL
METODO DE ESPACIO DE ESTADOS UTILIZANDO EL
REGULADOR LINEAL CUADRATICO PARA EL LEVITADOR
MAGNETICO

92
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%LEVITADOR MAGNETICO

%%%%%%% OBTENCION DEL MODELO CONTINUO LINEAL %%%%%%
close all

%%%%%%%%%%% PARAMETROS DE LA PLANTA %%%%%%%%%%%

m=0.04481;
g9=9.81
femp1=0.0222;
femp2=0.0067
fip1=0.0032
fip2=0.1146;
ci=-0.043;
ki=2.6;
x10=8e-3;

FemO=(femp1/femp2)*exp(-x10/femp2)
x30=sqrt((m*g)/Fem0);

u0=(x30-ci)/ki

x20=0;
a21=x30"2*femp1*exp(-x10/femp2)/(m*femp2/2);
a23=-2"x30*femp1*exp(-x10/femp2)/(m*femp2);
a31=-(ki*u0+ci-x30)/fip1*exp(-x10/fip2);
fi_x10=fip1/fip2*exp(-x10/fip2)

a33=-1/fi_x10

a=[0 1 0;a21 0 a23;a31 0 a33]

b3=ki*1/fi_x10;
b=[0;0;b3]

c=[100j;
D=0;

%% %%%%% FIN DE LA OBTENCION DEL MODELO LINEAL %%%%%%%

%%% %% % %% %% ESPACIO DE ESTADOS DISCRETO %%%%%%%%%%

Ts=0.1; %tiempo de muestreo
[ad,bd]=c2d(a,b,Ts) %matrices A & B de continuo a discreto

Q=[100 0 0;0 0.001 0;0 0 10]; %matrices de ponderacion
R=5;

[Kd,P]=Igrd(a,b,Q,R,Ts); %ganancia K del sistema



ANEXO C

ALGORITMO DEL CONTROLADOR DIGITAL BASADO EN EL
METODO DE ESPACIO DE ESTADOS UTILIZANDO EL
SEGUIMIENTO LINEAL CUADRATICO
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%SEGUIMIENTO LINEAL CUADRATICO

clear all

%% %% % %% %% %% MODELO EN TIEMPO CONTINUO %% %% %%%%%%

A=[0 1;-1 -1]; %Matriz A
B=[0;1]; %Matriz B
C=[10;0 1]; Y%Matriz C

%% %% % %%%%%%% LECTURA DE PARAMETROS %% %% % %% %% %%

10 0;0 1]; %Matriz de ponderacion de estado

Q=
R=1; %Matriz de ponderacion de control

%% %% %%%%%%%%%%% INICIALIZACION %% % % % % % % % % % % % % %

I=[1 0;0 1]; %Matriz ldentidad

S=[0;0]; %ecuacion de seguimiento
;r/;(()) %vector de mando
Ts=0.1; %tiempo de muestreo

[Ad,Bd]=c2d(A,B,Ts); %matrices A & B de continuo a discreto

P=[0 0;0 0J; %valor de la matriz de Riccati al tiempo (N-1)

H=Bd"P;

X=Ts*R+H*Bd;

Y=H*Ad;

K=Y/X; %valor de la ganancia de realimentacion al tiempo
%(N-1)

%%%%%%%%%% CALCULO DE LAS MATRICES F Y G %%%%%%%%%

[Kce,Pc]=lgr(A,B,Q,R); %calculo de la matriz de Riccati y de la ganancia
Fc=(A-B*B"™Pc); %matriz de transicion continuo

Ge=-Q; %matriz de control continuo
[Fd,Gd]=c2d(Fc,Gc,Ts)  %matrices F & G de continuo a discreto
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t=0:Ts:20; rin=[sin(0.6284*1);0.6*cos(0.6284*t)];

%% %%% SOLUCION EN TIEMPO REVERSO DE LA ECUACION %%%%%
%%%%%%%%%% DE RICCATI EN TIEMPO DISCRETO %%%%%% %% %%

for i=1:200

L=Ts*Q+K"*Ts*R*K;

M=Ad-Bd*K;

PP1=L+M"P*M; %valor de la matriz de Riccati al tiempo (N-(k+1))T

RIN=[-sin(0.6284*T);0.6*c0s(0.6284*T)];

SP1=Fd*S+Gd*RIN; %ecuacion de seguimiento

V=-B"SP1,; %vector de mando

S=SP1;

T=T+Ts;

P=PP1;

H=Bd"P;

X=Ts*R+H*Bd;

Y=H*Ad;

K=Y/X; %valor de la ganancia de realimentacion al tiempo
%(N-(k+1)T

end



ANEXO D

ALGORITMO DE LA SOLUCION EN MATLAB DEL FILTRO
KALMAN EN TIEMPO DISCRETO
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%%%%%%%%% FILTRO KALMAN EN TIEMPO DISCRETO %%%%%%%%

%% % %% %%%%%% SISTEMA EN FORMA DISCRETA %% %% %% %% %%
clear all
Ad=[0.8150 0.08;-0.08 0.8150];

Bd=[0.0025;0.0450];
CDd=[0.0025;0.0450];

C=[10];

Q=0.09; %covarianza ruido proceso
R=0.025; %covarianza ruido medicién
ID=[1 0;0 1];

T=0.05; % tiempo de muestreo

%%%% CONDICIONES INICIALES DEL SISTEMA (PARA SIMULAR) %%%

t=0:T:10;
u=sin(t);
x0=[0;0];
x=x0;
y=C*x0;
%condiciones iniciales para el filtro de kalman
xh=[0;0];
xp=xh;

%%%%%% INICIO DEL CALCULO DE LA GANANCIA KALMAN %%%%%%

P1=ID; %matriz covarianza sistema inicial
P2=(Ad*P1*Ad")+(CDd*Q*CDd");

X=P2*C";

Y=(C*P2*C")+R;

K=X/Y;

P3=(ID-(K*C))*P2;

for k=1:200

x(:,k+1)=Ad*x(:,k)+Bd*u(k)+CDd*sqrt(Q)*randn;
y(k+1)=C*x(:,k+1)+sqrt(R)*randn;

xp(:,k+1)=Ad*xh(:,k)+Bd*u(k); % estima a priori

P1=P3; % calculo de la ganancia de Kalman



P2=(Ad*P1*Ad')+(CDd*Q*CDd");

X=pP2*C";

Y=(C*P2*C')+R;

K=X/Y;

P3=(ID-(K*C))*P2;

xh(:,k+1)=xp(:,k+1)+K*(y(k+1)-C*xp(:,k+1)); % estima posteriori

end

%%%%%%%%%%%%%% IMPRESION GRAFICA %%%%%%%%% %% %%

plot(t,x,'red')
hold on
plot(t,xp,'blue')
hold off

99



100

ANEXO E

ALGORITMO DEL CONTROLADOR DIGITAL BASADO EN EL
METODO DE ESPACIO DE ESTADOS UTILIZANDO EL
REGULADOR LINEAL CUADRATICO GAUSSIANO



clear all

%% %% % %% %% %% MODELO EN TIEMPO CONTINUO %% %% %%%%%%

Ac=[0 1;0 0]; %Matriz A
Bc=[0;1]; %Matriz B
C=[10j; %Matriz C

%% %% % %%%%%%% LECTURA DE PARAMETROS %% %% % %% %% %%

Qe=[10 0;0 1];

Re=1;

ID=eye(2); %matriz identidad 2x2
Ts=0.2; %tiempo de muestreo
Cdc=[0;1];

R=0.25;

Q=0.09;

%% %% % %% %% %% DISCRETIZACION DEL SISTEMA %% %% % %% %% %

[Ad,Bd]=c2d(Ac,Bc,Ts); %matrices A & B de continuo a discreto
[Ad,CDd]=c2d(Ac,Cdc,Ts); %matriz Cdc de continua a discreta

% % % % % %% % %% % % % % % % DISENO LQR %% % % % %% % % % % % % %% %

[Kd,P]=lgrd(Ac,Bc,Qe,Re, Ts) %funcion Iqrd genera ganancia de realimentacion

% SOLUCION DISCRETA DE LAS ECUACIONES DEL FILTRO KALMAN %

P1=ID;
P2=(Ad*P1*Ad)+(CDd*Q*CDd);
X=P2*C;

Y=(C*P2*C')+R;

K=X/Y;

P3=(ID-(K*C))*P2;

for i=1:200
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P1=P3;
P2=(Ad*P1*Ad")+(CDd*Q*CDd");
X=pP2*C";
Y=(C*P2*C")+R;
K=X/Y;
P3=(ID-(K*C))*P2;
end
M=K; %ganancia de la matriz de kalman

%% %% % %% %% %% CALCULO DE LA REFERENCIA %% %% % % % % % %%

I=eye(2); %Matriz identidad

sys=[(Ad-l) Bd;C 0];

NxNu=(sys)*-1*[0;0;1];

Nx=[NxNu(1);NxNu(2)];

Nu=[NxNu(3)];

N=Kd*Nx+Nu; %Referencia del sistema
gain=N;
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