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RESUMEN

El presente trabajo detalla el disefio, construccion, pruebas e implementacién del

modulo de gestion electronica de control y posicidn vehicular.

El dispositivo se concibe basicamente como un sistema de visualizacion de
variables del ambiente (temperatura y presion barométrica), de ergonomia en la

conduccion (vectores de aceleracion) y de situacion (posicion global).

El hardware y firmware del sistema son los encargados de transformar las
variables analogas en digitales, con alta resolucion y error minimo; convertir los
valores numéricos en caracteres ASCII, los valores numéricos en
representaciones graficas de incremento o decremento, para enviarlas al

subsistema de visualizacion.

Podemos recalcar que para la instalacion y funcionamiento de este modulo, no se

requiere de ninguna modificacién relevante en el sistema electrénico o mecanico.
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SUMMARY

The present work details the design, construction, tests and implementation of the

module of electronic administration of control and vehicular position.

The device is conceived basically as a system of visualization of variables of the
atmosphere (temperature and barometric pressure), of ergonomics in the

conduction (vectors of acceleration) and of situation (global position).

The hardware and firmware of the system, transforming the similar variables in
digital variables, with high resolution and minimum error; to transform the numeric
values into characters ASCII, the numeric values in graphic representations of

increment or decrement, to send them to the visualization subsystem.

We can emphasize that for the installation and operation of this module, it is not

required of any outstanding modification in the electronic or mechanic system.
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PRESENTACION

La visualizacién de parametros que generalmente no poseen los vehiculos de

serie, brindara al conductor mayor seguridad y ergonomia.

La fusion de la electrénica con la ingenieria automotriz, da lugar a innovadoras
aplicaciones con tecnologia de punta para su posterior insercion en los

vehiculos.

El proyecto de graduacion denominado sistema de gestidn electronica de control
y posicion vehicular, esta disefiado para mostrar valores de temperatura, presion

barométrica, aceleracion, inclinacion, longitud, latitud, velocidad, hora y fecha.

En el presente, se explica de forma detallada y didactica los requisitos del
sistema y la aproximacién del hardware. Para esto se tiene referencia en las
condiciones del ambiente de trabajo y las actividades para las que se lo concibio,

todo esto se halla expuesto en el capitulo 2.

El capitulo 3, presenta los criterios y procedimientos tomados en la

caracterizacién del modulo. Alli se menciona su desarrollo.
Posteriormente, en el capitulo 4 se detalla la implementacion y pruebas del

sistema electrénico. También se indican las pruebas realizadas en la

comprobacién de su funcionamiento y exactitud.

- XX -



Latacunga, Septiembre 2010

Realizado por:

ELIANA MORILLO TACO

RAMIRO CLAUDIO ESPINEL

ING.JUAN CASTRO C.
DIRECTOR DE CARRERA
INGENIERIA AUTOMOTRIZ

DR. EDUARDO VASQUEZ A.
DIRECTOR DE LA UNIDAD DE
ADMISION Y REGISTRO



CAPITULO |

I. DISENO Y CONSTRUCCION DE UN SISTEMA DE
GESTION ELECTRONICA DE CONTROL Y POSICION
VEHICULAR

1.1. ANTECEDENTES

La gestion automotriz ha evolucionado dinamicamente, reemplazando los
rudimentarios medidores analdgicos por instrumentos digitales y / o virtuales

gobernados por unidades de control.

Existen innumerables aplicaciones autotronicas que no sdélo controlan y
monitorean el desempefo de los motores, sino también determinan variables

concernientes a la navegacion del vehiculo.

Los sistemas de navegacion para automoviles han sido objeto de una extensa
experimentacidon a través de varias décadas. No obstante, los tableros de
instrumentos en vehiculos de fabricacion en serie, permiten Unicamente verificar
parametros basicos de funcionamiento. Sistemas de gestion con monitoreo
detallado que incluya también determinacion de variables del ambiente, se

encuentran sélo en vehiculos de lujo.

El éxito en la masificacién de sistemas de navegacion no sélo depende de la
adquisicién del dispositivo electronico, sino de la disponibilidad de mapas

cartograficos de ciudades, carreteras y vias.

En el Ecuador existen soluciones que tienen aplicacion funcional en referencia a
la determinacién de la posicion global de flotas de vehiculos, con costos de
adquisicion o implementacion altos. No existen asistentes para navegacion

vehicular en el mercado nacional.



1.2. JUSTIFICATIVO

En base a esta problematica es necesaria la implementacion de un sistema
automotriz con interfaz grafica, que permita determinar variables del ambiente
(temperatura y presion barométrica), variables de ergonomia en la conduccion

(vectores de aceleracion) y variables de situacién (posicion global).

Creemos imperiosa la elaboracién de una aplicacion que permita monitorear
graficamente parametros que normalmente no se verifican en los tableros de

serie, para asistir al usuario en la navegacion del vehiculo.

Proponemos el desarrollo de un sistema electrénico, que muestre una interfaz
sencilla y amigable con el operador, posea suficiente versatilidad para que, con
ligeras modificaciones de hardware y firmware, permita su empleo en cualquier
tipo de automotor. Del desarrollo de esta investigacion se obtendra un equipo con
indice beneficio — costo aceptable, vida util larga, mantenimiento maédico y

repuestos accesibles en nuestro medio.
El disefio y construccion de este sistema se basa en conocimientos, habilidades,
capacidades, destrezas y aptitudes, vinculadas a nuestra competencia

profesional. Para ello, aplicamos conocimientos adquiridos en el area de

autotronica.

1.3. OBJETIVOS

1.3.1. OBJETIVO GENERAL

e Disefar y construir un sistema de gestion electronica de control y posicion

vehicular



1.3.2. OBJETIVOS ESPECIFICOS

e Analizar las tecnologias implicadas en la determinacién del posicionamiento
global y de las variables ambientales, para sistemas controlados de concepcion

embebida.

¢ Identificar requerimientos que debe cumplir el sistema electrénico aplicable a la
solucion del problema, en base al medio de trabajo, desempefio solicitado y

especificaciones de potencia.

e Seleccionar los elementos electrénicos idoneos.

e Emplear el software CODEVISION AVR para la programacion de
microcontroladores AVR en lenguaje C, el simulador PROTEUS para la
depuracion de errores, y el editor grafico de capas EAGLE, para el disefio de

diagramas esquematicos y placas de circuito impreso.

e Instalar el médulo en el vehiculo marca SUZUKI, modelo SAMURAI SJ413,

para realizar pruebas en condiciones reales de trabajo.

¢ Realizar un manual de usuario que contenga el funcionamiento, requerimientos

y precauciones en la manipulacion del mecanismo.

1.4. METAS

Con la culminacion del presente proyecto esperamos conseguir lo siguiente:

¢ Implementar el médulo para varios tipos y marcas de vehiculos a fin de obtener

mayor seguridad y ergonomia, en el plazo de dos meses.

e Tomar el disefio como base para la realizacion de otros sistemas aplicados al

campo automotriz, en seis meses.



CAPITULO II

Il. REQUERIMIENTOS / REQUISITOS DEL DISPOSITIVO

2.1. DESCRIPCION GENERAL

La funcién principal del dispositivo es monitorear variables del ambiente, de
situacion, y de ergonomia en la conduccion, constituyéndose en un prototipo de

gestion electronica automotriz.
El sistema utiliza diversos elementos eléctricos y electronicos que le permiten:

e Sensar de manera precisa las variables implicadas en las condiciones
ambientales, de situacion geografica, y de ergonomia en la conduccion.

e Visualizar graficamente y en tiempo real el valor de los parametros adquiridos.

2.2. REQUISITOS DEL SISTEMA

Los requisitos que cumple el sistema se basan en las condiciones del ambiente

de trabajo, las especificaciones de potencia y las actividades que realiza.
2.2.1. REQUISITOS EN BASE AL AMBIENTE DE TRABAJO

El dispositivo debera presentar las siguientes caracteristicas:

e Inmunidad a la interferencia, asi, evitar la que puede ser generada por
elementos del motor y vehiculo.

¢ Indemnidad a la vibracion, en el caso de caminos irregulares.

e Capacidad de trabajo en altas temperaturas del ambiente, para eliminar averias
en el sistema.

¢ Impacto minimo de implementacion en el sistema eléctrico del vehiculo, para

incrementar su seguridad y facilitar su instalacion.



2.2.2. REQUISITOS EN BASE A ESPECIFICACIONES DE POTENCIA

El dispositivo debera presentar las siguientes caracteristicas:

Proteccion contra conexion invertida y sobrevoltajes, para impedir la averia del
modulo.

Consumo de corriente minimo, para evitar descarga del acumulador con su
funcionamiento durante periodos largos de tiempo.

Alta sensibilidad de recepcién de sefiales de radiofrecuencia enviadas por los

satélites de posicionamiento global, y asi obtener datos exactos.

2.2.3. REQUISITOS EN BASE AL DESEMPENO SOLICITADO

El dispositivo debera presentar las siguientes caracteristicas:

Accesibilidad a los elementos empleados y costo de adquisicion relativamente
bajo.

Margen de error pequefio en la lectura e interpretacion de sefales desde los
sensores.

Velocidad de adquisicion, procesamiento y ejecucion moderados.

Vida util larga con mantenimiento minimo.

Debera poseer todas éstas caracteristicas para convertirse en un dispositivo de

ultima tecnologia.

2.3. APROXIMACION EN BLOQUES

La concepcion basica del hardware, segun la figura 2.1 se fundamenta en bloques

agrupados en subsistemas de acuerdo a las funciones generales de sensado,

procesamiento y visualizacion.



gréafico

Figura 2.1: Diagrama de bloques del sistema de gestion electrénica de control y posicion

vehicular

2.3.1. SUBSISTEMA DE SENSADO

Las sefales continuas utiles en la gestion basica del sistema provienen de
sensores especializados. Su velocidad de muestreo no es critica, caracteristica
que exige del uso de procesadores de mediana prestacion, con conversores
analogo — digitales de velocidad de muestreo moderada.

La temperatura del habitaculo del vehiculo y la temperatura del exterior son
tomadas a través de sensores de temperatura de respuesta lineal. Su rango de
medicion no es critico ya que en nuestro medio, las temperaturas del ambiente

son moderadas.

El sensor de presidon barométrica puede dar lecturas comprendidas entre la
maxima presion barométrica medida a nivel del mar y la minima presion

muestreada en los terrenos altos accesibles mediante vehiculos.



La aceleracion e inclinacion del auto se toman desde el mismo sensor, un
acelerometro de tres ejes con respuesta analdgica. Este dispositivo esta colocado
en el centro de gravedad del vehiculo, caracteristica que aporta muestreos reales.
Se implementan filtros pasabajo pasivos que atenuan componentes altas de
frecuencia, adheridas a las sefiales continuas muestreadas. Todo esto en vista de
que la interferencia electromagnética y el ruido blanco estan presentes en la

mayoria de motores térmicos y en especial los encendidos por chispa.

Los datos de posicionamiento global se reciben de forma serial desde un médulo
GPS. El microcontrolador posee el puerto serial correspondiente con velocidad de
transmision ajustable, ademas de tener la capacidad de procesamiento suficiente,

para tomar las tramas necesarias en la gestion del sistema.

2.3.2. SUBSISTEMA DE PROCESAMIENTO

El microcontrolador, base fundamental del mecanismo, digitaliza toda la
informacion proveniente de los sensores. Posee el hardware y firmware

necesarios para realizar las siguientes funciones:

e Transformar las variables analogas en digitales, con alta resolucion y error
minimo.

e Convertir los valores numéricos en caracteres ASCII, para enviarlos al
subsistema de visualizacion.

e Convertir los valores numéricos en representaciones graficas de incremento o

decremento, para enviarlas al subsistema de visualizacion.

2.3.3. SUBSISTEMA DE VISUALIZACION

Este subsistema comprende al dispositivo que permite visualizar (en caracteres
alfanuméricos y de manera grafica), los valores de todas las variables que han
sido digitalizadas. Aqui, el usuario observa el resultado del proceso de monitoreo

digital.



Para ello, existe un moédulo GLCD. En éste se muestran los valores tomados

desde los sensores en tiempo real.



CAPITULO III

I11. DESARROLLO

3.1. CARACTERIZACION DEL HARDWARE

Puesto que la concepcion del dispositivo es de aplicacion universal, el vehiculo
escogido para su implementacion no influye en la caracterizacion del sistema. Por
lo tanto, luego de implementar el mddulo en éste vehiculo, es posible su

aplicacion en vehiculos con ligeros cambios en firmware y hardware.

A continuacion se realiza la determinacion de los componentes y su configuracion,
de manera que puedan apegarse a los requisitos del sistema y a las funciones

concebidas en el diagrama de bloques.
3.1.1. SUBSISTEMA DE SENSADO
3.1.1.1. Presion barométrica

Para la medicion de esta variable se tuvo a disposicion dos sensores diferentes.
El primero, el SCP1000, con rango de medicion entre 30kPa y 120kPa,
compensacion de linealidad y de temperatura, comunicacién 1°C y SPI, entre
otras. La segunda opcion, el sensor MPX4115, con maximo error de 1.5%,

respuesta analdgica lineal, rango de medicidon entre 15kPa y 115kPa.

Al final se escogio el sensor MPX4115 de FREESCALE', las razones mas
importantes se basan en que el cdédigo para el microcontrolador es menos
extenso y mas simple, ya que no se necesitaria entablar comunicacion serial;

ademas de que su costo es la mitad del otro.

' FREESCALE: Fabricante estadounidense de sensores de aceleracion, presion y proximidad de alta calidad y 100%
compatibles con microcontroladores.



La tensién de salida del sensor (0,13 — 4,725 voltios) es proporcional a la presion
atmosférica absoluta y es sumamente sensible para detectar variaciones del
orden de décimas de milibar, caracteristicas que lo que lo hacen idéneo para su

empleo como barémetro.

Su consumo de corriente tipico es de unos 7mA, factor que no cargaria en
demasia a los reguladores de voltaje. La figura 3.1 muestra su disposicién en el

sistema.

=

RE = IC8

L e R ] vou
21 Gnd L
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C14 5 o
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GND

Figura 3.1: Circuito del sensor MPX4115

El tratamiento de la sefal proporcionada por el sensor, no requiere de mayor
cuidado, mas que de la implementacion de un filtro pasabajo formado por un polo
RC. Ademas, C13, un capacitor de desacople, asegura la no insercion de voltajes
inducidos hacia el suplemento de voltaje del sensor. La ecuacién 3.1 indica el

calculo de la frecuencia de corte del filtro mencionado.

1 Ecuacion 3.1: Frecuencia de corte de

e 2 Re-Cyy filtro pasabajo RC

= 1 =1591Hz

f
o 27 AKQ-10F
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3.1.1.2. Temperatura del habitaculo

Para las mediciones tanto de temperatura en el habitaculo, como de temperatura

en el exterior, el sensor LM35 de NATIONAL? fue seleccionado. Sus

caracteristicas relevantes para la concepcion del proyecto son:

e Precisién calibrada de 1°C y rango de medicién que abarca desde -55° a
+150°C.

¢ Presentacién en diferentes encapsulados, siendo el mas comun el to0-92.

¢ Respuesta lineal equivalente a 10mV/°C.

e Baja impedancia de salida.

e Bajo costo.

e Rango de alimentacion comprendido entre 4 y 30 voltios.

¢ Baja corriente de alimentacién (60uA).

Como se puede observar en la figura 3.2, el LM35 tiene una conexion sumamente
sencilla, salvo el capacitor de desacople C12, que evita la insercion de corrientes
parasitas. El circuito formado por R7 y C18, suaviza el voltaje de respuesta, para

evitar fluctuaciones significantes.

LM3sD

Figura 3.2: Circuito de medicién de temperatura del habitaculo

2 NATIONAL: Compaiiia lider en la creacion de sistemas electrénicos que consumen menos energia y pueden generar
menos calor.
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3.1.1.3. Temperatura del ambiente

Como se acoto en el item anterior, el sensor LM35 es el elemento indispensable
para la medicion de temperaturas en el sistema. En particular, la determinacion de
la temperatura exterior, se realiza colocando el sensor remotamente en la parte
externa del vehiculo, adherido a la carroceria. Su conexion con el mddulo
electronico se hace a través de conectores DB9 y cable blindado, caracteristica
que disminuye en alto grado, la inclusion de voltajes parasitos generados por

diversos elementos del vehiculo. La figura 3.3 muestra lo detallado.

3 LM3asD
Llr|:l 2 '\._n'L."'C
<CTAD » VouT ) 1
sho |2 o1

T % 0.1uF

= =] od| ) = | J

E -—

{4 =] o ICE
|10

Al sensor de
GND  tamperatura

CON3-2

Figura 3.3: Circuito de medicién de temperatura del ambiente

Cabe destacar que el circuito pertinente es exactamente igual al del medidor de

temperatura del habitaculo y por lo tanto se aplica el mismo criterio de disefio.
3.1.1.4. Aceleracién e inclinacion
Para obtener los valores de inclinacién y movimiento del vehiculo, se utilizé el

sensor MMA7260QT de FREESCALE, ya que es de Uultima tecnologia y

proporciona valores de aceleracion para tres ejes X, Yy Z.
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Las siguientes son algunas de las caracteristicas importantes del sensor:

Tabla lll.1: Caracteristicas del sensor MMA7260

CARACTERISTICAS DEL SENSOR MMA7260
Voltaje nominal de operacion 3.3V
Consumo de corriente 500pA / 3pA en modo SLEEP
Peso 25g/0.90z
Sensibilidad configurable 1.5g, 29, 4g y 69
Resistencia a altos impactos +-5000g

Se usa al sensor para mediciones estaticas y dinamicas de bajas aceleraciones.
El tope de escala escogido es de 1.5g, con una respuesta analdgica del sensor de

800mV por cada gravedad, dotando al sistema de alta sensibilidad y resolucién.

La aceleracion de la gravedad es un estimulo estatico y constante que afecta a
los ejes de medicion segun su angulo de inclinacion. Asi, la gravedad incidira
proporcionalmente sobre cada eje hasta llegar al tope de 1g cuando cada uno se
haya desplazado 90°. Este es el principio para la medicién de inclinaciéon del
vehiculo: conocer la desviacion con respecto a la tensibn de OFFSET,

despreciando las variaciones por aceleraciones dinamicas.

Como se observa en la figura 3.4 el acelerémetro remoto IC9 se conecta al
modulo principal a través de un cable blindado de nueve conductores y
conectores DB9 (CON2-1 y CON2-2). Tanto C16 como C17 se comportan como
cortocircuitos ante los cambios bruscos de voltaje (transientes). También evitan
que los picos de ruido, se desplacen hacia el conversor analogo — digital del

microcontrolador.

Los polos R4 — C7, R5 — C8 y R6 — C9 son filtros pasabajos cuya frecuencia de

corte calculada segun la ecuacion 3.1 es de 15.91Hz.
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Figura 3.4: Conexion del sensor de aceleracion MMA7260QT

3.1.1.5. Posicion global

El GPS, es un dispositivo que recibe sefales de radio, proporcionando
informacion de navegacion (aérea, automovilistica, nautica, etc.), mapas
(gasolineras, atracciones turisticas, restaurantes, etc.) y posicionamiento
(identificacidon de la posicion de un bote, de un auto, de un excursionista, etc.),
mediante 24 satélites que se encuentran estratégicamente situados en el espacio.

De de estos 24, al menos 4 siempre seran visibles para cualquier receptor GPS.
Para el proyecto se escogio el GPS GS405 del fabricante SIRF debido a que es
de aplicacion automotriz y tiene una antena incluida de alta sensibilidad,

caracteristica que le permite montarse en aplicaciones portatiles.

A continuacion se presenta una tabla con las especificaciones mas importantes de

este modulo:
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Tabla lll.2: Caracteristicas del médulo GPS GS405

CARACTERISTICAS DEL MODULO GPS GS405

Frecuencia de operacioén

1575.42MHz + 2MHz

Voltaje de alimentacion

3.3Vdc (tipico)

Consumo de corriente

75 mA (tipico)

Ancho de haz

> 120 ° (tipico

Temperatura de operacién -40A+85°C
Dimensiones 10 mm x 17 mm
Velocidad de transmision nominal 4800bps

Protocolo de mensajes

NMEA-0183 ASCII (NATIONAL MARINE
ELECTRONICS ASSOCIATION)

Frecuencia de salida

1Hz

Precision

10m posicion, 0.1m/s velocidad, 1us tiempo

Tiempo de adquisicion de la primera lectura

arreglada

Alrededor de 42 segundos

Canales

20

Tal como se observa en la figura 3.5, el médulo GPS mantiene una conexion

simple con el microcontrolador a través del puerto UART.
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anp K3 10K | PB4OCOS  PA4ADCY |5
S| PBSMOSI  PASIADCS |5y
2 ——| Pesmiso  pasiDcs 5
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+ o R3
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ATMEGAB44

Figura 3.5: Conexion del GPS GS405

Las resistencias R10, R11 y R12, forman un divisor de voltaje de 2/3, calculado

segun el modelo 3.2. Su propdsito es adecuar la sefal l6gica de alrededor de 5V
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proveniente del pin TX del microcontrolador, en una sefial de 3.4V apta para el pin
RX del médulo GPS.

Sy
R:|.0 + Rll —
0 + Rll /+ R12

Ecuacion 3.2: Divisor de voltaje

erGPS :VtxMICRO Q
1

0+10 KQ
€«0+10 J10KQ

V, gps =5.12V =34V

3.1.2. SUBSISTEMA DE PROCESAMIENTO

La base del sistema es el microcontrolador ATMEGA644 de ATMEL. Entre las
razones para su seleccion estan su alta inmunidad a la interferencia eléctrica y su
gran memoria de programa (64Kbytes). Estas caracteristicas son importantes
para su aplicacion automotriz y su uso en el desarrollo de una interfaz grafica con

GLCD, respectivamente.

Las siguientes son varias caracteristicas adicionales, convenientes en la

concepcion del sistema:

e Memoria FLASH de 64Kbytes.

e Memoria RAM de 4Kbytes.

e Tres modulos temporizadores (TIMERO a TIMER?2).

e Moddulo UART (Transmisor receptor asincronico universal), con registros de
trabajo independientes para transmision y recepcion.

e Conversor analogo — digital de hasta 8 canales con resolucion de 10bits y
tiempo de adquisicién programable.

e Oscilador interno RC calibrado de 8Mhz con un THROUGHPUT de 8MIPS,

e Multiplicacién en hardware en un ciclo de instruccion.

¢ Niveles de prioridad para las interrupciones.

e Arquitectura optimizada para compilacion en lenguaje C, con set extendido de

instrucciones.
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¢ Rango de voltaje de operacién entre 2.7V y 5.5V.

e Capacidad de retencion de datos de 100 afios a 25°C.
Una de las ventajas mas importantes del microcontrolador ATMEGA644 con
respecto a PIC, es su capacidad de procesamiento mas rapida, que nos permitira

realizar proyectos de alta rigurosidad y nivel académico.

En la Figura 3.6, se muestra el diagrama de bloques del ATmega644.
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Figura 3.6: Diagrama de bloques del ATMEGA644
El ATMEGAG644 se encarga del procesamiento de la informacion, al adquirir todos

los datos de las variables externas, manipularlos y entregarlos de forma adecuada

para su visualizacion.

A continuacion en la Figura 3.7, se observa el PINOUT del ATMEGA644.
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PDIP
Ny
(PCINT8/XCKO/TO) PBO [ 1 40 [J PAO (ADCO/PCINTO)
(PCINTS®/CLKO/T1) PB1 ] 2 39 1 PA1 (ADC1/PCINT1)
(PCINT10/INTZ/AINO) PB2 ] 3 38 [ PAZ (ADC2/PCINT2)
(PCINT11/OCOA/AINT) PB3 ] 4 37 O PA3 (ADC3/PCINT3)
(PCINT12/0C0B/SS) PB4 ] 5 36 [0 PA4 (ADC4/PCINT4)
(PCINT13/MOSI) PBS ] 6 35 [ PA5 (ADC5/PCINTS5)
(PCINT14/MISO) PB6 [ 7 34 [0 PA6 (ADCB/PCINTG)
(PCINT15/5CK) PB7 ] 8 33 [0 PA7 (ADCT7/PCINTT)
RESET O 9 32 O AREF
vCCc O 10 31 [ GND
GND O 11 30 O AVCC
XTAL2 ] 12 29 1 PC7 (TOSC2/PCINT23)
XTAL1 O] 13 28 [ PC6 (TOSC1/PCINT22)
(PCINT24/RXD0) PDO O] 14 27 O PC5 (TDUPCINT21)
(PCINT25/TXD0) PD1 O] 15 26 O PC4 (TDO/PCINT20)
(PCINT26/RXD1/INTO) PD2 ] 16 25 O PC3 (TMS/IPCINT19)
(PCINT27/TXD1/INT1) PD3 4 17 24 [ PC2 (TCK/PCINT18)
(PCINT28/XCK1/OC1B) PD4 ] 18 23 [ PC1 (SDA/PCINT17)
(PCINT29/0C1A) PD5 ] 19 22 1 PCO (SCL/PCINT16)
(PCINT30/0C2B/ICP) PD6 ] 20 21 3 PD7 (OC2A/PCINT31)

Figura 3.7: PINOUT del ATMEGA644
3.1.2.1. Conexion del microcontrolador de procesamiento
La Tabla Ill.3 resume el destino de conexion de cada uno de los pines del
microcontrolador. Define ademas si son entradas o salidas, y en el caso de ser

entradas, si éstas son analogas o digitales.

Algunas caracteristicas especiales de configuracion del hardware del

microcontrolador son:
e La referencia del conversor analogo — digital es el mismo voltaje de

alimentacion (5.115V).

e El oscilador del microcontrolador es interno de 8Mhz.
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Tabla lll.3: Configuracién de puertos del microcontrolador de procesamiento

CONFIGURACION DE PUERTOS MICROCONTROLADOR ATMEGA644
NOMBRE PIN | E/S |A/ID FUNCION / OBSERVACION
PAO/ADCO | 40 | E | A EJE X ACELEROMETRO
PA1/ADC1 |39 | E | A EJE Y ACELEROMETRO
«<| PA2/ADC2 |38 | E | A EJE Z ACELEROMETRO
E | PA3/ADC3 |37 | - | - - ,
O| PA4/ADC4 |36 | E | A TEMPERATURA DEL HABITACULO
& " PAS/ADC5 | 35| E | A TEMPERATURA DEL EXTERIOR
PAG/ADC6 | 34 | E | A PRESION BAROMETRICA
PA7/ADC7 | 33 | - | - -
PBO/TO 1 |E/S| D DB0 GLCD
PB1/T1 2 |E/S| D DB1 GLCD
o | PB2/INT2 3 |E/S| D DB2 GLCD
E | PB3/OCOA | 4 [E/S| D DB3 GLCD
O| PB4/OCOB | 5 |E/S| D DB4 GLCD
& " PB5/MOSI 6 |E/S| D DB5 GLCD
PB6/MISO | 7 | E/S| D DB6 GLCD
PB7/SCK 8 |E/S| D DB7 GLCD
PCO/SCL | 22 | - | - R
PC1/SDA | 23 | - | - R
ol _PC2TCK |24 | - [ - R
E[ PC3TMS [ 25| S | D CE GLCD
O| PC4TDO |26 | S | D WR GLCD
& " pcC5/TDI 27| S | D RD GLCD
PC6/TOSC1 | 28 | S | D C/D GLCD
PC7/TOSC2 |29 | S | D RST GLCD
PDO/RXDO | 14 | E | D TX GPS
PD1/TXDO | 15| S | D RX GPS
A | _PD2/RXD1 [ 16 [ - | - -
E | PD3/TXDT |17 | - | - -
O| PD4/OC1B | 18 | - | - ;
& TPD5/OC1A | 19 | - | - -
PD6/OC2B | 20 | - | - -
PD7/0OC2A | 21 | - | - -

3.1.3. SUBSISTEMA DE VISUALIZACION

Se maneja un visualizador grafico que permite al usuario observar en tiempo real,

grafica y numéricamente el valor de las variables medidas.
Este visualizador es una GLCD de 240x128 pixeles, gobernada por el procesador

TOSHIBA T6963C. Algunas de las caracteristicas especificas del mddulo
empleado, el JHD240128D, son:
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¢ Modo de pantalla STN.

e Tipo de pantalla TRANSFLECTIVA positiva.
e Tipo de médulo COP (CHIP ON BOARD).

e Luz de retroiluminacion (BACKLIGHT) verde.

e Alimentacion unica de 5V.

Las razones para preferirla sobre otras LCD’s son:

e Costo de adquisicion moderado.
e Gran area de visualizacion, util para poder mostrar digital y graficamente el
valor de todas las variables medidas.

¢ Alta velocidad de respuesta.
Tal como se observa en la figura 3.8, las patitas PC<3:7> del ATMEGAG644,

configuradas como salidas, manejan los pines de control; el bus de datos esta

implementado en las salidas PB<0:7>.
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Figura 3.8: Diagrama de conexién entre el médulo GLCD y el microcontrolador

Los LED’s de retroiluminacién de la pantalla GLCD, son alimentados desde el
suministro de corriente del vehiculo y a través de la resistencia limitadora de
corriente R9. Esto se hace debido a que el consumo relativamente alto de los

LED’s, provocaria sobrecalentamiento en los reguladores lineales de voltaje.
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El ajuste de contraste se realiza al regular el voltaje que polariza al pin VO,
mediante el potenciometro VR2. Es importante resaltar que el voltaje negativo
necesario para el contraste, es generado por el propio médulo GLCD a través del
pin VEE.

3.1.4. ALIMENTACION DEL SISTEMA

La tensidén de alimentacion se obtiene de la bateria del automovil, se filtra y se
aplica regulada al resto del circuito. La fuente convierte el voltaje de casi 14V de
entrada en dos tensiones constantes de 5.115V y 3.3V. El primer voltaje alimenta
a todos los elementos del circuito, a excepcion del médulo GPS y el acelerometro

qgue son alimentados por el segundo voltaje.

En la figura 3.9 la fuente de alimentacion consta de un rectificador (D3, D1), una
proteccion por sobretension (R1, D2), filtros de desacople (C1, C2, C3, C4), dos
reguladores lineales fijos de 9V (IC1, IC3), un regulador variable ajustado a
5.115V (IC2) y un regulador fijo de 3.3V (IC4).

1. Bateria (+12V)
2. Chasis (Tierra)
Fi
—Ee—=——{) CON1-1
R1_  ins399 @
1 L= L1 Yy CON1-2
L =] =] L
ar7Ew DI D3
1N5399 GND 3z
e
' M oUT M ouT
GHD ADJ e
-
: = - IC1 Ic2
% | 8 5 LM7809 LM$1?T§ +|C3
3Ry L
-2 = =
TL:-“-E Us

- DuFM5sV
; xr
z [+ €
Lar]

GND =
)
+
I U I OUT
GHD ADJ
iC3 G4 £l G4

LM7E09 LMANMTT -|-1II]uF-'15"-r

GHND

Figura 3.9: Circuito de alimentacién del médulo electrénico
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El rectificador recorta picos negativos de ruido y protege el circuito cuando por
error, se invierte la polaridad de la bateria. Si esto sucede, el fusible F1 se
destruye y el médulo se bloquea. De alli que la corriente nominal del fusible es la

misma que del diodo D3.

La resistencia R1 y el zener D2, resguardan el circuito de sobrevoltajes
instantaneos. Estos pueden escaparse desde el alternador cuando se quita

contacto del motor.

La regulacion de voltaje se hace en etapas: primero se regulaa 9V yluegoa 3.3y
5.12V simultaneamente. De esta manera, la caida de voltaje de 10.7V y 8.88V
respectivamente (considerando un voltaje de entrada de 14V), se disipa en

algunos integrados. Asi, los reguladores de voltaje se calientan menos.

La ecuacion 3.3, extraida y adaptada desde la hoja de datos del LM317T, indica el

voltaje de salida obtenido en IC2 con la configuracién de resistencias R2 y VR1.

Vegion = R, +VR, -(1.25V) Ecuacion 3.3: Voltaje de salida en
2 regulador variable LM317
22000 +681.120
Vregulacién = 220(2 : (125\/) = 512\/

La corriente que pueden suministrar los reguladores segun las hojas de datos, es
de maximo 1A. Este valor es suficiente para satisfacer las necesidades de

potencia del circuito.

3.2. DIAGRAMA ESQUEMATICO GENERAL

El diagrama esquematico general de la figura 3.10 agrupa todos los circuitos
estudiados, mas ciertos componentes de igual importancia como son los
condensadores de desacople. Asi se evita que corrientes parasitas afecten a
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microcontroladores, modulos de visualizacién y de radiofrecuencia; ademas se

incluyen conectores necesarios en su implementacion fisica.

Figura 3.10: Diagrama esquemaético general
-24 -
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3.3. DESCRIPCION GENERAL DEL FIRMWARE

3.3.1. CRITERIOS DE SELECCION DEL LENGUAJE DE PROGRAMACION

La tendencia actual, en lo que respecta a la programacion de microcontroladores
de cualquier marca vy tipo, es el uso de compiladores en lenguaje C para el

desarrollo de aplicaciones.

C es un lenguaje de nivel intermedio que incorpora, elementos propios del
ensamblador, puede acceder a los registros del sistema y trabajar con direcciones
de memoria, con la particularidad de que permite realizar las operaciones mucho
mas legibles, utilizar estructuras de datos y otras caracteristicas propias de los

lenguajes de alto nivel.

Este lenguaje permite un manejo abstracto independiente del hardware, a
diferencia del ensamblador, pero sin perder mucho del poder y eficiencia que
tienen los lenguajes de bajo nivel. Asi, es aplicable para desarrollos que necesiten

alto grado de optimizacion.

Segun los expertos, posiblemente el lenguaje C no permita desarrollar un
programa de forma rapida o segura, pero el hecho real es que si algo no se puede
hacer con C, posiblemente no se pueda crear con ningun otro lenguaje de
programacion.

Algunas de las caracteristicas mas importantes que definen al lenguaje son:

e Tamano pequenio.

¢ Uso extensivo de llamadas a funciones.

e Comandos breves (poco tecleo).

e Lenguaje estructurado.

e Programacion de bajo nivel (nivel bit).

e Implementacion de apuntadores - uso extensivo de apuntadores para la

memoria, arreglos, estructuras y funciones.
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Las diversas razones por la cual se ha convertido en un lenguaje de uso

profesional son:

e El uso de constructores de alto nivel.

e El poder manejar actividades de bajo-nivel.

e El generar programas eficientes.

e La posibilidad de poder ser compilado en una variedad de microcontroladores,

con pocos cambios (portabilidad).

Un punto en contra es que tiene una deteccion pobre de errores, lo cual en

ocasiones es problematico para los principiantes.

3.3.2. CARACTERISTICAS GENERALES DEL COMPILADOR CODEVISION
AVR

El compilador es la aplicacion encargada de traducir un lenguaje de alto nivel al
cédigo de maquina para una determinada arquitectura, depositandolo en un

fichero binario, que un microcontrolador sera capaz de ejecutar.

El compilador CODEVISION AVR se basa en proyectos en lenguaje C, e incluye
un generador de codigo automatico llamado CODEWIZARD AVR que genera todo
el cédigo necesario para la inicializacion de los periféricos internos de los
microcontroladores AVR, asi como de algunos periféricos externos (usando
librerias que también incluye). Dichas librerias dan soporte a un gran numero de
aparatos frecuentemente usados como son pantallas LCD, relojes de tiempo real

RTC, sensores de temperatura, UART, entre otros.
CODEVISION dispone también de un programa terminal que puede enviar y

recibir archivos y también visualizar los datos recibidos o enviarlos en

hexadecimal o ASCII.
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3.3.3. FIRMWARE DEL MICROCONTROLADOR DE PROCESAMIENTO
3.3.3.1. Programa principal

Como se observa en la figura 3.11, el programa empieza con la inicializacién de
pines, configuracion de modulos internos y activacion de interrupciones. Luego

permanece en un bucle infinito, esperando a que se realice una interrupcion por
desbordamiento del TIMERO y le indique que variable muestrear a través de un

registro bandera.

Configuracion de
puertos F;trada / Lectura y visualizacion ¢ Es tiempo de leer
salda de lavariable enla «]si temperatura del
Configuracién del conversor GLCD ambiente?
analogo / digital: reloj de 1Mhz, pin
de referencia AREF, auto disparo
v
Retardo para estabilizacion del
voltaje de alimentacion Lectura y visualizacién ) >
v de la variable en la  4tsi ¢ Es tiempo de leer presion
Strica?
Inicializacion de la GLCD GLCD barometrica
Visualizacion del
mensaje de bienvenida
Visualizacion de la Lectura y visualizaciéon  Es i del
pantalla de mascara delavariableenla |€]si 2 cheelr:rg?:iéﬁ’?eer
v GLCD '
Configuracion de
interrupcion por
desbordamiento del
Timer0 cada 25ms
A 4 : -
Inicializacion del médulo UART: Lectura y visualizacion ] +Es tiempo de leer
4800bps,8 bits de datos, 1bit de delavariable enla «-si inclinacion?
parada, no paridad, recepcién por GLCD
interrupcion, transmisor encendido
¢ Es tiempo de leer Lectura y \/_lsuallzamon ¢ Es tiempo de mostrar datos
o de la variable en la
temperatura del habitaculo? GLCD del GPS?
Lectura y visualizacion
no 7'y de las variables en la
GLCD

Figura 3.11: Diagrama de flujo del programa principal del microcontrolador
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Las variables muestreadas por el programa son:

e Temperatura del habitaculo del vehiculo.
e Temperatura del ambiente exterior.

e Presién barométrica.

e Aceleracion del vehiculo.

¢ Inclinacion.

¢ Datos de posicionamiento global (GPS).

3.3.3.2. Subrutinas especiales

A continuacion se detallan los procedimientos realizados en la digitalizacion de las

variables.

3.3.3.2.1. Medicion de temperatura del habitaculo

Una caracteristica importante del hardware es que la alimentacion y la referencia
de voltaje para el conversor analogo — digital, se hacen con 5.115V. Por tanto, el
valor resultante de la conversion con la que se adquiere el voltaje, se multiplica

por 5.115V y se divide entre 1023 (resolucién del conversor).

Este valor estratégico de voltaje hace que el cociente de la division (5.115V/1023)
sea exacto, resultando en menores imprecisiones por aproximacion en los

calculos.

El valor se multiplica también por 100 debido a que el sensor de temperatura
LM35 tiene una respuesta lineal de 10mV por grado centigrado. Asi, al simplificar
el factor de conversion (1°C/10mV), se obtiene la relacién 100°C/ V.

V= ils*ValorcAD *100

102 temperatura desde el sensor LM35

Ecuacién 3.4: Digitalizacion de la
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El proceso que realiza el sistema para la digitalizacion y visualizacion de esta

variable se puede observar en la figura 3.12.

LECTURA DE
TEMPERATURA DEL
HABITACULO
v

Inicializacion de
variables

v

Lectura del canal 4 del
conversor a/d

v

Aplicacién de la funcion de
transferencia
Temperatura=100(Vin)

v

Visualizacion digital de la temperatua
enla GLCD

v

Visualizacion grafica (barra) de la
temperatura en la GLCD

FIN

Figura 3.12: Diagrama de flujo de la subrutina de

adquisicion y visualizacién de la temperatura del habitaculo

A pesar de que el sensor de temperatura usado puede medir entre -55°C y
+150°C, el rango de medicion del sistema esta entre 0°C y 50°C para la
visualizacion grafica, y entre 0°C y +150°C para la visualizacion digital. Esto
debido a que en muy pocos casos se encontrara en el Ecuador carreteras con

temperaturas bajo cero.

3.3.3.2.2. Medicion de temperatura del exterior

La subrutina es exactamente igual a la anterior ya que toma datos del mismo tipo
de sensor, ubicado remotamente en la parte externa del vehiculo. Asi, el criterio
es el mismo a diferencia de que se adquiere la senal desde el canal 5 del
conversor analogo — digital. El diagrama de bloques de la figura 3.13 muestra lo

descrito.
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LECTURA DE
TEMPERATURA DEL
EXTERIOR
v
Inicializacién de
variables

v

Lectura del canal 5 del
conversor a/d

v

Aplicacion de la funcién de
transferencia
Temperatura=100(Vin)

\ 4
Visualizacion digital de la temperatura
enla GLCD

v

Visualizacioén grafica de la
temperatura en la GLCD

FIN

Figura 3.13: Diagrama de flujo de la subrutina de

adquisicion y visualizacién de la temperatura exterior

El rango de temperaturas que puede medir el sistema, es el mismo que para la

medicion de la temperatura interior (0°C a 150°C).

3.3.3.2.3. Medicion de presion barométrica

El procedimiento de multiplicacion del valor obtenido desde el conversor analogo
— digital por la resolucion del conversor y por el inverso del divisor de voltaje,
también se realiza aqui. El valor que se obtiene esta en voltios y para
transformarlo a presiéon barométrica, se utiliza la funcién de transferencia que
caracteriza al sensor MPX4115. Esta ecuacién es tomada de la hoja de datos del

dispositivo y adaptada para las condiciones del hardware del sistema.

P =21.7226*V,, +10.5556 Ecuacion  3.5: Funcion  de

transferencia del sensor MPX4115
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En la ecuaciéon 3.5, P representa a la presion barométrica en miles de Pascales
(KPa) y V| al voltaje (V) medido en el canal 6 del conversor analogo — digital del

microcontrolador.

La siguiente figura indica el flujo de la subrutina mencionada.

LECTURA DE PRESION
BAROMETRICA
v
Inicializacion de
variables

v

Lectura del canal 6 del
conversor a/d

v

Aplicacion de la funcion de
transferencia
P=21.7226Vin+10.5556

v

Visualizacion digital dede la presion
barométrica en la GLCD

v

Visualizacién grafica (barra) de la
presion barométrica en la GLCD

FIN

Figura 3.14: Diagrama de flujo de la subrutina de

adquisicion y visualizacion de la presién barométrica

Los topes de escala de la medicion se encuentran entre 15kPa y 115kPa, el

mismo rango que puede medir el sensor.

3.3.3.2.4. Medicion de aceleracion del vehiculo

Esta medicion es fruto de la respuesta analdgica del acelerémetro MMA7260QT.
Luego de transformar el valor resultante del conversor analogo — digital a valores
de voltaje, igual que en los procesos anteriores, se utiliza la funcion de
transferencia establecida por las caracteristicas del sensor dadas en su hoja de

datos.
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El proceso de determinacion del modelo matematico es simple. Unicamente se
tiene en cuenta que para el tope de escala de +1.5g, el sensor responde
incrementando o decrementando 0.8V por cada gravedad medida. Cabe resaltar
que el voltaje correspondiente a Og tiene un OFFSET equivalente al voltaje de
alimentacion del sensor, dividido en dos (3.3V/2=1.65V). La siguiente es la funcién

de transferencia:

Ecuacion 3.6: Funcion de
G =(5/4)(V,, —1.69) transferencia del sensor
MMA7260QT calibrado para +1.5g

El anterior modelo se aplica a las mediciones de aceleracion del eje x (coincidente
con el eje longitudinal) y del eje y (coincidente con el eje transversal), en el
automdévil. La convencién utilizada establece que las gravedades de aceleracion
(incremento de velocidad en el vehiculo) son positivas y las gravedades de
deceleracion (frenado o decremento de velocidad) son negativas, a lo largo del
eje x. Por otro lado, las gravedades con direccidén a la derecha son positivas, y a

la izquierda son negativas, en el eje y.

En la figura 3.15 se muestra la subrutina correspondiente a esta medicion.

-32-



LECTURA DE
ACELERACIONES

Inicializacion de variables

v

Lectura del canal 0 del
conversor A/D

v

Aplicacion de la funcién de
transferencia
Gravedad=(5/4)(Vin-1.65)

v

Visualizacion digital de la
aceleracioén en el eje x

v

Lectura del canal 1 del
conversor A/D

v

Aplicacion de la funcién de
transferencia
Gravedad=(5/4)(Vin-1.65)

v

Visualizacion digital de la
aceleracién en el eje y

v

Visualizacion gréfica del
vector de aceleracion en la
GLCD (punto desplazable

bidimensionalmente)

FIN

Figura 3.15: Diagrama de flujo de la subrutina de

adquisicion y visualizacién de la aceleracion del vehiculo

La visualizacion grafica de la medicion con rango de -1.5g hasta +1.5g para los
dos ejes, se realiza al representar el vector resultante de las componentes de

aceleracion en el eje xy eje y.
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3.3.3.2.5. Medicion de inclinacion del vehiculo

Este parametro se mide a partir de las mismas sefiales de aceleraciones en el eje
X y eje y proporcionadas por el sensor MMA7260QT, pero interpretadas y
visualizadas de una forma distinta.La interrupcion de esta medicion se observara

en la figura 3.16.

Como se detalld en lineas previas, la aceleracion de la gravedad estimula
estaticamente a los ejes de medicion del sensor, de manera proporcional a su
angulo de posicion respecto a la horizontal. Tal es el caso que estaticamente,
para un determinado eje en posicion horizontal, el valor que dara el sensor sera el
de OFFSET (voltaje de alimentacion dividido entre dos) equivalente a 0g. Por otro
lado, si se gira al sensor hasta colocar al mismo eje en 90° respecto a la
horizontal, la influencia de la gravedad terrestre hara que la respuesta del sensor
sea de +1g o -1g, es decir el voltaje de OFFSET sumado o restado 0.8V, segun la
direccion en que se giro el dispositivo. De la anterior deduccion y teniendo los
factores de conversiéon (90°=1g) y (1g=0.8V), se concluye con la siguiente funcion

de transferencia:

Ecuacion 3.7: Funcion de
transferencia del sensor
MMA7260QT para medicion de

angulo de inclinacién

Angulo=1125(V,, —1.65)
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LECTURA DE
INCLINACION

Inicializacién de variables

v

Lectura del canal 0 del
conversor A/D

v

Aplicacioén de la funcién de
transferencia
Inclinacion=(225/2)(Vin-1.65)

v

Visualizaclon digital de los
grados de inclinacion de
cabeceo en la GLCD

v

Visualizacion grafica de los
grados de inclinacion de
cabeceo en la GLCD (linea
de inclinacién variable)

v

Lectura del canal 1 del
conversor A/D

v

Aplicacioén de la funcion de
transferencia
Inclinacion=(225/2)(Vin-1.65)

v

Visualizacién digital de los
grados de inclinacion de
bamboleo en la GLCD

v

Visualizacion grafica de los
grados de inclinacion de
bamboleo en la GLCD (linea
de inclinacién variable)

FIN

Figura 3.16: Diagrama de flujo de la subrutina
de adquisicidn y visualizacion de las inclinaciones

de bamboleo y cabeceo del vehiculo

Las convenciones para estas mediciones limitan un rango de medicion
comprendido entre -45° y +45° para cabeceo, siendo positivo el giro hacia

adelante y negativo el giro hacia atras. Para bamboleo, se tiene un rango similar
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de -45° para la maxima inclinacién hacia la izquierda y +45° para la maxima

inclinacion hacia la derecha.

3.3.3.2.6. Visualizacion de datos desde el GPS

Antes de indicar qué hace el algoritmo para visualizacion de datos del GPS, es

necesario poner énfasis en explicar como funciona el médulo GS405.

Este dispositivo se encarga de realizar el procesamiento de toda la informacién
proveniente de la triangulacion y comunicacion con los satélites del sistema
GNSS (sistema global de navegacion por satélite). Una vez hecho esto, envia los

datos a traveés del puerto UART a una velocidad nominal de 4800bps.

El protocolo de los mensajes enviados es el NMEA-0183, establecido segun su
acréonimo por la organizacion americana NATIONAL MARINE ELECTRONICS
ASSOCIATION. Asi, el receptor GPS envia por el puerto serial los siguientes tipos

de mensajes:

GGA, datos arreglados del sistema de posicionamiento global.

GSA, medicién de la precision de lecturas y numero de satélites activos GNSS.
GSV, satélites GNSS a la vista.

RMC, datos minimos recomendados del sistema GNSS.

Una vez detallado lo anterior, se puede explicar el tipo de trama que se ha

escogido interpretar.

Dada la concepcion del sistema, disefado como prototipo de navegacion
automotriz, se ha decidido indicar solo datos relevantes dentro de la informacién
GPS. Por lo tanto, el tipo de mensaje que el microcontrolador acepta es el RMC.
De esta manera, el programa se encarga de la visualizacion de longitud, latitud,
velocidad respecto a la tierra, hora y fecha UTC (universales coordinadas

ajustadas a los relojes atomicos).
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Es importante resaltar que las tramas NMEA-0183 son recibidas por el
microcontrolador y almacenadas en un bufer de datos. Esto se hace en segundo
plano, es decir, mediante interrupciones ante la llegada de cada byte. Luego de
que la trama RMC ha llegado completa, la rutina de interrupcién autoriza a la
rutina de visualizacién la impresion en la GLCD de la cadena almacenada
previamente en el bufer de recepcion. El diagrama de flujo de la figura 3.17 detalla

lo indicado.

VISUALIZACION
DE DATOS GPS

‘ Inicializacion de variables ‘

¢ Autorizada
visualizacién de datos
GPS?

Visualizacion digital de
longitud

v

Visualizacién digital de
latitud

+ no
Visualizacién digital de
hora UTC

v

Visualizacion digital de
fecha UTC

v

Visualizacion digital y gréafica
de velocidad segun GPS

>

A 4

FIN

Figura 3.17: Diagrama de flujo de la subrutina

de visualizacién de los datos GPS
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3.3.3.3. Interrupciones

Las interrupciones del programa, en orden de prioridad, son:

e Desbordamiento del TIMERO.

¢ Dato recibido por el médulo UART.

3.3.3.3.1. Desbordamiento del TIMERO

El TIMERO, configurado como temporizador ascendente con desbordamiento

cada 24.985ms, se usa para dar la base de tiempo en la lectura de variables. Para

ello, se utiliza preescala de 1024. Con la ecuacién 3.8 se calcula la temporizacién

descrita:

0sc

T= fi* preescala* @56—TCNT 0 _

Ecuacion 3.8: Temporizacion en el
TIMERO

1

T=—"
8Mhz

*1024* €56 61 > 24.985ms

El periodo de desbordamiento medido varias veces, indica cada qué tiempo el

sistema adquiere y visualiza una variable. La siguiente tabla refleja lo

mencionado:

Tabla lll.4: Frecuencias de muestreo de las variables del sistema

FRECUENCIAS DE MUESTREO DE LAS VARIABLES DEL SISTEMA
Nimero de Periodo de Frecgenma
Variable interrupciones | muestreo muesetreo
del TIMERO (Seq) (H2)
Temperatura del habitaculo del 40 1 y
vehiculo
Temperatura del ambiente exterior 40 1 1
Presion barométrica 40 1 1
Aceleracion del vehiculo 10 0.25 4
Inclinacion del vehiculo 20 0.5 2
Datos de posicionamiento global ) y y
(GPS)
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Esta rutina especial de interrupcion, detallada en la figura 3.18, se basa en la
activacion de autorizaciones cada cierto tiempo preestablecido, las mismas que
seran interpretadas por el programa principal al realizar el muestreo del parametro

autorizado.

INTERRUPCION POR DESBORDAMIENTO
DEL TIMERO

Reinicializacion del registro de
trabajo del TIMERO

Contador de interrupcién + +

¢ Contador de
interrupcion = 10?

Autoriza visualizacion de temperatura
interior, exterior y presiéon barométrica
[

¢ Contador de
interrupcion = 207

af.
SI

Autoriza visualizacion de aceleracion
del vehiculo
[

¢ Contador de
interrupcion = 307

ol *
Autoriza visualizacion de
inclinacién del vehiculo

¢ Contador de

interrupcion = 40? > v
Autoriza visualizacion de aceleracion
no «—— del vehiculo

Encera contador de
interrupcion

Fin de
interrupcion

Figura 3.18: Diagrama de flujo de la rutina especial de interrupcion
por desbordamiento del TIMERO

3.3.3.3.2. Dato recibido por el médulo UART

Esta interrupcién es la que verdaderamente se encarga de la recepcién y
verificacion de datos provenientes del GPS. La informacion es recibida desde el
modulo GS405 a nivel de bytes. Cada mensaje NMEA adquirido en formato ASCII
empieza con un “$” seguido de “GP” y a continuacién, para la trama escogida en

este proyecto, las letras “RMC”. Luego se reciben los datos GPS separados por
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comas, y por ultimo los caracteres especiales <CR> y <LF>, como se muestra en

la figura 3.19.

SGPRMC, 161229.487,A,3723.2475 N, 12158.3416,W,0.13,309.62,120598, ,*10

Figura 3.19: Ejemplo de formato de trama NMEA tipo RMC

El diagrama de flujo de la interrupcién se muestra en la figura 3.20. Una vez que
la rutina recibe el caracter especial <CR> (fin de trama), verifica si la cadena de
caracteres recibida corresponde al tipo “$GPRMC”. Si corresponde, guarda toda

la informacion de la trama en el bufer; si no es el caso, la deshecha.
Luego de verificar una cadena correcta, la subrutina activa un sefalizador que le

permitira al programa principal, saber que han llegado nuevos datos GPS y se

tienen que imprimir.
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INTERRUPCION POR
RECEPCION DE DATO UART

¢ Byte recibido = <CR>?

A
Guarda byte en
bufer de
recepcion UART

¢ Secuencia “$GPRMC”
recibida al inicio de la cadena
de caracteres?

Guarda informacion de

GPS en bufer de
impresion

Activa autorizacion de
impresion de datos
GPS

>

4

Borra bufer de
recepcion UART

Fin de
interrupcion

Figura 3.20: Rutina especial de interrupcién por recepcion UART

3.4. DISENO DE LAS PLACAS DE CIRCUITO IMPRESO

El disefio de las placas como se observa en las figuras 3.21 y 3.22, se realizd
cuidando que los circuitos de potencia estén lo suficientemente lejos del
microcontrolador. Ademas, dibujando los condensadores de desacople lo mas

cercano posible a los integrados. Todo esto para eliminar interferencias.
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Figura 3.21: Ruteo de la placa principal del médulo (no mostrado con escala)
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Figura 3.22: Ruteo de la placa del sensor de aceleraciones (no mostrado con escala)
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CAPITULO IV

IV. IMPLEMENTACION Y PRUEBAS DEL SISTEMA
ELECTRONICO

El montaje de éste sistema en el vehiculo se lo realiz6 evitando al maximo causar

algun tipo de impacto en su cableado.

El sensor de temperatura del ambiente o temperatura exterior, debi6 ser instalado

exteriormente.

La base regulable metdlica del sensor de aceleracion e inclinacion permite

encerar la posicion de este elemento, visualizando sus grados en la GLCD.

Los elementos montados fuera del mddulo principal, es decir los elementos

remotos se encuentran conectados por medio de cable blindado.

La corriente de alimentacion para el sistema se recibe directamente de la bateria.

4.1. MONTAJE FI'SICO DE LOS SISTEMAS DE SENSADO Y
VISUALIZACION

Una vez que las placas impresas estan terminadas y montados sus respectivos

elementos, se las colocd en cajas (acrilica y metalica).

En la placa principal como se observa en la figura 4.1, se encuentran los
componentes electrénicos utilizados para el sensado como son el de temperatura
del habitaculo, presion barométrica y posicion global, los cuales estan

incorporados en la placa principal conjuntamente con la GLCD.



Figura 4.1: Placa del circuito principal terminada del disefio y construccion

de un sistema de gestion electronica de control y posicién vehicular

El acelerémetro fue montado en una caja metalica (figura 4.2) para darle mayor

seguridad.

Figura 4.2: Placa terminada del acelerometro del sistema
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En la figura 4.3, apreciamos todos los componentes del sistema.

Figura 4.3: Médulos y cables de conexion

4.1.1. SENSOR DE TEMPERATURA EXTERIOR

Este sensor remoto es estrictamente necesario que se encuentre montado en el

exterior del vehiculo, es decir en contacto con el ambiente.

En el automotor Suzuki se procedié a instalarlo alejado de los sectores calientes
del motor, especialmente del multiple de escape, ya que se obtendra un valor
totalmente distinto al real. Se debera proteger al sensor de cualquier contacto con

agua, para evitar su desperfecto.

El sensor LM35 desde el circuito principal, se encuentra conectado por medio de
cable blindado y un recubrimiento de silicon en la uniéon del sensor con el cable
blindado.

Se instal6 el sensor, en el chasis del vehiculo por debajo de la carroceria en la

parte central (figura 4.4), en este lugar no existira ningun factor externo que altere

la temperatura que se requiere sensar.
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Figura 4.4: Sensor de temperatura exterior

4.1.2. MONTAJE DEL SISTEMA DE VISUALIZACION

En la caja de material acrilico, se encuentra montada la GLCD, como se indico
anteriormente aqui también se encuentran alojados elementos para las demas

variables que son mostradas.

Para facilitar el montaje y fijacion de estos elementos sobre el tablero del
vehiculo, se fabricé una caja metalica que también servira como proteccion para

sus componentes.
Esta ubicada con su frente hacia el conductor para facilitar la visualizacién y no
provocar distraccion alguna mientras observa las variables mostradas en la GLCD

del sistema de gestidn electrénica de control y posicidén vehicular.

La sujecion de la caja metalica se lo realiz6 con un tornillo, en el tablero del

vehiculo, lo que se puede apreciar en la figura 4.5.
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Figura 4.5: Pantalla GLCD montada sobre el tablero del vehiculo

4.1.3. CONEXION ELECTRICA

Se toma corriente (+) directamente de la bateria y tierra (-) a la carroceria, ya que
se puede requerir el funcionamiento del sistema de gestidén electronica de control
y posicion vehicular en cualquier momento, no siempre con el vehiculo encendido

0 en estado para accesorios.
El encendido y apagado se lo realiza con un interruptor de palanca, el cual esta
instalado en el tablero de control de instrumentos del vehiculo, en la parte

izquierda (figura 4.6), siendo de facil acceso y visualizacion.

Como proteccion para el sistema, se instalé un fusible de 20A. cerca al médulo.
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Figura 4.6: Interruptor de encendido y apagado del sistema

4.1.4. DISPOSITIVO PARA ACELERACION E INCLINACION

Se empez6 por instalar la caja que contiene la placa del acelerémetro, en la base
regulable metalica, que fue disefiada para que el sensor de aceleracion
MMA7260QT quede alojado en el centro de gravedad del vehiculo, ésto se

observa en la figura 4.7.

Para el presente caso se procedi®é a montar dicha base regulable frente a la
palanca de cambios, atornillandola a la carroceria. Es necesario encerar al sensor
visualizando en la GLCD (0°) en sus dos lecturas, tanto en la de inclinacion

vertical como en la horizontal.

Una vez encerado el acelerometro se ajusta fuertemente el tornillo que posee la

base regulable, para impedir que el sensor varie su posicion.
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Figura 4.7: Base regulable y acelerometro montados en el vehiculo

4.2. PRUEBAS

La naturaleza programable del proyecto obligd a que se realicen innumerables
pruebas en firmware y hardware (figura 4.8, 4.9). Las verificaciones mas

importantes son las siguientes:

e Comunicacion entre el microcontrolador y la pantalla GLCD.

e Adecuada actualizacién de datos en la GLCD de acuerdo a las frecuencias de
muestreo establecidas para cada variable.

e Correspondencia entre los valores medidos de las variables y los valores
calculados mediante las funciones de transferencia.

e Apropiada entrega de voltaje desde los reguladores lineales hacia los
dispositivos electronicos.

e Adecuada recepcion e interpretacion de las diferentes tramas de datos

recibidas desde el médulo GPS.
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Figura 4.8: Ensayo del sistema completo en tablero de pruebas

Luego de superar todas las verificaciones mencionadas y de haber sido montado

en el vehiculo, se confirmd el funcionamiento de todo el sistema en conjunto.

Al ser un instrumento de monitoreo, las pruebas de campo realizadas consistieron
en tomar datos ante distintas condiciones de funcionamiento y compararlos con
lecturas adquiridas desde instrumentos digitales similares y de precision

aceptable.

Figura 4.9: Ensayo del acelerdmetro en tablero de pruebas
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Para las referencias de temperatura interior, temperatura exterior y presion
barométrica se utilizé el equipo DIGITAL COMPASS & ALTIMETER de
procedencia china, que presta algunos servicios como: compas digital, altimetro,

barometro y termdmetro. La tabla IV.1, muestra sus caracteristicas:

Tabla IV.1: Caracteristicas técnicas del DIGITAL COMPASS & ALTIMETER

Rango del compas 0° a 359°, 1-16 puntos graficos
Precisién de altura relativa +/- 3m
Precision de altura absoluta +/- 12m
Rango de temperatura -20° a +60°C
Precisién de temperatura +/-1.0°C
Medida del intervalo de temperatura 3 seg.
Reduccidn de la presion 0.1 KPa (0.1mmhg, 0.01inHg)
Precision de la presién absoluta +/- 1.5kPa

Para la determinacién de la fiabilidad del GPS se utilizé el equipo GPS GARMIN
ETREX H, el cual es un receptor de GPS que hace posible que las funciones mas
frecuentes como creacion de rutas y WAYPOINTS, sean muy faciles de realizar.
Posee una pantalla grafica que informa sobre todos los datos de navegacion,
garantizando también una navegacion por satélite fiable y simple. Ademas

presenta las caracteristicas de la tabla IV.2:

Tabla IV.2: Caracteristicas técnicas del GPS GARMIN ETREX H

Alimentacién 2 pilas AA, 12V
Receptor 12 canales paralelos
Memoria 500 waypoints alfanuméricos
Velocidad 999 nudos

Interface NMEA 0183

Interface PC RS232

Duracion baterias 18 horas
Dimensiones 50 x 112 x 30 mm

4.2.1. TEMPERATURA DEL HABITACULO DEL VEHICULO
La prueba se hizo en un dia frio (tabla IV.3 y figura 4.10). Consistié en abrir las

puertas del vehiculo hasta que exista un equilibrio térmico entre el habitaculo y el

ambiente. Luego de esto, se cerraron las puertas, ventanas y se encendio el
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vehiculo y su calefaccion. Se tomaron muestras conforme iba subiendo la

temperatura del interior.

Tabla IV.3: Mediciones de temperatura en el habitaculo del automovil

Lectura
Muestra Lectura Patrén (°C) | Sistema (°C) | %Error
1 9 10 -11,111
2 12 13 -8,3333
3 15 16 -6,6667
4 18 19 -5,5556
5 21 22 -4,7619
6 24 25 -4,1667
7 27 28 -3,7037
8 30 31 -3,3333
9 33 33 0
10 36 36 0
40
35 *
*
30 ¢
*
*
© 25 be
S $
S 20 . ¢ Lectura Patrén
5 *
g— 15 : ¢ Lectura Sistema
@ :
10 be
5
O T T T T T T T T T T 1
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 Muestra

Figura 4.10 Diagrama de dispersién de mediciones de temperatura interior

Ecuacion 4.1: Lectura patron de la
y=3X+6
temperatura de la interior

Ecuacion 4.2: Lectura del sistema
y =2.903x + 7.333

de la temperatura interior
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4.2.2. TEMPERATURA DEL AMBIENTE EXTERIOR

Esta prueba tomé varias horas para su realizacion (tabla 1V.4 y figura 4.11)
Consistio en tomar medidas del ambiente a lo largo de todo un dia, esperando las

fluctuaciones de temperatura.

Tabla IV.4: Mediciones de temperatura del ambiente

Lectura Lectura
Muestra Patrén (°C) Sistema (°C) %Error
1 8 8 0
2 10 10 0
3 12 12 0
4 14 14 0
5 16 16 0
6 18 18 0
7 20 20 0
8 22 22 0
9 24 24 0
10 26 26 0
40
35
30
*
© 25 *
5 *
® 20 R + Lectura Patrén
(]
g' 15 n ¢ + Lectura Sistema
2 .
10 *
*
5
O T T T T T T T T T T 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 Muestra

Figura 4.11: Diagrama de dispersién de mediciones de temperatura exterior
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Y= 2x+6 Ecuacion 4.3: Lectura patron de la
temperatura exterior

y=2X+6 Ecuacion 4.4: Lectura del sistema
de la temperatura exterior

4.2.3. PRESION BAROMETRICA

La presion barométrica en similares condiciones del ambiente, para varios puntos
de una misma ciudad, no tiene una variacion significativa (tabla IV.5 y figura 4.12).
Por esta razon se decidié tomar lecturas a lo largo de un trayecto que implique

dos puntos geograficos separados por varios cientos de metros de altura sobre el

nivel del mar.

Se escogiod el recorrido comprendido entre Latacunga (2800msnm) y Zumbahua

(3600msnm), a lo largo del cual, fueron tomadas varias muestras.

Tabla IV.5: Mediciones de presion barométrica

Lectura Patrén Lectura

Muestra (KPa) Sistema (KPa) | % Error
1 71,9 71,8 0,13908
2 71,4 71,3 0,14006
3 71 70,9 0,14085
4 70,5 70,4 0,14184
5 70 70 0
6 69,6 69,6 0
7 69,1 69,1 0
8 68,6 68,6 0
9 68,1 68,1 0
10 67,6 67,6 0
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kPa >
74

73
71 ]

70 " * Lectura Patrén
69 n

68 =
67
66

65 T T T T T T T T T T 1
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 Muestra

= Lectura Sistema

Presién barométrica

Figura 4.12: Diagrama de dispersion de mediciones de presién barométrica

Ecuacion 4.5: Lectura patron de
y =-0.475x + 72.39

presion barométrica

Ecuacion 4.6: Lectura del sistema
y =-0.460x + 72,27

de presion barométrica

4.2.4. INCLINACION DEL VEHICULO

Para esta medicién se recurrié a un nivel de burbuja.

Para determinadas inclinaciones del vehiculo, se tomé como medida patréon a la
desviacién angular existente entre cierta linea de referencia graficada cerca del

centro de gravedad del automovil, y la horizontal determinada por el nivel.

Observamos las variaciones obtenidas en la tabla IV.6 y en la figura 4.13.
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Tabla IV.6: Mediciones de inclinaciéon del vehiculo

Lectura Patron Lectura
Muestra ) Sistema (°) | % Error
1 25,5 25 1,96078
2 20,3 20 1,47783
3 15,2 15 1,31579
4 10,1 10 0,9901
5 5 5 0
6 2,5 2,5 0
7 0 0 0
8 2,5 2,5 0
9 -5 -5 0
10 -10,2 -10 1,96078
11 -15,3 -15 1,96078
12 -20,4 -20 1,96078
13 -25,5 -25 1,96078
°deg 30
25 *
20 *
15 * # Lectura Patrdn
10 ¢ = Lectura Sistema
§ ° M
‘g 0 T T T T T T * 3 T T )
-T":: S 0123 4 5 6 7 8 9 1011
£ -10 3
-15
-20
-25
-30

Figura 4.13: Diagrama de dispersion de mediciones de inclinacion

y =-3.755x + 26.74

Ecuacién 4.7: Lectura patron de

inclinacion del vehiculo

y =-3.697x + 26.33

Ecuacion 4.8: Lectura del sistema

de inclinacién del vehiculo

-57-




4.2.5. DATOS DE POSICIONAMIENTO GLOBAL (GPS)

Las mediciones de latitud, longitud y velocidad respecto a la tierra, fueron
muestreadas en el autédromo de Yahuarcocha®. En la determinacion de longitud y

latitud se tomaron 10 muestras a lo largo de los 10Km de extension de la pista.

425.1. Latitud

Debido a que las lecturas variaron en décimas de minuto, se hizo el analisis

comparativo orientado a estas fracciones (tabla IV.7 y figura 4.14).

Tabla IV.7: Mediciones de latitudes

Fracciones | Fracciones
Muestra | Orientacién | Grados | Minutos de min. de % Error
Patrén min.sistema
1 N 0 22 0,581 0,5715 1,635111876
2 N 0 22 0,4564 0,4564 0
3 N 0 22 0,1403 0,1384 1,354240912
4 N 0 21 0,5923 0,59 0,388316731
5 N 0 21 0,3212 0,3255 -1,33872976
6 N 0 21 0,7537 0,7683 -1,93711026
7 N 0 22 0,3237 0,3261 -0,74142725
8 N 0 22 0,7514 0,7619 -1,39739154
9 N 0 23 0,0162 0,0159 1,851851852
10 N 0 22 0,7555 0,7547 0,105890139
0,9
0,8
0.7 ?
0,6 -
0,5 - == Fracciones de
04 - min. Patrén
0,3 \I \ I —a— Fracciones de
0,2 min.Sistema
0,1
0 — T T T T T T T
1 2 3 45 6 7 8 9 10

Figura 4.14: Diagrama de dispersion de mediciones de latitud

® Autodromo de YAHUARCOCHA: Pista de 3.650 km de longitud, ubicada en Ibarra-Ecuador.
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Ecuacién 4.9: Lectura patréon de
y =0.007x +0.430
fracciones de minuto de latitud

Ecuacion 4.10: Lectura del sistema
y =0.008x + 0.426

de fracciones de minuto de latitud

4.25.2. Longitud

Aqui se recurrio al mismo criterio utilizado para el analisis comparativo de los
valores de latitud (tabla V.8 y figura 4.15).

Tabla IV.8: Mediciones de longitudes

Fracciones | Fracciones
Muestra | Orientacién | Grados | Minutos de min. de % Error
Patrén min.sistema

1 ) 78 6 0,6556 0,655 0,091519219
2 @) 78 6 0,6398 0,6375 0,35948734
3 ) 78 6 0,4708 0,4652 1,189464741
4 ) 78 6 0,3041 0,2974 2,203222624
5 ) 78 5 0,9915 0,9885 0,302571861
6 ) 78 5 0,4488 0,4329 3,5642780749
7 ) 78 5 0,2454 0,243 0,97799511
8 ) 78 5 0,4076 0,4036 0,981354269
9 ) 78 5 0,6949 0,6839 1,582961577

10 ) 78 5 0,9877 0,9876 0,010124532
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1,2
1 A /
Y A
—&—Fracciones de min.
0,6 Patrén
\ / —fl—Fracciones de
0,4 Y min.Sistema
0,2
O T T T T T T T T T 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Figura 4.15: Diagrama de dispersion de mediciones de longitud
Ecuacién 4.11: Lectura patron de
y =0.014x + 0.506
fracciones de minuto de longitud
Ecuacion 4.12: Lectura del sistema
y =0.013x + 0.503
de fracciones de minuto de longitud
4.25.3. Velocidad

El patron de comparacion de velocidad se tomé desde el velocimetro del vehiculo
(tabla IV.9 y figura 4.16).

Tabla IV.9: Mediciones de velocidades

Muestra Velgcidad .Velocidad % Error
patréon(kph) | sistema(kph)
1 10 10,9 -9
2 20 18,23 8,85
3 30 27,8 7,33333333
4 40 37,5 6,25
5 50 471 5,8
6 60 57,57 4,05
7 70 67,32 3,82857143
8 80 77,47 3,1625
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Figura 4.16: Diagrama de dispersion de mediciones de velocidad

y =10x

Ecuacién 4.13: Lectura patron de

velocidad

y =9.647x-0.425

Ecuacion 4.14: Lectura del sistema

de velocidad

4.3. DESEMPENO GENERAL DEL SISTEMA

De las pruebas indicadas anteriormente se puede determinar que, de todas las
mediciones se obtuvieron valores completamente satisfactorios, en relacion a los

patrones utilizados. En la tabla 1V.10, se observa el error maximo obtenido con

cada una de las variables medidas.

Tabla IV.10: Error méximo de cada prueba ejecutada

VARIABLE MEDIDA ERROREO/':)/;AXIMO
Temperatura del habitaculo del vehiculo 11.111
Temperatura del ambiente exterior 0
Presion Barométrica 0,14085
Inclinacion del vehiculo 1.96
Latitud 1,93711026
Longitud 3,542780749
Velocidad 9

-61 -




La temperatura del habitdculo del vehiculo se desvia en un grado
aproximadamente, debido a que el sensor de temperatura LM35 se encuentra
ubicado en el interior de la caja de lamina acrilica. El calor generado por los
diferentes elementos electrénicos, en especial los reguladores de voltaje, afectan

la medicion.

En lo referente a la temperatura del exterior no existen errores, por lo que se

deduce que el sistema esta perfectamente calibrado.

Como resultado de la comparacién entre la presion barométrica patrén y la
tomada por el dispositivo, se obtuvo un error practicamente imperceptible. Se
presume que esta desviacién es la misma prevista por el fabricante del sensor
MPX4115.

Al interpretar las mediciones de la inclinacion del vehiculo, se concluye que la
desviacion existente se debe uUnicamente a la aproximacion a una cifra decimal

que realiza el algoritmo.

Para las tolerancias existentes entre los valores GPS del sistema y los valores
patrén, no se puede concluir ningun tipo de falla en el dispositivo, ya que la
adquisicion de datos es digital. Las imprecisiones dependen de la propia
sensibilidad del médulo receptor GPS utilizado.

De manera general, las pruebas de funcionamiento del sistema completo en el
vehiculo, indican que el dispositivo es fiable y sensible. Por lo tanto, su

implementacion sobre cualquier vehiculo es recomendable.

4.4, PRESUPUESTO

El presupuesto que describe los costos de los elementos del médulo se aprecia
en la tabla IV.11.

-62 -



Tabla IV.11: Costos de componentes electrénicos del médulo para gestiéon electrénica de

control y posicion vehicular

VALOR VALOR

DESCRIPCION CANTIDAD UNITARIO | TOTAL
Microcontrolador ATMEGA644 1 50.00 50.00
Regulador de voltaje variable LM317T 1 0.80 0.80
Regulador de voltaje a 9V LM7809 2 0.80 1.60
Regulador de voltaje a 3.3V LM1117T 1 1.00 1.00
Conector MOLEX de 12 pines 2 2.00 4.00
Conector MOLEX de 8 pines 2 1.50 3.00
Conector MOLEX de 4 pines 1 0.80 0.80
Conector DB9 acodado hembra 1 0.70 0.70
Conector DB9 acodado macho 1 0.70 0.70
Médulo receptor GPS GS405 1 145.00 145.00
Médulo GLCD 240x128 con BACKLIGHT 1 100.00 100.00
Potenciometro de 100K 1 0.30 0.30
Sensor de temperatura LM35D 2 5.00 10.00
Sensor de presion barométrica MPX4115 1 50.0 50.00
Sensor de aceleracion en 3 ejes MMA7260QT 1 52.00 52.00
e e oo™ | 1| o0 | s
Caja metalica para alojamiento del sensor G 1 3.00 3.00
Base regulable para montaje del sensor G 1 15.00 15.00
Base para fijacion de la caja de lamina acrilica 1 25.00 25.00
Cable blindado de 9 coDnéj;ctores con terminales y 500 5.00
Cable plano de 20 conductores(1/2 METRO) 1 3.00 3.00
Zocalo ZIF de 40 pines 1 6.00 6.00
Bornera de tornillo de 2 pines 1 0.30 0.30
Placa de fibra de wdnosgtglmdo manufactura de la y 15.00 15.00
Elementos de soldadura 1 5.00 5.00
Elementos varios (rdeiilc:jsct)esr)mas, capacitores y y 10.00 10.00
TOTAL (USD) 522.20

A continuacién se presenta un detalle general (tabla IV.12) de todos los gastos
realizados en el disefio y construccidn del modulo para gestion electrénica de

control y posicion vehicular:
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Tabla IV.12: Costo total del disefio y construccidon del médulo para gestion electrénica de

control y posicion vehicular

INGENIERIA E INFORMACION 550
Colaboracion cientifica 400
Investigacion 150
COSTOS DIRECTOS 902.20
Elementos eléctricos y electrénicos 522.20
CodeVisionAVR V2.03.04 190
Programador para AVRs STK500 70
Edicién de trabajo escrito 120
IMPREVISTOS 330
Transporte y desplazamiento 180
Otros 150
COSTO TOTAL (USD) 1782.20

4.5. ANALISIS COSTO - BENEFICIO

Una particularidad del sistema en cuestion es que no existe su similar en el

mercado.

El prototipo cumple con todas las caracteristicas para poder ser
implementado en cualquier automoévil: versatilidad, capacidad de
reprogramacion, respuesta eficiente. Su costo es relativamente bajo y tiene

la ventaja de estar fabricado con elementos disponibles en el medio.
El impacto de su implementacion sobre los sistemas del automovil, es

exiguo. Requiere unicamente de alimentacion eléctrica ya que todos los

sensores son independiente.
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V. CONCLUSIONES

¢ Se disefid, construyo e implemento el SISTEMA DE GESTION ELECTRONICA
DE CONTROL Y POSICION VEHICULAR.

e La insercion de varias tecnologias de sensores para la determinacion de
variables de situacion geografica, condiciones ambientales y ergonomia en la
conduccion, hacen de este prototipo de gestion electrénica automotriz, un

dispositivo unico en su género.

e Cumpliendo con los requerimientos propuestos en su creacion, algunas de las
caracteristicas del dispositivo son: impacto minimo en el vehiculo, velocidad de
procesamiento aceptable, precision en las variables adquiridas y facilidad de

interpretacion de la interfaz grafica.

e Los elementos electronicos con los que se fabricd el mecanismo, a pesar de

provocar su encarecimiento, son dispositivos accesibles y de ultima tecnologia.

e El correcto desempefio de este mecanismo se debe al software usado para su
desarrollo. EI compilador CODEVISION AVR permiti6 la programacién del
firmware del microcontrolador con relativa facilidad. PROTEUS disminuyé el
tiempo de disefio al permitir simular el hardware y firmware. Ademas, EAGLE

facilitd el disefio de los diagramas electronicos.

e Luego de implementar el modulo en el vehiculo SUZUKI SAMURAI SJ413 y
realizar las pruebas de campo, se determiné que el sistema de gestion
electronica de control y posicion vehicular es un prototipo eficiente y versatil, lo

cual justifica su costo.

e El manual de usuario realizado es una herramienta que facilitara la

familiarizacion del conductor con el sistema.
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VI. RECOMENDACIONES

¢ Ubicar el médulo en un lugar donde no obstaculice la visibilidad del conductor,

ademas donde pueda recibir las senales del GPS sin interferencia.

e Las rutinas de programacion para visualizacion grafica en GLCD y los
algoritmos de interpretacion de los sensores, pueden servir de referencia para
realizar sistemas mas complejos de instrumentacion electronica en el

automovil.

e Utilizar un lenguaje de programacién en el que se pueda realizar varias

funciones en pocas instrucciones.

e Incentivar el desarrollo cientifico en los alumnos, para de ésta forma

implementar en nuestro medio, sistemas con prestaciones innovadoras.

e Seguir las instrucciones de instalacion del sistema para evitar danos en el

mismo.
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ANEXO A. MANUAL DE USUARIO DEL SISTEMA DE
GESTION ELECTRONICA DE CONTROL Y POSICION
VEHICULAR
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MANUAL DE USUARIO DEL SISTEMA DE GESTION ELECTRONICA DE
CONTROL Y POSICION VEHICULAR

DESCRIPCION
El médulo de gestion electronica de control y posicion vehicular, es una
herramienta que permite visualizar de una manera sencilla y exacta valores de
variables del ambiente (temperatura y presién barométrica), de ergonomia en la

conduccion (vectores de aceleracion) y de situacion (posicion global).

A continuacion se muestra una tabla con los valores minimos y maximos que

cada sensor tendra.

Escalas de los sensores

Sensores Valor minimo Valor maximo
Interior 0°C 50°C
Exterior 0°C 50°C
P.Barométrica 30Kpa 120Kpa
Aceleracién X=0g X=1.5g
Y=0g Y=1.5¢g
Inclinacion 0° 45°
Velocidad OKph 200Kph

FUNCIONAMIENTO

Al encender el médulo, aparecera la siguiente pantalla con los indicadores y

valores que arrojen los sensores y el GPS en ese instante:



Interior Exterior _
I B21°C |w— ]@18°c lelocidad
0 25 50 0 25 50 200
PBarometrica A, Bax 150
| B571.1¢Kpa A, Baug .
30 76 120 E | -
& i:“’:ff’m{ G (I oo
. a S 147 kpn
-d5
& ~ L+t:37°23.2475°H
JLail21758. 341670
-A1 11:12 2483718

DETALLE DE CADA UNA DE LAS VARIABLES VISUALIZADAS EN LA
PANTALLA

VARIABLES DEL AMBIENTE

Interior

Muestra mediante una barra, la variacion de temperatura en grados centigrados,

en el interior del vehiculo, valor que se expresa numéricamente al lado derecho

de la barra.
Inferior
— JE21"C
0 25 S0
Exterior

Muestra mediante una barra, la variaciéon de temperatura en grados centigrados,

en el exterior del vehiculo, valor que se expresa numéricamente al lado derecho

de la barra.

Exterior

25

0

=N

hla'C




P. Barométrica
Muestra mediante una barra, la variacion de la presion barométrica en

KiloPascales, valor expresado numéricamente al lado derecho de la barra.

PBarometrica
] B7Y1. 1Kpa

30 76 120

VARIABLE DE ERGONOMIA EN LA CONDUCCION

Aceleracion

Muestra los valores de las coordenadas Xy Y de la gravedad, ésta a la vez se ve
representada mediante un punto que variara su ubicacion de acuerdo a la

posicion del vehiculo.

ENE)
EE
i
IC X

&, o0r

Rceleracion

Cuando en la pantalla observemos OK, significa que los satélites estan enlazados
a nuestro acelerometro, caso contrario aparecera una X, como se muestra en el

siguiente grafico.

EnED
=
g
IC

&, »

Aceleracion




Inclinacién
Los siguientes graficos muestran los angulos de inclinacion del vehiculo, tanto en
cabeceo como en bamboleo.

CABECEO

-

BAMBOLEO

&

VARIABLE DE SITUACION
Posicion global

Long.
Muestra la longitud respecto a la tierra, en grados, minutos y centésimas de
minuto.
La:ill]1 58, 341670
Lat.

Muestra la latitud respecto a la tierra, en grados, minutos y centésimas de minuto.

Lt: 37723, 24757 H

Ademas en la pantalla observaremos la hora y fecha UTC (hora y fecha universal

coordinada, ajustada a los relojes atdmicos).



11512 Z24-B28-1H

Velocidad
Muestra mediante una barra vertical, la variacion de la velocidad en Kildbmetros

por hora, valor expresado numeéricamente debajo de la barra.

lUelocidad
200

150
__ 100

- 050

- ood
147 Kph

PRECAUCIONES

e Asegurarse que las conexiones son correctas.

¢ No usar voltaje de alimentacién mayor a 14V.

e Ubicar el GPS en un lugar donde la recepcion de la sefial no sea
interrumpida.

e Ubicar el acelerometro en el centro de gravedad del vehiculo para evitar
lecturas de datos incorrectos.

e Conectar el sensor de temperatura exterior con el médulo electrénico, a
través de conectores DB9 y cable blindado, para disminuir la inclusion de
voltajes parasitos.

e En caso de calibracion del médulo, consultar con el fabricante.
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DISENO Y CONSTRUCCION DE UN SISTEMA DE
GESTION ELECTRONICA DE CONTROL Y POSICION
VEHICULAR

Morillo T. Eliana E. AUTOR1
Claudio E. Ramiro I. AUTOR1
Dept. of Mechanique Automotive Eng. Escuela Politécnica del Ejército Sede Latacunga, Quijano y Ordofiez y
Marquez de Maenza S/N Latacunga, Ecuador,
Email: elianamorillo@gmail.com, jsrael88@latinmail.com

Resumen

El dispositivo se concibe béasicamente
como un sistema de visualizacion de
variables del ambiente (temperatura y
presion barométrica), de ergonomia en la
conduccién (vectores de aceleracion) y de
situacion (posicién global).

Para la instalacion y funcionamiento de
este moédulo, no se requiere de ninguna
modificacién relevante en el sistema
electrénico o mecéanico.

I. INTRODUCCION

Desarrollamos un sistema electronico, que
permita monitorear graficamente parametros
que normalmente no se verifican en los
tableros de serie, para asistir al usuario en la
navegacion del vehiculo.

El hardware y firmware del sistema son los
encargados de transformar las variables
analogas en digitales, con alta resolucion y
error minimo; convertir los valores numéricos
en caracteres ASCII, los valores numéricos
en representaciones graficas de incremento
o decremento, para enviarlas al subsistema
de visualizacion.

Il. CARACTERIZACION DEL HARDWARE

1. SUBSISTEMA DE SENSADO

PRESION BAROMETRICA

El sensor MPX4115, posee un cddigo para
microcontrolador menos extenso y mas
simple.

La tension de salida del sensor (0,13 — 4,725
voltios) es proporcional a la presion
atmosférica absoluta y es sumamente

sensible para detectar variaciones del orden
de décimas de milibar.

TEMPERATURA DEL HABITACULO Y
EXTERIOR

El sensor LM35 fue seleccionado para medir
las temperaturas tanto interna como externa
del vehiculo ya que tiene respuesta lineal
equivalente a 10mV/°C, baja impedancia de
salida, bajo costo, rango de alimentacién
comprendido entre 4 y 30 voltios, baja
corriente de alimentacion (60uA).

ACELERACION E INCLINACION

Para obtener los valores de inclinacién y
movimiento del vehiculo, se utilizé el sensor
MMA7260QT de FREESCALE, ya que es de
ultima tecnologia y proporciona valores de

aceleracion para tres ejes X, Yy Z.

POSICION GLOBAL

Se utiliza, el GPS GS405 del fabricante SIRF
debido a que es de aplicacién automotriz y
tiene una antena incluida de alta sensibilidad.

2. SUBSISTEMA DE
PROCESAMIENTO

El microcontrolador ATMEGA644 de ATMEL
fue seleccionado por su alta inmunidad a la
interferencia eléctrica, su gran memoria de
programa (64Kbytes), su aplicacién
automotriz y su uso en el desarrollo de una
interfaz grafica con GLCD.
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PDIP

(PCINTR/XCKOTO) PBO [ 1 40 [ PAO (ADCOPCINTO)
(PCINT&CLKO/T1) PB1 [ 2 39 [J PA1 (ADC1/PCINT1)
(PCINT1O/NT2/AINO) PB2 [ 3 38 [ PA2 (ADC2IPCINT2)
(PCINT11/0COAAINY) PB3 [ 4 37 [J PA3 (ADCIPCINT3)
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mmmza R)(D!) PO [ 14 27 (1 PCs (TDUPCINT21)
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(PCINT30/0C28/CP) PDS [ 20 21 [1 PD7 (OC2APPCINT31)

Figura 1: PINOUT del ATMEGAG644

3. SUBSISTEMA DE VISUALIZACION

Se maneja un visualizador grafico que
permite al usuario observar en tiempo real,
grafica y numéricamente el valor de las
variables medidas.

Este visualizador es una GLCD de 240x128
pixeles, gobernada por el procesador
TOSHIBA T6963C.

Il. INSTALACION

Una vez que las placas impresas estan
terminadas y montados sus respectivos
elementos, se las colocé en cajas (acrilica y
metdlica).

Al médulo principal y a la panatalla GLCD,
los colocamos en el tablero del vehiculo.

Figura 2. Pantalla GLCD montada sobre el
tablero del vehiculo

Al sensor de temperatura exterior, lo
ubicamos en el chasis del vehiculo por
debajo de la carroceria en la parte central, ya
que en éste lugar no existirda ningun factor
externo que altere la temperatura real.

Figura 3. Sensor de temperatura exterior

El dispositivo para aceleracion e inclinacion
es colocado en el centro de gravedad del
vehiculo

Figura 4. Acelerémetro montado en el
vehiculo.

IV. FUNCIONAMIENTO

Al encender el modulo, aparecera la
siguiente pantalla con los indicadores vy
valores que arrojen los sensores y el GPS en
ese instante.

Es decir, apareceran los valores reales de
temperatura del habitaculo, temperatura
exterior, presion barométrica, inclinacién del
vehiculo tanto en cabeceo como bamboleo,
aceleracion, velocidad, latitud, longitud, hora
y fecha.

Interior Exterior _
[—0 210 E}a {2 Uelocidad
o 25 =0 200
PRarometrica . Bax 150
« 1 Kpa . B3 100
30 76 120 E E 050
oK & ooo
Z 147km
-@5°
-6- Lt:37723,2475°H
LLsi121786 341670
-a1° {iilz 24-@g 1.

[lI. CONCLUSIONES

- La insercion de varias tecnologias de
sensores para la determinacién de variables
de situacibn  geografica, condiciones
ambientales y ergonomia en la conduccion,
hacen de este prototipo de gestion
electronica automotriz, un dispositivo Unico
en su género.

- Cumpliendo con los requerimientos
propuestos en su creacion, algunas de las
caracteristicas del dispositivo son: impacto
minimo en el vehiculo, velocidad de
procesamiento aceptable, precision en las




variables adquiridas y facilidad de
interpretacién de la interfaz gréfica.

- Los elementos electrénicos con los que se
fabric6 el mecanismo, a pesar de provocar
su encarecimiento, son dispositivos
accesibles y de ultima tecnologia.
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Ministerio de Educacion del Ecuador
Nuevo Bachillerato Ecuatoriano

AREA DE MATEMATICA

Laimportancia de ensefar y aprender Matematica

La sociedad tecnolégica que esta cambiando constantemente requiere de
personas que puedan pensar de manera cuantitativa para resolver problemas
creativa y eficientemente. Los estudiantes requieren desarrollar su._habilidad
matematica, obtener los conocimientos fundamentales y las destrezas que le
serviran para comprender analiticamente el mundo y ser capaces de resolver
los problemas que surgiran en sus ambitos profesional y personal. Por ello, la
tarea fundamental del docente es la de proveer un<{ambiente que integre
objetivos, conocimientos aplicaciones, perspectivas, alternativas metodoldgicas
y evaluacion significativa para que el estudiante desatrolle, a mas de confianza
en su propia potencialidad matematica, gusto porla Matematica.

La Matematica es una de las asignaturas que, por su esencia misma
(estructura, logica, formalidad, la demostracibn como su método, lenguaje
cuantitativo preciso y herramienta de todas las ciencias) facilita el desarrollo del
pensamiento y posibilita al que la.conozca a integrarse a equipos de trabajo
interdisciplinario para resolver-os problemas de la vida real, los mismos que,
actualmente, no pueden ser‘enfrentados a través de una sola ciencia. Ademas,
la sociedad tecnoldgica-e ‘informatica en que vivimos requiere de individuos
capaces de adaptarsé)a los cambios que ésta fomenta; asi, las destrezas
matematicas mencionadas anteriormente son capacidades fundamentales
sobre las cuales,se cimientan otras destrezas requeridas en el mundo laboral.

Eje integrador del area
De lo dicho anteriormente, la propuesta curricular presente se sustenta en el
eje integrador del area

Adquirir conceptos e instrumentos matematicos que desarrollen el pensamiento
l6gico, matemaético y critico para resolver problemas mediante la elaboracion de
modelos.

En otras palabras, en cada ano del Bachillerato, se debe promover en los
estudiantes la capacidad de resolver problemas modelandolos con lenguaje
matematico, resolviéndolos eficientemente e interpretando su soluciéon en su
marco inicial. Los ejes de aprendizaje, los bloques curriculares y las destrezas
parten de este eje transversal.



Los ejes de aprendizaje
El eje curricular integrador del area de Matematica se sostiene en los

siguientes ejes de aprendizaje: abstraccion, generalizacién, conjetura y
demostracion; integracion de conocimientos; comunicacion de las ideas
matematicas; y el uso de las tecnologias en la solucion de los problemas.

1.

Abstraccion, generalizacion, conjetura y demostracion. La fortaleza de
la matematica como herramienta en la solucién de problemas se sustenta
en la capacidad de ésta para reconocer en realidades diversas, elementos
comunes y transformarlos en conceptos y relaciones entre ellos para
elaborar modelos generales que luego se aplican exitosamente a problemas
diversos, e incluso, bastante diferentes de aquellos que originaron el
modelo. Por ello, aprender a generalizar partiendo de lo particular es
necesario para establecer propiedades entre los objetos matematicos que
representan la realidad y comprender el alcance de estos(asi como su uso
en la solucion de los problemas. Adicionalmente,{ asegurar que los
resultados de los modelos proveen soluciones a los‘problemas pasa por la
obtencidn de demostraciones, ya sean formales’u obtenidas mediante
meétodos heuristicos. Finalmente, la posibilidad de obtener estos modelos
generales incluye el analisis y la investigacién de situaciones nuevas, la
realizacion de conjeturas, y de su aceptacion o de su rechazo (sustentado
en la demostracion).

Integracion de conocimientos. Hay dos tipos de integraciéon. El primero,
entre los conocimientos adquiridos anteriormente, lo que reforzara su
aprendizaje y posibilitara el aprendizaje de nuevos conocimientos. Es
necesario, entonces,* enfatizar en la interaccidon entre los bloques
curriculares, ya quéZlas habilidades desarrolladas en unos ayudaran a
desarrollar habilidades en otros, lo que fomentara habilidades matematicas
altamente creativas. Por ejemplo, el Algebra debe entenderse desde el
punto de yista de las funciones y no solamente como una destreza de
manipulaeion simbdlica. Un segundo tipo de integraciéon de conocimientos
se debera realizar entre los conocimientos matematicos y los de otras
aereas de estudio, pues la gran mayoria de los problemas que los
estudiantes encontraran en la vida cotidiana solo podran ser resueltos
mediante equipos interdisciplinarios. Esta integracion de conocimientos
enriquecera los contenidos matematicos con problemas significativos y
estimularan una participacion activa de los estudiantes al apelar a diversos
intereses y habilidades.

Comunicacién de las ideas matemaéaticas. El proceso de ensehanza-
aprendizaje se sustenta en la comunicacién, pues las ideas matematicas y
las manipulaciones simbdlicas deben acompafarse con descripciones en
los lenguajes oral y escrito. En efecto, a pesar de que la Matematica posee



un lenguaje altamente simbdlico, los significados que representa deben ser
comunicados y aprehendidos por los estudiantes a través de la lengua. Es,
por lo tanto, fundamental que el docente enfatice en el uso adecuado del
lenguaje en sus diferentes manifestaciones en el proceso de ensefianza-
aprendizaje. Esta practica le permitird al estudiante convertirse en un
expositor claro al momento de explicar ideas, podra desarrollar sus
capacidades de razonamiento y demostracion, y expresar sus argumentos
de forma adecuada, convincente y sustentada, y no expondra unicamente
las soluciones de los problemas, sino que también podra explicar (y
justificar su uso) los procedimientos que ha utilizado para alcanzar dichas
soluciones.

4. El uso de las tecnologias en la solucién de problemas. En laisolucion de
problemas mediante la Matematica muy a menudo es necesario realizar
calculos, graficos, tareas repetitivas, etcétera. Estas, en géneral, consumen
mucho tiempo y esfuerzo que, gracias a la tecnologia,-pueden ser llevadas
a cabo por medio de software matematico en computadoras, o por medio de
calculadoras graficas o emuladores de las mismas+ El tiempo y el esfuerzo
que podemos ahorrarnos al utilizar exitosamente las tecnologias debe ser
utilizado en aquello que las tecnologias..ne pueden hacer: elaborar los
modelos matematicos mediante los cuales resolveremos los problemas.
Esta misma idea se debe aplicar en.&l)proceso de ensefianza-aprendizaje:
las tecnologias no reemplazan{ nuestras capacidades de abstraer,
generalizar, formular hipétesis~y conjeturas para poder transformar un
problema de la vida real enun modelo matematico que la tecnologia nos
provee de herramientas yaliosas para resolver el problema. Por lo tanto, el
conocimiento, el uso racional y la eficiencia de las tecnologias sera una
herramienta invaluablé en la aplicaciéon de los conocimientos matematicos
para la solucidnde los problemas.

Las macro-destrezas
Las destrezas con criterios de desempefio incluidas en la propuesta curricular
por ano-se’pueden agrupar de manera general en tres categorias:

Conceptual. El desarrollo, el conocimiento y reconocimiento de los conceptos
matematicos (su significado y su significante), sus representaciones diversas
(incluyendo la lectura e interpretacién de su simbologia), sus propiedades y las
relaciones entre ellos y con otras ciencias.

Calculativa o procedimental. Procedimientos, manipulaciones simbdlicas,
algoritmos, calculo mental.

Modelizacién. La capacidad de representar un problema no matematico (la
mayoria de las veces) mediante conceptos matematicos y con el lenguaje de la



matematica, resolverlo y luego interpretar los resultados obtenidos para
resolver el problema.

Los bloques curriculares

Son cuatro: nimeros y funciones; algebra y geometria; matematicas discretas; y
probabilidades y estadistica.

1.

Numeros y funciones. El conjunto de los numeros reales es nuestro
conjunto universo y es la base sobre la cual se desarrolla la gran piramide
que constituye el mundo matematico. Ahora bien, en la educacion basica,
los estudiantes desarrollan progresivamente la nocién de numero’ hasta
llegar a tratar con el conjunto de numeros reales, sus operaciones basicas y
propiedades. En el bachillerato, los estudiantes deben ~profundizar el
conocimiento de este conjunto utilizandolo en la resolucién de problemas
algebraicos. El concepto de funcion es, posiblemente, €l.mas importante en
Matematica; dificilmente, se puede representar un fendmeno sin el auxilio
de este concepto. Los estudiantes del bachillerato parten y amplian el
conocimiento previo de funciones, desarrollade en la educacion basica a
través de la investigacion de patrones, .de-la descripcion de relaciones
lineales mediante la grafica de la reeta”y de ejemplos de funciones
polinomiales. Las destrezas adquiridas en el estudio del algebra, la
manipulacion de expresiones algebraicas y la resolucién de ecuaciones son
cimientos que facilitan el estudioydel concepto de funcién. En el bachillerato,
se integra lo anteriormente_aprendido con la introduccion y desarrollo de la
nocién de funcion, que incluye sus diversas representaciones (tabla, grafica,
formula y relacion), el*estudio del dominio y el recorrido, el analisis de las
variaciones, simetrias’ y extremos. La solucion de las ecuaciones deben
comprenderse_como el método para encontrar un cero o la imagen de una
funcién. En ehbachillerato, se estudiaran las diferentes clases de funciones
(lamadas~elementales) y sus caracteristicas: polinomiales, racionales,
trigonométricas exponencial y logaritmicas, las que nos permiten interpretar
y cenacer el mundo: comportamiento y evolucion en la economia,
predicciones y estimaciones, tiempos, velocidades, el crecimiento de una
poblacion, etcétera. Este bloque es fundamental para la preparacion de los
estudiantes hacia estudios universitarios.

Algebra y geometria. Este bloque enfatiza la relacion entre algebra y
geometria. Este bloque se caracteriza por desarrollar el conocimiento del
algebra de vectores en dos y tres dimensiones. Partiendo de la nocion de
combinacion lineal, se desarrollan las descripciones vectoriales de la recta y
el plano. Seguidamente se investigan las transformaciones del plano:
traslaciones, rotaciones, homotecias (dilataciones o contracciones),
etcétera. El algebra vectorial y sus aplicaciones a la geometria analitica



constituyen una herramienta fundamental en el tratamiento de fendmenos
fisicos como la fuerza, la velocidad, campos eléctricos y magnéticos,
gravitacion universal y orbitas planetarias, tiro parabdlico, entre otros.

3. Matemaéticas discretas. Este bloque provee de conocimientos y destrezas
necesarias para que los estudiantes tengan una perspectiva sobre una
variedad de aplicaciones, donde instrumentos matematicos relativamente
sencillos sirven para resolver problemas de la vida cotidiana: problemas de
transporte, asignacion de recursos, planificacion de tareas, situaciones en si
complejas, pero muy comunes en el mundo laboral.

4. Probabilidad y estadistica. En el bachillerato el conocimiento, de
probabilidad y estadistica debe fundamentarse en lo desarrollade’ en la
educacion basica. El bloque incluye una revision de la(estadistica
descriptiva aprendida anteriormente; enfatiza en la habilidad de leer y
comprender la informacion estadistica publicada en los ‘medios; plantear
preguntas que puedan ser respondidas mediante -éncuestas, recopilar
datos, organizarlos y desplegar la informacion con medidas estadisticas. Se
introduce la nocion de probabilidad condicionadary el teorema de Bayes. El
bloque considera la nocion de aleatoriedad, muestreo y técnicas sencillas
de simulacién para resolver problemas pertinentes.

Valores

El aula de matematica debe-ser utilizada también como un espacio para
desarrollar destrezas actitudinales que coadyuvan a los objetivos generales del
area como a los objetivos generales del bachillerato. Entre muchas otras
destrezas mencionamos fas siguientes:

1. Compromiso-con su aprendizaje.

2. Conciencia de su aprendizaje.

3. Busqueda de la autonomia en el aprendizaje.

4. Usoefectivo de algoritmos.

5. ‘Coherencia en la formulacion y en la exposicion de ideas.

6. Responsabilidad en el aula y solidaridad con sus compaieros al
compartir los conocimientos.

7. Claridad y orden al momento de exponer la resolucién de problemas.

8. Limpieza en la presentacion de trabajos.

9. Etica.



Perfil de salida del area

El Bachillerato General Unificado (BGU) busca formar ciudadanos capaces de
insertarse en la sociedad de manera democratica, responsable y productiva. El
egresado del BGU conoce los conceptos matematicos suficientes para
utilizarlos en la resolucion de problemas de la vida cotidiana; entiende el
lenguaje matematico y sus diferentes representaciones, y es capaz de
expresarse en €l correctamente. Ademas, comprende que la matematica
desempefia un papel importante en el cambio social como elemento formador
y de conocimiento, y esta en condiciones ‘optimas para continuar sus estudios
de matematicas a nivel superior.

Al terminar el BGU, los educandos poseeran el siguiente perfil de salida en el
area de Matematica:

¢ Resuelve problemas mediante modelos construidos.con la ayuda de
funciones elementales; algebra y geometria; {elementos de Ila
matematica discreta, de la estadistica y de las probabilidades. Justifica
(argumenta) la validez de los resultados obtenidos mediante el modelo y
la pertinencia de utilizarlos como solucion de,los problemas.

¢ Usa adecuadamente el lenguaje para.comunicar las ideas matematicas
que utiliza en la solucion de un problema.

e Comprende el alcance de da -<informacion estadistica, o que le ofrece
elementos para el ejercicioyde una ciudadania democratica.

e Ultiliza las tecnologias de la informacién en la solucion de los problemas,
lo que le permitird desempefiarse con soltura en el campo laboral.
También es capaz de estar actualizado en el avance de las tecnologias
de la informacion.

e Conoce los conceptos matematicos basicos que le facilitan la
coemprension de otras disciplinas.

Objetivos educativos del area

1. Comprender la modelizacion y utilizarla para la resolucion de problemas.

2. Desarrollar una compresion integral de las funciones elementales: su
concepto, sus representaciones y sus propiedades. Adicionalmente,
identificar y resolver problemas que pueden ser modelados a través de
las funciones elementales.



Dominar las operaciones basicas en el conjunto de numeros reales:
suma, resta, multiplicacion, division, potenciacién, radicacion.

Realizar calculos mentales, con papel y lapiz y con ayuda de tecnologia.

Estimar el orden de magnitud del resultado de operaciones entre
numeros.

Usar conocimientos geométricos como herramientas para comprender
problemas en otras areas de la matematica y otras disciplinas.

Reconocer si una cantidad o expresiéon algebraica se-‘adecua
razonablemente a la solucién de un problema.

Decidir qué unidades y escalas son apropiadas en Ja_solucion de un
problema.

Desarrollar exactitud en la toma de datoscy-estimar los errores de
aproximacion.

10.Reconocer los diferentes métodos . de’” demostracion y aplicarlos

adecuadamente.

11.Contextualizar la solucidbn matematica en las condiciones reales o

hipotéticas del problema.

12.Contextualizar la solucidn~matematica a las condiciones reales o

hipotéticas del problema.



PROYECCION CURRICULAR

PRIMERO DE BACHILLERATO



Objetivos educativos del aio:

1.

Comprender que el conjunto solucion de ecuaciones lineales vy
cuadraticas es un subconjunto de los numeros reales.

Reconocer cuando un problema puede ser modelado utilizando una
funcién lineal o cuadratica.

Comprender el concepto de funcidén mediante la utilizacién de tablas,
graficas, una ley de asignacion y relaciones matematicas (por ejemplo,
ecuaciones algebraicas) para representar funciones.

Determinar el comportamiento local y global de funcién (de una variable)
lineal o cuadratica, o de una funcion definida a trozas, 0 por casos
mediante funciones de los tipos mencionados, a través del analisis de su
dominio, recorrido, monotonia, simetria, intersecciones con los ejes y
Sus ceros.

Utilizar TICs:
(a) para graficar funciones lineales.y cuadraticas;
(b) manipular el dominio y el rango para producir graficas;
(c) analizar las caracteristicas geométricas de la funcion lineal
(pendiente e intersecciones);
(d) analizar las caracteristicas geométricas de la funcién
cuadratica (intersecciones, monotonia y vértice).

Entender los vectores/eomo herramientas para representar magnitudes
fisicas.

Desarrollar intuicion y compresién geométricas de las operaciones entre
vectores.

Comprender la geometria del plano mediante el espacio R2.

Utitizar la programacion lineal para resolver problemas en la
administracion de recursos.

10. Identificar situaciones que pueden ser estudiadas mediante espacios de

probabilidad finitos.

11.Recoger, utilizar, representar e interpretar colecciones de datos

mediante herramientas de la estadistica descriptiva.

13. Reconocer y utilizar las permutaciones, combinaciones y arreglos como
técnicas de conteo.



Planificacidon por bloques curriculares

Bloques
curriculares

Destrezas con criterios de desempefos

1. NOmeros y
funciones

Representar funciones lineales, cuadréticas y
definidas a trozos mediantes funciones de los dos
tipos mencionados por medio de tablas, graficas,
una ley de asignacién y ecuaciones algebraicas. (P)
Evaluar una funcién en valores numéricos y/o
simbdlicos. (P)

Reconocer el comportamiento local y global de
funciones elementales de una variable a través del
analisis de su dominio, recorrido, monotonia y.
simetria (paridad). (C)

Calcular la pendiente de una recta si se ‘conocen dos
puntos de la misma. (C, P)

Calcular la pendiente de una recta‘si-se conoce su
posicion relativa (paralela o perpendicular) respecto a
otra recta y la pendiente de ésta. (C, P)

Determinar la ecuacion de-una recta dados dos
parametros (dos puntos,/@ uh punto y la pendiente).
(P)

Determinar la monagtonia de una funcion lineal a
partir de la pendiente de la recta que representa dicha
funcién. (C,P)

Determinar laspendiente de una recta a partir de su
ecuacion(escrita en sus diferentes formas. (P)
Determinar la relacion entre dos rectas a partir de la
comparacion de sus pendientes respectivas (rectas
paralelas). (P)

Graficar una recta dada su ecuacién en sus
diferentes formas. (P)

Reconocer a la grafica de una funcion lineal como
una recta a partir del significado geométrico de los
parametros que definen a la funcién lineal. (C)
Resolver un sistema de dos ecuaciones con dos
variables de forma grafica y analitica. (P)

Identificar la interseccion de dos rectas con la
igualdad de las imagenes de dos numeros respecto
de dos funciones lineales. (C)

Determinar la interseccion de una recta con el eje
horizontal a partir de la resolucion de la ecuacion f(x)
= 0 donde f es la funcién cuya grafica es la recta. (P)
Determinar la interseccion de una recta con el eje
vertical a partir de la evaluacion de la funcion en x=0
(f(0)). (P)

Resolver sistemas de inecuaciones lineales
graficamente. (P)

Resolver ecuaciones e inecuaciones lineales con




valor absoluto en forma analitica utilizando las
propiedades del valor absoluto. (P)

Reconocer problemas que pueden ser modelados
mediante funciones lineales (costos, ingresos,
velocidad, etcétera) identificando las variables
significativas y las relaciones entre ellas. (M)
Resolver problemas con ayuda de modelos lineales.
(P.M)

Graficar una parabola dados su vértice e
intersecciones con los ejes. (P)

Reconocer a la grafica de una funcién cuadrética
como una parabola a través del significado
geomeétrico de los parametros que la definen. (P)
Resolver una ecuacion cuadrética por factorizacion,
o usando la férmula general de la ecuacién-de
segundo grado o completando el cuadrado. (P)
Identificar la interseccion gréfica de*una parabolay
una recta como solucion de un sistema de dos
ecuaciones: una cuadratica y otra'lineal. (C,P)
Identificar a la interseccion_de dos parabolas como
la igualdad de las imagenes de dos numeros respecto
de dos funciones cuadraticas. (C,P)

Determinar las intersecciones de una parabola con
el eje horizontal:a través de la solucion de la
ecuacion cuadratica f(x) = 0 donde f es la funcion
cuadratica cuya grafica es la parabola. (P)
Comprender que la determinacion del recorrido de
una fufeion cuadratica f es equivalente a resolver la
ecuacion cuadratica y = f(x) para todo y en el recorrido
de.f-(C)

Determinar el comportamiento local y global de la
funcion cuadratica a través del analisis de su
dominio, recorrido, crecimiento, decrecimiento,
concavidad y simetria y de la interpretacion
geomeétrica de los parametros que la definen. (C,P)
Comprender que el vértice de una parabola es un
maximo o un minimo de la funcién cuadratica cuya
grafica es la parabola. (C)

Resolver inecuaciones cuadraticas analiticamente
mediante el uso de las propiedades de las funciones
cuadraticas asociadas a dichas inecuaciones. (P)
Resolver sistemas de inecuaciones lineales y
cuadraticas graficamente. (P)

Resolver ecuaciones e inecuaciones cuadraticas
con valor absoluto analiticamente mediante el uso
de las propiedades del valor absoluto y de las
funciones cuadraticas. (P)

Reconocer problemas que pueden ser modelados
mediante funciones cuadraticas (ingresos, tiro




parabdlico, etcétera) identificando las variables
significativas presentes en los problemas y las
relaciones entre ellas. (M)

Resolver problemas mediante modelos cuadraticos.
(P.M)

2. Algebray
Geometria

Representar un vector en el plano a partir del
conocimiento de su direccion, sentido y longitud. (P)
Reconocer los elementos de un vector a partir de su
representacion grafica. (C)

Identificar entre si los vectores que tienen el mismo
sentido, direccion y longitud a través del concepto
de relacién de equivalencia. (C)

Operar con vectores en forma grafica mediante la
traslacion de los origenes a un solo punto. (P)
Demostrar teoremas simples de la geometria plana
mediante las operaciones e identificacion entre los
vectores. (C,P)

Representar puntos y vectoresen<R?. (P)
Representar las operaciones entre elementos de R?
en un sistema de coordenadas a través de la
identificacion entre los resultados de las operaciones
y vectores geomeétricos. (P)

Determinar la longitud de un vector utilizando las
propiedades de Jas operaciones con vectores. (P)
Calcular el perimetro y el area de una figura
geométrica mediante el uso de la distancia entre dos
puntos y [as‘formulas respectivas de la geometria
plana. (B)

Reselver problemas de la fisica (principalmente
relacionados con fuerza y velocidad) aplicando
vectores. (C,P,M)

3. Matemaéticas
Discretas

En un problema de optimizacion lineal con restricciones
(programacion lineal) dado:

Identificar la funcion objetivo y escribir una
expresion lineal que la modele. (M)

Graficar la funcién lineal objetivo. (P)

Identificar las restricciones del problema y escribir
desigualdades lineales que modelen. (M)

Graficar el conjunto solucion de cada desigualdad.
(P)

Determinar el conjunto factible a partir de la
interseccion de las soluciones de cada restriccion. (P)
Resolver un problema de optimizacién mediante la
evaluacion de la funcion objetivo en los vértices del
conjunto factible. (P,C)

Interpretar la solucién de un problema de
programacion lineal. (C,M)

4. Probabilidad
y Estadistica

Calcular las medidas de tendencia central y de
dispersion para diferentes tipos de datos. (P)




Reconocer en diferentes diagramas estadisticos
(tallo y hojas, poligonos de frecuencia, grafico de
barras, histogramas, etcétera) la informacion que
estos proporcionan. (C)

Interpretar un diagrama estadistico a través de los
parametros representados en él. (C).

Reconocer y elaborar cuadros de frecuencias
absolutas y frecuencias acumuladas, con datos
simples y con datos agrupados. (C,P)

Representar los resultados de cuadros de
frecuencias absolutas y frecuencias acumuladas
mediante los diferentes diagramas (tallo y hojas,
poligonos de frecuencia, grafico de barras,
histogramas, etcétera). (P)

Comprender situaciones de la vida cotidiana a
través de la interpretacion de datos estadisticos. (M)
Aplicar diferentes técnicas de conteo en la
resoluciéon de problemas. (P)

Establecer la técnica de contep“@propiada para un
experimento, mediante la identificacion de las
variables que aparecen en el experimento y la
relacion que existe entre ellas. (C,M)

Determinar el nUmere-de elementos del espacio
muestral de un experimento mediante el uso de las
técnicas de conteo adecuadas. (P,M)

Describir situaciones no deterministicas mediante
el concepto de probabilidad. (C,P)

Conocenry-utilizar correctamente el lenguaje de las
probabHidades en el planteamiento y resolucion de
problemas. (C)

Calcular la probabilidad de eventos (simples 'y
compuestos (uniones, intersecciones, diferencias)
en espacios muestrales finitos asociados a
experimentos contextualizados en diferentes
problemas (frecuencias, juegos de azar, etcétera). (P)




Precisiones paralaensenanzay €l aprendizaje

1 Precisionesgenerales

El gjecurricular integrador del &rea propone la elaboracion de mo-
delos como el mecanismo pararesolver problemas. En un desarro-
Ilo gradual, que duraré los tres afios del bachillerato, |os estudian-
tes deberan comprender que la solucion de aquellos que se estu-
dian con lamatemética pasan por un proceso que seiniciacon una
representacion de los elementos del problema original mediante
conceptos y lenguaje matematico, que contintia con la formula
cién de un problema matematico, de cuyos andlisis y resolucion,
tras lainterpretacion respectiva, esperamos encontrar una solucién
al problema original.

Una manera de lograr esta comprension gradual consiste en
que, desde € inicio del bachillerato, los estudiante se enfrenten
con la tarea de elaborar modelos y, a través de ellos, resuelvan
problemas, por més simples que estos sean. Esta labor puede ser
desarrollada por € docente en algunas fases.

1. El problema. En cadabloque, paraintroducir los temas prin-
cipaes, el docente propondra a la clase uno o varios proble-
mas 0 Situaciones cuya representaci Oon matemética utilizardlos
conceptos mateméticos principales que se quieran estudiar en
dicho tema.

2. Experimentacion. El docente propondra diversas actividades
a los estudiantes para que se familiaricen con el problema‘@
la situacion. Estas actividades podran consitir, entre otras, en
experimentar con los elementos del problema, lo que les permi-
tirdtomar datos, que seran presentados mediante tablasografi-
cos. A partir de estas representaciones, |0s estudiantes podran
conjeturar soluciones o descubrir agunas £ no soluciones’. El
docente, en cambio, contard con e materialy e vocabulario
suficientes para introducir los conceptos/objetos de estudio, y
que serén indispensables para resolver.el problema o explicar
lasituacion.

3. Modelar. De los datos pasames a una representacion de los
elementos del problema_y..de las relaciones existentes entre
ellos mediante conceptos mateméticos; en otras palabras, ela-
boramos un model o.dél. problema, con lo cual obtenemos, asu
vez, un problema matematico. Enlamedidaen que se utilizaradn
funciones para este proceso, se haré necesaria laidentificacion
de variables,y/las relaciones de dependencia entre €ellas; esto
daralugar a etiquetar a algunas variables como independientes
y otras como dependientes, y a identificar algunas relaciones
como funciones. Acompafiando a este proceso, estara siempre
el uso explicito por parte del estudiante de los simbolos (letras)
que utilice pararepresentar las variablesy las funciones. El do-
cente debera insistir en el uso consistente de esos simbolos, y
del uso correcto del lenguaje para la descripcion de dichas re-
presentaciones.

4. Interpretacion y Generalizacion. Una vez obtenido el mo-
delo, se resuelve el problema matemdtico, se interpreta la so-
lucién matemética para dar solucién a problema original. A
continuacién, debemos enfatizar en que la solucion mateméti-
ca encontrada permite obtener métodos generales que pueden
resolver unavariedad de problemas “del mismotipo”, o pueden
guiarnos adar solucion a problemas nuevos mas complejos, pe-
ro, para ello, es necesario estudiar, con mayor profundidad, los

conceptos que surgieron como abstracciones de los elementos
que intervinieron en laelaboracion del modelo.

En estafase, también se pueden estudiar varios de los con-
ceptos Unicamente con motivaciones matematicas como las de
demostrar un teorema mediante dos métodos\diferentes; Por
gemplo, laférmulapara calcular lasuma delos primeros n ni-
meros de una progresion aritmética suele'ser demostrada me-
diante inducci6n matemética; sin embargo, mediante argumen-
tos geométricos —que incluyen,laférmula del area de un rec-
téngulo, condiciones suficientes para la congruencia de trian-
gulos, entre otros— también'se'obtiene una demostracion de la
mencionada férmula.

En cada una de estasfases, € docente debe insistir en el uso
correcto del lenguajeypor parte de | os estudiantes, tanto escrito co-
mo oral, en laformulacion e identificacion de los diversos el emen-
tos que aparegen en el proceso de la elaboracion del modelo.

A continuacion, vemos los ges de aprendizaje que aparecen
en cadaunade las fases.

1. Enladel problema, el estudiante debe leer un texto que, en la
mayoria de las ocasiones, se refieren atemas no mateméticos.
También debe expr esar se oralmente para hablar sobre el pro-
blema, paraaveriguar sobre él, etcétera. Sin las destrezas nece-
sarias de lalengua en forma escrita y oral, no comprendera
lo que el problema le plantea.

Dado que los problemas que se utilicen deben ser, prefe-
rentemente, no matematicos, en estafase seintegran diferen-
tes conocimientos adquiridos; por ejemplo, con la economia
y las finanzas, labiologia, lafisicay laquimica, etcétera.

2. Enlafase de experimentacion, setiene una oportunidad valiosa
para hacer uso de lastecnologias de lainfor macién, mediante
la toma de datos, |a elaboracion de tablas, de gréficos, etcéte-
ra. También se integran conocimientos adquiridos, pues en
estafase casi sSiempre se recurre a conoci mientos matemati cos
que los estudiantes ya conocen; por g emplo, elaborar gréficas,
redlizar ciertos célculos, tanto “amano” como através de “tec-
nologias’.

Otro elemento presente en esta fase es la conjetura, cuan-
do se procesan e interpretan |os datos obtenidos, y se proponen
soluciones, 0 caminos a seguir pararesolver € problema.

Finalmente, el uso correcto delalengua se evidenciaatra-
vés de la presentacion de los datos recogidos, de las sintesis
que de ellos se hagan.

3. Enlafase de modelar, laabstraccién esunade las principales
herramientas con la que los estudiantes deben contar, pues es
laque les permiteidentificar las variablesy las relaciones entre
las variables. El uso correcto de la lengua les permite elegir,
adecuadamente, los simbolos, que representan los elementos
del problema, para su manipulacién posterior.

4. En lafase de los conceptos, una vez més la abstraccion, la
generalizacion, el uso correcto de la lengua, las tecnologias
estaran presentes.

La manera de saber que algo es una solucion es “probar”,
justificar, que lo hallado es una solucion; parte del desarrollo
de los conceptos estd encaminado, precisamente, a ese fin.
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En el perfil de salida del BGU, se propone que € egresado
resuelva problemas que la vida cotidiana le plantea. Es de esperar
que los problemas que se proponen en el bachillerato, tanto para
introducir los conceptos, objetos de estudio, como los que tienen
que resolver como parte de su formacion, sean delavidacotidiana.
Sin embargo, muchos de los problemas de la vidareal no pueden
ser resueltos con |os conocimientos mateméticos adquiridos en €l
bachillerato y, en varias ocasiones, ni siquiera con los que se ad-
quiriran en la universidad, a nivel de la licenciatura (ingenieria);
seran necesarios estudios especializados de maestria y/o doctora-
do.

A pesar de esta situacion, siempre es posible adaptar |os pro-
blemas reales y conformar a menos dos tipos de problemas que
podrén ser utilizados en el aula:

1. Problemas reales, en los que se requiere de matemética
para resolverlos; pueden simplificarse para que los cono-
cimientos necesarios sean |os que los estudiantes poseen o
pueden poseer en €l nivel en el que se encuentran. En estos
problemas, |os conceptos matematicos adquieren sentido.

2. Problemasilustrativos, cuyo Unico objetivo es gjemplifi-
car conceptos, términos y teoremas.

Hay una gran variedad de problemas reales que pueden ser
simplificados, sin que por ello se pierdala posibilidad de utilizar-
los como buenos prototipos de lo que con lamateméti ca puede ha-
cerse en lavidacotidiana. En las Ultimas décadas, un buen nimero
de esos problemas han sido model ados con herramientas matema-
ticas relativamente sencillas de comprender; algunos ejemplos se
encuentran propuestos en el bloque de “Matematicas discretas’.

2 Primero debachillerato

A partir del gje curricular integrador del érea, el docente debe fun-
damentar su practica docente en la comprension y €l uso de'la
matemdtica como un instrumento para el andlisis y la resolucién
de problemas. El bloque de “Numero y funciones’ en &l primer
curso del bachillerato es un terreno fértil donde se puedeconcre-
tar el elemento central del aprendizaje mediante €l énfasis que €l
docente haga en | os siguientes aspectos:

e Muchas situaciones de la vida encierran relaciones cuanti-
tativas.

e L asfunciones nos permiten representar o modelar relacio-
nes entre cantidades que surgen.de estas situaciones.

e El comportamiento de unafuncién nosinforma sobre lasi-
tuacion modelada. Nos permite responder preguntas sobre
larealidad o describirelementos de ella (por gemplo, pro-
nosticar val ores; ‘eptimizar, entre otras).

El proceso que se Sigue parala elaboracion de un modelo ma-
temédtico requiere de todos los € es de aprendizaje establecidos en
este documento. ‘A través del siguiente ejemplo, se ofrecen direc-
trices general es que enfatizan en cada gje de aprendizaje y de cdmo
utilizar 1a elaboracion de modelos, tanto para que los estudiantes
comprendan nuevos conceptos matemati cos como paraque | os uti-
licen en laresolucién de un problema. En cursiva, apareceran los
conceptos (0 nociones) mateméti cos que se presentaran a los estu-
diantes; en negrita, los g es de aprendizaje que se trabajan.

El docente plantea € siguiente problema alaclase.

Problema 1 (La cartelera de la clase). Queremos una cartelera
rectangular de corcho para € aula, en la que podamos colocar
anuncios, fotografias, mensajes, etcétera. Disponemos de algunas
piezas de corcho de forma cuadrada; cada lado mide 10 cm; tam-
bién disponemos de una tira de madera de 180 cm para €l marco.
¢Cuantas piezas de corcho necesitaremos para que la cartelera
sea la mas grande que pueda ser enmarcada con la tira de made-
ra?

Conduzca, en primer lugar, a los estudiantes a que precisen
el significado de “més grande” como la cartelera “ de mayor area
posible”; en segundo lugar, a que comprendan que el problema de
hallar el nimero de piezas es equivalente a determinar las dimen-
siones de |a cartelera buscada.

En & aula, los estudiantes conforman grupos para trabajar de
manera cooperativa. Inician la actividad realizando bosquejos de
posibles carteleras haciendo variar las dimensiones. Facilite un
formato, como el que se muestra a continuacion, para que los es-
tudiantes registren y organicen sus datos:

Ancho (cm) | Largo(cm) | Perimetro (cm) | Area(cm?)
10 80 180 800
20 70 180 1400

Guie alos estudiantes en una discusion-sobre variables inde-
pendientes y dependientes, mediante &, reconocimiento de la de-
pendencia que existe entre las variables. El grupo podrallegar ala
conclusion de que hay tres variables, “ancho”, “largo” y “ared’, y
de que existen, por 1o mengs; des dependencias: una entre el “an-
cho” y el “largo”, y otra’entre una de las otras dos y el “&rea’.
El “ancho” puede ser considerado como variable independiente
y €l largo, como dependiente (o viceversa); esto da cuenta de la
primera dependencia. Si @ “ancho” es la variable independiente,
entonces el, “@rea’ es una variable dependiente de éste, lo que da
cuenta de la segunda dependencia.

Pida‘a'los estudiantes que grafiquen los pares ordenados co-
rrespendientes a (x = ancho, y = &ea) y que luego tracen una
cUrya que pase por los puntos dibujados. El profesor comparte la
solucion tanto de latabla como del gréfico con laclase eintroduce
més lenguaje: la curva tiene € nombre de parabola. Aproveche
la oportunidad para hacer notar cualidades importantes de la pa-
rébola: la simetria, el valor extremo, la monotonia, haciendo, en
cada caso, la interpretacion respectiva con el problema original.
Por gjemplo, la simetria corresponde al hecho de que € rectangu-
lotienelamismaéreas intercambiamos lasdimensiones del largo
y del ancho, entre si.

Indique que se redlice una gréfica con los pares ordenados
(x=ancho, y = largo). Los estudiantes deben reconocer esta gr&
fica como una recta distinta a la parabola. La comparacién de los
dos gréficos indicalaexistenciade unarelacion no lineal entre las
variables (el anchoy €l érea).

En este punto, es posible responder la pregunta inicial: ¢con
cuéntas piezas de corcho se construye la cartelera de mayor area?
Serequieren 20 piezas, colocadas en un rectéangulo de cuarenta por
cincuenta centimetros.

Ahora proponga generalizar e problema; es decir, propon-
ga un nuevo problema: ¢como se puede encontrar €l extremo de
cualquier pardbola? Para ello, los estudiantes deben determinar la
funcién que describe e érea de la cartelera en términos de uno de
los lados, paralo cual debenintegrar su conocimiento de geome-
triay @gebra. Conduzca a una discusion sobre como abstraer lo
que han encontrado.

En esta discusion, € docente recalca €l uso de simbolos para
representar tanto |os diversos elementos involucrados en el proble-
macomo las rel aciones existentes entre ell os. Por gjemplo, se sabe
que en cualquier rectangulo se verifica

Perimetro = 2ancho + 2largo.
En el caso de lasituacion dada, setiene

180 = 2ancho + 2largo,

15



de donde
largo = 90 — ancho.

Si el ancho es representado por x, entonces el largo sera represen-
tado por 90 — x.
Finalmente, sabemos que

Area= ancho x largo.

Entonces
A=x(90-Xx),

de donde
A= —x%+90x.

Ladiscusion debe ser conducida a enfatizar que €l &reaes una
funcidn del ancho, de alli lainclusion de (x) después de A:

A(X) = —x% +90x.

Si se dispone de tecnologia, se puede graficar esta funcién,
determinar algunos valores que no se encuentran en la tabla (por
giemplo, la ubicacion precisa del vértice). También se puede ex-
tender o generalizar el problemadando otrosvaloresal perimetro,
determinando un patrén paralaférmulade A(x) en funcion del pe-
rimetro y la ubicacion del vértice.

Una vez introducida la funcién cuadrética, es importante ini-
ciar un estudio sisteméatico comenzando con y = X2, y variando es-
ta funcion “madre” mediante homotecias, reflexiones y traslacio-
nes hasta llegar alaforma genera y = ax? + bx+ c. Por giemplo,
se pueden estudiar 10s siguientes casos:

2

y=x2, y=—x, y=(x+1? y=-(x+1)?...

En cada uno debemos observar el cambio en lamonotonia, conca
vidad, el vérticey los cortes con los ges.

Por gjemplo, ¢(qué propiedadestieney = —5(x+ 1)2 4 6? Em¢
pecemos con y = x2. La pardbola representada por esta ecuacion
tiene el vértice en (0,0) y su concavidad es hacia arriba._Eqtonces
la parébola representada por y = —x? tiene la concavidad hacia
abajo, pero el mismo vértice. Al multiplicar por 5,/apardbola re-
presentada por y = —5x? tiene una abertura merior{-pero no cam-
bia la concavidad ni el vértice. A continuacidny realizamos una
traslacion horizontal: y = —5(x + 1)%; ahorad vértice se trasla-
da a (—1,0), pero las otras propiedades-no cambian. Finamen-
te, a realizar la tradacion vertical, la pardbola representada por
y = —5(x+1)2 +6, su vértice semuieve a (—1,6), pero la concar
vidad y la apertura se mantienén.

La férmula del vértice\puede ser obtenida generalizando el
gjemplo anterior: de laformay = a(x—h)2 +k, e vértice se en-
cuentra en € punto_(h, k). Se debe notar que el valor y =k es el
mas grande (o mas,pequerio) si el signo de a es positivo (o negati-
VO, respectivamente).

Mediante un gemplo podemos establecer larelacion entre la
funcién cuadrética f de laforma f(x) = ax? + bx+c y laforma
anterior. En esta situacion, se requiere completar € cuadrado por
lo que es necesario utilizar un giemplo sencillo donde el proce-
dimiento sea fécil y no se convierta en un obstaculo técnico para
el estudio de la pardbola. Mediante observacion y generalizacion
de varios gjemplos sencillos, se puede establecer la formula del

vértice
b (DY) _( b At
2a’ 2a)) \ 2a 4a ’
Un reto para los estudiantes més avanzados es €l completar el
cuadrado de manera genera y establecer laférmuladel vértice:

f0 —a(x+ 2 ? | gt
a 2a 4a

Es fundamental que los estudiantes desarrollen un sentido
geométrico-algebraico. El problema de determinar los cortesde la
pardbola con los g es provee de un tema donde tal destreza puede
ser desarrollada: 1os cortes de la pardbola corresponden alos ceros
de la funcién; en otras palabras, resolver una ecuacion cuadrética
es equivaente a determinar 1os cortes de una pardbola con € ge
horizontal, es decir, encontrar los ceros de una funciéon. Esimpor-
tante empezar este tema con un repaso de |as destrezas necesarias
(factorizacién de trinomiosy uso de laférmula cuadrética):

‘e —b++vb? —4ac
- 2a

El nimero de cortes depende de la expresion del interior del
radical, e discriminante; sl A = b? — 4ac > 0, se tienen dos rai-
cesreales. En este caso se debe notar que la parébola corta en dos
puntos distintos el eje horizontal. Si A < 0, no hay solucion para
laecuacion y, por tanto, no hay cortes: la pardbola esté localizada
enteramente por encima o debajo del eje‘horizontal; s A =0, la
ecuacion tiene una solucién en e conjunte de los nimeros reales;
esdecir, la pardbolatocael ge x entin'solo punto que corresponde
al vértice.

¢Qué gies se han trabajado? Hemos visto que los estudiantes
deben abstraerpara realizar una conjetura sobre larelacién en-
tre variables,’deducen una formula utilizando relaciones geomé-
tricas eonocidas, es decir, relacionando otros conocimientos entre
si‘(integracién de conocimientos).

Hemos observado también que los estudiantes deben gene-
ralizar lo encontrado en el problema para realizar una conjetura
sobre la ubicacién del maximo de la funcién como €l punto vérti-
ce de la pardbola. Si los estudiantes o €l profesor disponen de la
tecnol ogia adecuada (cal culadora gréfica, aplicaciones en € inter-
net o software de computadora), € proceso de realizar una gréfica
puede ser mas rapido, facilitando de esta manera la determinacion
del vértice.

El proceso de ensefianza aprendizaje requiere de comunica-
cion verbal y escrita de ideas matematicas. Es asi que se incorpo-
rael lenguaje escrito paralapresentacion del problema, la desig-
nacién de los simbolos que representan los elementos del proble-
ma con los que se trabagja. Respecto del lenguaje oral, e docente
debe promover en los estudiantes la formulacion correcta de las
respuestas que ellos ofrezcan en los procesos interactivos en los
que se identifican variables y sus relaciones mutuas.

2.1 Bloquedenumerosy funciones

La introduccién de nocién de funcion debe ser gradual, y deben
incluirse, al menos, las siguientes nociones.

e Partiendo del conocimiento previo que tienen los estudiantes,
la funcién puede ser vista como una ecuacién algebraica. Por
gemplo, delaecuacion y = 2x+ 3, se puede conducir aunare-
flexién sobre la dependencia de la variable y con respecto ala
variable x. El uso de unatabla con valores de x y de y refuerza
esta situacion. De ahi que tiene sentido escribir y = f(x).

e Lafuncién puede ser vista como una maquina que realiza una
operacion a un objeto de “entrada’ y da como resultado un ob-
jetode“salida’. Por jemplo: traducir “mi maguinatomaun nd-
mero, lo triplicay a resultado suma 1" como “ f (x) = 3x+ 1",
y viceversa.
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e Lafuncion puede ser vista como una regla de asignacion entre

dos variables. Por gemplo: e profesor pide a cada estudiante
de su clase que digan el nombre de un animal, la clase respon-
de: “gato”; en la pizarra, € profesor anota “gato” y a su lado,
€l nimero “4”; a continuacién, pide € nombre de otro animal,
la clase responde: “culebra’; el profesor la anota, pero también
escribe el nimero “0” a su lado. Luego de repetir este gjercicio
varias veces, € profesor pregunta: “;cudl eslareglade asigna-
cion?'.
A esta nocion también se la puede entender como una relacion
entre dos conjuntos: acadaelemento del primero le corresponde
un Unico elemento en el segundo. En nuestro g emplo, entre €l
conjunto de animales y un subconjunto de los nimeros natura-
les: acadaanimal le corresponde un nimero natura: el nimero
de patas que tiene ese animal.

El profesor debe utilizar simultaneamente varias representa-
ciones de una funcion:

- Tablasdevalores.

- Gréficaen e plano cartesiano.

- Unareglade asignacion x — f(x).
- Unaecuacion algebraica.

- Un conjunto de pares ordenados.

Es necesario proponer situaciones a través de una de las re-
presentaciones y pedir a los estudiantes que obtengan las otras.
Por gjemplo, el problema de obtener la ecuacion de una recta da
dos dos puntos que pertenecen ala recta corresponde a esta pers-
pectiva. De la ecuacién algebraica de larecta a su representacion
gréfica es otro ejemplo. Esigua mente recomendable presentar si-
tuaciones en donde no sea posible obtener la regla de asignacion,
y solamente se deba utilizar lainformacién que da lagréficao la
tabla. Por glemplo, si se tiene la gréfica de una funcidn, y no su
regla de asignacion, peticiones como “encontrar el valor de f (5)%
0 “encontrar x de manera que f(x) = 2" obligan a estudjante a
utilizar lainformacion que proporciona lagréfica o latabla

Un aspecto importante del bloque es el interrelacionar el len-
guaje algebraico con e lengugje funcional. Por ejemplo, € pro-
blema algebraico de encontrar la solucion de lagctiacion x+ 1 =
X2 — 2 se debe presentar también como e problema de encontrar
la interseccion entre las gréficas de las funeiones f y g definidas
por f(x) =x+1yg(x) =x*>—2.

2.2 El blogue de algebray'geometria

Lahistoria de lamatemétiCanos devela el hecho de que los vecto-
res fueron desarrollados para expresar posicion y movimiento de
objetos en el plano-y el espacio. Es recomendable mantener esta
relacion para gomprender |os vectores geométricos y su relacion
con los vectores.algebraicos.

Los estudiantes estan familiarizados con el plano cartesiano
desde sus estudios de EGB. El maestro debe partir de este cono-
cimiento para presentar de manera simulténea el espacio R? y la
equivalencia entre parejas ordenadas, puntosy vectores.

Parapresentar el concepto de vectores, se puede recurrir auna
variedad de actividades Iudicas. Por jemplo, € profesor puede
trazar un plano cuadriculado ssmulando & plano cartesiano en el
piso de la clase o0 en e patio del colegio. Luego pide a sus estu-
diantes que paren en los puntos de coordenadas enterasy pide que,
simultdneamente, se muevan una unidad aladerechay dos unida-
des haciaarriba. El profesor pide que cada estudiante trace con una
tiza un segmento de recta que una €l punto de origen y punto final
de su movimiento, usando una flecha paraindicar la direccion del
movimiento. A cada estudiante le corresponde un vector distinto
sin embargo todos obedecieron la misma instruccién. Esta activi-
dad debe servir para presentar la nocion de vector, y su notacion,

las definiciones de vectores equivalentes, y la forma estandar de
un vector. En el pizarrén, €l profesor resume en un gréfico en €
plano lo que sus estudiantes realizaron.

Todos |os vectores son equivalentes a vector cuyo punto ini-
cial es el origen de coordenadasycuyo punto final es el punto de
coordenadas (1,2). Para expresar e movimiento, podemos indi-
car que, parallegar a (1,2) desde (0,0), damos un (1) paso en la
direccion hacia el punt@ de‘coordenadas (1,0) y dos (2) pasos en
ladireccion del punto,de coordenadas (0, 1). Seindica, entonces,
que los dos vectores’con el mismo punto inicial, el de coorde-
nadas (0,0), pero con puntos finales los de coordenadas (1,0) y
(0,1), respectivamente, son especiales, pues nos pueden servir pa-
ra describir cualquier movimiento. El profesor indica que se los
representa mediantei'y j,y al vector con punto inicial el origen de
coordénadas y con punto e de coordenadas (1,2) como i + 2]. El
prefesor conduce a sus estudiantes a las siguientes conclusiones:

- A cada punto de coordenadas (a,b) en el plano, le corres-
ponde el vector ai + bj.

- Un vector cuyos puntos inicial y final tienen las coordena-
das (c,d) y e, f, respectivamente, es equivalente al vector
ai+bjsysolos

e—c=a y f-d=b

En el espacio R? = {(a,b) : a€ R, b € R}, se definen dos
operaciones. Una es entre dos parejas ordenadas, y se la denomi-
na suma; laotra, llamada producto por un escalar, entre una pare-
jaordenaday un nimero real (escalar). Lasumay multiplicacion
por un escalar son, desde el punto de vista agebraico, sencillas de
operar.

Estas operaciones deben ser presentadas de manera conjunta
con su representacion vectoria que puede ser mas dificil de enten-
der:

1. La suma entre pares ordenados se realiza sumando las
coordenadas respectivas entre si.

2. Lasuma entre vectores se realiza algebrai camente suman-
do los términos “semejantes’ en i entre si y los términos
semejantes en | entre si, separadamente.

3. Lasuma de vectores serealiza geométricamente con latras-

lacion de uno de los vectores, o laley del paraelogramo
como una alternativa alatraslacion.

Por ejemplo:
Sumaen R?:
(5,2)+(1,2) = (6,4).
Suma algebraica de vectores:

(5i+2]) + (I+2]) = 6 4.
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Suma geométrica de vectores:

\
J

¢

Producto por un escalar en RZ:
2(2,3) = (4,6).
Producto por un escalar algebraicamente:
2(27+3]) = 4+ 6J.

Producto por un escalar geométricamente:

J

Par)

)

Ot

El profesor puede utilizar |as representaciones geométricas de
lasumay del producto por un escalar paraverificar las propiedades
que que hacen que R? sea un espaciovectorial: laasociatividad, la
conmutatividad, la existencia del.€'emento neutro (el vector “ ce-
ro”), laexistenciadel inverso aditivo, ladistributividad, etcétera.

Haga notar casos impartantes parala sumay € producto por
escalar. Por gjemplo:

- El efecto de multiplicar un vector por un escalar menor que
1y mayerque'cero es el de contraer o “encoger” al vector.

- El efecto'de multiplicar un vector por un escalar menor que
Cero es que este apunta en direccion opuesta.

- Al multiplicar un vector por —1, se obtiene €l vector inver-
0.

- Si tomamos varios puntos sobre una recta 'y les sumamos
un mismo vector, |os puntos resultantes estaran también en
unarecta

Las primeras dos observaciones pueden conducir a la presen-
tacion de las nociones de longitud y de direccion de un vector (an-
gulo que forma con € gex). Laférmulade longitud de un vector
debe salir de larelacion pitagodrica. Problemas préacticos de ubica
cion y posicion final de objetos que se trasladan deben dar paso a
entender con mayor profundidad estos conceptos. Considere utili-
zar problemas parecidos a siguiente:

Thttp://www.unalmed.edu.co/~daristiz/preuniversitario/unidades/generalidades/applets/AppletSumaPoligJlar/SumaPolig.htm

Problema 2. Una persona que viaja en automovil parte de una
ciudad; recorre tres kilometros hacia el Norte y luego, cinco hacia
e Este, y se detiene a almorzar. S € lugar de destino se encuen-
traa cuatro kilémetros hacia el Oestey a cinco kildmetros hacia el
Norte de la ciudad de origen, ¢cudl debe ser la direccién y longi-
tud de recorrido desde el lugar de la parada al lugar del destino?
S realizara el viaje en linea recta desde |a ciudad de origen hasta
el lugar de destino, ¢cual serialalongitud de su recorrido?

Es recomendable que el profesor insista en que |os estudiante
realicen el gréfico de la situacidn y, paralelamente, la representa-
cion del problema en forma vectorial :

N
1

fam
Ay

7
J

(A

u

Si e vector, que-describe e movimiento desde €l lugar en que la
persona’se'detuvo paraamorzar hasta el lugar de destino se repre-
sentaporal -+ bj, entonces se verificalaigualdad siguiente:

(51 +3]) + (@ +bj = —4i +5]

implicaquea= —9y b= 2. Por lo tanto, el movimiento de la pa-
rada al destino final se describe mediante el vector —9i+ 2]y la
distancia entre |as dos ciudades es

| —9i+2j] = vBl+4=185~92

kilometros.

Finamente, hay una variedad de recursos en linea que reali-
zan lasumade vectored]. Si laclase dispone de tecnologia, debera
utilizar estas herramientas para realizar gjercicios para compro-
bar propiedades, readlizar suma de varios vectores, que realizados
amano, tomaria mucho tiempo, etcétera.

2.3 El bloque de mateméticas discretas

Aqui se presentan algunas formas de modelar situaciones utilizan-
do herramientas mateméticas diversas: grafos, algoritmos, funcio-
nes recursivas, entre otras. En el primer afio del bachillerato, €
bloque incluye programacion lineal.

La programacion lineal es una aplicacion de varios conoci-
mientos previos que seran integrados en un agoritmo sencillo y
extremadamente Util. El siguiente jemplo muestra un problemay
laelaboracion de un model o que lo represente. Se recalcalas opor-
tunidades de ensefianza con atencion alos gjes de aprendizaje del
area.

Problema 3 (Ganancia méxima de una mezcla). La clase quiere
reunir fondos para € paseo de fin de afio, para o cual se orga-
nizan para vender bebidas. Deciden ofrecer jugos citricos de dos
tipos: “ &cido” y “ super &cido” . Para elaborar un litro de jugo su-
per acido, se requiere el zumo de dos naranjas y cuatro limones;
para un litro del jugo &cido, €l zumo de una naranjay cuatro limo-
nes. Un vaso de jugo &cido serd vendido en 50 centavos y uno de
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jugo super &cido, en 75 centavos. Gracias a una donacion, la cla-
se consigue 20 naranjas y 60 limones. Se quiere elaborar un total
de al menos 10 litros entre ambos jugos. Se utilizaran vasos cuya
capacidad esla cuarta parte de un litro. Entonces, ¢cuantos litros
de cada jugo debera la clase elaborar de modo que la ganancia
sea la méxima?

Dividalaclase en grupos y facilite unatabla en laque los es-
tudiantes registren | os resultados de experimentar con varias com-
binaciones de las variables:

Ngmero de .N umero de Total de | Totd de .
litros de litros de jugo . ) Ganancia
. o e naranjas limones
jugo é&cido super acido
13 2 17 60 32
4 10 24 56 36
9 1 11 40 21
10,5 45 19,5 60 345

Invite a sus estudiantes a llenar la tabla con valores tanto en-
teros como no enteros. Luego, realice preguntas que inviten a la
reflexion sobre cdmo se escogen los valores para cada tipo de ju-
go. Particularmente, €l valor que es necesario para que se cumplan
las restricciones. Por gjemplo, en la tabla anterior, la segunda op-
cién no cumple con larestriccion de que solo hay 20 naranjas. Es
conveniente introducir un nombre para aquellos pares de valores:

(ndmero delitros de “ja’, nimero de litros de “jsa’),

que cumplen con las restricciones; € conjunto de estos puntos se
denomina conjunto factible.

El profesor invita a sus estudiantes a escribir inecuaciones que
representen el problema, comenzando con dar nombre a las dos
cantidades variables. Por ejemplo, con la letra x, nombramos el
nimero de litros de jugo &cido y con laletray, el nimero de litros.
de jugo super &cido:

X: nimero delitros de jugo acido,
y: numero de litros de jugo super &cido.

Discuta la mejor manera de escribir las condicioneS para x y y
en forma de inecuaciones. Luego de llegar a un consenso sobre
las inecuaciones, introduzca el término restriceiones del proble-
ma; indique que, en este caso, |as restricciones son:

X+2y<20, 4x+4y<60, x+y>10, x>0, y>0.

El docente debera enfatizar en el.significado de cada una de esas
inecuaciones. Por ejemplo, lajprimera nos dice que el nimero de
naranjas que se utilicen no/puede sobrepasar de 20; la segunda,
que el nimero de limones utilizados no excedera de 60; etcétera.

Se procede luego-a escribir una expresion agebraica que re-
presente la ganancia'obtenida por la venta de |os jugos; a esta ex-
presion se la denomina la funcion objetivo. El docente debera re-
calcar en € uso'de la palabra funcion: la ganancia varia cuando
varian el nimero de litros de los jugos que se elaboren. En este
caso, como cada litro contiene cuatro vasos, 4x y 4y representaran
el total de vasos que seran elaborados de cada tipo de jugo; ca-
da una de estas cantidades multiplicada por €l precio de venta de
un litro de cada tipo de jugo, respectivamente, nos proporcionala
ganancia; luego, lafuncion objetivo sera:

G(x,y) = 0,5(4x) 4 0,75(4y) = 2x+ 3y.

Es decir, por un litro de jugo acido la ganancia es de 2 dolares; de
3, por un litro super &cido.

En vistade que la tabla es una maneraineficiente de encontrar
todas las pargjas posibles, € profesor pide a sus estudiantes que
grafiquen, en un mismo plano cartesiano, cadainecuacion (restric-
cion):

R x+2y <20 777777 4x+4y <60 [ x+y=>10
15 -
™

10 = 4 >>>~>\>
b by
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Debe Ilamar la atencidn de los estudiantes hacia la region que es
comun atodas las restricciones (region denominada conjunto fac-
tible):

15

10

5 10 15 20

Dado que el objetivo de aprendizaje no es el redlizar gréficas
de inecuaciones, este proceso no debe convertirse en un obstaculo
en la presentacion del problema; por ello, si la clase lo necesi-
ta, es recomendable utilizar una calculadora gréfica en lugar de
determinar a mano e conjunto factible. En la web podemos en-
contrar muchas aplicaciones de software libre que grafican el con-
junto facti bldd. En gercicios subsiguientes, € profesor podrd, s
los estudiantes lo necesitan, proponer gjercicios para representar
gréficamente inecuaciones a mano.

Es importante organizar lainformacion de manera clara resu-
miendo el problema de la siguiente manera:

max G(x) = 2x+ 3y

X+ 2y < 20,
4x+ 4y < 60,
X+y > 10,
Xx>0,y>0.

sujeto a

El agoritmo de solucidon de laprogramacion lineal indica que,
parahallar la solucién, lafuncion objetivo sea evaluada en los vér-
tices de la region factible. Podemos dar sentido a este algoritmo
indicando que s la funcién objetivo toma distintos valores, las
gréficas que se obtienen son rectas paralelas entre si. En efecto,
si laganancia fuera de 32 ddlares, entonces los valoresde xy dey
que producen esta ganancia, cumplirian la siguiente igual dad:

2x+3y =32,

Entonces, la gréfica de todos estos puntos (x,y) seriaunarecta. Si
laganancia fuerade 21 ddlares, larecta correspondiente seria

2x+3y=21.

2por gjemplo, enfhttp://www.ronblond.com/M1/Linprog/index . htmll
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En el siguiente dibujo, se muestran algunas rectas obtenidas para
distintos val ores de la funcion objetivo:
y

15

10

El valor de lafuncion objetivo en este caso crece conforme larecta
se mueve hacia la derecha. Claramente vemos que el valor méxi-
mo de lafuncion objetivo debe obtenerse en uno delos vértices de
laregion factible.

Para este problema, e vértice correspondiente a la intersec-
cion de las rectas de ecuaciones x+Yy = 15 y x+ 2y = 20, corres-
ponde a maximo que buscamos. Las coordenadas del punto de
interseccion es (10,5); esdecir, x =10, y = 5y lagananciaes

2x+3y=20+15=35

dolares.

Esimportante que el docente pida alos estudiantes que cal cu-
len el valor delafuncion objetivo en los otros vértices del conjunto
factible y comparen la ganancia obtenida con la 6ptima.

Un aspecto de extrema importancia es interpretar 1os resul-
tados que e procedimiento matemético nos provee. Por ello, ¢l
profesor debe enfatizar en que los estudiantes escriban la solucién
utilizando frases completas como “El valor maximo de laganancia
se obtiene elaborando 10 litros dejugo &cido y 5 litros dejugo su-
per &cido”. Ademés, los estudiantes pueden extender el‘problema,
plantear hipétesisy conjeturas como las siguientes: s varidra-
mos el precio de cada vaso de jugo super &cido de'75.centavos a85
centavos, ¢como cambiariala solucidon?’, “parece’que la solucion
siempre se dard en la esquina superior y nolinferior”, etcétera.

Como una extension aesta actividad,se'puede pedir acadaes-
tudiante que escriba su propio probléma de programacion lineal,
similar a ya propuesto. Esto estimula su imaginacion y creativi-
dad, obliga a pensar en cantidades que estan relacionadas lineal -
mente, ayuda a estudiante adiférenciar entrelasrestriccionesy la
funcién objetivo.

Vemos que varioS ges de aprendizaje se manifiestan en esta
actividad: la representacion de rel aciones cuantitativas requiere un
nivel de abstraccion, el uso de tecnologia para facilitar la solu-
cién del problema, la comunicacion oral, la generalizacion del
tipo de problema que se presenta (problema de mezclas).

2.4 El bloque de estadisticay probabilidad

Este bloque parte del conocimiento adquirido sobre estadistica
descriptiva en afios anteriores. Una actividad estimulante es pedir

alos estudiante que se planteen una pregunta que se pueda respon-
der mediante una encuesta. Laencuesta debeincluir preguntas que
representen variables numéricas y categéricas. Luego de procesar
los resultados de la encuesta, estos deben ser representados en for-
ma gréfica mediante, gréficos de circulo, de barras, histogramas,
etcétera

El resumen de resultados también debe incluir un reporte de
tendencia central y variacion de cada variable. Los estudiantes
pueden preparar un cartel con sus resultados y exponerlos a sus
comparieros. Preguntas relevantes para su edad pueden ser:

e (Quétipo de comida prefiere?
e ¢Cuanto tiempo de mirar television es bueno?

e ¢Necesitamos otras materias de estudio?

La encuesta debe incluir preguntas demogréficas para realizar
comparaciones interesantes. sexo, edad, lugar de origen, etcétera.

Todos tenemaos nociones bésicas de prababilidad que provie-
nen del uso del lenguaje comin :

e (Qué tan probable es que gane miequipo favorito?
e (;Cudl eslaprobabilidad de'que llueva el dia de hoy?

El maestro puede dar gjemples.de eventos que podamos catal ogar
en una recta de probabilidadsMarcando en larecta 0 como impo-
sibley 1 como totalmente cierto, se pide alos estudiantes que den
gjemplos de eventas ‘gue estén en € uno o en € otro extremo y
luego eventos qué-estén entre los dos extremos pidiendo que selos
ubique segunrSea su criterio.

L os.experfimentos de probabilidad binomial son iguamente
recomendados en este nivel: lanzar una o dos monedas, responder
preguntas que tengan respuesta verdadero o falso, escribir el se-
xo\de una persona, etcétera. El concepto de variable aleatoria y
espacio muestral o de eventos debe surgir de estos experimentos.
A continuacion los estudiantes realizan experimentos con dados,
cartas, etcétera, con € fin de generalizar estos conceptos.

La probabilidad se define en estos experimentos como €l nd-
mero de eventos favorables sobre el ndimero de eventos en € espa
cio muestral. A medida que €l experimento probabilistico se hace
més complicado, es necesario desarrollar técnicas de conteo, 1o
que nos conduce a encontrar el nimero de combinaciones con o
sin repeticion y €l ndmero de permutaciones de los elementos de
un conjunto. Es recomendable introducir €l factorial como una
herramienta para calcular el nimero de permutaciones de un con-
junto finito de objetos. Por ejemplo, ¢cuantas placas de carros se
pueden hacer si tenemos 6 digitos y no queremos que un digito
aparezca mas de una vez?

Es importante mostrar otras representaciones de probabilidad.
Por giemplo, la probabilidad geométrica: dado un circulo partido
en varias regiones, ¢cudl es la probabilidad de lanzar un dardo en
unaregion dada?

Este bloque incluye €l calculo de probabilidades de eventos
simplesy de eventos que resulten de la union digjunta de eventos
simples. Por ejemplo, la probabilidad de que salga un “dos’ o un
“tres” en el experimento de lanzar un dado corresponde ala unién
de dos eventos simples disuntos. En € segundo de bachillerato,
se estudiara la probabilidad de eventos resultantes de uniones no
diguntasy de intersecciones.
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3

I ndicadores esenciales de evaluacion

e Evalliaunafuncion dada por laley deasignacion f(x) con valores numéricoso literales.

e Determinalaimageny pre-imagen de un elemento del dominio o del recorrido respecto de una funcion inspeccionando su gréfica

0 su tabla de valores.

e Graficarectasy parébolas.

e Determinan la pendiente de unarecta

e Describe la pendiente de una recta como tasa de cambio.

e Obtienela ecuacion de unarecta dada su pendientey punto por el cual pasa, o dados dos puntos.

e |dentificasi dos rectas son paralelas dadas sus ecuaciones lineales.

e Ubica€ vértice de una parébola tanto inspeccionando la gr éfica como utilizando la férmula correspondiente.

o |dentificael vértice de una pardbola como el minimo o e méximo de la funcion cuadrética correspondiente.

e Describe lamonotoniay la concavidad de una pardbola dada su gréfica o dada su formula.

e Determinalos cortes de la pardbola con los gjes resolviendo una ecuacion cuadrética o inspeccionando una.grdfica.

o Grafica par &bolas mediante traslaciones horizontales, verticales, reflexionesy homotecias a la parébola madrey = x2.
e Evalliafunciones lineales y cuadréticas a trozos.

e Graficafunciones lineales y cuadréticas atrozos.

e Encuentra la interseccion de dos recta, de una recta y una parabola, y de dos paraholas mediante la solucién de un

sistema de ecuaciones y mediante la inspeccion de gr aficas.

e Graficavectoreslibresy vectores en forma estandar.

e Sumavectoresy multiplica un vector por un escalar en forma algebraica y.geométrica.

e Modela problemas de ubicacion de objetos utilizando vectores.

e Calculalalongitud deun vector y ladistancia de un punto al origen

e Determina un vector dadas su longitud y direccion.

e Reconoce los distintos elementos de un problema de programacion lineal: funcidn objetivo, restricciones, conjunto facti-

ble.

e Traduce del lenguaje natural a lenguaje matemético estableciendo variables y ecuaciones o inecuaciones en un problema de

programacion lineal .

e Graficad conjunto factibley deter minan susyértices.

e Evallalafuncién objetivoy pueden detepminar su valor méximo o minimo en laregion factible.

e Realiza unaencuestay presenta sus resultados mediante gré&ficos estadisticos, medidas de tendencia central y dispersion.
e |dentifica unavariable aeatoria en unjproblema.

e Describe el espacio muestral para-experimentos sencillos con monedas, dadosy cartas.

e Calculalaprobabilidad de‘eventos ssimplesy compuestos.

e Calcula e nimero de combinacionesy de permutaciones.
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PROYECCION CURRICULAR
SEGUNDO DE BACHILLERATO



Objetivos educativos del afno

1. Aplicar modelos de funciones polinomiales (lineales y cuadraticas),
racionales, con radicales o trigonométricas en la resolucion de
problemas.

2. Reconocer cuando un problema puede ser modelado mediante una
funcidn lineal, cuadratica o trigopnométrica.

3. Comprender el concepto de funcion mediante la utilizacién de tablas,
graficas, una ley de asignacion y relaciones matematicas (por ejemplo,
ecuaciones algebraicas) para representar funciones.

4. Comprender que el conjunto solucidn de ecuaciones e inecuaciones que
contengan expresiones polinomiales, racionales, con radicales’y
trigonométricas como un subconjunto de los numeros reales:

5. Determinar el comportamiento local y global de funcién (de una variable)
polinomial, racional, con radicales, trigopnométricas, ‘@ de una funcion
definida a trozos o por casos mediante funciones)de los tipos
mencionados, a través del analisis de su dominio, recorrido, monotonia,
simetria, extremos, asintotas, intersecciones’con los ejes y sus ceros.

6. Operar (suma, resta, multiplicacién,;division, composicion e inversion)
con funciones (de una variable) polinomiales, racionales, con radicales,
trigonométricas, o aquellas definidas por trozos o casos mediante
funciones de los tipos mencionados.

7. Utilizar TICs:
(a) para graficar funciones polinomiales, racionales, con radicales y
trigonométricas;
(b) manipular.ef dominio y el rango para producir graficas;
(c) analizar, las caracteristicas geométricas de funciones
polinomiales, con radicales y trigonométricas (intersecciones con
loS’ejes, monotonia, extremos y asintotas).

8. Aplicar vectores y matrices en la solucion de problemas fisicos y
geomeétricos.

9._Comprender y utilizar el concepto de direccidon de la recta, rectas
paralelas y perpendiculares desde el punto de vista vectorial.

10.Resolver problemas de distancia entre puntos y rectas mediante la
representacion vectorial de una recta.

11.Realizar operaciones matriciales. Calcular determinantes de matrices y
comprender la relacion entre determinante e inversa de una matriz.



12.Comprender el comportamiento geométrico de transformaciones del
plano. Representar graficamente las siguientes transformaciones en el
plano: traslaciones, rotaciones, simetrias y homotecias.

13.Identificar problemas sobre la administracion de recursos que pueden
ser modelados y resueltos mediante la teoria de grafos.

14.Representar graficamente circuitos y reconocer circuitos de Euler.

15.Comprender el uso de herramientas matematicas en problemas de
asignacion de tareas.

16. Distinguir problemas donde la probabilidad condicionada sea una
herramienta de analisis y solucion.

17.Comprender el propésito y uso del muestreo, identificar posibles fuentes
de sesgo, comprender la importancia de la aleatoriedad.y) utilizar
técnicas de muestreo en la simulacion de situaciones sencillas.



Planificacidon por bloques curriculares

Bloques Destrezas con criterios de desempefos
curriculares

e Representar funciones elementales por medio de
tablas, graficas, formulas y relaciones. (C,P)

e Evaluar una funcién en valores numéricos y/o
simbdlicos. (C,P)

e Reconocer y representar el comportamiento local y
global de funciones lineales y cuadréticas y
combinaciones de ellas (de unavariable) a través
de su dominio, recorrido, monotonia, simetria. (€,P)

e Realizar operaciones de suma, resta,
multiplicacién y division entre funciones
polinomiales o racionales dadas. (P)

e Determinar los ceros, la monotoniay\la grafica de
una funcién polinomial mediante €l uso de TIC's.
(C,P)

e Reconocer problemas que pueden ser modelados
mediante funciones polinemiales (costos, energias,
etcétera) identificando las\variables significativas y las
relaciones existentes-entre ellas. (M)

e Resolver problemas. con ayuda de modelos
polinomiales. (P,M)

e Determinar las'intersecciones, la variacion, las
asintotas y la gréfica de una funcion racional

1. NOmeros y mediante(él uso de TIC’s. (C,P)

funciones e Recongoer problemas que pueden ser modelados
mediante funciones racionales sencillas a partir de
la‘identificacion de las variables significativas y de las
relaciones existentes entre ellas. (M)

o) Resolver problemas mediante modelos con funciones
racionales sencillas. (P,M)

e Determinar las intersecciones los cortes de la
grafica de una funcion polinomial o racional con el
eje horizontal a través de la resolucion analitica, con
ayuda de las TIC’s, de la ecuacién f(x) = 0, donde f es
la funcién polinomial o racional. (C,P)

e Determinar el recorrido de una funcion polinomial
o racional a partir de la resolucion, con ayuda de las
TIC’s, de una ecuacion algebraica de la forma y = f(x).
(C,P)

e Calcular las funciones trigonométricas de algunos
angulos con la definicion de funcién trigonométrica
mediante el circulo trigonométrico. (C,P)

e Reconocer el comportamiento local y global de las
funciones trigonométricas a través del analisis de
sus caracteristicas (dominio, recorrido, periodicidad,
crecimiento, decrecimiento, concavidad, simetria y




paridad). (P)

Identificar las graficas correspondientes a cada
unade las funciones trigonométricas a partir del
analisis de sus caracteristicas particulares. (C,P)
Representar graficamente funciones obtenidas
mediante operaciones de suma, resta,
multiplicacién y division de funciones
trigonométricas con la ayuda de las TIC's. (C,P)
Estudiar las caracteristicas de combinaciones
funciones trigonométricas representadas
graficamente con la ayuda de las TIC's. (C,P)
Demostrar identidades trigonométricas simples.
(P)

Resolver ecuaciones trigonométricas sencillas
analiticamente. (P)

Elaborar modelos de fendmenos perjiddicos
mediante funciones trigonométricas: (P,M)

Resolver problemas mediante modelos que utilizan
funciones trigonométricas. (P,M)

Determinar la funcion compuesta de dos funciones.

(P)

2. Algebrayy,
Geometria

Reconocer vectores - ‘perpendiculares a partir de sus
coordenadas. (P)

Hallar las ecuaciones paramétricas de una recta
con vector girector conocido a partir de su ecuaciéon
vectorial. (P)

Expresar(la ‘ecuacion cartesiana de unarecta en
forma‘paramétrica y viceversa a través de la
relagion entre los coeficientes y los parametros. (P)
Determinar la ecuacion de una recta paralela o
perpendicular a unarecta dada a partir de la
relacion entre los coeficientes y los parametros. (C,P)
Resolver problemas de distancias entre puntos y
rectas y entre rectas utilizando vectores. (P)
Resolver problemas de fisica utilizando las
ecuaciones paramétricas de una recta. (P,M)
Realizar Operaciones con matrices previa la
determinacién de si son posibles o no. (C,P)
Resolver problemas utilizando la igualdad de
matrices. (P)

Calcular determinantes de matrices cuadradas (de
orden menor o igual a tres) por medio de diferentes
métodos: por menores, la regla de Sarrus, las
propiedades de los determinantes. (P)

Calcular determinantes utilizando TIC’s. (P)
Resolver sistemas de ecuaciones lineales de orden
2 o 3 utilizando la regla de Cramer. (P)

Resolver sistemas de ecuaciones lineales con
solucidn Unica, infinitas soluciones o sin solucién




mediante el método de Gauss-Jordan. (P)
Determinar la existencia de soluciones de un
sistema de ecuaciones lineales utilizando el
determinante de la matriz de coeficientes. (C,P)
Expresar las transformaciones geomeétricas como
funciones. (C,P)

Expresar las transformaciones geométricas en
forma matricial. (P)

Aplicar transformaciones geométricas (hallar el
simetrico, rotar, ampliar, reducir) a figuras
geomeétricas planas simples. (P)

Reconocer la ecuacion de un circulo a partir de.los
parametros de la misma. (C)

Hallar la ecuacion de un circulo conocidos su
centro y su radio. (P)

Determinar las ecuaciones de las rectas asociadas
a un circulo a partir de la su ecuacion. (P)
Transformar circulos mediante traslaciones y
homotecias. (P)

Determinar los puntos de interseccidn entre rectas
y circulos y entre circules mediante la solucién de
sistemas de ecuaciongs)lineales y no lineales
(ecuaciones lineales.y cuadraticas). (P)

Realizar transformaciones en el plano con la ayuda
de las TIC’s,AP)

3. Mateméticas
Discretas

En

un problema dado:

Identificaryy modelar problemas de distribucion de
recursos mediante grafos. (C,M)

Identificar vértices y aristas de un grafo. (P)
Construir un grafo dada una red. (C,P)

Definir un circuito de Euler. (C)

Identificar condiciones suficientes en un grafo para
gue contenga un circuito de Euler. (C,P)
Determinar los vértices y el orden de un circuito de
Euler en un grafo. (C,P)

Aumentar las aristas necesarias para que un grafo
contenga un circuito de Euler. (C,P)

Interpretar el resultado de la obtencién de un
circuito de Euler en el contexto del problema inicial.
(C.M)

Definir un circuito de Hamilton. (C)

Comprender la diferencia entre un circuito de
Hamilton y un circuito de Euler. (C)

Encontrar un circuito hamiltoniao de menor costo
mediante los métodos de: prueba y error, del vecino
proximo. (C,P,M)

Encontrar soluciones aproximadas al problema del
viajero utilizando prueba y error, el algoritmo del




vecino préximo, y otros métodos. (P,M)

Determinar el arbol generador de menor costo.
(C,P,M)

Encontrar el tiempo minimo para realizar una
secuencia de tareas mediante la identificacion de un
camino critico. (P,M)

Identificar un problema de transporte.(M)

Plantear un problema de programacion lineal para
resolver un problema de transporte. (C,P,M)

Utilizar TICs para resolver el problema de transporte.
(P.M)

4. Probabilidad
y Estadistica

Reconocer experimentos en los que se requiere
utilizar la probabilidad condicionada mediante el
analisis de la dependencia de los eventos
involucrados. (C,M)

Calcular la probabilidad de un evento.sujeto a
varias condiciones mediante el teorema de Bayes.
(P)

Obtener muestras a través de diversas formas de
muestreo: simple, por conglomerados, estratificado.
(P.M)

Seleccionar una muestra tomando en cuenta la
importancia de la aleatoriedad y utilizando las técnicas
mas conocidas para la seleccion. (C,P,M)




Precisiones paralaensenanzay €l aprendizaje

1 Precisionesgenerales

El gjecurricular integrador del &rea propone la elaboracion de mo-
delos como el mecanismo pararesolver problemas. En un desarro-
Ilo gradual, que duraré los tres afios del bachillerato, |os estudian-
tes deberan comprender que la solucion de aquellos que se estu-
dian con lamatemética pasan por un proceso que seiniciacon una
representacion de los elementos del problema original mediante
conceptos y lenguaje matematico, que contintia con la formula
cién de un problema matematico, de cuyos andlisis y resolucion,
tras lainterpretacion respectiva, esperamos encontrar una solucién
al problema original.

Una manera de lograr esta comprension gradual consiste en
que, desde € inicio del bachillerato, los estudiante se enfrenten
con la tarea de elaborar modelos y, a través de ellos, resuelvan
problemas, por més simples que estos sean. Esta labor puede ser
desarrollada por € docente en algunas fases.

1. El problema. En cadabloque, paraintroducir los temas prin-
cipaes, el docente propondra a la clase uno o varios proble-
mas 0 Situaciones cuya representaci Oon matemética utilizardlos
conceptos mateméticos principales que se quieran estudiar en
dicho tema.

2. Experimentacion. El docente propondra diversas actividades
a los estudiantes para que se familiaricen con el problema‘@
la situacion. Estas actividades podran consitir, entre otras, en
experimentar con los elementos del problema, lo que les permi-
tirdtomar datos, que seran presentados mediante tablasografi-
cos. A partir de estas representaciones, |0s estudiantes podran
conjeturar soluciones o descubrir agunas £ no soluciones’. El
docente, en cambio, contard con e materialy e vocabulario
suficientes para introducir los conceptos/objetos de estudio, y
que serén indispensables para resolver.el problema o explicar
lasituacion.

3. Modelar. De los datos pasames a una representacion de los
elementos del problema_y..de las relaciones existentes entre
ellos mediante conceptos mateméticos; en otras palabras, ela-
boramos un model o.dél. problema, con lo cual obtenemos, asu
vez, un problema matematico. Enlamedidaen que se utilizaradn
funciones para este proceso, se haré necesaria laidentificacion
de variables,y/las relaciones de dependencia entre €ellas; esto
daralugar a etiquetar a algunas variables como independientes
y otras como dependientes, y a identificar algunas relaciones
como funciones. Acompafiando a este proceso, estara siempre
el uso explicito por parte del estudiante de los simbolos (letras)
que utilice pararepresentar las variablesy las funciones. El do-
cente debera insistir en el uso consistente de esos simbolos, y
del uso correcto del lenguaje para la descripcion de dichas re-
presentaciones.

4. Interpretacion y Generalizacion. Una vez obtenido el mo-
delo, se resuelve el problema matemdtico, se interpreta la so-
lucién matemética para dar solucién a problema original. A
continuacién, debemos enfatizar en que la solucion mateméti-
ca encontrada permite obtener métodos generales que pueden
resolver unavariedad de problemas “del mismotipo”, o pueden
guiarnos adar solucion a problemas nuevos mas complejos, pe-
ro, para ello, es necesario estudiar, con mayor profundidad, los

conceptos que surgieron como abstracciones de los elementos
que intervinieron en laelaboracion del modelo.

En estafase, también se pueden estudiar varios de los con-
ceptos Unicamente con motivaciones matematicas como las de
demostrar un teorema mediante dos métodos\diferentes; Por
gemplo, laférmulapara calcular lasuma delos primeros n ni-
meros de una progresion aritmética suele'ser demostrada me-
diante inducci6n matemética; sin embargo, mediante argumen-
tos geométricos —que incluyen,laférmula del area de un rec-
téngulo, condiciones suficientes para la congruencia de trian-
gulos, entre otros— también'se'obtiene una demostracion de la
mencionada férmula.

En cada una de estasfases, € docente debe insistir en el uso
correcto del lenguajeypor parte de | os estudiantes, tanto escrito co-
mo oral, en laformulacion e identificacion de los diversos el emen-
tos que aparegen en el proceso de la elaboracion del modelo.

A continuacion, vemos los ges de aprendizaje que aparecen
en cadaunade las fases.

1. Enladel problema, el estudiante debe leer un texto que, en la
mayoria de las ocasiones, se refieren atemas no mateméticos.
También debe expr esar se oralmente para hablar sobre el pro-
blema, paraaveriguar sobre él, etcétera. Sin las destrezas nece-
sarias de lalengua en forma escrita y oral, no comprendera
lo que el problema le plantea.

Dado que los problemas que se utilicen deben ser, prefe-
rentemente, no matematicos, en estafase seintegran diferen-
tes conocimientos adquiridos; por ejemplo, con la economia
y las finanzas, labiologia, lafisicay laquimica, etcétera.

2. Enlafase de experimentacion, setiene una oportunidad valiosa
para hacer uso de lastecnologias de lainfor macién, mediante
la toma de datos, |a elaboracion de tablas, de gréficos, etcéte-
ra. También se integran conocimientos adquiridos, pues en
estafase casi sSiempre se recurre a conoci mientos matemati cos
que los estudiantes ya conocen; por g emplo, elaborar gréficas,
redlizar ciertos célculos, tanto “amano” como através de “tec-
nologias’.

Otro elemento presente en esta fase es la conjetura, cuan-
do se procesan e interpretan |os datos obtenidos, y se proponen
soluciones, 0 caminos a seguir pararesolver € problema.

Finalmente, el uso correcto delalengua se evidenciaatra-
vés de la presentacion de los datos recogidos, de las sintesis
que de ellos se hagan.

3. Enlafase de modelar, laabstraccién esunade las principales
herramientas con la que los estudiantes deben contar, pues es
laque les permiteidentificar las variablesy las relaciones entre
las variables. El uso correcto de la lengua les permite elegir,
adecuadamente, los simbolos, que representan los elementos
del problema, para su manipulacién posterior.

4. En lafase de los conceptos, una vez més la abstraccion, la
generalizacion, el uso correcto de la lengua, las tecnologias
estaran presentes.

La manera de saber que algo es una solucion es “probar”,
justificar, que lo hallado es una solucion; parte del desarrollo
de los conceptos estd encaminado, precisamente, a ese fin.
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En el perfil de salida del BGU, se propone que € egresado
resuelva problemas que la vida cotidiana le plantea. Es de esperar
que los problemas que se proponen en el bachillerato, tanto para
introducir los conceptos, objetos de estudio, como los que tienen
que resolver como parte de su formacion, sean delavidacotidiana.
Sin embargo, muchos de los problemas de la vidareal no pueden
ser resueltos con |os conocimientos mateméticos adquiridos en €l
bachillerato y, en varias ocasiones, ni siquiera con los que se ad-
quiriran en la universidad, a nivel de la licenciatura (ingenieria);
seran necesarios estudios especializados de maestria y/o doctora-
do.

A pesar de esta situacion, siempre es posible adaptar |os pro-
blemas reales y conformar a menos dos tipos de problemas que
podrén ser utilizados en el aula:

1. Problemas reales, en los que se requiere de matemética
para resolverlos; pueden simplificarse para que los cono-
cimientos necesarios sean |os que los estudiantes poseen o
pueden poseer en el nivel en el que se encuentran. En estos
problemas, |os conceptos matematicos adquieren sentido.

2. Problemas ilustrativos, cuyo Unico objetivo es gjemplifi-
car conceptos, términosy teoremas.

Hay una gran variedad de problemas reales que pueden ser
simplificados, sin que por ello se pierda la posibilidad de utilizar-
los como buenos prototipos de lo que con lamatemética puede ha-
cerse en lavida cotidiana. En las Ultimas décadas, un buen niimero
de esos problemas han sido model ados con herramientas matemé-
ticas relativamente sencillas de comprender; algunos gjemplos se
encuentran propuestos en €l bloque de “Mateméticas discretas’.

2 Segundo de bachillerato

En este afio, contindia € estudio de varios tipos de funciones. En
particular, se introducen las funciones trigonométricas. Las funs
ciones trigonométricas son fundamentales tanto para modelar fe-
némenos periddicos como paraasistirnos en lallamada resohucion
de tridngulos rectangulos. Histéricamente, las funciones trigono-
métricas fueron inventadas con este propésito. Por elloylatrigono-
metria es un contenido que nos permite cumpliricon € proposito
central del aprendizaje del area: la resolucién de'problemas.

El problemasiguiente es un gy emplo de lo.que se conoce como
“situacién problema’; es decir, un problema més o menos com-
plelo que permite descubrir o reforzaral estudiante una o varias
nociones (en este caso, la de funCién'y sus elementos), vizualizar
que existen varias formas de enfrentar un problemay descubrir sus
limitacionesy la necesidad de adquirir nuevos conocimientos.

Problema 1 (Optimizacién). Hallar €l area del triangulo de ma-
yor area que puede inscribirse en un semicirculo deradio 5 cm.

Paso 1. El profesor pedira alos estudiantes que dibujen un se-

micirculo deradio 5 cmy varios tridngulos inscritos en €.
Después de varios intentos, debera quedar claro paratodos los

alumnos € significado de un triangulo inscrito en un semicirculo:

ANW/ZAN

INCORRECTO

CORRECTO

Paso 2. El profesor pedira alos estudiantes que identifiquen €l
tipo de triangulo (recténgulo), y que justifiquen su afirmacion. A
continuacion, pedira que encuentren una formula para calcular €
area de un triangulo rectangulo a partir de las dimensiones de sus
lados (semiproducto de las dimensiones de | os catetos).

Paso 3. El profesor pedira alos estudiantes que dibujen varios
triangulos inscritos en el semicirculo y que con la ayuda de una
regla graduada calculen el &rea de esos triangulos.

Ese trabajo, con la ayuda de una calculadora, conducira a una
tabla como la siguiente, donde las longitudes estén dadasen cm'y
|as &reas en cm?.

catetol | cateto2 | area
57 8.3 23,655
6,5 7.7 25,085
7.9 6,2 24,49
7.1 7.1 25,205

El profesor haréd notar.que/medidas como 7,1y 7,1deben estar
mal tomadas, pues no satisfacen la relacion de Pitégoras para un
tridngul o rectangul o:

7,12 +7,1% = 100,81.

Puede'sugerir nuevas medidas como las siguientes:

catetol | cateto2 | area
5.7 8.3 23.655
6.5 7.7 25.085
79 6.2 24.49
7.1 7.1 25.205
6,8 7,3 24.82
6,9 7,19 24.80
7.07 7.07 24,99

Estos resultados, y otros adicionales, llevaran alos estudian-
tes a sospechar que e drea méaxima es 25 cm?; sin embargo, por
muchas mediciones que realicen y por muchos decimales que pon-
gan a azar, no podran encontrar dimensiones tales que el area sea
igual a 25.

Paso 4. Es necesario entonces buscar otro método. El profesor
sugiere que se busque unaférmula que permitacalcular el areadel
tridngulo de &rea maxima. Al respecto, puede sugerir que se nom-
bren con letras —por gjemplo, con x e y— las longitudes de los
catetos. Esto, junto con la relacién de Pitégoras, conducira a los
estudiantes alaformuladel érea:

Al _ Xv/100 — X2
T2 2

Interesante: hemos encontrado una férmula para calcular €
areade cualquier tridngulo inscrito en un semicircul o; en otras pa-
labras, hemos disefiado un modelo mateméti co.

Puesto que A depende de x, podemos escribir

Hemos definido una funcién que nos permite calcular el area
del triangulo para cada valor de x. ¢Cua es € dominio de esta4
funcién? ¢Cud es su recorrido?
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Para calcular el recorrido, requerimos conocer |os valores en-
tre los cuales varia A(x), y volvemos a nuestro problema inicial:
¢Cudl es valor maximo de A(x)?

Los estudiantes manifiestan que no estan en condiciones de
determinar el maximo de esta funcién, ante lo cual el profesor ex-
plicara que existen métodos que requieren del cdlculo diferencial
para determinar € maximo de funciones como ésta, y que se tra-
tard en cursos superiores, pero que, sin embargo, €l problema no
puede quedar sin solucion.

Paso 5. El profesor sugiere recurrir ala trigonometria para re-
solver el problema, paralo cual propone calcular € areadel trian-
gulo inscrito en funcién de uno delos angul os agudos del tridngulo
al que llamaremos, por gemplo, a.

y
o
L os alumnos encuentran rapidamente
A= %y =50sena cosa.

El profesor sugiere que utilicen laidentidad trigonométrica
sen2a = 2sena cosa,

lo que conduce a
A=25sen2a.

La pregunta es ahora evidente: ¢Para qué valor de a, sen2a
alcanza su méximo valor?

Los estudiantes deberian contestar sin dificultad que, puesto
que € mayor valor del seno es 1, el valor maximo de sen2a se
obtiene cuando a = 45°. El &rea méxima es entonces 25 em2y el
triangulo de a&rea méaxima tiene como dimensiones de stis ¢catetos

x=10sen45° =5v2 y y=10c0s45'£5V2.

Es necesario hacer notar que, puesto,qué’las dimensiones ob-
tenidas son nimeros irracionales, es imposible encontrarlas me-
diante mediciones con unaregla

Paso 6. Se puede tambiénSugerir que resuelvan € problema

. § 5 x2 (100 x2)
considerando €l cuadrado'del drea: A<(x) = Y ob-
servando que € arearaleanza su valor maximo en un punto si 'y
solo si su cuadradg acanza el méximo en el mismo punto.

Paso 7. El profesor pedirdalosaumnos que generalicen €l pro-
blema para un semicirculo de radio cualquiera R, y que redacten
las soluciones utilizando un lenguaje matemético correcto, como
se muestra a continuacion.

C

A f B

5
Enél gréfico, el triangulo AABC esrectangulo por ser un triangulo
inscrito en un semicirculo. Sean x = AC y y = BC. En este trian-
gulo, podemos tomar el segmento AC como labase, y € segmento
BC como laadtura. Su drea A es, entonces, igual a:

A=—_.
2

Por el teorema de Pitégoras aplicado a triangulo AABC, setiene
que

X4y =102,
de donde y = v/100 — x2. Reemplazando en A = x_2y se concluye

que
1
A= EX\/ 100 — X2,

que nos proporciona unaférmulaparacalcular el dreadel triangulo
AABC enfuncién delalongitud x de uno delos catetos. Podemos,
entonces, escribir

A(x) = %xx/ 100—x2,

y considerar a A como unafuncidn. Los valores que puede tomar x
de acuerdo con la naturaleza del problema, son los nimeros reales
comprendidos entre 0y 10. El dominio de lafuncion es, entonces,
el intervalo [0,10].

El recorrido de la funcién son todos |6s vidlores entre € area
minima (0) y el &reamaxima. Desgraciadamente, |os conocimien-
tos que disponemos no nos permiten hallar'facilmente e valor mé

. o1
ximo de laexpresion éxx/ 100 — 2.

2.1 Bloque de numerosy funciones

En el tratamiento de,polinomios, se recomienda partir de gem-
plos sencillos basades en la definicion de operaciones entre fun-
ciones linealesy cuadréticas, lo que, en definitiva, significa apli-
car las propiedades algebraicas de los nimeros reales. Hay que
evitar,_productos de polinomios de grado alto y los conocidos mé-
todos\para multiplicar polinomios mediante una serie de reglas
gue.\no aportan nada a su conocimiento y utilizacion. Por gem-
plo, f(x) = (x—1)(x+ 2)(x— 3) es una funcién cubica; podemos
obtener un polinomio cubico tras multiplicar |os factores, pero ex-
presada como el producto de estos, la funcidn cubica tiene varias
ventajas, entre otras, se puede determinar inmediatamente los cor-
tescon el gex: 1, —2y 3. También podemos saber |os signos de
la funcion en cada intervalo definido por los cortes, simplemente
analizando cada término lineal.

Es importante tratar el algoritmo de Euclides (o de la divi-
sion): dados dos polinomios p(x) y h(x), existen polinomios g(x)
y r(x) talesque

p(x) = d(x)h(x) +r(x),

donder (x) o esel polinomio nulo o su grado es menor que el grado

del polinomio h(x).

Es importante no confundir —aunque estd basado en él—
con e procedimiento para dividir dos polinomios, actualmente en
desuso.

Con base en e algoritmo de Euclides, se debe tratar €l teore-
ma del residuo, la divisibilidad por x— a y la descomposicion de
un polinomio en factores utilizando sus raices.

En el tratamiento de funciones racionales, esimportante hacer
énfasis en € conjunto en el cual estan definidas. Y a igual que
en el caso de los polinomios, hay que hacer notar que sus opera-
ciones no son Més que operaciones entre funciones reales y que,
en consecuencia, siguen las reglas de las operaciones entre nime-
ros reales. Se debe recalcar que la factorizacion no es mas que un
mecanismo para su simplificacion.

Para presentar funciones trigonométricas se recomienda se-
guir los siguientes pasos:

1. Trabajar con un problema que requiera resolver un triangu-
lo rectangulo. Hacer evidente el que dos triangul os rectangu-
los semejantes tienen lados proporcionales (teorema de Tales).
Por ejemplo, € tridngulo recténgulo con catetos de longitud 1
y v/3/2, respectivamente, e hipotenusa de longitud 2, con el
tridngulo con catetos 2 y +/3,respectivamente, e hipotenusa de
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longitud 4. La proporcién entre el cateto opuesto y la hipotenu-
saes1/2 = 2/4 en ambos triangulos. Entonces introducimos
senf = 1/2. Generalizando:

__ cateto opuesto
" hipotenusa

A continuacion hay que hacer notar que, conocido el valor del
seno de un angulo en un triangulo vy, e cateto o la hipotenu-
s, se puede conocer € término faltante. De alli su utilidad. De
manera similar se procede con el coseno.

2. Extender la definicion propuesta para angulos entre 0 y 180
grados.

3. Sedefine el radian en @ circulo unidad: recordando que 1T ra-
dianes son iguales a 180 grados. Es necesario que | os estudian-
tes sean eficientes en expresar 1os angulos notables: 30°, 45°,
60° como 1t/6rad, 11/4rad, 11/3rad, respectivamente.

4. Se definen las funciones trigonométricas en € circulo unita-
rio en un sistema de gjes cartesianos, haciendo notar que, para
cada punto sobre €l circulo, las coordenadas son x = sin6 y
y = cos0, por lo que las funciones sen y cos tienen signos o
positivos o negativos seglin el cuadrante donde se localiza el
lado terminal del angulo. El docente puede conseguir todas las
identidades trigonométricas importantes utilizando € circulo
unitario. Particularmente, la periodicidad es importante para el
siguiente paso. En esta etapa es recomendabl e que | os estudian-
tes adquieran un grado de mecanizacion en cuanto alos valores
de las tres funciones trigonométricas para los angul os notables
entreOy 27T

5. El dltimo paso consiste en pensar las funciones trigonométricas
como funciones de variable real, Para ello, se puede imaginar
que € circulo es desenrollado\sobre la recta como una cuerda.
Esta ilustracion es importante para reconocer que, en €l circu-
lo unitario, e angulo y‘lalongitud del arco coinciden en valor.
En esta etapa, extendemos las funciones seno y coseno con do-
minio real utilizande el aspecto de periodicidad del seno y del
coseno. El profesor debe proporcionar sentido alos valores po-
sitivos y negativos de la variable como angul os que se obtienen
al recorrer € circulo en sentido anti horario y horario, respecti-
vamente. Esimportante “transferir” el conocimiento adquirido
en triangulos rectangulos y € circulo unitario a esta nueva de-
finicién. Por ejemplo, la ubicacion de los angulos notables, €
crecimiento del angulo con €l crecimiento del seno en € inter-
valo 0 hasta 71/2, los cortes de lafuncion y la situacion respec-
tivaen € circulo unitario, etcétera.

6. Se debe analizar con detenimiento las caracteristicas de las
funciones resultantes de homotecias, traslacionesyy reflexiones,
tanto del seno como del coseno, para conseguir una generaliza
cion apropiada delafuncion definidapor f(x) = Asin(Bx+C).

Finamente, hay un sin nimero de situaciones donde las fun-
ciones trigonométricas aparecen de manerainmediata: |as coorde-
nadas de las agujas del reloj, la atura de un asiento en una rueda

moscovita, e movimiento de una masa sujeta a un resorte, el mo-
vimiento de los pedales de una bicicleta, etcétera; e profesor debe
hacer uso de estos gjemplosy otros parailustrar identidades y pro-
piedades de funciones trigonométricas.

2.2 Bloquedealgebray geometria

Seintroduce por primeravez en la educacion medialas ecuaciones
paramétricas. Es importante que el estudiante se dé cuenta de las
ventgjas de utilizar parametros tanto en las aplicaciones alafisica
como en los desarrollos mateméticos. Esto coadyuvard a la com-
prension del pardmetro t, que por ser una herramienta totalmente
nueva, resulta de dificil asimilacion y comprension a inicio. Asi,
en las ecuaciones paramétricas de una recta

x=at+b
y=c+d,

el vector (a,c) determinaladireccion de larecta) Por otro lado, en
Fisica, e punto (x,y) representa la posicidn de una particula en el
instantet. Si el tiempo lo permite, & profesor puede redlizar expe-
rimentos con objetos que se desplacen.en e plano, tomando datos
paradistintos valores det y luegograficandol os.

Es importante hacer notar‘que’|as ecuaciones paramétricas de
una recta y la ecuacion vectorial son, en realidad, lo mismo. En
efecto, s V es el vectordifector de larecta, Xp un punto (o vector)
de larecta, cua quierypunto X de la recta se expresa por

X=X +1V,
dondet esun Admero real.

3 ? p 3 5 5 g::ﬁﬁ

Si ahora hacemos X = (x,y), X5 = (Xo,Yo) Y V = (a,b), re-
emplazando en la ecuacion vectoria se obtiene

(%) = (x0,¥0) +t(a,b) <= (xy) = (o +tayo +1b),
o0 lo que eslo mismo en terminos de sus componentes:

X=Xp+ta
y=Yo+tb,

gue no son més que | as ecuaciones paramétricas de la recta.

Las matrices, sus determinantes y sus operaciones pueden ser
actividades mateméticas sin sentido para el estudiante, y por tan-
to es necesario proveerles de uno. Buscar tablas con varias co-
lumnasy filas en periddicos u otros medios puede ser estimulante
para comprender el uso de las matrices en el almacenamiento de
lainformacion. En la matemética, brinda un aporte importante al
facilitar laresolucion de sistemas de ecuaciones lineales.

Las transformaciones en el plano son una oportunidad para
mostrar la Matemética en conexion con € arte. Se puede hacer
que el grupo cree hermosas composiciones utilizando reflexiones,
traslaciones y rotaciones. Hay una variedad de péginas web que
gecutan esto de manera automética, por jemplo, las teselacio-
n

Finalmente, presentamos un problema que combina varias
transformaciones en el plano.

Thttp://www.shodor.org/interactivate/activities/Tessellate/
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Problema 2 (Transformaciones). Dibujar e triangulo que se ob-
tiene al realizar las siguientes transformaciones, en forma sucesi-
va, sobre el triangulo de la figura:

9 e E 4 5 D D D D

1. Traslacién de vector V = (1,2).
2. Homotecia de razon 2.
3. Rotacion de 45°.

En primer lugar, recordemos las definiciones de las transfor-
maciones que vamos a utilizar.

Definicion 1 (Traslacion). La traslacion Ty de vector V suma a
cualquier vector X el vector V:

Tv(X) =X+ V.
En otrostérminos, si V.= (v1,V2) Yy X = (X1,X2), entonces

Tu(X) = Tv(X1,X2) = (X1, X2) + (V1,V2) = (X1 +V1, X2 +V2).

I
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Una homotecia transforma un segmento AB en un segmento
A'B/, paralelo a segmento AB, pero de longitud k veces la longi-
tud de AB:

[
i €
z \ ~ B =
1 )
X
3 ? ] ) 3 L 5 glg,,,,
&
Definicion 3 (Rotacion). Unarotacion Rg de angulo 6 sela puede
expraar»\ iante la matriz
‘\\Q cosf@ —senb
\Q senf  cosh )

manera mas precisa, a rotacion del vector x = (Xg,x2)) es el
vector —expresado como vector columna:

—senB)\ (X1 _ (X1c0S0 —x2%enf
cos@ %o/ \Xy1senf +xp cosb

Ry (X1,X%2) = (X1 €08 — X2 5en 8,%; 5en 6 + X cos0).

cos6

Rg(X) = Rg(x1,%2) = (sene

Es decir,

L
Una traslacion transforma un eQ €en un segmento para-
lelo, como se ilustra a continuaci éiﬁsgmento A'B esel trada
dado del segmento AB por Iatré@i n de vector V:

N

9 = E £ D K D

Una rotacién transforma un segmento en un segmento (no ne-
cesariamente paralelo) deigual longitud:

/

Definicién 2 (Homotecia). Una homotecia P derazén k > Otrans-
forma un vector X en un vector del mismo sentido y direccion que
X, pero de longitud k veces la longitud de X:

Hy(X) = kX.
S x= (X1,X2), entonces

Hk(X) = Hk (X1, %2) = K(x1,%2) = (kxq, kx2) .

=5
\
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El segmento A'B’ es larotacion de angulo 6 del segmento AB.
Volvamos a problema. Como las trasformaciones transforman \ 11
segmentos en segmentos, es suficiente calcular lasimagenes de los \
vértices del triangulo: \ n
TV(:L’ 1) = (17 1) + (17 2) = (27 3)7 \
Tv(2,3) =(2,3)+(1,2) =(3,5), \
TV(37 1) = (37 1) + (17 2) = (47 3)' \ﬁ' li +
Por lo tanto, el tridngulo trasladado tiene por vértices los puntos ‘
de coordenadas (2,3), (3,5) y (4,3): /
i
!
\
- s S LIS

g::ﬁﬁ
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A continuacién, aplicamos la homotecia de razén 2 a nuevo
tridngulo:

H2(2,3) = 2(2,3) = (4,6),
H2(3,5) = 2(3,5) = (6,10),
Ha(4,3) = 2(4,3) = (8,6).
Se obtiene e tridngulo de vértices (4,6), (6,10) y (8,6):
Ad
as man
]
Q)
3 > H 1 1 > 3 3 5 g::ﬁﬁ

Finalmente, aplicamos larotacion a dltimo triangulo Ryse:

R(4,6) = (4cos45° — 6sen45°, 4sen45° + 6c0s45°)
= (—V2,5V2);
R(6,10) = (6cos45° — 10sen45°, 6sen45° + 10cos45°)
=(-2V2,8V2);
R(8,6) = (8cos45° — 6sen45°,8sen45° + 6c0s45°)
=(V2,7V2).

El triangulo rotado tiene como vértices (—\/25\/5),
(~2v28v2)y (2v2,7v2):

Un trabgjo interesante %{@zar las transformaciones ante-
riores gréficamente. Q

o
2.3 Blogquede @ﬁt aticasdiscretas

i%es desarrolladas en las Ultimas décadas, aque-
ue ver con mateméticas discretas, presentan una
e aprendizaje que, a menos en los casos sencillos,
a potenciaidad de la matemética para modelar y resol-
lemas. Un g emplo de esto son |os problemas de transporte

Vi
@q’o del tiempo. El siguiente problema puede utilizarse con

efin.

Problema 3. El comité de seguridad de la institucion busca en-
contrar € recorrido que optimice el tiempo necesario para eva-
cuar del edificio en el caso de que se presente una emergencia. S
¢ edificio tiene la forma como se muestra en la figura, ¢cual de-
bera ser el recorrido que deba realizarse para dar la informacion
de manera que no se pase dos veces por & mismo pasillo, y asi no
se pierda tiempo?

En este diagrama, | as aristas representan los pasillos del cole-
gio. Solicite alos estudiantes que discutan entre si [amejor mane-
rade hacer el recorrido. Alguno de sus estudiantes puede, incluso,
reconocer €l juego muy popular de poder trazar una gréfica sin
levantar lamano ni pasar por una arista dos veces.

Este tipo de diagramas se llama diagrama de Euler. Por gjem-
plo, el siguiente diagrama no es de Euler pero puede ser “euleriza-
do” aumentando una arista (imaginaria):

No esde Euler “eulerizado”



Se procede ageneralizar laidea de grafo. Un instrumento matemé-
tico que sirve pararepresentar rutas. Lateoriade grafos es de gran
utilidad para resolver problemas de manegjo de recursos, un area
que se dedica ainvestigar cdmo manejar recursos de manera opti-
ma. El objetivo més importante de las aplicaciones que € docente
elijaparapresentar en este bloque consiste en desarrollar ladestre-
za de modelar un problema de manera esquemética con e uso de
grafos y € mostrar la existencia de algoritmos heuristicos senci-
I1os que pueden conllevar a soluciones aproximadas rel ativamente
buenas. Entre las aplicaciones interesantes que e docente puede
escoger estd el problema del vigiero (diagramas de Hamilton), el
problema de ordenacion de tareas, y €l problema de transporte de
bienes. En la bibliografia de este documento se sugieren fuentes
de consulta que brindan ayuda adicional.

2.4 Bloque de probabilidadesy estadistica

Antes de tratar la probabilidad condicionada, es necesario recor-
dar la nocién de probabilidad, € concepto de espacio muestral y
de la probabilidad de un evento simple para luego familiarizar a
estudiante con €l célculo dela:

- probabilidad de que el evento A o €l evento B sucedan;
- probabilidad de que & evento Ay el evento B sucedan.

L os diagramas de arbol pueden ser Utiles en estas situaciones.
Por otra parte, toda actividad rel acionada con las probabilidades, y
sobre todo con la probabilidad condicionada, debe estar asociada
a un experimento real y concreto con el cual esté familiarizado el
estudiante.

Cléasicamente, se utilizan experimentos con cartas, dados y
monedas. Pero hay un sinfin de posibilidades que pueden interesar
mas alaclase. Por g emplo, €l docente puede presentar alaclase
la siguiente inquietud:

Algunos piensan que las personas que son zurdas de
mano también lo son con los pies.

Luego pide que levanten la mano los estudiantes que-usan “la
mano derechay €l pie derecho”, “lamano izquierda y-€l‘pie dere-
cho”, etcétera. Luego pide ala clase organizar estaihformacion en
unatablade doble entrada. Con latabla, se puedeealCular probabi-
lidad conjuntay, ademés, introducir laidea de probabilidad condi-
cionada; por ejemplo, ¢cud esla probabilidad de que alguien que,
usando la mano derecha, seatambién.bueno con el pie derecho?

Mediante esta misma pregunta; se’puede comprender que la
pregunta planteada solo fue respondida para |as personas que es-
tan en el aula, pero si queremos Uina respuesta con mayor validez,
debemos considerar a toda la poblacién de un pais o del planeta.
¢Qué sucede con preguntas tales como “¢cud es la probabilidad
de que un estudiante ecuiatoriano ingrese a la universidad?’ ? Para
ello, es necesario considerar atodala poblacion estudiantil ecuato-
riana. En vista de/que tomar datos a tantas personas es imposible,
se vuelve necesario hacerlo en un grupo més pequefio. El profesor
introduce, entonces, la nocion de poblacién y de muestra, eindica
situaciones real es en donde una muestra puede ser sesgada. Esin-
teresante para el aula conversar de situaciones actuales donde las
estadisticas pueden estar sesgadas; por ejemplo, en encuestas de
votacion a boca de urna en las elecciones de los mandatarios del
pais, en encuestas de consumo de productos comerciales, etcéte-
ra. Desarrollar métodos para escoger una muestra es importante s
se quiere informacion veraz. Entonces, el profesor presenta la no-
cién de muestra aleatoria y métodos para generar nimeros pseudo
aleatorios. Por jemplo, un método muy sencillo es tomar el se-
gundo digito de nimeros de tel éfonos que aparecen en laguiatele-
fonica. Es recomendable pedir a sus estudiantes que planteen pre-
guntas en las cuales definan cudl es la poblacion, describan como
tomarian una muestra evitando el sesgo y como usarian nimeros
pseudo aleatorios para este fin.

A continuacién presentamos un gjemplo de un problema; no
se of recen la soluciones, sino que se sugieren varias preguntas que
se pueden plantear al estudiante.

Problema 4. A fin de medir € rendimiento en matematica de los
estudiantes de bachillerato en € Ecuador, se ha seleccionado una
muestra de estudiantes de tercer afio de bachillerato de los dife-
rentes establecimientos de educacién media con mas de 500 estu-
diantes. Para el efecto, se ha seleccionado primero una muestra
de establecimientos, y de la muestra seleccionada, se ha escogido
la muestra de estudiantes.
Se conocen los siguientes datos:

1. Los colegios con mas de 500 estudiantes son representati-
vos de la educacién media en el Ecuador.

2. Enel paisexisten 150 establecimientos enla sierracon mas
de 500 estudiantes, de los cuales el 8% esté en & Ultimo
ano de bachillerato.

3. Enél paisexisten 170 establecimientosen la costa con mas
de 500 estudiantes, de los cuales &7 % esta en € Ultimo
afio de bachillerato.

4. Enel paisexisten 14 establecimientos en €l oriente con mas
de 500 estudiantes, dedos.cuales € 5% esta en € Ultimo
afio de bachillerato.

1. Explique como detexminar el tamafio de la muestra con un e
indique lametodolegia utilizada para sel eccionar lamuestra de
tal manera que-esta no sea sesgada.

Una vez, seleccionada la muestra, que a fin de continuar
con el desarrollo de nuestro problema la vamos a suponer de
tamafio80, se procede arealizar la prueba de mateméticas. Se
obtienen las calificaciones siguientes sobre 20 puntos:

- 2 estudiantes obtienen la calificacion 0.

- 5 estudiantes obtienen la calificacion 2.

- 3 estudiantes obtienen la calificacion 3.

- 6 estudiantes obtienen la calificacion 5.

- 2 estudiantes obtienen la calificacion 6.

- 10 estudiantes obtienen la calificacion 9.
- 15 estudiantes obtienen la calificacion 10.
- 12 estudiantes obtienen la calificacion 11.
- 12 estudiantes obtienen la calificacion 12.
- 5 estudiantes obtienen la calificacion 14.
- 2 estudiantes obtienen la calificacion 15.
- 3 estudiantes obtienen la calificacion 17.
- 2 estudiantes obtienen la calificacion 18.
- 1 estudiantes obtienen la calificacion 20.

2. Haga un cuadro de frecuencias y de frecuencias acumuladas;
dibuje los diagramas correspondientes.

3. Calcule la media, la mediana y la desviacion estéandar de las
notas obtenidas por € grupo de lamuestra. ¢Qué porcentaje de
estudiantes de la muestra se encuentra entre la media + una
desviacion estdndar, + dos desviaciones estandar? ¢Entre la
mediay cuantas desviaciones estandar se encuentra el 70% de
|os estudiantes de la muestra?

4. Calculelas siguientes probabilidades:

- Que un estudiante ecuatoriano obtenga una nota superior
a 10 en una prueba de mateméticas —similar alarecep-
tada alos estudiantes de la muestra.

- Que un estudiante obtenga una nota inferior a 15.
- Que un estudiante obtenga una notaentre 8y 14.

5. Calcule las siguientes probabilidades condicionadas:
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(@) Que un estudiante obtenga una nota superior a 12, sa- (b) Que un estudiante obtenga una nota inferior a 5, sabien-
biendo que esta en el grupo de los estudiantes que siem- do que esta en € grupo de los estudiantes que siempre
pre obtienen notas superiores a 8. obtienen notasentre2'y 13.
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I ndicadores esenciales de evaluacion

Analiza funciones simples (lineal, cuadrética, a trozos, con raiz cuadrada) en relacion a su dominio, recorrido, monotonia,
paridad.

2. Redlizalas operaciones de suma, restay multiplicacién con polinomios de grado menor o igual a cuatro.

3. Reconoce cuando un polinomio esdivisible por x—ay calcula el cocientey residuo deladivision.

>

© © N o u

10.
11.
12.
13.
14.

15.
16.
17.

18.
19.
20.
21.

Encuentra raices racionaes de polinomios y factoriza un polinomio como un producto de laformaa(x—az)(Xx—ap) - (X— an),
donde & son lasraices del polinomio.

Identifica el dominio de una funcién racional y opera con funcionesracionales simples.

Definelas funcionestrigonométricas en un triangulo rectangulo, en € circulo unitarioy en larectareal.
Utiliza funcionestrigonométricas pararesolver triangulos.

Utiliza identidadestrigonométricas, y conoce las demostraciones de las identidades més basicas.
Reconoce los valor es de funcionestrigonométricas de angulos notables.

Calculalamedida de un angulo en radianes a partir de su medida en grados.

Hace uso del circulo trigonométrico paraidentificar los signos y otras propiedades de |as funciones trigonométricas.
Transforma una ecuacién cartesiana de unarecta en ecuaciones paramétricasy viceversa.

Con base en las ecuaciones paramétricas, reconoce rectas paralelas y perpendiculares.

Conoce las funciones trigonométricas seno, coseno y tangente: sus dominios, recorridos,qmonotonia, periodicidad, puntos
maximosy minimosy sus gr aficos como funcionesde variablereal.

Resuelve ecuacionesy sistemas de ecuaciones trigonométricas.
Opera con matrices de orden menor oigual que 3. Para matrices de 6rdenes mayor.es, utiliza la tecnologia.

Utiliza las transformaciones geométricas aplicadas a figuras geométricas simples. segmentos, tridngulos, cuadrilateros,
circulos.

Utilizalos grafosyy circuitos pararesolver problemas.

Calcula probabilidades de eventos compuestos y probabilidades econdicionales.

Dada una pregunta, reconoce la poblacion e identifica una muestra dela misma.
Comprendelanocién de niUmero pseudo aleatorio y su use’para determinar una muestra aleatoria.
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PROYECCION CURRICULAR
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Objetivos educativos del afo

1.

9.

Reconocer y comprender el conjunto solucion de ecuaciones que
involucran funciones polinomiales, racionales, trigonométricas,
exponenciales y logaritmicas como un subconjunto de los numeros
reales.

Identificar, formular y resolver problemas que se modelan utilizando una
funcién exponencial o logaritmica.

Utilizar diferentes representaciones de funciones exponenciales y
logaritmicas: tabla, grafica y relacion matematica (pares ordenados).

Estudiar el comportamiento local y global de funcién (de una‘variable)
polinomial, racional, con radicales, trigopnométricas, exponenciales,
logaritmicas, o de una funcién definida a trozos o por.casos mediante
funciones de los tipos mencionados, a través del analisis de su dominio,
recorrido, monotonia, simetria, extremos, asintotas, intersecciones con
los ejes y sus ceros.

Operar (suma, resta, multiplicacion, divisién, composicion e inversion)
con funciones (de una variable) polinemiales, racionales, con radicales,
trigonométricas, exponenciales, logaritmicas, o aquellas definidas por
trozos o casos mediante funciones de los tipos mencionados.

Reconocer sucesiones definidas en forma recursiva.

Resolver problemas de)economia y finanzas, principalmente, mediante
las sucesiones aritmeticas y geométricas.

Utilizar TICs:

(a) para.graficar funciones lineales, cuadraticas, racionales, con
radicales, trigopnométricas, exponenciales y logaritmicas;

(b)y'manipular el dominio y el rango para producir graficas;

(c) analizar las caracteristicas geométricas de funciones lineales,
cuadraticas, con radicales, trigonométricas, exponenciales y
logaritmicas (intersecciones con los ejes, monotonia, extremos y
asintotas).

Reconocer los diferentes tipos de conicas y utilizarlas en problemas de
aplicacioén a la fisica y a la astronomia.

10.Encontrar los elementos de una conica a partir de su ecuacion vy,

reciprocamente, determinar ecuaciones de cénicas a partir del
conocimiento de diferentes propiedades, con énfasis especial en las
asintotas.



11. Utilizar los conocimientos de teoria de juegos y de numeros para
resolver problemas en la administracién de recursos, de decision y de
codificacion.

12.Reconocer experimentos cuyos resultados estan distribuidos en forma
binomial o en forma normal.

13. Utilizar TICs para resolver problemas estadisticos distribuidos en forma
binomial o en forma normal.

14.Comprender y utilizar la regresion lineal para predecir resultados en
problemas de aplicacion en la vida real.



Planificacidon por bloques curriculares

Bloques
curriculares

Destrezas con criterios de desempefos

1. NUmeros y
funciones

Representar funciones elementales por medio de
tablas, graficas, formulas y relaciones. (P)

Evaluar una funcién en valores numéricos y/o
simbdlicos. (P)

Reconocer el comportamiento local y global de
funciones elementales de una variable a través de
su dominio, recorrido, variaciones, simetria. (C)
Determinar el comportamiento local y global de las
funciones exponenciales a través de sus
caracteristicas (crecimiento, decrecimiento,
concavidad, comportamiento al infinito (asintotas)).
(P)

Determinar las intersecciones con los €jes, la
variacion y la gréafica de una funeioén exponencial
con la ayuda de las TIC’s. (C,P)

Reconocer problemas que-pueden ser modelados
mediante funciones exponenciales (crecimiento
poblacional, decaimiento radiactivo, etcétera)
identificando las variables significativas y las
relaciones existentes entre ellas. (M)

Aplicar modelos-exponenciales en la resolucion de
problemas. (R,M)

Determinansi una funcion posee inversa
estableciendo si es biyectiva o no. (C,P)

Caleular la inversa de una funcién f dada
resolviendo la ecuacion x = f(y). (P)

Calcular el logaritmo de un namero utilizando la
definicion de funcién logaritmo como la funcion
inversa de la funcién exponencial. (C,P)

Determinar el comportamiento local y global de las
funciones logaritmicas a través de sus
caracteristicas (crecimiento, decrecimiento,
concavidad y comportamiento al infinito). (P)

Obtener las interseciones con los ejes, la
monotoniay la grafica de una funcion logaritmica
con la ayuda de las TIC’s. (P)

Identificar las graficas de funciones exponenciales
y logaritmicas a partir del analisis de sus
propiedades y caracteristicas. (P)

Estudiar las caracteristicas y obtener la gréfica de
funciones obtenidas mediante las operaciones de
suma, resta, multiplicacion y division de funciones
exponenciales y logaritmicas con la ayuda de las
TIC’s. (C,P)

Resolver ecuaciones e inecuaciones




exponenciales y logaritmicas utilizando las
propiedades de los exponentes y los logaritmos. (P)
Resolver ecuaciones e inecuaciones
exponenciales y logaritmicas utilizando TIC's. (P)
Reconocer problemas que pueden ser modelados
mediante funciones logaritmicas a partir de la
identificacién de las variables significativas que
intervienen en el problema y las relaciones entre ellas.
(M)

Resolver problemas mediante modelos que utilizan
funciones exponenciales y logaritmicas. (P,M)
Identificar una funcion recursiva a partir de las
férmulas que la definen. (P)

Calcular uno o varios parametros de una
progresion (aritmética o geométrica) conocidos
otros parametros. (P)

Reconocer problemas que puedeniser modelados
mediante progresiones aritméticas o geoméetricas
(Matematica Financiera: amortizaciones, valor
presente, etcétera) a través-de'la identificacion de las
variables significativas que intervienen en el problema
y las relaciones entre gllas. (M)

Resolver problemasutilizando modelos que utilicen
progresiones aritméticas y geométricas. (P,M)

2. Algebray
Geometria

Reconocer una conica a través de la ecuacion que la
representa. (€)

Encontrar’la'ecuacion de una conica conocidos
diferentes,elementos: centros, ejes, focos, vértices,
excentricidad. (P)

Hallar la ecuacion de una cénica con base a su
descripcion geométrica (lugar geométrico que
satisface cierta condicion). (C,P)

Obtener (y describir sus propiedades) una conica a
partir de la aplicacién de traslaciones y/o rotaciones a
una coénica dada. (P)

Reconocer una conica degeneraday el lugar
geomeétrico que representa a partir de la ecuacion que
la representa. (P)

Representar y analizar cdnicas con la ayuda de las
TIC’s. (P)

Resolver problemas de fisica (6rbitas planetarias,
tiro parabdlico, etcétera) utilizando las cénicas y sus
propiedades. (P,M)

Representar y analizar cdnicas con la ayuda de las
TIC’s. (C,P)

3. Matemaéticas
Discretas

Identificar problemas sencillos que se pueden
resolver mediante teoria de juegos. (M)
Escribir la matriz de ganancias con dos jugadores.

(P)




Definir un punto de ensilladura (minimo en su fila 'y
simultdneamente maximo en su columna), y usarlo
para determinar la estrategia éptima de cada jugador.
(C,P,M)

Comprender el uso de niumeros de identificacion
en el mundo cotidiano (supermercado, la cédula de
identidad, cuentas bancarias, etcétera). (C,M)
Comprender el propdsito del digito de verificacion
y el uso del esquema para determinarlo. (C,P,M)
Determinar la validez del digito de verificacion dado
un numero de identificacion y un esquema. (P)

4. Probabilidad
y Estadistica

Identificar las variables aleatorias en un problema
dado. (C)

Obtener la distribucién, esperanzay varianza de
los resultados de un experimento sujeto-a una ley
de distribucion binomial con la ayuda de tablas o de
las TIC’s. (P,M)

Obtener la distribucidn, esperanza y varianza de
los resultados de un experimento sujeto a una ley
de distribucion normal con‘la ayuda de tablas o de
las TIC’s. (P,M)

Obtener la recta de regresion mediante el método de
ajuste de una curva:((P)

Hallar rectas de regresion utilizando TICs. (P)
Resolver problemas para estimar resultados futuros
en experimentos mediante regresion lineal. (P,M)




Precisiones paralaensenanzay €l aprendizaje

1 Precisionesgenerales

El gjecurricular integrador del &rea propone la elaboracion de mo-
delos como el mecanismo pararesolver problemas. En un desarro-
Ilo gradual, que duraré los tres afios del bachillerato, |os estudian-
tes deberan comprender que la solucion de aquellos que se estu-
dian con lamatemética pasan por un proceso que seiniciacon una
representacion de los elementos del problema original mediante
conceptos y lenguaje matematico, que contintia con la formula
cién de un problema matematico, de cuyos andlisis y resolucion,
tras lainterpretacion respectiva, esperamos encontrar una solucién
al problema original.

Una manera de lograr esta comprension gradual consiste en
que, desde € inicio del bachillerato, los estudiante se enfrenten
con la tarea de elaborar modelos y, a través de ellos, resuelvan
problemas, por més simples que estos sean. Esta labor puede ser
desarrollada por € docente en algunas fases.

1. El problema. En cadabloque, paraintroducir los temas prin-
cipaes, el docente propondra a la clase uno o varios proble-
mas 0 Situaciones cuya representaci Oon matemética utilizardlos
conceptos mateméticos principales que se quieran estudiar en
dicho tema.

2. Experimentacion. El docente propondra diversas actividades
a los estudiantes para que se familiaricen con el problema‘@
la situacion. Estas actividades podran consitir, entre otras, en
experimentar con los elementos del problema, lo que les permi-
tirdtomar datos, que seran presentados mediante tablasografi-
cos. A partir de estas representaciones, |0s estudiantes podran
conjeturar soluciones o descubrir agunas £ no soluciones’. El
docente, en cambio, contard con e materialy e vocabulario
suficientes para introducir los conceptos/objetos de estudio, y
que serén indispensables para resolver.el problema o explicar
lasituacion.

3. Modelar. De los datos pasames a una representacion de los
elementos del problema_y..de las relaciones existentes entre
ellos mediante conceptos mateméticos; en otras palabras, ela-
boramos un model o.dél. problema, con lo cual obtenemos, asu
vez, un problema matematico. Enlamedidaen que se utilizaradn
funciones para este proceso, se haré necesaria laidentificacion
de variables,y/las relaciones de dependencia entre €ellas; esto
daralugar a etiquetar a algunas variables como independientes
y otras como dependientes, y a identificar algunas relaciones
como funciones. Acompafiando a este proceso, estara siempre
el uso explicito por parte del estudiante de los simbolos (letras)
que utilice pararepresentar las variablesy las funciones. El do-
cente debera insistir en el uso consistente de esos simbolos, y
del uso correcto del lenguaje para la descripcion de dichas re-
presentaciones.

4. Interpretacion y Generalizacion. Una vez obtenido el mo-
delo, se resuelve el problema matemdtico, se interpreta la so-
lucién matemética para dar solucién a problema original. A
continuacién, debemos enfatizar en que la solucion mateméti-
ca encontrada permite obtener métodos generales que pueden
resolver unavariedad de problemas “del mismotipo”, o pueden
guiarnos adar solucion a problemas nuevos mas complejos, pe-
ro, para ello, es necesario estudiar, con mayor profundidad, los

conceptos que surgieron como abstracciones de los elementos
que intervinieron en laelaboracion del modelo.

En estafase, también se pueden estudiar varios de los con-
ceptos Unicamente con motivaciones matematicas como las de
demostrar un teorema mediante dos métodos\diferentes; Por
gemplo, laférmulapara calcular lasuma delos primeros n ni-
meros de una progresion aritmética suele'ser demostrada me-
diante inducci6n matemética; sin embargo, mediante argumen-
tos geométricos —que incluyen,laférmula del area de un rec-
téngulo, condiciones suficientes para la congruencia de trian-
gulos, entre otros— también'se'obtiene una demostracion de la
mencionada férmula.

En cada una de estasfases, € docente debe insistir en el uso
correcto del lenguajeypor parte de | os estudiantes, tanto escrito co-
mo oral, en laformulacion e identificacion de los diversos el emen-
tos que aparegen en el proceso de la elaboracion del modelo.

A continuacion, vemos los ges de aprendizaje que aparecen
en cadaunade las fases.

1. Enladel problema, el estudiante debe leer un texto que, en la
mayoria de las ocasiones, se refieren atemas no mateméticos.
También debe expr esar se oralmente para hablar sobre el pro-
blema, paraaveriguar sobre él, etcétera. Sin las destrezas nece-
sarias de lalengua en forma escrita y oral, no comprendera
lo que el problema le plantea.

Dado que los problemas que se utilicen deben ser, prefe-
rentemente, no matematicos, en estafase seintegran diferen-
tes conocimientos adquiridos; por ejemplo, con la economia
y las finanzas, labiologia, lafisicay laquimica, etcétera.

2. Enlafase de experimentacion, setiene una oportunidad valiosa
para hacer uso de lastecnologias de lainfor macién, mediante
la toma de datos, |a elaboracion de tablas, de gréficos, etcéte-
ra. También se integran conocimientos adquiridos, pues en
estafase casi sSiempre se recurre a conoci mientos matemati cos
que los estudiantes ya conocen; por g emplo, elaborar gréficas,
redlizar ciertos célculos, tanto “amano” como através de “tec-
nologias’.

Otro elemento presente en esta fase es la conjetura, cuan-
do se procesan e interpretan |os datos obtenidos, y se proponen
soluciones, 0 caminos a seguir pararesolver € problema.

Finalmente, el uso correcto delalengua se evidenciaatra-
vés de la presentacion de los datos recogidos, de las sintesis
que de ellos se hagan.

3. Enlafase de modelar, laabstraccién esunade las principales
herramientas con la que los estudiantes deben contar, pues es
laque les permiteidentificar las variablesy las relaciones entre
las variables. El uso correcto de la lengua les permite elegir,
adecuadamente, los simbolos, que representan los elementos
del problema, para su manipulacién posterior.

4. En lafase de los conceptos, una vez més la abstraccion, la
generalizacion, el uso correcto de la lengua, las tecnologias
estaran presentes.

La manera de saber que algo es una solucion es “probar”,
justificar, que lo hallado es una solucion; parte del desarrollo
de los conceptos estd encaminado, precisamente, a ese fin.
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En el perfil de salida del BGU, se propone que € egresado
resuelva problemas que la vida cotidiana le plantea. Es de esperar
que los problemas que se proponen en el bachillerato, tanto para
introducir los conceptos, objetos de estudio, como los que tienen
que resolver como parte de su formacion, sean delavidacotidiana.
Sin embargo, muchos de los problemas de la vidareal no pueden
ser resueltos con |os conocimientos mateméticos adquiridos en €l
bachillerato y, en varias ocasiones, ni siquiera con los que se ad-
quiriran en la universidad, a nivel de la licenciatura (ingenieria);
seran necesarios estudios especializados de maestria y/o doctora-
do.

A pesar de esta situacion, siempre es posible adaptar |os pro-
blemas reales y conformar a menos dos tipos de problemas que
podran ser utilizados en el aula:

1. Problemas reales, en los que se requiere de matemética
para resolverlos; pueden simplificarse para que los cono-
cimientos necesarios sean |os que los estudiantes poseen o
pueden poseer en el nivel en el que se encuentran. En estos
problemas, |os conceptos mateméticos adquieren sentido.

2. Problemas ilustrativos, cuyo Unico objetivo es gjemplifi-
car conceptos, términos y teoremas.

Hay una gran variedad de problemas reales que pueden ser
simplificados, sin que por ello se pierda la posibilidad de utilizar-
los como buenos prototipos de lo que con lamatemética puede ha-
cerse en lavida cotidiana. En las Ultimas décadas, un buen niimero
de esos problemas han sido model ados con herramientas matemé-
ticas relativamente sencillas de comprender; algunos gjemplos se
encuentran propuestos en €l bloque de “ Mateméticas discretas’.

2 Tercerodebachillerato

Una pregunta que los estudiantes formulan a sus profesores fres
cuentemente es: “¢para qué sirve esto?’, donde “esto” es el-tema
que se esti estudiando en ese momento. Y es esta pregunta;-qui-
z&s, unade las més dificiles de responder sin caer en un enunciado
vacio que selimitaarepetir que tiene importantes aplieaciones en
alguna ciencia.

Y es que la gran parte de las aplicaciones elémentales y més
conocidas de la Matemética se nos “agotan®™-en la Educacion Bé-
sica cuentas, proporciones de losingredientes en unareceta, etcé-
tera. En cambio, gran parte de los eontenidos mateméticos que
tradicionalmente han sido trabajados en e Bachillerato son, en
realidad, soporte de otros contenidos mateméticos, necesarios en
el aprendizaje de otros campos del conocimiento, y que se estu-
dian en la universidad..lneluso estos Ultimos no siempre se apli-
can directamente en la solucion de problemas, sino que sirven, a
su vez, de base-para.estudios de doctorado dénde si se resuelven
problemas que'podriamos Ilamar de la “vida real”, pero que son
complejos.

Sin embargo, los Ultimos 70 afios, fomentado en parte por €l
desarrollo de las ciencias de la computacién, ha emergido el cam-
po de las Mateméticas Discretas. Los problemas que aborda son
trabajados con matemética no basica, pero varios de esos proble-
mas pueden ser explicados con un lenguaje matemético sencillo
funciones, matrices y teoria elemental de nimeros, que son ase-
quibles alos estudiantes del Bachillerato.

En este afio del Bachillerato, se incorporan elementos basicos
de la teoria de NUmeros. Esta rama de la matemética fue conside-
rada por mucho tiempo como un campo sin interés préactico, propio
de las mateméticas puras. Sin embargo, las técnicas y herramien-
tas que ha desarrollado, en la actualidad, dan soporte a muchas
aplicaciones computacionales. Los docentes pueden utilizar una
de sus aplicaciones reales, la que se va a mostrar a continuacion,
paraintroducir €l tema de la aritmética modular.

El profesor plantea, ala clase, €l siguiente problema de gran
actualidad.

Problema 1 (Esquema de cifrado de clave publica RSA). Hoy en
dia, es normal enviar informacion a través de Internet. Muchas
veces esa informacion es confidencial; por eemplo, la clave de
una cuenta de banco o & nimero de una tarjeta de crédito. Para
evitar que una clave sea interceptada, el sistema emisor —desde
donde se emite el mensaje— cifra la clave mediante un codigo se-
creto antes del envio, y lo que se envia esla clave cifrada. Cuando
el mensaje cifrado llegue al sistema del banco (receptor), éste de-
bera descifrar el mensaje para obtener la clave.

Para €ello, tanto € sistema que envia la clave cifrada como €
sistema del banco que recibe la clave cifrada deben conocer €
método de cifrado. Un método comin de cifrado consiste en darle
al emisor una parte de la informacién del método de cifrado. Esa
parte de informacion que el emisor conoce es de,dominio publico,
asi, cualquier sistema que quiere enviar un tmensaje al receptor,
utiliza esa informacion pablica, pero, Unicafmente, €l receptor po-
dra descifrar e mensaje.

Antes de que el docente indiqueel/procedimiento de cifrado
y de descifrado, es necesario conoeer ya algo sobre la aritmética
modular. Con la motivacion dé que los conceptos que van a estu-
diarse a continuacion serviranpara aprender el método de cifrado
que se anuncié en el problema, éste tema se puede empezar con €
planteamiento ala clase de | as siguientes preguntas:
a) S hoy esmiercoles y faltan 23 dias para mi cumpleafios,
éen quédia (el nombre del dia) celebraré mi cumpleafios?
b) Estames en el mes de noviembre, ¢en qué mes estaremos
26, meses mas tarde?

€\ A las 6 de la tarde del lunes ocurrié un derrumbe en una
mina. El equipo de rescate tard6 50 horas en sacar a los
mineros atrapados. ¢A qué hora del dia del rescate salie-
ron los mineros?

Solicite a los estudiantes que respondan estas preguntas sin
contar uno a uno los dias o los meses, en € caso de las dos pri-
meras preguntas, 0 una a una las horas, en el caso de la tercera
De las respuestas de los estudiantes, debera sistematizarlas de la
siguiente manera.

a) Al dividir 23 dias para 7 dias que tiene una semana, obtene-
mos 3 como cocientey 2 como residuo (es decir, en 23 dias
caben 3 semanas y 2 dias). Setiene, entonces, la siguiente
igualdad:

23=7-3+2.
Para determinar qué dia es e de mi cumpleafios, afladimos
2 diasamiércoles; es decir, mi cumpleafios cae en viernes.

b) Ladivision entre 26 y 12 da un cociente de 2 y un residuo
de 2. Entonces:
26=12-2+2.
Para determinar €l mes en el que estaremos, afiadimos dos
meses a noviembre; es decir, luego de 26 meses, estaremos
en enero.

c) Delaigualdad
50=24-2+2,
los mineros saldrén, dos dias después de ocurrido € acci-
dente, 2 horas més tarde de las 6; es decir, saldrén alas 8
de lanoche del miércoles.

A partir de esto se introduce el concepto der = a mod n, con
lo que las tres igualdades pueden ser escritas de la siguiente ma-
nera:

2=23mod7, 2=26mod 12, 2=750 mod 24.

A continuacién, mediante g emplos, se generaliza para obte-
ner el siguiente resultado:
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Teorema 1.

(a-b) mod n= [(a mod n)- (b mod n)] mod n.

@

Con lo trabgjado hasta aqui, ya se cuenta con las herramien-
tas suficientes para aprender € método através de un giemplo. Tal
vez, sea necesario que e docente haga un repaso de |os siguientes
conceptos: divisibilidad, nimeros primos, maximo coman divisor
y minimo comdn miltiplo, pues son utilizados alo largo del gjem-
ploy del método de cifrado.

Ejemplo. Como se dijo, & método consiste en que el receptor
debe hacer publica ciertainformacion que € emisor utilizara para
cifrar el mensaje que enviara. Esta informacion se obtiene de la
siguiente manera.

Informacion que publica el emisor.

1. El receptor escoge dos nimeros primos que |os va a mante-
ner en secreto. Por giemplo, p=5y q=17.

2. Definen = pq; es decir, n = 85.

3. Calculael nimero m=mecm(p—1,q—1); en este caso:

m= mcm(4,16) = 16.

4. Elige un nimero r que no tenga divisores en comdn con
m —excepto 1. Por giemplo, r = 3, no tiene divisores en
comun con 16.

5. Lainformacion que € receptor hace pablica son los nime-
rosny r; en este caso, publicalos nimeros 85y 3.

Procedimiento de cifrado del emisor. Supongamos que
laclave que se vaaenviar esMOL. Con lainformacion publicada
por el receptor, el emisor procede de la siguiente manera.

1. El emisor codificala palabra MOL mediante una secuencia
de nimeros, asignando a cada letradel alfabeto un himero.
Por gjemplo, alaA € 1,alaBéd 2,...,alaZ .27 Asi, la
clave MOL se transforma en |a secuencia dentimeros

13, 16, 12.

Laasignacion de los nimeros a cadaletra es arbitraria, sal-
Vo que hay que asegurarse de gue € maximo comun divisor
de cada nimero de la secuencia y n (en este caso, 85) sea
igual a1 (es decir, que ne tenga divisores en comun distin-
tosdel 1).

2. Cada numero en la'secuencia es reemplazado por los si-
guientes nimeros:
13%"mod 85, 16° mod 85, 12° mod 85;

es decir, la secuencia cifrada enviada por e emisor y reci-
bida por receptor esla siguiente:

72, 16, 28.

Procedimiento de descifrado del receptor.

1. Obtiene un nimero stal quer-s=1 mod m, es decir, tal
que
3s=1 mod 16.

Esto se logramediante el calculo de potencias sucesivas de
r mod mhasta que seobtengael 1; el shuscado esel pentl-
timo residuo. En este caso, tenemos |os siguientes calcul os:

3 mod 16 =3,
32 mod 16 =9 mod 16 =9,

3% mod 16 = 27 mod 16 = 11,
3* mod 16 = 81 mod 16 = 1.

Entoncess=11.

2. Lasecuencia descifrada se obtiene mediante |os siguientes
céculos:

7211 mod 85 =13, 16! mod 85= 16, 28 mod 85 =12,

gue es la secuencia antes del cifrado.

El procedimiento mostrado Ileva el nombre de Esquema de
cifrado de clave publica RSA. Las letras RSA son las inicides
de los nombres de los creadores del método en 1973: Ron Rivest,
Adi Shamir y Len Adleman.

En los Ultimos cdculos, el docente tiene un giemplo valioso
para mostrar que la tecnologia sola no es suficiente para resolver
un problema

En efecto, muchas calculadoras no tienen_la capacidad para
calcular de manera exacta e nimero 72%, un nimero de al me-
nos 20 cifras; luego, tampoco pueden abtener el residuo de dividir
este nimero entre 85. Sin embargoymediante la aplicacion de la
propiedad (d), este calculo se vuelve'sencillo:

1. Sesabeque 72 mod85= 72.
2. Con ayuda de latecnologia, si es necesario, se obtiene

722 mod 85 = 84.

3. Ahorasecacula72* mod 85 de la siguiente manera:

724 mod 85 = (722 mod 85)(72? mod 85)] mod 85

[(84)- (84)] mod 85

[(84 mod 85)(84 mod 85)] mod 85
=(1-1) mod 85=1.

4. Secacula72® mod 85:

728 mod 85 = [(72* mod 85)(72* mod 85)] mod 85
=(1-1) mod 85=1.

5. Secacula72'! mod 85:
721! mod 85 = (728.722.72) mod 85
= [(72% mod 85)(72? mod 85)
(72 mod 85)] mod 85
=[(1)(84)(72)] mod 85
— 6048 mod 85 = 13.

En estos célculos se combinan la tecnologia con las propiedades
de la aritmética modular. Esto muestra la necesidad de fomentar
ambas.

Luego de que los estudiantes practiquen con algunos ejem-
plos, en los que se enfatice, fundamentalmente, en la verificacion
de las hipotesis que exige €l método para la eleccion del nimero
r y de la codificacién en nimeros de cada letra del mensgje, es
necesario que € docente plantee una pregunta fundamental: ¢Por
qué funciona el método?

Al responder esta pregunta, se evidencia e verdadero sentido
de utilidad de laMatematica. Que el procedimiento utilizado haga
lo que dice que hace —enviar mensajes secretos casi imposibles
de descifrar—, solo puede ser establecido a través de una demos-
tracion dentro de una teoria matematica. Y, aunque e teorema
fundamental que se utilizano pueda ni deba ser demostrado, debe
ser enunciado y, através de eiemplos, lograr que los estudiantes |o
comprendan. Una vez logrado esto, el docente podra explicar de
una manera sencilla el por qué el método funciona.
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Otro de los g es de aprendizaje que se trabajan através de este
problema es €l de la integracién de conocimientos. los nime-
ros primos, maximo comun divisor, etcétera, se entrelazan con un
problema de las ciencias de la computacion.

Finalmente, este problema también se presta para mostrar la
utilidad de que una funcion sea inversible, pues € proceso de ci-
frado y descifrado puede ser visto como una funcion que es inver-
sible.

En efecto, sean & € conjunto de todos |os mensajes que pue-
den enviarse desde el emisor, y .# € conjunto de todos los men-
sgjes posibles que se pueden enviar a receptor. El esquema de
cifrado de clave publica asigna a cada mensgje del conjunto &
un Unico mensgje cifrado en .#; por lo tanto, existe una funcion
K: 0 — ./ ta que s x es el mensgje original, y = k(x) es el
mensgje cifrado.

Ahorabien, para obtener nuevamente el mensaje original, y no
otro, no es posible que dos mensagjes diferentes, X1 y Xp, tengan el
mismo mensaje cifrado; por |o tanto, lafuncidn k es unafuncion
inyectiva, existe lafuncion inversa k 1 de rec(k) sobre &.

Si lafuncién k no fuerainversible, no seria posible recuperar
el mensgje original a partir del cifrado.

La definicion de la funcidn k esta contenida en el procedi-
miento que sigue el emisor para cifrar e mensgje; lainversa k1
esta definida através del procedimiento que sigue el receptor para
descifrar el mensgje recibido.

2.1 Bloque de Funcionesy NUmeros

L os conceptos fundamental es de lamatematica son, en general, 1os
més dificiles de aprender. Y este es e caso del concepto de fun-
cién. Por ello su estudio y asimilacién se planifican para lograrse
alo largo de los tres afios del bachillerato. En cada afio, hay tres
tipos de contenidos en los que se estudian las funciones:

1. Caracteristicas generales de cualquier funcion: concepto,
dominio, recorrido, evaluacién, representaciones,+monoto-
nia, simetria (paridad). Estas se estudian & inicio\de cada
afio.

2. Funciones elementales, un par o trio cada afo. Para cada
una de éstas, se estudian las caracteristicas generales.

3. Problemas que pueden ser model ados mediante alguna fun-
cién.
Solo de esta manera es posible quera final del bachillerato, se
logre una comprension del concepto de funcién.

Por lo expuesto, se insiste en que tanto en segundo como en
tercer afio, a inicio, se réevisen nuevamente las caracteristicas ge-
neral es de | as funciones,pero que ya se incorporen en los g empl os
las funciones que fueron estudiadas | os afios anteriores. Parael ca-
so del tercero de bachillerato, larevision de las caracteristicas ge-
nerales se hara con funciones lineales, cuadréticas, polinomiales,
racionales y trigonométricas.

Al repaso de las caracteristicas generales hay que afiadir €l
método para determinar |as propiedades de una funcion particular
a partir de las propiedades de una funcion “madre” que es some-
tida a traslaciones y homotecias hasta obtenerse la funcion objeto
deandisis.

En este afio, se deben estudiar las funciones exponenciales,
logaritmicasy sucesiones.

Exponenciales. El problemade reproduccion de unapareja
de conejos (que en cada generacion procrean dos crias) puede ser-
vir al docente paratrabajar con datos discretos que, a graficarlos,
sugieran una funcion distinta a las estudiadas en afios anteriores,
pues € dibujo obtenido no corresponde ni a una recta, ni a una
pardbola, ni aninguna curva trigonométrica, etcétera.

Lafuncién exponencia sirve de herramienta paradescribir fe-
nomenos de crecimiento o bien rdpido o bien lento. Dos giemplos
importantes son:

- Crecimiento poblacional exponencial: tomando datos de
censos recientes, se puede modelar la poblacién del Ecua
dor, con € objeto de predecir lapoblacién en las siguientes
décadas.

- Decaimiento de una sustancia radioactiva como, por gjem-
plo, € carbono 14 y la datacién de objetos arqueol égicos.
En el 2005, se utilizd este método para datar |os restos ar-
queol égicos de la cultura La Tolita. El docente puede pro-
veer de datos relevantes y de interés a sus estudiantes, y
pedir que selosgrafique. L as gréficas deben sugerir genera-
lizaciones sobre lamonotoniay comportamiento asintético
de las funciones exponenciales.

A través de estos problemas, se integran conocimientos de otros
campos de estudio, como la historia, la quimica,’con la mateméti-
ca

A este nivel no es posible presentar, una definicion de a* cuan-
doacR™ y xR, por lo que se recomienda que, paraofrecer una
“definicion provisional” (hasta gue-en los estudios universitarios
se acceda a una definicién en‘el sentido estricto de la palabra), se
parta de las propiedades de las potencias de nimeros enteros, que
yahan sido estudiadas enfaEGB, para aceptar laexistenciade una
funcidn exp,: R —\R ™ que satisface las mismas propiedades de
las potencias de nUmeros enteros, y que paracada x € R, en lugar
de escribir expy(X) se escribe a*.

Aunqueno‘se tenga una definicion formal de a*, esimportan-
te hacer~natar por qué esta funcion no se define para a < 0. El
siguiente’giemplo, ayuda en la cuestion: ¢aqué seriaigual (—2)*?
Si.xfuera un nimero racional de Iaforma% con n un NUMero par,
serfaimposible asignar un valor a (—2)* compatible con las otras
propiedades de las exponenciales. Més aln, para cualquier nime-
ro racional x, expresado en forma candnica (fraccion irreducible)
y con denominador un nimero par, no seria posible definir (—2)*.

Con laayuda de la tecnologia, 10s estudiantes pueden obtener
las caracteristicas generales de la funcién como dominio, imagen,
monotonia, paridad, la gréfica, y los comportamientos a infinito.

En particular, pueden concluir que la gréfica de a* cuando
a>1les

expa(x) =&

a>1

(0.1)

y que lafuncién tiene las siguientes caracteristicas:
- e dominioesR;
- e recorrido esR™;
- esunafuncién creciente;

- crece ilimitadamente a valores positivos si X es positivo y
grande;

- pasapor € punto (0,1); es decir, corta el ge vertical en 1;
y

- seacercaa0si x esnegativo y grande; es decir, € e hori-
zontal es una asintota.
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Mediante traslaciones, homotecias y reflexiones, se pueden
determinar todas las caracteristicas de funciones obtenidas por
composicion de funciones exponenciales y lineales:

X ka’*tH 1 m

apartir de lafuncién “madre” x+— a*. Cabe recalcar que pararea-
lizar este estudio no se requiere siquiera de la tecnologia; basta
con conocer |as propiedades de a* y los efectos de | as traslaciones
y homotecias.

Veamos un gemplo. Sea f: R — R lafuncidn cuya ley de

asignacion es
1 2x+1 3
fx)=-2(= -,
) ( 4> +2

En este caso, tenemos

En primer lugar, al aplicar |as propiedades bésicas de | os expo-
nentes, podemos escribir laley de asignacion de f delassiguiente
manera:

f(x)—2<%>2X+1+§

4
= (2@ @Y+
_ _271(472)X+ %

Por lo tanto,
1/1\* 3
Sin recurrir siquiera a una cal culadora gréfica (Q-un(software

paragraficar), el estudiante puede realizar a mano aizada un gréfi-
o bastante aproximado de la funcién f, a partiridel gréfico de la

funcién g definida por
1 X
9(x) = (—16)

mediante la aplicacion de traslaeiones, homotecias y reflexiones.

En efecto, como la base de g es un niimero menor que 1, po-
demos decir lo siguiente'sobre g:

1. sudominioyesR;

2. surecorrido esR™; esdecir, g(x) siempre toma valores ma-
yores que 0;

3. esunafuncién decreciente;

4. crece ilimitadamente a valores positivos si x es negativo y
grande;

5. pasapor € punto (0,1); es decir, cortael gje vertical en 1;
y

6. seacercaa0 s x espositivo y grande; es decir, el e hori-
zontal esuna asintotadelagréficadeg.

Con estainformacién, se puede eshozar € siguiente dibujo:

-

A continuacion, vamos a graficar la funcion)h definida por

o0-3 (3

La gréfica de h es una contraccion (a la mitad) de la de g; esto
significa que las caracteristicas de h son las mismas que las de
g, salvo que no pasa por el punto (0,1), sino por el punto (O, %).
En otras palabras; @ dominio de h esR, su recorrido, R, esuna
funcion decreciente, crece ilimitadamente a valores positivos si x
€es negative yrgrande, etcétera. Los estudiantes pueden esbozar, a
mano‘d zada, lagréficade h apartir delade g:

9(x).

y
VI =(%) 6 1
\
\
\
\
\\ 4
\
\ h(x) f‘g (E)
\\ \
\ N 2+
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~ N
~ N
~ 0.1
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—04 04 08 L2

El siguiente paso es dibujar lagréficadelafuncion ¢ definida
por

000=-3 (35) =-htx =-3a00.

Lagréficade ¢ esd reflgjo de lade h respecto a €je horizontal.
De ali podemos colegir las propiedades de ¢: igual dominio que
h; el recorrido esahoraR~; es una funcion creciente; crece ilimi-
tadamente a val ores negativos cuando x es negativo y grande; pasa
por el punto (0, — 3); etcétera

Una vez més, los estudiantes pueden dibujar la gréfica de ¢
sin recurrir alatecnologia:
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- —

790 =-3(%)

Finalmente, ya podemos obtener lagréficade f y sus caracte-
risticas a partir de las de lafuncién ¢, pues

1/1\* 3 3
2 (TG) a9+
Lagréficade f seralatraslacion vertical haciaarriba delagréfica
de ¢ en %. De aqui se obtienen las caracteristicas de f:

f(x) =

- € dominioesR;
- ¢ recorridoes] — oo, % ;
- larectay = %1 es una asintota horizontal;

y otras mas.

(46)"

6

El docente debe resumir € proceso de elaboracion del gréfico
de f apartir del de g mediante lahomotecia, reflexiony traslacion
vertical; las siguientes igual dades sintetizan el proceso:

(00 = 00+ 3 = N0+ 3 = —3G0) + 5.

También debe utilizar estos gercicios para generalizar y dar
significado a cada uno de los parametros que aparecen en

X — kat*tH 4

por giemplo, k contrae o dilata a la gréfica (homotecia), mtraslada
verticamente, etcétera.

Hay otros problemas que pueden utilizarse para ser modela-
dos mediante funciones exponenciales, y que permiten mostrar la
relacion de la Matemética con otras ciencias. Por giemplo, con la
ecologia, lasociologiay laeconomia, el problema de crecimiento
poblacional (modelos de Malthus y de Verhulst); con lafisica, la
ley de enfriamiento de Newton; con lafarmacologia, laley de Fick
que trata sobre cdmo cambia la concentracion de una droga en un
cuerpo; otra vez la ecologia, con € estudio de los niveles de ruido,
lo que da paso atratar el tema de la contaminacion por ruido.

Logaritmicas.  Aunque histdricamente los logaritmos no
surgieron como € problema inverso de la funcién exponencial,
en la actualidad, la funcion logaritmo se puede definir como la
funcion inversa de la funcién exponencial. En el afio anterior, los
estudiantes aprendieron la inversion de funciones para definir las
funciones trigonomeétricas inversas. Con la‘eportunidad de definir
lafuncion logaritmo, y estudiar sus propiedages, se debe enfatizar
nuevamente en el concepto de funcion inversay las condiciones
que una funcion debe satisfacer para'ser inversible. También hay
que trabajar en las propiedades guehereda una funcién inversa de
lafuncion original, pues, de.este modo, se obtienen de una mane-
ra sencilla las propiedades,dea funcidn logaritmo a partir de las
propiedades de la funciénexponencial. Veamos un ejemplo.

Del curso antexior, se sabe que lagréficade lafuncién inversa
se obtiene por unareflexion de la gréfica de la funcion en larecta
de ecuacion y= x. De manera més precisa, s f eslafuncion en
cuestiony 5 Lsuinversa, entonces, e simétrico de cada punto de
la gréfica'de f 1 es un punto en la gréfica de f. Asi, la simétri-
ca delagréfica de a* es la gréfica de log, X, como se muestra a
centinuiacion para el caso en quea > 1:

f(X) = expa ()

f=1(x) =loga(x)

Se puede obtener, entonces, de manera similar la gréfica de log, X
cuando0 < a< 1.

En el establecimiento de las propiedades de las funciones lo-
garitmicas, € docente tiene una gran oportunidad de trabgjar €
tema de la deduccién. En efecto, a partir de las propiedades de
las funciones exponenciales, y de la definicion de inversa, se pue-
den deducir de un modo sencillo las propiedades de las funciones
logaritmicas. Por gjemplo, puesto que a® = 1, y delarelacién

y=log,x & x=4a,

obtenemos que log, 1 = 0; de a**¥ = a*a’, laigualdad log, uv =
log,u+log, v, etcétera Larelacion entre la funcidn exponencial
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y lalogaritmica permite un aprendizaje deductivo y no memoris-
tico; ademés, asi se estimulatambién e calculo mental sin uso de
calculadoras.

El docente debe dedicar atencion especial atratar sobre el ni-
mero e, la base de los logaritmos naturales. Una definicion en el
sentido estricto no es posible a este nivel, por 1o que conviene re-
currir a la historia para hablar de él. Por otro lado, en € estudio
de las sucesiones, mediante la calculadora, se puede ilustrar que el
nimero e es el limite de la sucesion de término general

(3

Es altamente recomendable que se ubique histéricamente el
papel deloslogaritmos, su origeny la prostaféresi 4 Eneste pun-
to e docente tiene mucho material que liga la matemética con la
Astronomia, y también integra dos temas de lamatematica; lahis-
toria se ve, unavez, relacionada con las mateméticas (o larevés).

Los problemas modelados para la funcién exponencial tam-
bién sirven paralafuncion logaritmo, porque muchos de los cél cu-
los en estos problemas se podran realizar inicamente atravésdela
funcion logaritmo. El tema de la escala logaritmica es muy apro-
piado paraver la utilidad de la matemética.

Sucesiones.  Los problemas de la Matemética Financiera
proveen situaciones adecuadas para introducir el estudio de las
progresiones aritméticas y geométricas, casos particulares de las
sucesiones.

Aproveche este tema paratrabajar lageneralizacion. En efec-
to, a partir de las situaciones que ofrece la Matemética Financiera,
se llegan fécilmente a resolver diversos problemas. De estos hay
que conjeturar y obtener formulas generales, que no podran ser
demostradas en este nivel, pues la mayoria de las veces, €l mé-
todo adecuado para readlizar estas demostraciones es la induccin
matemética, método que se estudiaen €l curso de Matematicas Su-
periores; sin embargo, €l docente deberdinsistir en el hechode)que
laverdad de una proposicion no se prueba a partir de un’giemplo.

Paralaintroduccion delasfunciones recursivas, 'se puede utili-
zar lasucesion de Fibonacci, sucesi 6n estudiada por/el matemético
italiano del siglo X111 Leonardo de Pisa, conocide como Fibonacci,
y famoso por ser quien difundi6 el sistema de'numeracion arébiga
en Europa. La sucesién en cuestion surge del siguiente problema
publicado en su libro Liber Abaci (Libro del abaco):

En una granja hay, al prineipio del afio, una pare-
ja de conejos que acaban;de nacer. Al cabo de dos
meses, esta pareja esta‘preparada para reproducir-
se. Produce cada'mes una pareja de conejos que,
al cabo de dos meses, esta a su vez preparada pa-
ra empezar ‘a reproducirse, dando otra pareja cada
mes. ¢Cudl/es el nimero de parejas de congjosen la
granja el dia quince de cada mes del afio?

El docente pide alos estudiantes que calculen € nimero de pargjas
de conejos cada vez y elaboren una tabla con los resultados. Los
guia a establecer que el nUmero de parejas en un mes, a partir del
tercero, siempre es la suma del nimero de parejas de los dos me-
ses inmediatamente anteriores. Pasaluego aintroducir la notacion
correspondiente y aformular laigualdad
Ch=Cr-1+Cn2, C1=1 c=1

Esimportante que el docente recal que que en una definicion recur-
siva intervienen dos elementos: la base de larecursion y el paso
recursivo.

No6tese como en el Ultimo ejemplo estan presentes varios de
los gjes del aprendizaje: abstraccion, generalizacion, etcétera. Y
aun puede servir para mostrar |os elementos culturales y sociaes
delaMatemética.

En efecto, laintroduccién del sistema arébigo en Europa mo-
difica el modo de llevar |a contabilidad comercial, de calcular los
intereses, de convertir los pesos y las medidas, cambiar unas mo-
neda por otra, etcétera.

Las definiciones recursivas pueden ser utilizadas para resol-
ver problemas como € céalculo del perimetro del copo de nieve de
Koch

y otros de caréacter geométrico como calcular la suma de las &reas
de los primeros 20 ctiadrados en lafigura

O

2.2 Bloque deAlgebray Geometria

Para este afio, € Unico tema de estudio en este blogque es €l de
las conicas. Hay varias maneras de presentar su estudio, pero se
recomienda que se lo inicie con una presentacion de carécter pura-
mente geométrico, y luego se complemente desde el punto de vista
algebraico de la geometria analitica, que es, quizas, € que mayor
utilidad tendré en laformacion de los estudiantes.

Geométricamente hay, a su vez, dos posibilidades para pre-
sentar las conicas. La primera, e historicamente la primera debida
aMenecmo y a Apolonio, es ver alas conicas como secciones de
un cono circular recto (doble parala hipérbola) , es decir, las cur-
vas producidas al cortar con un plano un cono circular recto. Esta
presentacion ofrece algunas actividades paralaclase: elaborar co-
nos con cartulina (o0 el material adecuado que facilite los cortes
y dobleces) y cortarlos para obtener las conicas, utilizar software
para redizar lo mismo que se hizo manualmente. Se recomienda
empezar €l tema con esta presentacion.

A continuacion, se puede presentar €l segundo punto de vis-
ta geométricda. Los estudiantes ya conocen €l circulo: saben que
esta figura geométrica esta constituida por todos los puntos que
equidistan de un punto fijo dado. De hecho, no necesitan ningin
dispositivo especial como un compés para dibujar uno; les bastara
con disponer de una piola, un hilo o una cuerda, y de dos lapices.

IMétodo para facilitar los célculos aproximados de multiplicaciones o divisiones de nimeros, que utiliza las propiedades de |as razones trigonomé-
tricas. Fue utilizado entre los siglos XV1 y V11, antes de laintroduccion del logaritmo en 1614.
2Una de |as razones para una segunda presentacion es que la definicién de Apolonio no es fécil de aplicar.
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Se recomienda que e incorpore esta actividad en la clase: dibujar
un circulo con un cordén de zapatos y dos |apices.

De esta préctica no resulta extrafio pasar alanocion de lugar
geométrico: es decir, una figura geométrica constituida por todos
los puntos que satisfacen una cierta propiedad o condicion. Asi se
pueden introducir las otras tres conicas. Se puede iniciar con la
elipse: e lugar geométrico de los puntos del plano paralos cuaes
lasumadelas distancias ados puntos fijos |lamados focos es cons-
tante. Una vez més, una cuerdayy tres | apices nos permiten dibujar
elipses sin recurrir aningun otro tipo de dispositivo; se recomienda
también incorporar esta actividad en laclase.

De manera similar, se introducen la pardbola y |a hipérbola
como lugares geométricos.

Se pueden redlizar otras actividades de tipo “manual” para di-
bujar u obtener algunas conicas. Por ejemplo, utilizando la papi-
roflexia, se puede obtener una elipse a partir de un circulo y un
punto interior a él, dibujando todas las mediatrices a los segmen-
tos cuyos extremos son €l punto interior y puntosdel circulo, como
se muestra mas adelante. También se puede utilizar software que
permiten realizar este tipo de construcciones.

También se puede dibujar una parabola utilizando Unicamen-
te su definicion: dada unarecta (directriz) y un punto (foco) en el
mismo plano, es el lugar geométrico de los puntos del plano que
equidistan delarectay del punto dados. Para construir amano una
paradbola, se puede seguir € siguiente procedimiento:

1. Setomaun punto cualquiera en ladirectriz: A.
2. Setrazalamediatriz del segmento que une el foco con A.

3. El punto P, interseccion de lamediatriz trazaday la perpen-
dicular aladirectriz levantadaen A, pertenece alaparabola.

4. Se repite @ proceso con més puntos en la directriz; por
gjemplo, se pueden colocar puntos a cada centimetro.

Este proceso puede ser realizado también mediando el plegado de
papel.

No desestime €l valor que tiene la elaboracion de los gréficos
amano, sin perjuicio de utilizar también cualquier tecnologia de
la que disponga para obtener |os mismos.

Una vez introducidas las conicas desde los puntos de vista
geométrico, apartir del circulo, e docente puede introducir la ver-
sion algebraica de las conicas. En efecto, si se dibuja un circulo
en un sistema de coordenadas, centrado en el origen, mediante el
teorema de Pitégoras, esfécil determinar la ecuacion algebraicade
segundo grado que satisfacen todos los puntos del circulo. Apoya-
do en esta ecuacidn, € docente puede hacer ver alos estudiantes
las ventajas de trabajar con las ecuaciones.

A continuacion se deben presentar las versiones algebraicas
de las otras conicas, aunque se recomienda omitir su deduccion.
No debe olvidar € relacionar la version actual de la pardbola con
laque el estudiante ya estudio en el primer afio de bachillerato.

Alrededor de las conicas, hay varios problemas que ayudan,
por un lado, ala comprension misma del concepto, y por otro, a
relacionar estetema, y laMatemética en general, con otros campos
del conocimiento.

Con la Astronomiay la Fisica: los planetas describen érbitas
elipticas. Con la tecnologia de comunicaciones: € uso de las an-
tenas parabdlicas; en este gemplo, es sencillo, aprovechando lo
estudiado en el primero de bachillerato sobre el vértice de laparé-
bola, que todos los rayos que inciden paralelamente en una super-
ficie parabdlica (en su parte interna) se reflgjan hacia el foco dela
misma, propiedad por la cual se utiliza este tipo de antenas. Por la
misma propiedad, se utilizan superficies parabdlicas para plantas
de energia solar y faros de automoviles.

Con €l tema de las orbitas de |os planetas, se puede vincular
la Matemética con la apasionante historia/de l'a conformacion oc-
cidental del modelo del universo, y contraponer con la diferente
cosmovision del mundo andino.

2.3 Bloque de Mateméticas Discretas

El giemplo con el que‘seinicio la seccion de precisiones para la
ensefianza y € aprendizaje de tercer afio de Bachillerato puede
ser utilizado parainiciar € estudio de este bloque. Como sevio, €
contenido matemati co no es més que laaritméticamodular, lamis-
ma que nofreguiiere sino el uso de los conocimientos estudiados ya
en la Educacion Generd Basica.

Siguiendo con lalineade las aplicaciones alainformacion, los
siguientes problemas son sencillos de abordar, incluso mas que €
gue ya se presentd. Los nimeros para identificacion que se uti-
lizan en cheques, tarjetas de crédito, tarjetas de identificacion, la
cédula de ciudadania, etcétera, permiten identificar completay ré
pidamente al duefio de la tarjeta 0 a emisor de la misma. Estos
ndmeros contienen ademas informacion adicional para poder ve-
rificar que la identificacion misma es vélida. Por jemplo, en €
nimero de cédula de ciudadania, €l Ultimo digito permite saber
si 1os nueve niimeros anteriores corresponden a un nimero valido
para ser laidentificacion de una cédula. Otro ejemplo es el codigo
de barras.

Para estudiar estos problemas, se utilizan sencillos a goritmos
que involucran, alo més, las cuatro operaciones basicas entre nd-
meros natural es.

El docente debe aprovechar estos gjempl os que, aunque lama:
teméticainvol ucrada es bési ca, muestraala Mateméticaen un con-
texto real.

2.4 Bloque de Probabilidadesy Estadistica

En este bloque, se estudiaran las distribuciones binomial y normal,
y laregresion lineal.

Distribuciones. Paralaintroduccion de la distribucion bi-
nomial hay una gran variedad de gjemplos clésicos como € del
lanzamiento de unamoneda. Sin embargo, hay otras posibilidades,
como se apunt6 ya en el mismo blogue del segundo de bachillera-
to.

El docente planteala siguiente pregunta ala clase:

¢Cudél es la proporcion de estudiantes del colegio
gue son zurdos?

Para responder la pregunta, el docente hace notar que podria rea
lizarse un censo, y con ello se obtendria la proporcién exacta bus-
cada. Sin embargo, hace notar también, que podria llevar mucho
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tiempo hacerlo, mientras que existen maneras de obtener un va-
lor bastante aproximado al real con menos esfuerzo. También hara
notar que no siempre serd posible realizar un censo, y que latécni-
caaprendida servirdigual en el caso del colegio como en otro que
involucre un pais entero.

Proponga, entonces, tomar una muestra de alumnos de todo
el colegio (se deberd hacer, entonces, un repaso de |os contenidos
sobre muestras estudiado en el curso anterior). A cada persona de
lamuestra, se le debera preguntar si es zurdo o no. Hay que con-
tar, entonces, cuantas personas respondieron que si. Ahora bien,
la proporcién encontrada no contesta la pregunta; enfatice en que
probablemente si se tomara otra muestra, la proporcién obtenida
podria ser diferente. ¢Como saber qué tan veraz es la proporcion
obtenida con la muestra elegida?

El problema planteado nos sirve para presentar |as nociones de
variable aleatoria discreta, distribucion de la variable aleatoria,
gréfica de la distribucion binomial (como una extension del his-
tograma ya conocido por los estudiantes) y, finalmente, de paréa-
metros de la distribucion binomial. Ademés, deberd introducir las
nociones de variables aleatorias continua y ladistribucion normal;
esta Ultima se presentard en referencia ala estadistica estudiada en
los cursos anteriores.

Hacia € final, podriailustrarse € hecho de que una variable
aeatoria es una funcion cuyo dominio es el espacio muestral y €l
conjunto de llegada es un conjunto de nimeros reales.

Si e tiempo lo permite, se pueden utilizar las tablas y gréfi-
cas de distribucién binomial y normal para responder preguntas
sencillas de probabilidades, habiendo estandarizado los datos. Por
giemplo, si ladistribucién de notas de una clase es normal con me-
dia 86 (sobre 100) y desviacion estandar 2, ¢cud eslaprobabilidad
de que un estudiante saque una nota mayor gque 90?

Regresién Lineal. Todas las ciencias experimentales (Fisi-
ca, Quimica, Biologia, etcétera) y varias de las ciencias sociaes
(Sicologia, Sociologia, Administracion, etcétera) requieren de la
toma de datos que relacionan variables. Por ejemplo, la velocidad
de un objeto en € tiempo t, € volumen de un gas a una tempe-
ratura T, e nimero de bacterias en un cultivo luego det horas,
etcétera. Los resultados experimentales con frecuencia se grafican
y se busca una recta que aproxime lo mejor posible a esos datos.

El profesor puede presentar un grupo de datos de cualquier
experimento que sus estudiantes posiblemente hayan hecho en €
laboratorio de fisica, quimica o biologia (si € tiempo lo permite,
podrian realizar una toma de datos en la clase) y utilizarlo para
proponer la bisqueda de una recta que se aproxime de mejor ma-
neraalos datos. Aunque no se recomienda deducir lasférmulas de
laregresion lineal en este tema, € docente debe aprovechar para
enfatizar en la diferencia entre los modelos de tipo deterministay
probabilista (aleatorios 0 estocasticos). En €l pritmer caso, larecta
de regresion lineal es simplemente y = bp*+'byXx; en € segundo,
tiene laformay = By + B1x+ €, donde efesyla componente alea
toriadel error. El carécter aleatorio del,modelo de regresion lineal
se reflgjaen e hecho de como contestar a la pregunta: “ ¢Qué tan
bien se gjusta larecta alos datos?:

La respuesta a esa pregunta consiste en determinar interval os
de confianza para |os coeficientes By y B1, en estimar el valor es-
perado de y para un valar dado de x, en predecir un valor particular
dey para un valor dado de x.

Todos |os precedimientos y férmulas a utilizarse para respon-
der alas preguntas anteriores no podran ser deducidos en este ni-
vel, por loque-e docente deberd hacer énfasis en € significado de
estosy en'strutilizacion pararesol ver problemas bastante cercanos
alos gueaparecen en larealidad.

Bajo la misma linea de trabajo de los dos temas de este blo-
que, podriaincluirse el tratamiento de las pruebas de hipétesis, 1o
que daria un valor mas préctico alaresolucién de los problemas.
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10.
11.
12.
13.
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21.
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28.
29.
30.
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33.

I ndicadores esenciales de evaluacion

. Determina el dominio, recorrido, monotonia, paridad, periodicidad (donde es pertinente) y comportamiento al infinito de

funcioneslineales, cuadréticas, polinomiales, racionales, trigonométricas, y definidasa trozos mediantefuncionesdelostipos
anteriores.

. Determina el dominio, recorrido, monatoniay comportamiento al infinito de funciones exponenciales a partir dela base.
. Obtienela gréfica de unafunciéon exponencial a partir de @ mediantetraslaciones, homotecias y reflexiones.
. Reconoce |as funciones logaritmicas como las funciones inversas de las exponenciales.

. Determina las caracteristicas de una funcion logaritmica a partir de las caracteristicas de la funcién exponencia inversa (aquella

cuyainversaes lafuncion logaritmicaen cuestion).

. EvalGia una funcion logar itmica mediante la funcion exponencial inver sa.
. Evalta funciones exponenciales y cuadréticas a trozos.

Representa datos en escala logaritmica.

. Grafica funciones exponenciales y cuadréticas a trozos.

Resuelve ecuaciones que exponencialesy logaritmicas.

Resuelve sistemas de ecuaciones exponenciales y logaritmicas.

Reconoce si una progresion esaritmética o geométrica.

Determina una de |os pardmetros de una progresion aritmética o geométrica dados |os otros.
Calculala sumadelostérminos de una progresion aritmética o geométrica.

Resuelve problemas sencillos de matematica financiera.

Reconoce si una sucesion esta definida recur sivamente.

Resuel ve ecuaciones recursivas lineal es de primer orden.

Reconoce las conicas como conjuntos de puntosdel plano cuyas coor denadas satisfacen una ecuacion cuadr atica.
Grafica una cénica dada su ecuacion cartesiana.

Dibujalas conicas aplicando su definicion como lugar geométrico.

Identifica una cénica a partir de su gréfico.

Determina la ecuacion de una conica a partir de sus par ametros.

Representa un numero natural en base 10 en sistema binario.

Obtiene el nimero natural en base 10 a partir de su_fepresentacion binaria.

Suma dos ndmeros representados en sistema binario.

Realiza operaciones en aritmética modular.

Codifica (cifra) y decodifica (descifra) \mensajes cortos mediante algunos métodos: Sumas de verificacion de paridad, codigos
binarios, criptografia (algoritmo RSA'de clave publica), compresién de datos.

Conoce sistemas comunes de identificacion como codigo de barras, ISBN, cédula de ciudadania.

Identificasi un experimente es binomial.

Conoce laley de probabilidad, lasférmulasdela media, la varianza y la desviacion estandar de unadistribucién binomial.
Conoce laley de probabilidad, las formulas de la media, lavarianzay la desviacion estdndar de una distribucién normal.
Utilizatablas o(TIC's para calcular los valores de la distribucion normal.

Determina'tarectaderegresion lineal entredos variables a partir de una muestra dada.

. Calculadl coeficiente de correlacion de una regresion.
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PROYECCION CURRICULAR
MATERIA OPTATIVA:

MATEMATICA SUPERIOR



Objetivos educativos de la materia Optativa
Matematica “Superior”

> W

. Conocer las bases del calculo diferencial para analizar funciones y

resolver problemas de la matematica y de otras ciencias.

Entender los vectores como herramientas para representar magnitudes
fisicas en el espacio tridimensional.

Comprender la geometria del espacio.

Reconocer y utilizar métodos de demostracion, en particular la induccion
matematica,

Comprender el sistema de numeros complejos, sus representaciones,
operaciones, su aplicacién en la resolucion de ecuaciones algebraicas y
a la geometria.



Planificacidon por bloques curriculares

Bloques Destrezas con criterios de desempefos
curriculares

e Utilizar las formulas definidas por recurrencia. (C,P)

e Utilizar lainduccion matematica para demostrar
proposiciones acerca de numeros naturales. (P)

e Calcular los coeficientes de un binomio de Newton
dado. (P)

e Realizar operaciones combinadas de médulo, suma,
conjugado, producto, divisién y potencias con
numeros complejos. (P)

e Calcular raices de numeros complejos mediante la
férmula de Moivre. (P)

e Expresar un numero complejo por medig.de vectores
en el plano y coordenadas polares. (C,P)

e Resolver problemas de geometriaplana utilizando
numeros complejos. (P)

e Calcular los limites de funciones elementales
mediante el uso de las propiedades algebraicas de los

limites. (P)
1. NUmeros y e Determinar la continuidad de una funcién elemental
funciones en un punto y en un.intervalo. (P)
e Aproximar una funcion no lineal a través de una funcién
lineal. (C,P)

e Calcular la-derivada de una funcion utilizando la
definicion delimite.

e Calcularla derivada de una funcion utilizando el
algebra’de derivadas. (P)

e Determinar la monotonia, concavidad y extremos de
wna funcion utilizando las propiedades de las derivadas
y de las funciones derivables. (P)

e Obtener la grafica de una funcion con base en el
estudio de la monotonia, concavidad y extremos de
la funcion. . (P)

e Resolver problemas sencillos de optimizacion mediante
la utilizacion de la derivada. (P,M)

e Resolver problemas de aplicacion de la derivada
utilizando las TIC’s. (P,M)

e Representar puntos en el espacio tridimensional a
partir de sus coordenadas. (P)

e Calcular la distancia entre puntos en el espacio a
partir de las coordenadas de los puntos. (P)

e Reconocer vectores ortogonales, coplanares o
colineales a partir de sus coordenadas. (P)

e Determinar la ecuacion vectorial de una recta a partir
de dos puntos que pertenecen a la recta o de un punto y
del vector director de la recta. (P)

2. Algebray
Geometria




Determinar la ecuacion vectorial de un plano a partir
de tres puntos no colineales dados o de un punto y dos
vectores linealmente independientes. (P)

3. Matematicas NO TIENE
Discretas
4. Probabilidad NO TIENE

y Estadistica




Precisiones paralaensenanzay €l aprendizaje

1 Precisionesgenerales

El gjecurricular integrador del &rea propone la elaboracion de mo-
delos como el mecanismo pararesolver problemas. En un desarro-
Ilo gradual, que duraré los tres afios del bachillerato, |os estudian-
tes deberan comprender que la solucion de aquellos que se estu-
dian con lamatemética pasan por un proceso que seiniciacon una
representacion de los elementos del problema original mediante
conceptos y lenguaje matematico, que contintia con la formula
cién de un problema matematico, de cuyos andlisis y resolucion,
tras lainterpretacion respectiva, esperamos encontrar una solucién
al problema original.

Una manera de lograr esta comprension gradual consiste en
que, desde € inicio del bachillerato, los estudiante se enfrenten
con la tarea de elaborar modelos y, a través de ellos, resuelvan
problemas, por més simples que estos sean. Esta labor puede ser
desarrollada por € docente en algunas fases.

1. El problema. En cadabloque, paraintroducir los temas prin-
cipaes, el docente propondra a la clase uno o varios proble-
mas 0 Situaciones cuya representaci Oon matemética utilizardlos
conceptos mateméticos principales que se quieran estudiar en
dicho tema.

2. Experimentacion. El docente propondra diversas actividades
a los estudiantes para que se familiaricen con el problema‘@
la situacion. Estas actividades podran consitir, entre otras, en
experimentar con los elementos del problema, lo que les permi-
tirdtomar datos, que seran presentados mediante tablasografi-
cos. A partir de estas representaciones, |0s estudiantes podran
conjeturar soluciones o descubrir agunas £ no soluciones’. El
docente, en cambio, contard con e materialy e vocabulario
suficientes para introducir los conceptos/objetos de estudio, y
que serén indispensables para resolver.el problema o explicar
lasituacion.

3. Modelar. De los datos pasames a una representacion de los
elementos del problema_y..de las relaciones existentes entre
ellos mediante conceptos mateméticos; en otras palabras, ela-
boramos un model o.dél. problema, con lo cual obtenemos, asu
vez, un problema matematico. Enlamedidaen que se utilizaradn
funciones para este proceso, se haré necesaria laidentificacion
de variables,y/las relaciones de dependencia entre €ellas; esto
daralugar a etiquetar a algunas variables como independientes
y otras como dependientes, y a identificar algunas relaciones
como funciones. Acompafiando a este proceso, estara siempre
el uso explicito por parte del estudiante de los simbolos (letras)
que utilice pararepresentar las variablesy las funciones. El do-
cente debera insistir en el uso consistente de esos simbolos, y
del uso correcto del lenguaje para la descripcion de dichas re-
presentaciones.

4. Interpretacion y Generalizacion. Una vez obtenido el mo-
delo, se resuelve el problema matemdtico, se interpreta la so-
lucién matemética para dar solucién a problema original. A
continuacién, debemos enfatizar en que la solucion mateméti-
ca encontrada permite obtener métodos generales que pueden
resolver unavariedad de problemas “del mismotipo”, o pueden
guiarnos adar solucion a problemas nuevos mas complejos, pe-
ro, para ello, es necesario estudiar, con mayor profundidad, los

conceptos que surgieron como abstracciones de los elementos
que intervinieron en laelaboracion del modelo.

En estafase, también se pueden estudiar varios de los con-
ceptos Unicamente con motivaciones matematicas como las de
demostrar un teorema mediante dos métodos\diferentes; Por
gemplo, laférmulapara calcular lasuma delos primeros n ni-
meros de una progresion aritmética suele'ser demostrada me-
diante inducci6n matemética; sin embargo, mediante argumen-
tos geométricos —que incluyen,laférmula del area de un rec-
téngulo, condiciones suficientes para la congruencia de trian-
gulos, entre otros— también'se'obtiene una demostracion de la
mencionada férmula.

En cada una de estasfases, € docente debe insistir en el uso
correcto del lenguajeypor parte de | os estudiantes, tanto escrito co-
mo oral, en laformulacion e identificacion de los diversos el emen-
tos que aparegen en el proceso de la elaboracion del modelo.

A continuacion, vemos los ges de aprendizaje que aparecen
en cadaunade las fases.

1. Enladel problema, el estudiante debe leer un texto que, en la
mayoria de las ocasiones, se refieren atemas no mateméticos.
También debe expr esar se oralmente para hablar sobre el pro-
blema, paraaveriguar sobre él, etcétera. Sin las destrezas nece-
sarias de lalengua en forma escrita y oral, no comprendera
lo que el problema le plantea.

Dado que los problemas que se utilicen deben ser, prefe-
rentemente, no matematicos, en estafase seintegran diferen-
tes conocimientos adquiridos; por ejemplo, con la economia
y las finanzas, labiologia, lafisicay laquimica, etcétera.

2. Enlafase de experimentacion, setiene una oportunidad valiosa
para hacer uso de lastecnologias de lainfor macién, mediante
la toma de datos, |a elaboracion de tablas, de gréficos, etcéte-
ra. También se integran conocimientos adquiridos, pues en
estafase casi sSiempre se recurre a conoci mientos matemati cos
que los estudiantes ya conocen; por g emplo, elaborar gréficas,
redlizar ciertos célculos, tanto “amano” como através de “tec-
nologias’.

Otro elemento presente en esta fase es la conjetura, cuan-
do se procesan e interpretan |os datos obtenidos, y se proponen
soluciones, 0 caminos a seguir pararesolver € problema.

Finalmente, el uso correcto delalengua se evidenciaatra-
vés de la presentacion de los datos recogidos, de las sintesis
que de ellos se hagan.

3. Enlafase de modelar, laabstraccién esunade las principales
herramientas con la que los estudiantes deben contar, pues es
laque les permiteidentificar las variablesy las relaciones entre
las variables. El uso correcto de la lengua les permite elegir,
adecuadamente, los simbolos, que representan los elementos
del problema, para su manipulacién posterior.

4. En lafase de los conceptos, una vez més la abstraccion, la
generalizacion, el uso correcto de la lengua, las tecnologias
estaran presentes.

La manera de saber que algo es una solucion es “probar”,
justificar, que lo hallado es una solucion; parte del desarrollo
de los conceptos estd encaminado, precisamente, a ese fin.
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En el perfil de salida del BGU, se propone que € egresado
resuelva problemas que la vida cotidiana le plantea. Es de esperar
que los problemas que se proponen en el bachillerato, tanto para
introducir los conceptos, objetos de estudio, como los que tienen
que resolver como parte de su formacion, sean delavidacotidiana.
Sin embargo, muchos de los problemas de la vidareal no pueden
ser resueltos con |os conocimientos mateméticos adquiridos en €l
bachillerato y, en varias ocasiones, ni siquiera con los que se ad-
quiriran en la universidad, a nivel de la licenciatura (ingenieria);
seran necesarios estudios especializados de maestria y/o doctora-
do.

A pesar de esta situacion, siempre es posible adaptar |os pro-
blemas reales y conformar a menos dos tipos de problemas que
podréan ser utilizados en el aula:

1. Problemas reales, en los que se requiere de matemética
para resolverlos; pueden simplificarse para que los cono-
cimientos necesarios sean |os que los estudiantes poseen o
pueden poseer en el nivel en el que se encuentran. En estos
problemas, |os conceptos matematicos adquieren sentido.

2. Problemas ilustrativos, cuyo Unico objetivo es gjemplifi-
car conceptos, términosy teoremas.

Hay una gran variedad de problemas reales que pueden ser
simplificados, sin que por ello se pierda la posibilidad de utilizar-
los como buenos prototipos de [o que con lamateméti ca puede ha-
cerse en lavidacotidiana. En las Ultimas décadas, un buen nimero
de esos problemas han sido model ados con herramientas matemé-
ticas relativamente sencillas de comprender; algunos ejemplos se
encuentran propuestos en el bloque de “Matematicas discretas’.

2 Matematica Superior

Este curso contiene Unicamente los bloques de “NuUmeros y Fun-
ciones’ y “Algebra y Geometria’. El primero organiza sus con-
tenidos en tres temas: Induccion matematica, NUmeros comple os
y Célculo diferencial. El blogue de “Algebray Geometfia’ traba-
ja solamente un tema: Vectores en el espacio, lo que incluye las
versiones vectoriales de rectas y planos.

El mayor peso para este curso esté en el Célculo diferencial;
representa la mitad de los contenidos a estddiarse, y de |os diver-
Sos aspectos que pueden ser trabajados, hay que destacar dos que
el docente debera enfatizar.

El primer aspecto tiene quesver-con la aproximacion lineal
de funciones. Los problemas mas'sencillos mateméticamente son
aquellos que tienen que ver.con'model os lineales. Histdricamente,
la necesidad de cal cular«numéricamente expresiones funcionales
llevo a determinar métodes de calculo sencillos como, por € em-
plo, lainterpolacién‘lineal. El problema principal del célculo di-
ferencial es el‘de encontrar una recta tangente a una curva en un
punto dado. Este problema corresponde, desde € punto de vista
funcional, a determinar una funcion lineal que aproxime a la fun-
cién no lineal dada. Laventajade lafuncion lineal es su sencillez.
Las computadoras y calculadoras utilizan una extension de este
procedimiento: para hallar el valor de una funcién no polinomial,
utilizan una aproximacion polinomial; por ejemplo, en lugar de
evauar €, evallian € polinomio de Taylor

X2 X
14X+ >+ + =
2 n!
Paraun valor de x que esta cerca de 0.

El concepto de derivada es una herramienta que sirve para
aproximar una funcion linealmente. De manera mas precisa, s f
es una funcién derivable en el punto ay f/(a) esladerivada de f
en a, entonces f'(a) es la pendiente de la recta tangente ala gr&
ficade f en e punto (a, f(a)); més alin, la ecuacion de esa recta

tangente es
y= f'(a)x+[f(a) —af’(a)].

En el siguiente dibujo, seilustrala situacion.
y

B Sl

Q)
]

F[f(a) +-afl (a]]

o5}
x

y = f(X

La propiedad masimportante de estarecta es que aproxima li-
nealmente alafuncion f paravalores eercanos a punto a. De ma-
nera mas precisa, si h es un nUmero pequefio, € ndmero a+ h es
un valor cercano a nimero a; entonces, para cadavalor deh ~ 0,

/(a)(a+h) +[fd) —af’ ()] = f(a) + f'(@)h

es una aproximacion-lineal de f(a+h).

En el dibujo qle se muestra a continuacion, se ha ampliado
la imagen enfeuatro veces alrededor del punto de coordenadas
(a, f (a)).Sepuede observar |o cerca que estén entre si latangente
y lacurva.

F Flax+[f(a) +~af (@]l
L

N\

N
D

El otro aspecto que € docente debera enfatizar es que una de
las princi pal es aplicaciones de la derivada consi ste en utilizarla pa-
raresolver problemas de optimizacion. En esta introduccién alas
precisiones de este afio, vamaos a presentar una sugerenciade como
puede ser presentada €l tema de la aproximacion lineal de funcio-
nesy, a mismo tiempo, el concepto de derivada; en las precisiones
del blogque de “Numero y funciones’, presentaremos algunas su-
gerencias para el tratamiento de la optimizacion.

El concepto de derivada y su definicién formal son altamente
abstractos, razén por lacua el profesor debe planificar algunas se-
siones para estudiarlo y cimentar su entendimiento. El énfasis en
este concepto debe estar en su interpretacion como:

- Pendiente delarecta tangente a una curva: El docente debe pre-
sentar varios gréaficos de funciones y rectas tangentes en diferen-
tes puntos de | as gréficas. De manera que se visualice claramen-
te la diferencia entre recta tangente y secante. Debe, ademas,
asegurarse de que sus estudiantes recuerden que para obtener la
ecuacion de larecta, se requieren o dos puntos, o lapendiente y
un punto.
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- Tasa o razdn instantanea de cambio de la funcion respecto a
la variable: El docente debe dar ejemplos de tasas instantaneas
de cambio. Entre otros, |0s siguientes son importantes ejempl os,
pues se presentan en aplicaciones en otras éreas del conocimien-
to: la velocidad es larazon de cambio instanténea con respecto
al tiempo de la posicion de un objeto que se mueve en linearec-
ta; latasa de natalidad (o mortalidad) eslarazén de cambio de
la poblacidn con respecto a tiempo; la ganancia marginal esla
razén de cambio de la ganancia respecto al precio, etcétera.

* * %

Una de las posibilidades para motivar el estudio del concepto
de derivada es el plantear €l problema de encontrar la ecuacion de
la recta tangente a una curva en un punto dado de esa curva. Los
estudiantes aprendieron en afios anteriores a dibujar 1a tangente a
una circunferencia. Ahora generalizamos el problema: en el caso
de una curva cualquiera, ¢como obtener la recta tangente en cual-
quiera de sus puntos?

Pasos metodol 6gicos recomendados par a presentar €
concepto dederivada deunafuncién f en e puntox=a.

1. Con una funcién de segundo grado, obtener las ecuaciones de
algunas rectas secantes con uno de sus puntos el de coordena-
das (a, f(a)).

2. Conjeturar la ecuacion general de larecta secante que pase por
los puntos (x, f(x)) y (a, f(a)) donde x es valor genérico del
dominio de f.

3. Resdlizar unaconjetura sobre la pendiente de la recta tangente.

4. Revisar € problema realizado numéricamente y abstraerlo pa-
ra obtener una férmula para la razén promedio de cambio(o
para la pendiente de la recta secante) pero para una funcién
cualquiera

5. Introducir la nocién de “x arbitrariamente cercano.a nimero
a’ y lanotacion delimitex — a.

6. Utilizar las gréficas de |as rectas tangentes én val ores de x cer-
canos a nlmero a para conjeturar que lapendiente de larecta
secante se aproxima a la pendiente deyla recta tangente a la
curvaen e punto (a, f(a)).

7. Introducir la definicion formal“de’ derivada a través de la fér-
mula:
Faf lim 1= 1@
X—a
El nimero derivada f'(a) eslapendiente de larectatangente a
f en e punto(a.f(a)).

8. Con la misma funcion del ejemplo, realizar un trabajo simi-
lar @ primer paso, pero expresando x como a+h con h~ 0
cuando x esta cercade a. Realizar unatablade valores para en-
contrar la ecuacion de la recta secante que pase por |os puntos
(a+h,f(a+h))y (a f(a)) con agunos valores pequefios de
h.

9. Generalizar laférmula obtenida para el caso general en donde
h es arbitrario, y conjeturar que €l valor de la pendiente de la
recta tangente debe darse cuando h = 0.

10. Presentar lasiguiente igualdad como una definicion equivalen-

tealaanterior:

f,(a):mf(amr);f(a)

En el problemal(T] se gjemplifican estos pasos.

Problema 1 (Latangente aunapardbola). Encontrar la ecuacion
de la recta tangente a la gréfica de la parébola de ecuacion

y=—x+1
en el punto (0,5, 0,75).

Proponga a los estudiantes que grafiquen la pardbola y que
identifiquen e punto de coordenadas (0,5, 0,75). Segun las ne-
cesidades del grupo, € dibujo de la pardbola podra ser hecho “a
mano” o mediante tecnologia; por gemplo, se procederia como €
primer caso s se detectaran deficiencias para la realizacion de la
gréficaapartir delos parametros que definen lapardbola. Tomeen
cuenta que esta actividad es una oportunidad de relacionar unos
conoci mientos con otros.

A continuacion, el profesor pedira alos estudiantes que dibu-
jen y obtengan las ecuaciones de varias rectas seeantes a la para
bola; uno de los puntos de interseccion de estastectas con la para
bola debera ser el de coordenadas A = (0,55 0,75) y otro punto Q,
para cada recta, uno cada vez “més cercane” a punto A. Laidea
que & docente propondra a los estudiantes es la de determinar la
pendiente de las rectas secantes a medida que el punto Q se“mue-
ve” haciael punto A, pues asi se.obtiene que las rectas secantes se
“muevan” hacialarectatangente.

La actividad busca Obtener dibujos como los del siguiente
gemplo:

y
(s

Blw
I
|
|
|
I
>

NI )
ESINENp =
J

Para obtener este dibujo, el docente facilitard alos estudiantes una
tabla en la que registraran los resultados de obtener las ecuaciones
delasrectas secantes (el dibujo de latangente seré solo aproxima-
do, pues | os estudiantes alin no conocen la ecuacidn de estarecta):

X Q Secante Pendiente
-0,3 | (-0,3,0,91) -0,2
-0,1 | (-0,1,0,99) | B:y=—0.4x+0,95 -04

0,1 (0,1,0,99) y:y=—0,6x+1,05 —0,6
0,3 (0,1,0,91) -0,8
0,6 (0,6,0,64) y=-11x+145 -11
0,7 (0,7,051) | A:y=-12x+135 -1.2
0,8 (0,8,0,36) y=-13+14 -13
0,9 (0,9,0,19) Ary=—-14x+145 -14

60



Como se puede observar, los puntos Q elegidos son tales que se
“acercan” al punto A tanto desde laizquierda como de laderecha.

Con ayuda de una calculadora comin, esta tabla puede ser
ampliada con €l célculo de la pendiente de otras rectas secantes
que pasen por un punto Q cuya abscisa esté més cerca de 0,5; por
giemplo, podria obtenerse valores para la pendiente con x = 0,4,
x= 0,45, x= 0,475, x= 0,55, x = 0,575, etcétera. Estatareatiene
una ventaja adicional. Los estudiantes deben obtener una formula
general paralapendiente de cualquier secante que pase por e pun-
to A, que es conocido, y un punto cualquiera de la parébola, que
tiene laforma (x, -2+ 1). Llegarén, entonces, alaconclusion de

que esa pendiente es:
1
— (X+ é) .

Como resultado de estos Ultimos calculos y la obtencion de
los dibujos, € docente guia alos estudiantes a que conjeturen que
la pendiente de larectatangente seaigual a —1.

El docente entonces propone abstraer lo realizado hasta este
punto. Obtiene asi una férmula paralarazon promedio de cambio
(o para la pendiente de la recta secante), pero para una funcion
cualquiera ¢:

9(x) - $(a)
Xx—a '

eintroduce lanocion de“x arbitrariamente cercano al puntoa” y la
notacion de limite x — a. Con laayuda de las gréficas de larectas
secantes en puntos x cercanos al punto a, guie a que los estudian-
tes conjeturen que la pendiente de la recta secante se “aproxima’
alapendiente de larectatangente alacurvaen e punto (a, f(a)),
y proponeE] ladefinicién formal de derivada de f en a, notada por
f/(a), y que serd, justamente, lapendiente de larectatangente ala
gréficade f en el punto (a, f(a)), mediante laféormula:

En el caso particular, delafuncién f (x) = x?, la pefidiénte de
larecta tangente alapardbolaen e punto (1, 3

§

A continuacion, proponga‘la siguiente actividad a los alum-
nos.

1. Llenen la siguiente tabla notando que la ultima columna co-
rresponde ada.pendiente de la recta secante:

h | f(den) | HE-1G)
01| ogs 09
_001| 0,7599 —0,99

0l | o4 ~11
001 | 07399 ~101
0001 | 0,748999 | —1,001

2. Tomen un punto Q cuya abscisa esté a una distanciah alaiz-
quierda de la abscisa del punto A; les pide que obtengan las
coordenadas de Q:

1 1 )2 1 3 )
(3n- (30) 1) - (3n 3onre).

3. Calculen lapendiente de la recta secante que pasapor Q y A:
3+h-n2-3 h-p

1 1 _
3—h—3 h

4. Guie alos estudiantes para que concluyan que el “movimien-
to” de Q hacia A equivale a que h se haga un nimero cada vez
més cercano a0; y que s Q llegarda A, lo que se obtendria es
larectatangente y que su pendiente se calcularia a partir de (1)
cuando h=0:

=—1+h. o)

-1+h=-1-0=-1
El siguiente paso consiste en generalizar este procedimien-
to para e caso de una funcion cuaquieracf, hasta llegar a que la
pendiente de una recta secante que paselpor € punto A= (a, f(a))
——por e cua pasa latangente buscada— y un punto cuya abscisa
estd auna distancia h, alaizquierda’o ala derecha, de la abscisa
de A, es decir, de a, se obtienef@través del cociente
Ha+h)—f(a)
h )

y, por lo tanto, la pendiente de |a recta tangente se obtendra como
el limite de este eggiente cuando h — 0. De esta manera, se esta
blece que und manera alternativa de calcular el nimero f/(a) esa
travésdelaformula

im f(a+h)—f(a) .

h—0 h

Se recomienda utilizar solamente una nocién intuitivade limi-

te, que haciad final del curso, sera precisada un poco mas. Sedice
“un poco mas’, pues el concepto de limite, aunque tiene unainter-
pretacion geométrica bastante sencilla, su formulacién tedrica es
altamente compleja, razén por la cual en modo alguno debera ser
tratada formalmente en el Bachillerato. En e bloque de “NUme-
ros y funciones’, se haran mayores precisiones de como trabajar
lanocion delimite, las derivadas y sus aplicaciones.

2.1 Bloque Namerosy funciones

Como seindico en laintroduccion, en este bloque se estudian tres
temas: Induccion matematica, Numeros complejos'y Calculo dife-
rencial. Empezaremos | as precisiones y recomendaci ones con este
tltimo tema.

Calculo diferencial. Laintroduccién de laderivada, como
se ha visto, no necesita mas que de una nocién intuitiva (geome-
trica'y numérica) de limite. Una vez presentado €l concepto de
derivada, se pueden calcular mediante la definicién las derivadas
de funciones polindmicas y racionales; por giemplo, la funcion
v: [0,10] — R* definida por

v(x) =3 — 25x% + 150x.

Esta funcién modela el volumen de una caja obtenida a recortar
cuadrados de las cuatro esquinas de una pieza de cartén de forma
rectangular. Otro gjemplo eslafuncién f: R— {1} — R definida

por
X

T1-x

f(x)

1En sentido estricto, deberia demostrarse que la conjetura es correcta. Dicho de otro modo —y es algo que no se hara en la clase— deberia demos-
trarse que la recta con pendiente f/(a) y que pasa por el punto (a, f(a)) es, efectivamente, la tangente a la pardbola; es decir, se deberia probar que la
recta no tiene ningn otro punto en comun con la pardbolay que todos los puntos de la pardbola estéan en un mismo lado de larecta. En lugar de eso, lo
que se hace es generalizar a definir |arecta tangente como aquella que tiene como pendiente, precisamente, f'(a) y que pasa por (a, f(a)). El docente
juzgara si €l nivel e interés de sus estudiantes es adecuado para hablar del hecho de que la conjetura no ha sido ni aceptada ni rechazada.
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Es importante que antes de pedirles a los estudiantes que realicen
el calculo de f/(x) paracualquier x en el dominio de f, seleshaga
calcular e nimero f'(a) con valores concretos para a; por ejem-
plo, f/(0), f/(3), etcétera.

Por otro lado, hay que evitar €l centrar este tema en el célcu-
lo de la derivada utilizando su definicion a través del limite de la
razén de cambio y, més bien, dirigir la atencién de los estudiantes
al significado geométrico (pendiente de la tangente) y numérico
(aproximacion lineal).

Paratrabgjar € significado geométrico, entre otros, puede pro-
poner alos estudiantes problemas como el siguiente.

Problema 2 (Lectura gréfica de la derivada). La curva de ecua-
ciony = f(x) esel gréfico delafuncién f. EnlospuntosAy B se
han dibujado las tangentes a la curva.

12 a
9
6

'
©

-1 1 2 3 4
Calcule f/(1) y f/(3).

Como dijimos a inicio, uno de los motivos para estudiar‘la
derivada es la aproximacion lineal; para trabajar este tema,, entre
otros, proponga un problema como el que sigue.

Problema 3 (Aproximacion lineal). Determing'la aproximacion
lineal de 9+ h para h= 0y calcule un valor aproximado para
/8,4y +/9,6. Compare estos resultados ¢on fes obtenidos median-
te una calculadora.

Entrelos motivos de estudiarel'concepto de derivada esta el de
poder determinar | as siguientes.caracteristicas de unafuncién: mo-
notonia, extremosy concavidad. Tanto con ayuda de calculadoras
gréficas como de lamisma.definicion de derivada, es fécil estable-
cer los criterios necesarios y suficientes para que una funcién sea
creciente o decreciente dependiendo del signo de la derivada.

Antes de emprender con € estudio de las aplicaciones de la
derivada, se recomiendan presentar las reglas de las derivadas de
funciones elementales. Se recomienda que en aquellas, como en
las trigonométricas, se utilice la definicion para obtener lasférmu-
las correspondientes. También deben desarrollarse de una vez las
reglas para la derivada de la suma, producto, cociente y composi-
cién de funciones. Paralas cuatro primeras, las demostraciones de
estas férmulas son sencillas, por lo que se debe aprovechar para
trabajar los gjes deduccion y lenguaje.

Unavez més, se recomienda no concentrar demasiado tiempo
ni esfuerzo en el aspecto operativo del cdlculo de las derivadas, y
dirigir sempre la atencion a significado geométrico y la utiliza-
cién de lamismaen la solucion de problemas.

Sin € estudio de los limites infinitos y a infinito, no es po-
sible trabajar con asintotas, asi que la elaboracion de gréficas con
comportamientos asintéticos tendra que posponerse hasta el final
de este tema.

Una de las aplicaciones mas significativas de la derivada es la
de ser una herramienta adecuada para |a elaboracién de modelos
en problemas de optimizacion. Hay unagran variedad de ellos con
temas que pasan por la Fisica, la Economia, dentro de la misma
matemética, en la Geometria. Como siempre, en este tema, uno
de los elementos més importantes es el proceso de elaboracion del
modelo, en el cua se debera enfatizar la necesidad de compren-
der los conceptos y saber utilizarlos adecuadamente para lograr
obtener el modelo, y luego resolver el problema model ado.

Finamente, estetematerminaracon €l estudio de lanocion de
limite. Como se menciond, se recomienda no pasar a una defini-
cion formal, sino mantenerse en e manejo intuitivo, apoyandose
con € software adecuado para ilustrar el concepto. En € trata-
miento deloslimitesinfinitosy a infinito, setrabajarael concepto
de asintota, y ya se podréan dibujar funciones con comportamientos
asintéticos.

Induccién matematica. En e blogle'de* Ndmeros y fun-
ciones’ del tercer afio de Bachillerato, se'tealiza una breve intro-
duccidn alas sucesiones y las funcionesrecursivas. Sin embargo,
alli se obtienen generalizaciones que ho se pueden probar porque
la prueba requiere de la induccion ‘matemédtica. En este tema, se
presentara el método de demastracion, y podra ser utilizado para
la demostracién de formulas.gue son obtenidas en los problemas
que se resuelven en el‘bleque correspondiente del tercer afio de
bachillerato.

En este bloqlese aprovechara también para estudiar el bino-
mio de Newton. L apropiaférmulacomo el concepto de coeficien-
te binomial"son’adecuados paratrabajar la definicién por recurren-
cia come,el método de induccion.

NUmeros complejos.  Su introduccion puede ser motivada
por laimposibilidad de resolver la ecuacion

X+1=0

en el conjunto de los nimeros reales; es decir, lano existencia de
un nimero real x que satisface estaigualdad.

Esta es una buena oportunidad para hacer un recorrido del pro-
ceso de ampliacion de los conjuntos de nimeros a través delaim-
posibilidad de resolver una ecuacion (aunque histéricamente no
se haya dado asi exactamente). Asi, empezando con la existencia
Unicamente de los nimeros naturales, laimposibilidad de resolver
en dicho conjunto la ecuacion

x+1=0

conduce a la introduccion de un nuevo conjunto de nimero: los
enteros. Laimposibilidad de resolver en los racionales la ecuacion

2X+1=0

motiva el aparecimiento de los racionales. El paso alos nimeros
real es es mas complejo, pero se puede utilizar la ecuacion

X2 —2=0.

Parajustificar €l paso a un nuevo conjunto de nimeros, es necesa-
rio saber por qué v/2 no es un nimero racional. Su demostracion es
un excelente gjercicio de razonamiento, alavez que se repasan las
propiedades de |os nimeros pares e impares y de ladivisibilidad.

Una vez que se ha introducido € conjunto de los niUmeros
complgjos C y que se conozcan ya sus operaciones, se estudiard
la representacion geométrica, 1o que no ofrecera ninguna dificul -
tad, puesto que los estudiantes, en este afio, conocen de sobra los
vectores en € plano.

A continuacion se trabajara la representacion polar o trigono-
métrica, mostrando las bondades de dicha representacion. Selle-
gara hasta € teorema de Moivre y la radicacion. Esta Gltima se
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utiliza para calcular las raices de la unidad. Este punto debe ser
aprovechado para hablar del teorema fundamental de la Aritméti-
ca. En este tema se utilizaampliamente la trigonometria, de lo que
el docente debe valerse para que dicho tema se consolide.

Entre las aplicaciones de los nimeros complejos ala Geome-
trig, el estudio de la“inversion” —transformacion del plano en el
plano— que preservarectas y circunferencias.

2.2 Bloque Geometria

En primer lugar, en este bloque se estudiarén los vectores en €l es-
pacio. De manerasimilar acomo se procedio en €l segundo afio del
Bachillerato, seiniciacon € estudio de los vectores representados
geométricamente y luego se los identificacon R3. En general, hay
que aprovechar todo lo realizado en R? y el plano para extender a
R3y ¢ espacio.
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I ndicadores esenciales de evaluacion

Calcula € numero derivada de una funcién en un punto mediante la definicion.
Obtienela ecuacion de la recta tangente a un punto de la gréfica de una funcion.
Obtiene aproximaciones numéricas de nimer os reales mediante la aproximacion lineal de unafuncién.

Calculaladerivada deunafuncién que puede ser expresada bajo la forma de suma, producto, cociente o composicion de dos
funciones cuyas derivadas conoce.

Establece los interval os de monotonia de una funcién mediante el andlisis del signo de la derivada.

Encuentra |os extremos de una funcion mediante el estudio de los puntos criticos y del signo de la derivada.
Realizala gréfica de unafuncién a partir de sus caracteristicas obtenidas mediante el analisis de su derivada.
Resuelve problemas de optimizacién mediante la elaboracién de un modelo que utilice funciones derivables.
Calculalimitesinfinitosy al infinito.

Determina las asintotas de la gréfica de una funcion mediante el calculo de limitesinfinitosy al infinito.

Realiza demostraciones de proposiciones sencillas mediante el método de induccion matematica.

Calcula el término n-ésimo para valores particulares de n de una sucesi6n definida recursivamente.

Calculalos términos de una sucesion definida recursivamente mediante el gréfico que de lafuncion utilizada paraladefinicion y la
recta de ecuaciony = x.

Opera con las cuatro oper aciones basicas (suma, resta, multiplicacion, division, potenciacign.y'r adicacion) de nimer os com-
plejosrepresentados en sus distintas formas: algebraica, trigonométricay geométrica.

Transforma una ecuacion cartesiana de una recta en el espacio en ecuaciones paramétricasy.viceversa.
Con base en |as ecuaciones paramétricas, reconoce rectas paralelas y perpendiculares en el espacio.
Reconoce un plano a través de las ecuaciones paramétricas que lo definen.
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Mapa de conocimientos de Matemaética

Adquirir conceptos e instrumentos matematicos que desarrollen el pensamiento l6gico, matematico y critico para resolver problemas
mediante la elaboracion de modelos

Abstraccion, generalizacion, conjeturay demostracion; integracion de conocimientos; comunicacion de las ideas matematicas; y el
uso de las tecnologias en la solucion de los problemas

Contenidos

PRIMERO SEGUNDO TERCERO MATEMATICA SUPERIOR
BLOQUE DE NUMEROS Y FUNCIONES
Funciones Funciones Funciones Induccién matematica
e Concepto ¢ Repaso del concepto: ¢ Repaso del concepto: e Definicion por recurrencia.

e Evaluacion
e Representaciones
¢ Monotonia y simetria

Funcion lineal

e Ecuacion de una recta
Pendiente

Ceros de la funcion
Intersecciones de rectas
Sistemas de dos ecuaciones e
inecuaciones lineales

Funcion valor absoluto
Modelos lineales

Funcién cuadratica

e Monotonia, simetria, maximos
y minimos

e Ceros y ecuaciéon cuadratica

e |necuaciones cuadraticas

evaluacion, representaciones,
monotonia, simetria

e Ejemplos de funciones lineales
y cuadraticas

e Funciones definidas por partes

Funciones polinomiales

e Operaciones entre funciones
(suma producto y cociente)

e Polinomios: operaciones,
algoritmo de Euclides, teorema
del residuo, ceros, monotonia
con el uso de calculadora
grafica

Funciones racionales

e Dominio

e Operaciones

e Ceros, variacion y asintotas

evaluacion, representaciones,
monotonia, simetria

o~ Ejemplos de funciones
polinomiales, racionales,
trigonométricas

¢ Funciones definidas por partes

Funcién exponencial

e Dominio y recorrido

e Monotonia

e Comportamiento-atinfinito

e Propiedades fundamentales de
los exponentes

¢ Modelos de crecimiento
poblacional, decaimiento
radiactivo, etcétera

Funcién logaritmica
e Funcion logaritmo como

e Binomio de Newton.

Numeros complejos

e Operaciones, moédulo,
conjugado.

e Representaciones: algebraicaa,
trigonométrica y geométrica

e Teorema de Moivre: raices de
n-ésimas

e Aplicaciones a la geometria

Calculo diferencial

e Aproximacion lineal de
funciones

e La derivada como pendiente de
la recta tangente a la grafica de
una funcion en un punto

e Derivadas de funciones
elementales




¢ Modelos cuadraticos

con el uso de calculadora
grafica
e Modelos

Funciones trigonométricas

inversa de la exponencial
Dominio y recorrido, ceros,
monotonia

Bases

Propiedades fundamentales de

Algebra de derivadas

Regla de la cadena

Estudio del comportamiento de
una funcion: monotonia,
concavidad, extremos

¢ ) Definicion usando el circulo los logaritmos e Aplicaciones a optimizacién
trigonometrico e Ecuaciones e inecuaciones e Limites de sucesiones
e Dominio y recorrido exponenciales y logaritmicas. e Limites de funciones
* Ceros; monotonia, paridad e Diferenciabilidad y continuidad
¢ Identidades trigonométricas Sucesiones
basicas e Funcionesde NenR
e Funciones trigonométricas e Funciones recursivas.
inversas e Monotonia
e Ecuaciones trigonometricas e Pogresiones aritméticas
e Funcion compuesta e Progresions geométricas
e Funcion trigonométrica ¢ Modelos de matematicas
compuesta financieras
e Modelos
BLOQUE DE ALGEBRAY GEOMETRIA
Vectores geomeétricos en el Ecuacién vectorial de larecta Cénicas Espacio R®
plano e Ortogonalidad. e Definiciones como corte de un | e Operaciones algebraicas
e Longitud y direccion e Ecuacion vectorial de la recta plano con un cono, lugar e Longitud de un vector
e Operaciones e Rectas paralelas y geomeétrico y ecuacion  Distancia entre dos puntos
e Aplicaciones a la geometria perpendiculares algebraica e Ortogonalidad.
e Circulos e Vectores coplanares y
El espacio R? Matrices e Elipses colineales
e Operaciones algebraicas e Operaciones e Parabolas e Ecuaciones vectoriales de las
¢ Identificacion con vectores e Determinantes e Hipérbola rectas y planos

geométricos
e Longitud de un vectory
distancia entre dos puntos

e Sistemas de ecuaciones
lineales

Transformaciones en el plano
e Traslaciones




¢ Rotaciones

e Simetrias

e Homotecias

e Aplicaciones con TICs.

Circulos

BLOQUE DE MATEMATICAS DISCRETAS
Programacion lineal Grafos Teoria de juegos
e Funcion objetivo e Vértices e Juegos entre dos personas en
e Restricciones e Aristas conflicto total
e Conjunto factible e Caminos ¢ Juegos de conflicto parcial
¢ Meétodo grafico para obtener el | e Circuitos de Euler ) )
valor que produce el 6ptimo e Valencia de un vértice Teoria de numeros
e Grafos conectados e Representacion binaria

Aplicaciones
e Planeacion de tareas

e Suma y resta con numeros en
representacion binaria

o~ Aritmética modular
Aplicaciones a la codificacion
deinformacién

BLOQUE DE PROBABILIDAD Y ESTADITICA

Probabilidad

¢ Medidas de tendencia central y
dispersion

e Diagramas estadisticos: tallo y
hoja, poligonos de frecuencia,
histogramas

e Técnicas de conteo
Probabilidad de eventos
simples y compuestos

e Espacios de probabilidad finitos

Probabilidad condicionada
e Eventos independientes
e Teorema de Bayes

Estadistica

e Muestreo: numeros aleatorios,
técnicas de muestreo

e Aplicaciones

Probabilidad

e Distribuciones

o Variables aleatorias:-esperanza
y desviacion estandar

e Distribuciones: binomialy
normal

Estadistica
e Regresion lineal.
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