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RESUMEN

Este trabajo presenta una formulacion del Método de los Elementos Finitos,
para la solucién de problemas termoelasticos, en un dominio unidimensional y
bidimensional. Se plantea una formulacion desacoplada del problema térmico y
mecanico, para poder reducir el numero de incognitas. El analisis térmico se
fundamenta en la transferencia de calor por conduccion y conveccion
suponiendo que el flujo de calor es constante, en tanto que al analisis mecanico
se desarrollara de acuerdo al teorema de Duhamel-Neumann. Para la
validacion de los resultados, se presentan ejemplos con su solucién analitica y
pruebas experimentales.
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CAPITULO 1.

Pienso en Galileo, jadeando hasta lo mds alto de la torre inclinada de Pisa y dejando caer
dos pesos desiguales sobre un tablero de madera, a ver si oia dos impactos o uno.
La Particula Divina, Leon Lederman

INTRODUCCION

La variacion de temperatura en un sélido produce la dilataciéon o contraccién del
mismo en funcién de la carga térmica suministrada. Esta dilatacion o
contraccion constituye, evidentemente, una deformacién del sélido, pero esta
deformacién no tiene necesariamente que venir acompanada de una
modificacién de la distribucién de tensiones. De hecho, si el cuerpo no tiene
impedimentos para su deformacién y la variacién del campo de temperatura es
uniforme, las tensiones permaneceran constantes. Sin embargo, en el caso de
que la dilatacibn o contraccion del material se vea impedida por las
condiciones de apoyo del solido, o si la variacion del campo de temperatura no
es uniforme, a pareceran tensiones de origen térmico. El estudio de los efectos
térmicos en el comportamiento de los sélidos elasticos recibe el nombre de
termoelasticidad.

En este trabajo se van a estudiar varios problemas termoelasticos para probar
la validez de las hipotesis de los modelos tedricos, y para comprobar como
afectan las variaciones de temperatura a los estados de deformacion y tension
de sistemas isostaticos e hiperestaticos.



1.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Es impo

tempera

rtante entender que en sélidos en cuyo interior exista un gradiente de

tura, se presentaran variaciones en el estado de ftension -

deformacion, debido a la tendencia de los materiales a dilatarse al aumentar la

tempera

tura. Por esta razén es conveniente distinguir entre dos posibles

efectos por dicha influencia:

Por una parte, esta el hecho de que el propio proceso de deformacion
lleva asociados fenémenos térmicos (efecto Gough-Joule). Este
problema acoplado es en general muy complejo. Puesto que la
deformacion deberia verse como un proceso termodinamico en su
conjunto, donde el trabajo de las fuerzas aplicadas es solo un término
mas en las ecuaciones energéticas.

KA20 = 2G == aToéy. + pc — pR! 1-1
Dénde:

T es la variacion de temperatura a partir de una referencia,
K es la conductividad térmica, G es el moddulo de
elasticidad transversal, v es el médulo Poisson, a es el
coeficiente de dilatacion térmica, T, es la temperatura de
referencia, &, es la tasa de reformacién, p es la densidad,
c es el calor especifico del material, 8 es el flujo de calor, y

R es el calor generado (representa la entropia),

Por otra parte, tenemos la posible concurrencia de fenémenos térmicos
producidos por causas externas a la deformacién, como calentamiento
por irradiacidén solar, cercania de calderas o motores de combustién,
ambientes de invierno o verano, etc. Estos efectos son de mucha
mayor magnitud que los efectos térmicos asociados a la deformacion.

1 .z
Ecuacion

ANALISE D

TERMICOS

tomada del Articulo —ESTUDIO E DESENVOLVIMENTO DE CODIGO COMPUTACIONAL PARA
E IMPACTO ENTRE ESTRUTURAS TRIDIMENSIONAIS LEVANDO EM CONSIDERAGAO EFEITOS



El modelo de comportamiento termoelastico lineal, puede resumirse en dos
ecuaciones, una fundamentalmente térmica (expresa la entropia) pero que
contiene un término elastico (ver ecuacion 1-1), y otra fundamentalmente
elastica (expresa la tension) pero que contiene un término térmico. El
despreciar los términos térmicos asociados a la deformacién, se traduce en
despreciar la generacion de entropia relacionada a la deformacion frente a la
asociada a las variaciones de temperatura en la primera ecuacion, que queda
solo con variables térmicas. Como se presenta en la ecuacién 1-2 en su forma

mas sencilla y para régimen estacionario.
KV2T =0 1-2

Esta ecuacién puede resolverse en primer lugar, y permite manejar la segunda

ecuacién con el término térmico ya conocido.
O'l'j, = Aekk&j + ZGEU - (32. + ZG)C!AT5U 1-3

Dado que las ecuaciones 1-2 y 1-3 pueden resolverse en forma desacoplada
es lo que hace que este modelo se identifique como termoelasticidad

desacoplada.

Estos problemas fisicos involucran un alto costo computacional, es por ello que
se acogié el modelo de analisis desacoplado. En la figura 1-1, se indica el
esquema del problema desacoplado



MODELO DE ELEMENTO
FINITO

INGRESO DE LAS PROPIEDADES
TERMICAS DEL MATERIAL

SOLUCIéN,DEL PROBLEMA
TERMICO

INGRESO DE LAS PROPIEDADES
MECANICAS DEL MATERIAL

INGRESO DEL CAMPO DE
TEMPERATURAS

SOLUCION DEL PROBLEMA
TERMOMECANICO

ANALISIS DE RESULTADOS

Figura 1-1Esquema del problema desacoplado

Asi el problema queda definido, en un sistema de ecuaciones diferenciales, que
gobiernan el comportamiento del solido, el mismo que va ser discretizado y
analizado computacionalmente para obtener una solucién aproximada de su
comportamiento.

1.2. OBJETIVOS

En este trabajo se desarrolla un analisis térmico para luego, usando las
temperaturas obtenidas como carga para el modelo mecanico, se pretende
determinar el campo de tensiones que actuan en el cuerpo estudiado. Para
lograr los objetivos es necesario tener informacion que permita comprender
mejor el comportamiento de solidos sometidos a una variacion de

temperaturas.



1.2.1. GENERAL

Desarrollar un modelo consistente de elemento finito para el analisis de
tensiones térmicas dentro del rango elastico para sélidos con

comportamiento lineal e isotrépico.

1.2.2. ESPECIFICOS

e Desarrollar una formulacion del problema térmico, para determinar el

campo de temperaturas del sélido.

e Desarrollar una formulacién del problema mecéanico, para determinar

las tensiones teniendo conocido el campo de temperaturas.

e Realizar una formulacion mediante el método de los elementos
finitos, para el problema termomecanico desacoplado.

e Validar los resultados experimentales dentro de un rango de error
admisible, para comprobar la eficacia del andlisis realizado.

1.3. TEORIA DE TENSIONES TERMICAS LEY DE DUHAMEL-
NEUMANN

Consideremos un cubo diferencial del material, sometido a un incremento de
temperatura AT, que siempre podremos considerar constante en ese pequefo
volumen. El cubo se dilatara liboremente, por igual en las tres direcciones, por lo

que el tensor de deformacion sl-Tj sera:

aAT 0 0
0 aAT 0 1-4
0 0 aAT
SiTj = aATé‘U 1'5

Donde a es el coeficiente de dilatacion lineal, que una propiedad térmica de

cada material.
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Figura 1-2 Superposicion de las deformaciones

En realidad el cubo diferencial no esta aislado de todo el material, sino en el
seno del mismo, por lo que sobre sus caras se ejercen unas ciertas tensiones
o;; que produciran deformaciones adicionales. Si se aplica el principio de
superposicion como sugiere la figura 1-2, se obtiene la ley de comportamiento
termoelastico de Duhamel - Neumann.

gij = €&} +¢&; 1-6
gij = % [(1 - U)Uij - Uo—kkgij] + CZAT(YU 1-7
sxzi[ax —v(ay + o, )]+aAT 1-8

Siendo E el médulo de elasticidad y v el coeficiente de Poisson del material.

Planteando el mismo problema pero a nivel macroscépico. De igual manera
consideramos un sélido homogéneo e is6tropo que no tiene impedida su
dilatacion y no se ejercen fuerzas exteriores sobre él. Se somete el sélido a una
cierta distribucién del campo de temperaturas. La pregunta que nos hacemos

es si sera nula la tension en el interior del sélido.

Para poder responder la pregunta anterior, vamos a suponer que la tension es

cero por tal razén, el tensor de deformacioén es:

5ij = OfAT(sU 1'9



Aplicando las ecuaciones de equilibrio:

do, N 0Ty N 0Ty,

ox "oy Taz TH=0
0Ty, do, 07y,
ax Yoy T oz TH=0
0T, 01, Oo,
et Gt =0

OxNy T TyyNy + TyzNy = fx
Tyxy + oyn, + 7,0, = f,
TNy + TN, 0N, = fz

Las ecuaciones de equilibrio (ver seccion 4.1.1) se satisfacen idénticamente,
dado que tanto las tensiones como las fuerzas externas son nulas por

hip6tesis. Las ecuaciones de compatibilidad (ver seccion 4.1.2.) permiten

obtener:

d%s, 0 < My +6yxz +0ny>

2 dydz ~ ox 0z
%y _ 0 yyz _ ayxz L Oy
azax dy 0z
, 0% _ 0 ayyz ayxz 01y
axay dz 0z

gyz EZ

dydz  dy? + 622
0%ey, 0%gy N 0%e,
dz0x  9z2 = 0x2
0%ey, 0%, N 0%¢,
oxdy  0x% = 0y?

Teniendo en cuenta que las tensiones de origen térmico, no generan
componentes en los planos cortantes, porque la variacién de temperatura se

genera solo en los ejes normales.

Ox Txy Txz aAT 0 0
[Tyx Oy TyZI =| 0 aAT 0
Tzx Tzy O 0 0 alAT

Tyy = Txz = Ty, = 0, por esta razon las deformaciones: y,,, =¥y, = ¥y, =0



Remplazando la ecuacién 1-9

92T d ay ad ay.
2 —a(— vz 4 Oaz 4 "y)=0

0yodz ox dy 0z
a%T o (9y ] ay.
2 __( vz __ sz_l_ xy)=0
0z0x dy \ O0x oy 0z
a%T d (dy 0 oy
2 __( yz+ Yxz _ xy)=0
0x0y 7] ox dy 0z 1-10
T oo
ay? | 9z2
2T | a%T
——+2 =9
0z% = 09x?
%t  a%T
—4+—=0
dx2  9y?

Efectuadas las condiciones anteriores podemos proponer la siguiente analogia:

0%e, | 0%ey | 3%, _
ax2+ay2+azz_0 1-11

Remplazando la ecuacién 1-9 en la ecuacién 1-11, tenemos:

S+ l+2l=0 1-12

d0x2

Si observamos la ecuacién diferencial 1-12 es igual que la ecuacion 1-2.

Resolviendo la ecuacion diferencial tenemos:
T=C1x+C2y+C3Z+C4 1‘13

Por lo tanto, si el campo de temperaturas es lineal y no existen restricciones
exteriores a la dilatacion, habra deformacion sin tensidn. Pero si el campo de
temperaturas no es lineal, en general la funcion propuesta (ecuacion 1-13) no
se satisfara, indicando que la deformacién sera distinta de la dada en ecuacién
1-9, por lo que debe existir tensidn distinta a cero.

Para entender mejor este tema, tenemos que plantear los siguientes ejemplos;
el primero representa a un sistema con una distribucién de temperatura lineal,

en tanto que el segundo representa una distribucion no lineal.
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Figura 1-3 Distribucion Lineal de Temperaturas
La fuerza resultante por la expansion térmica en la seccién s-s es:
c
R =—[ _EaATdy 1-14
Presumiendo que a la chapa de la figura 1-3 se le aplica una restriccion por el
otro lado de la seccién s-s, que tendria la misma fuerza R pero se signé
contrario, tendriamos:
o' = —EalbT(y) +5- [ EaATdy 1-15
Si integramos la ecuacion 1-15, tenemos:
o =0
Se cumple con lo que se predijo en la ecuacién 1-13.
Para el caso de la distribucién no lineal de temperaturas, se representan dos
posibilidades; la primera es una distribucion no lineal pero simétrica y la
segunda es una distribucion no lineal por ende no simétrica.
"
S
| /
o P / AT(y)
‘ T o

Figura 1-4 Distribucion no lineal simétrica de temperaturas

AT



Dénde:
AT(y) = AT(-y)

De igual forma la fuerza resultante por la expansién térmica en la seccién s-s

es:

C
R = —f EaAT (y)dy
-c
Donde el esfuerzo estaria dado por la ecuacion:
o' = —EabT(y) +5- [ EadT (y)dy 1-16

La otra posibilidad seria:

Figura 1-5 Distribucion no lineal no simétrica

En este ejemplo ademas de la fuerza resultante por la expansion térmica en la

seccion s-s aparecera un momento en el punto B.

Cc
R = —f EaAT(y)dy
-c

c
M = —f EaAT(y)ydy
—-C
En esfuerzo estaria dado por la ecuacion:
o' = —EaAT(y) + %f_cc EaAT(y)dy + %f_cc EaAT (y)ydy 1-17

En las ecuaciones 1-16 y 1-17, se representa la posibilidad de tener un estado

de tensiones distinto a cero, en dilatacion sin ninguna restriccion exterior del
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solido. Para validar los ejemplos anteriores vamos a relacionar con un ejemplo

real:

Considerando una placa de acero libres en sus extremos (ver figura 1-6), en la
. P w
cual se genera calor uniforme a razén de 5x10? Y la temperatura en uno de

sus extremos es 26 °C, teniendo en cuenta que la temperatura inicial fue de 22
°C. Calcular los esfuerzos térmico inducido por la variacion de temperatura

considerando las siguientes condiciones de borde:

T(y,) =T, = 26 1-18
aO — o 1-19
dy
—

0.2
]
>
=
<

0.2

0.9 -

Figura 1-6 Dilatacion libre placa de acero

La ecuacion de conduccion de calor para la placa:

KV3T 4+ ¢ =0
*T@y) _ 4
dy K
Empleado la primea integral:
dT q
ay - k7 + G

Aplicando ecuacion 1-19:

q
0=~ )+
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Empleando la segunda integral:

_ 9 5
T(y) = T4 + G,

Aplicando la ecuacion 1-18:

q 2

Ty = —opn

+C,

q -

C, =Ts +ﬁ3’1

La ecuacién de conducciéon de calor seria:
T(y) =T, +%(y12 -y%) 1-20

Comparando la ecuacion 1-20 con la ecuacién 1-13, podemos afirmar que no
van a generar la misma distribucién de temperaturas por tal razén no se cumple
con la ecuacion 1-9, y tenemos que aplicar cualquiera de la ecuaciones que

cumpla con la distribucién de temperatura.

Distribucion de Temperatura

0,3

0,2

o
[EEN

o= Distribucion de
95 26 26,05 26, ,15 26,2 Temperatura

N
ul

LONGITUD [m]
o
= o

°
N

°
w

TEMPERATURA [2C]

Figura 1-7 Distribucion de Temperatura con 500%

Como se observa en la figura 1-7, la distribucion de temperatura es no lineal

pero simétrica.

Aplicando la ecuacion 1-16:
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AT(y) = (T(y) - Tam)

1 0.2 q
I - _r 2 2)
o' = —EaAT(y) + 2x02)., Ea (Ts + 2K(3/1 y?) Tam) dy
0.2 . .
0’=—EozAT(y)+L Ea(Ty+iy2y—iy3—T y)
2x0.2 . s7 T 2Kt 6K am
y=-0.

1
o' = =(200x10°)(12x107%)(4.15) + 5—— (200x10°) (12x10~)(1.6400)

o' =—0.1MPa

El esfuerzo obtenido es muy bajo el cual puede ser despreciado. Esto ocurre

porque la variacién de temperatura entre el extremo y el centro es casi nulo.

Pero si variamos las condiciones iniciales del problema podemos tener:

Distribucion de Temperaturas

0,3

0,2

0,1

0 == Distribucién de
50 100 5 200 Temperaturas

\ =4

LONGITUD [m]

-0,1

-0,2

-0,3
TEMPERATURA [2C]

Figura 1-8 Distribucion de Temperatura con 5x10° %

1
o' = —(200x10°)(12x107°)(138) + 5—— (200x10°) (12x107°)(~43.33188)

o' = —=71MPa

El esfuerzo que se obtuvo es representativo, esto nos conlleva a una
conclusién. Si la variacion de temperatura es baja como se indica en la
figura 1-8 podemos despreciarla, pero si la distribucion de temperatura es alta
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se debe tomar en cuenta porque el esfuerzo generado es muy alto como se

observé en los calculos, que pueden llegar a sobrepasar el limite de fluencia
del material.

1.3.1. ANALOGIA DE DUHAMEL

Para analizar la influencia de la temperatura en los problemas elasticos
lineales, Duhamel propuso una analogia entre el problema termoelastico y un
problema elastico con las variables estaticas (fuerzas externas y tensiones)
modificadas en la funcion de la distribucion de temperaturas, de manera tal que
el campo de desplazamientos de ambos fuese el mismo.

: ;

Figura 1-9 Analogia de Duhamel

desplazamientos, se tiene:
gij = €} +¢&; 1-21

Haciendo lo mismo con el problema elastico analogo:

m

gij = gij 1'22

Dado que los desplazamientos de ambos problemas son iguales, las

deformaciones también deben serlo, de forma que el tensor de tensiones en el
problema analogo sera:

o' = Aefi 8 + 2Ge]} = A(skk - e,fk)&-j + ZG(SU — & 1-23

Sustituyendo en la ecuacion anterior la deformacion térmica en funcion de la
variacion de temperatura:

14



of; = A& — abT 84, )8;5 + 2G(e;; — alTS;;) 1-24
= A&y 8 + 2Gey; — (31 + 2G)aATS; 1-25
Y teniendo en cuenta que:
0jj = A&y 6y + 2G5 1-26
En tensor de tensiones del problema analogo es:

Ui,' = O'l']' - (3). + ZG)O!AT(SU 1-27

= O'l']' —L(XAT(SU 1-28

1-2v

La modificacion de las tensiones en el problema elastico analogo implica, a su
vez la modificacion de las fuerzas externas para que cumplan con las
ecuaciones de equilibrio interno y en el contorno:

fr = ———aV(AT) 1-29

E_aATn 1-30
1-2v

fo =

De esta forma llega a formularse un problema sin efectos térmicos, cuya
solucién en desplazamientos coincide con el problema termoelastico que se
pretendia resolver. Para mayor entendimiento el analisis completo de las
ecuaciones transferencia de calor y la ley de Hooke generaliza se realizara en
los capitulos 3 y 4 respectivamente.

Hasta ahora se ha considerado de modo analitico el problema de la
termoelasticidad lineal. Pero los problemas que se encuentran en la practica
comprenden configuraciones geométricas complicadas, con condiciones de
frontera complejas, y no se pueden resolver analiticamente. En este caso se
debe obtener soluciones aproximadas suficientemente exactas por medio de

computadoras utilizando un método numeérico.

Existen varias maneras de obtener la formulacién numérica de un problema de

termoelasticidad desacoplada, como los métodos de las diferencias finitas, de

15



elementos finitos y de elementos de contorno. Cada uno tiene sus propias
ventajas y desventajas, por ejemplo, el método de las diferencias finitas en muy

popular en la transferencia de calor, pero esto no sucede en los problemas de
elasticidad.

El método de elementos de contorno se puede decir que es una extension del
método de los elementos finitos ya que se discretiza solo el borde del solidos
estudiado. Por esta razén se utilizara el método de los elementos finitos, ya que
la discretizacion se realiza en todo el sélido, lo que nos da una mejor
aproximacion a la realidad.
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CAPITULO 2.

La vision ingenua de la realidad no es compatible
con las ciencias modernas
El Gran Disefio, Stephen Hawking

METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS

El Método de los Elementos Finitos (MEF) es un método numérico para la
resolucion de sistemas de ecuaciones en derivadas parciales. Su desarrollo
desde los afos cincuenta hasta la actualidad ha sido constante y actualmente
puede considerarse como el método de andlisis numérico mas extendido en la

mayoria de los ambitos de la ingenieria.

La resolucion de un problema diferencial sobre un dominio mediante el método
de los elementos finitos se puede dividir en dos etapas:

1. Establecimiento de la formulacién variacional del problema.

2. Busqueda de una solucion aproximada mediante la discretizacion del
dominio en numero finito de subdominios en los que se establece la

aproximacion de la funcién incégnita.

Mediante la aplicacién de estos conceptos, el problema diferencial original se
transforma en un problema algebraico dando lugar a un sistema de ecuaciones,
cuyas incégnitas son los valores de la funcion en una serie de puntos de cada
uno de los subdominios en los que se ha discretizado el dominio inicial, y que
es facil resolver por métodos numeéricos. Los subdominios en los que se divide
el dominio del problema se denominan elementos, y los puntos que los

delimitan, y en los que se calcula el valor de la solucidén, se denominan nodos.

17



2.1. FORMULACION DEL ELEMENTO FINITO

La formulacién de elementos finitos puede deducirse para ciertos problemas,
como por ejemplo el analisis de estructuras, como una extension del método
matricial. Sin embargo, dicha deduccién encuentra serias limitaciones cuando
se quiere extender a problemas no estructurales, como por ejemplo la
transferencia de calor. Por ello se realizara una formulacién variacional® (forma
débil) del método de los elementos finitos que pueden aplicarse a una gran
variedad de problemas. Para ello usaremos el método de los residuos

ponderados.

2.2. GALERKIN-METODO RESIDUOS PONDERADOS

Figura 2-1 Representacion del sistema

Con este método es posible obtener soluciones aproximadas de ecuaciones
diferenciales. Considerando una ecuacion diferencial definida sobre el dominio

Q. como se ve en la figura 2-1

Alu) =0 2-1
También existen condiciones naturales de contorno sobre la parte I'y

Clu)=0 2-2

Donde A(u) y C(u) es un operador diferencial.

? Formulacion variacional del Método de los Elementos Finitos Dr. Ing. Claudio E. Jouglard

18



Si se remplaza la solucién exacta u por una solucién aproximada @ en las
ecuaciones 2-1y 2-2, estas no estaran satisfechas exactamente, generando

un residuo R en el dominio y un residuo Ry en el contorno.

Siendo este un método aproximado, busca una expresion aproximada de la

forma
i = Z?zl a; Ni 2-3

En donde N; representa las funciones de forma expresada en funcion de

variables independientes (como las coordenadas [x y]), a; son las incognitas.
Jo Wi Ro(@)d2 + [, W, Rp(@)dl' = 0 2-4
Las funciones W; , W; son las funciones de ponderacion.

En el método de Galerkin se adoptan las funciones de ponderacién iguales a
las funciones de prueba resultando

Jy NiRo(@)dQ + [ N;Rp(@)dl' =0 2-5

2.3. FUNCIONES DE FORMA

Hasta ahora se ha expresado a las soluciones aproximadas como:

n
ﬁ=ZaiNl-

Una forma alternativa de definir las funciones de prueba, consiste en subdividir
el dominio Q en una serie de subdominios 6 elementos Q¢ que no se
superpongan como se distingue en la figura 2-2, inmediatamente las
aproximaciones @ se construyen por trozos usando definiciones simples de las
funciones de prueba sobre estos subdominios. Esta es la idea basica del
método de los elementos finitos el cual puede interpretarse como un método de
aproximacion donde las funciones de prueba se definen en forma local en cada
elemento y son llamadas funciones de forma, estas funciones de forma se
combinan para dar lugar a una aproximacion.
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Figura 2-2 Sélido bidimensional discretizado

Para entender mejor lo que es una aproximacién, por funciones de forma.
Consideremos un dominio unidimensional, sobre el cual queremos aproximar

una funcién arbitraria u(x), como se indica en la figura 2-3.

X

Figura 2-3 Aproximacion de u(x)

Para mayor facilidad de entendimiento las funciones de forma, las vamos a

plantear en conjunto con el desarrollo de los problemas.

20



2.3.1. ELEMENTO DE UNIDIMENSIONAL

Considerando un elemento finito tipico e como en la figura 2-3 En el esquema
de numeracion local del primer nodo sera 1 y el segundo nodo sera 2. Se usa
la notacién x; para el nodo 1y x, para el nodo 2

-

rd

X1

&H=-1 =1 > ¢
Figura 2-4 Elemento unidimensional
(x2—x1)
J— = — _ 2'
(x x1) =21 (S( 8(1) 6
f=——(x—x)—1 2-7
(x2—x1)

Las funciones de forma N; N, se muestran en la figura 2-4

N=1 F N, =1

Ny = ¢n

&H=-1 =1

Planteando la ecuacién para la recta &, — Ny 41

(N, - 0)
(&2 — &)

(¢n—0) = & —¢&)

C1+¢

P2=75
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De esta forma definimos las funciones de forma ¢, ¢,

$r="7 $.=7" 2-8

2.3.2. ELEMENTO TRIANGULAR

Considerando un dominio bidimensional, se va a formular un elemento

triangular. Su numeracion se realiza en forma antihoraria.
(0,0)

Figura 2-5 Elemento triangular

__ (r-0) )
b1 = -0 2-9
_ (s-0) -
¢, = -0 2-10
¢3:1_N1_N2 2'11
p3=1—-r—s 2-12
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CAPITULO 3.

The effects of heat are subject to constant laws
which cannot be discovered without the aid of mathematical analysis
The Analytical Theory of Heat, J. Fourier

ANALISIS TERMICO

Para el analisis térmico es necesario tener presente los mecanismos de
transferencia de calor que existen.

Figura 3-1 Mecanismos de transferencia de calor
Creando analogia de la figura 3-1% con la transferencia de calor, podemos

suponer que el agua es el calor y que las personas son los mecanismos de
transferencia de calor donde:

Caso 1.- Para apagar el fuego en B, el agua viene directo desde W
independiente del medio. Esto es analogo a la radiacion térmica.

Caso 2.- En este caso una brigada de personas transporta el agua
desde W hasta B. Esto es andlogo a la conduccion

? Figura tomada del libro A HEAT TRANSFER TEXTBOOK
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Caso 3.- Por ultimo una persona solitaria corre desde W hasta B

llevando agua. Esto es anélogo a la conveccion

3.1. PRINCIPIOS FUNDAMENTALES

En contraste con los mecanismos de conduccién y conveccién, en donde estos
procesos estan ligados a una transferencia de calor a través de un medio
material, el calor también puede ocurrir donde existe una vacio en forma de
radiacion electromagnética, que es propagada como resultado de una

diferencia de temperaturas, a esto llamaremos radiacion térmica.
Q= aA(T14 - Tz4) 3-1

En la ecuacién 3-1, representa la radiacion térmica, como se observa es
proporcional a la cuarta potencia de la temperatura absoluta, lo que ocasiona
que el problema sea no lineal. Esto genera un alto costo matematico y
computacional, para tratar su solucion. Esta es la razén principal porque este

mecanismo de transferencia de calor no sera considerado para su analisis.

3.1.1. CONDUCCION

Fue propuesto por el fisico y matematico Joseph Fourier en su trabajo
THEORIE ANALYTIQUE DE LA CHALEUR en 1822. Esta ley permite
relacionar el vector flujo de calor con el gradiente de temperatura segun:

g =—KVT 3-2

T,

Qlx+ax

Q|X

TN \_\/w\'\_\

L

Figura 3-2 Conduccién de calor
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Donde K es el tensor de conductividad del material:

k, 0 0
0 k, 0
0 0 k

zZ

3.1.2. CONVECCION

Un caso tipico de transferencia de calor por conveccion es el que se describe
en la figura 3-2, donde un fluido en movimiento con temperatura T, pasa por un
cuerpo a temperatura T;. En 1701, Isaac Newton considero el proceso de

conveccion y sugirié la ley de enfriamiento que lleva su nombre.

Como el objetivo de esta tesis es encontrar las deformaciones inducidas por la
variacion de temperatura, por esta razén solo nos interesa conocer la
trasferencia de calor desde una superficie y no es de nuestro interés la
variacion de flujo de calor. Para este caso, es conveniente definir un coeficiente
de transferencia de calor h para una superficie isotérmica de area A por medio

de la ecuacion 3-5.

Ts

dA=W dx

Figura 3-3 Conveccion de calor

qs =hA(Ts —Te) 3-3
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3.2. ECUACION CONDUCCION DE CALOR

Para la deducciéon de la ecuacién de conduccién calor, partimos de un

elemento volumétrico elemental al que le aplicamos la primera ley de la

termodinamica.

qz+dz

{i

Qqx

@ — - t~qy + dy

[

|
. |

ax

Figura 3-4 Volumen elemental en coordenadas cartesianas

Aplicando el principio de conservacién de la energia

Entrada de calor Generacién  de Salida de Variaciéon de la
en el tiempo dt calor interno en - calor en el energia interna
el tiempo dt tiempo dt

Figura 3-5 Primera ley de la termodinamica

Aplicando la conservacién de la energia mostrada en la figura 3.7 podemos

expresar la siguiente ecuacion:

(qx +q, + qz)dt + ¢ dxdydz dt = (qx+dx +Qyiay + qz+dz)dt + pcdTdxdydz 3-4
Donde:
qx = Flujo de entrada de calor a través de la cara en x.
Qx+ax = Flujo de salida de calor a través de la cara en x + dx
La entrada de calor a través de la cara en dx es:
3-5

Ax+dx dx dy dz
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Donde la entrada neta de calor en la direccién x es:

(qx - qx+dx)dydz 3-6

El flujo de calor saliente en el eje x, se puede desarrollar mediante una serie de

Taylor.

Qulorax = 4% + 5= dx 3-7
Sustituyendo obtenemos el flujo neto de entrada de calor
—2x gxdydz 3-8
ax
Analogamente, aplicamos para los dos ejes restantes.

— 2L dxdydz — ‘% dydxdz — 2= dzdxdy + G dxdydz = + pc < dxdydz 3-9

Aplicando la condicion de Neuman y dividiendo todo para dxdydz.

(k) + 5 (6 5) + 5 (k) + a=pe g 310
pc S =kV?T +q 3-11

3.3. CONDICIONES DE CONTORNO

Para poder resolver la ecuacion 3-11 es necesario imponer las condiciones de

contorno esenciales y naturales del problema:
Ty =Ts 3-12
oT
_kalsz = (s 3-13

La primera es una condicion de primer tipo o de Dirichlet, en tanto, la segunda
es una condicién de segundo tipo 0 de Neumann.
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3.4. APLICACION DEL METODO DE LOS ELEMENTOS
FINITOS PARA TRANSFERECIA DE CALOR
3.4.1. FORMULACION UNIDIMENSIONAL

El procedimiento es el mismo para los problemas bidimensionales y
tridimensionales, 1o Unico que varian son las funciones de forma para cada
elemento y se deberia integrar de acuerdo a las dimensiones del problema. En
este problema se desarrollara todo el procedimiento, para poder tener una idea
de cdmo se obtienen las matrices que representan, la ecuacion que gobiernan

el problema térmico.

Partiendo de la ecuacion 3-11. Como es un andlisis unidimensional en

direccién del eje x, la ecuacién se simplifica notablemente.

k62T+ T
axz) v Q= Pey;

Aplicando el enfoque de Galerkin.
T=¢iTy + ¢,T, 3-14
X =¢ix1 + Pyxy 3-15
Donde ¢, y ¢, son las funciones de forma definidas en la ecuacién 2-14.
Remplazando g—: =T
[y bk Tt pq—gpcT =0 3-16
Aplicando la integracion por partes
JfG)g' ()dx = fx)g(x) — [ g f' (x)dx

= (F)g()) = gl () + f(x)g'(x)

d ar _@d_T ﬁ ]
E((pa)_dxdx-l_ dx? 3-17

d Ldgd L L .
¢kd—ilé—kf0££ dx + [ ¢pqdx — [ pcTdx =0 3-18
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. oT . ..
Teniendo en cuenta que q,, = —k% y aplicando las condiciones de contorno

de Dirichlet y Neumann en la ecuacién 3-18
dT(L)
$(0)=0 y q=—k(L)|~")=h(T,~T)

~pWM(T, = To) =k [} 222 dx + [ pQdx — [ pcTdx =0 3-19

0 dx dx

La matiz de rigidez del elemento esta representada por el siguiente término de
la ecuacion 3-19

k[ 222 dx 3-20
Aplicando la regla de la cadena
dT _ dT d¢
dx dfdx
dT _ dT d¢
d§  de d§
dp _dodé
dx df dx

Partiendo de la ecuaciéon 2-7 tenemos
le
X = gdf

Teniendo en cuenta que estamos usando elementos isoperimétricos la matriz K
es cuadrada igual al numero de nodos del elemento.

Para calcular K;;, la ecuacion 3-32 queda expresada de la siguiente forma:

kle (1 d¢y d§ dT de, di i
2 I dé dx de, dE ax 4 8-21

dg, _ 1 df _2
dx 2 dx |,
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Remplazando y operando en la ecuacién 3-21

k fl 1 p

2) 41 d

P k

11 — le

Analogamente calculamos para K;,, K1, K,,. De esta forma se obtiene la matriz
de rigidez K.

kp1 -1

K=1 l_ : 1] T

Como es un analisis unidimensional, los calculos de cierta manera son faciles.
Pero para elementos con un mayor niumero de nodos los calculos se vuelven
tediosos. Para simplificar los calculos aplicamos el siguiente algoritmo.

k=Y [-2 L [ 4 rae 3-22

sz[_i T

El siguiente término de la ecuacion 3-19 representa el flujo de entrada de calor

_ Qele 1 [1-8 14817
p=2kt 77] d& 323
p=2[1 1] 3-24

Finalmente el ultimo término de la ecuacion 3-21 representa la variacion de
energia interna en el tiempo.

nonf R e

K, = Pl [i ;] T 3-26

6

Finalmente la ecuacion 3-23 queda representada de la siguiente forma matricial
de la ecuacién.
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KS 22 KS 23 K3 2L [TZ] Kl 22 Kl 23 Kl 2L T2

KS 32 KS 33 KB 3L |T3 | + Kl 32 Kl 33 Kl 3L T3

KS L2 KS L3 KB LL lTLJ Kl L2 Kl L3 (Kl LL + h) TL
PZ K21T1

(P, + hTy,) KTy
Forma compacta de la ecuacion

K;T+K,T=P 3-27

3.4.2. FORMULACION BIDIMENSIONAL

Partiendo de la ecuacién 3-18, aplicando el enfoque de Galerkin
d aT a¢ aT 8¢ T
[y (e 0k D) + 35 (0 55) — k2T~ k52T da +.
A+ [, pQdA-[f, ¢pc—dA =0 3-28

: aT : . :
Teniendo en cuenta que q,, = —k——y aplicando el teorema de la divergencia a

la primera parte de la ecuacion 3-40

ffv.qndAzf qnds
A S

f d ﬂk&paT a¢aTdA+ﬂ dA f T a=0
Pan ds = 0x 0x dy d oQ PP M
A

Remplazando la condiciones de Dirichlet y Neumann

—J, ®aods [, Sh(T = To)ds = [f, kLT +k527 dA+ ff, $QdA -
—[f, ¢pcsrdAa=0 3-29

Utilizando las funciones de forma especificadas en las ecuaciones 2-15-16-17.
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T =¢1T1 + P2, + P3T5
X = ¢1x1 + Pax; + P3x3

Y =¢1y1 + b2y, + P33

De esta manera hallamos el Jacobiano de transformacién

or _orox oty
or  xor dy or
or _orox  oray
ds  dx ds dy 0Os
dx 0dy
J= or Or
dx 0dy
ds O0s
J= [x13 3’13]
X23 Y23
En notacion matricial
] [ex ay[er
or| _ |or or||ox
ar| = |ax ayf|or
ds ds 0s] oy
Operando en la ecuacion 3-37
aT aT
or _ [x13 3’13] dx
OT| = lxz3  ¥o3l|0T
ds dy
aT aT
ox| 1 [ %13 —J’13] or
OT| = Det()) l=Xp3 Y23 10T
dy as
aT
x| _ 1 X13 _Y13] [1 0 —1] Te
aT Det()) L=X23 Y23 110 1 -—
dy
1 [V23 V3 Y12]
Det(J) lX32 Vi3 X221
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-
dx
oT

| 0y |

= BT*

061
dx
9
| 0y |

=BT

K = kA,BTB 3-39

Suponiendo que el borde 2-3 es convectivo

X

Figura 3-6 Borde convectivo sobre un elemento triangular

. 0 0 O
K, =% 0 2 1 3-40
0 1 2
l 2 1 1
Ki=%2211 2 1 3-41
1 1 2
hTol 0]
P2 = °°22'3 1 3-42
1.
A 1]
p3 =2l 3-43
1.
De esta forma el conjunto de ecuaciones que gobiernan el sélido son:
K;T + (K, + K,)T = P3 + P2 3-44
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3.4.3. METODO EXPLICITO

Empleando el método de las diferencias finitas en la ecuacion
K;T + KT =P

Donde

T — (Tn+1—Tn) 3_45
At

T Esta evaluado en el punto medio del tiempo t, por esta razén T queda
expresado de la siguiente forma:

T =2 (Tne1 +Ty) 3-46

Remplazando las ecuaciones 3-49 y 3-50

Ky ) 4 (% (Tpsq + Tn)) =P 3-47
Ks | K — K _K -
2+ T =P+ (5= 3-48

Volviendo a remplazar la ecuacion 3-41

(B+x)r=P+ (3T, 3-49

Para la resolucion mediante el método de las diferencias finitas, se utilizara el
método explicito.*

* Este método parte de una temperatura inicial, su debilidad es: el elemento mas pequefio proporciona
el intervalo de tiempo, para poder obtener estabilidad y convergencia en los resultados.
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CAPITULO 4.

Explicar toda la naturaleza es una tarea demasiado dificil para cualquier hombre e
incluso para cualquier era. Es mucho mejor hacer un poco con sequridad, y dejar el
resto a los que vengan después de ti, que explicar todas las cosas conjeturando sin

estar sequros de nada.

Isaac Newton

ANALISIS MECANICO

El mundo que percibimos a través de nuestros sentidos se compone de objetos
que son macroscopicos. Este mundo es extraordinariamente fascinante por que
la materia y la energia no estan dispuestas al azar, sino segin una compleja
organizacion jerarquica. A cualquier lugar que miremos, desde los mas
recénditos rincones del nucleo atémico, hasta las mas lejanas galaxias
encontramos orden. Por ejemplo, Para nuestro interés vamos a consideras que
un cuerpo esta constituido solo por atomos y vamos a descartar a las demas
particulas elementales. Los atomos se encuentran unidos por fuerzas, las
mismas que se oponen a los cambios de forma del cuerpo, cuando sobre él
actuan fuerzas exteriores. Este sistema de fuerzas exteriores, genera
desplazamientos mutuos de los componentes internos del cuerpo, hasta
establecer una condicion de equilibrio entre el sistema exterior de fuerzas y el
sistema interior de fuerzas, que estan interactuando sobre el mismo cuerpo. A
este estado que llega el cuerpo al estar en equilibrio se lo conoce como estado
de deformacion.

Mediante experimentos se puede comprobar que entre ciertos limites la
deformacion es proporcional a la fuerza ejercida. Esta relaciéon entre fuerza y
deformacién fue enunciada por primera vez por el investigador ingles Robert
Hooke en su articulo DE POTENTIA RESTITUTIVA en 1678.
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4.1. PRINCIPIOS FUNDAMENTALES

4.1.1. EQUILIBRIO EN EL CONTORNO

+ v
Figura 4-1 Condicion de equilibrio en el contorno

Planteando las condiciones de equilibrio en el tetraedro se tiene:

o N dA + TN, dA + T,,n,dA = F,dA
Tyxn,dA + o,n,dA + t,,n,dA = F,dA
TN, dA + T,yn,dA +o,n,dA =F,dA

Dividiendo para dA:
OxNy T TyyNy + ToNy = F
TyxNy + oy, + 7,0, =F, 4-1
TyxNz + TNy, +on, =F

4.1.2. COMPATIBILIDAD

Este principio supone que la deformacidn y consecuentemente el
desplazamiento, de cualquier punto particular del solido es continuo y tiene un
solo valor. Normalmente esta condicién se emplea, al igual que las condiciones

de equilibrio, para satisfacer que los desplazamientos sean unicos.
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ou
Y2
U+ 3y y
Oucly
ay
ou
dy oy
T —Yx
=" ov O g
u a ox 5
V+ —de
OX
v
X

ax

Figura 4-2 Condicion de compatibilidad

Las funciones u y v, representan el corrimiento de los puntos del cuerpo. Al
estudiar la forma en la que estas varian respecto de la direccién x e y, se
logran determinar las deformaciones y distorsiones unitarias.

Ju ov Ju adv

£x=a €y=@ )/xyza'l'a

Si realizamos el mismo procedimiento para todas las direcciones, obtenemos el

tensor D que representa todas las deformaciones y distorsiones del sistema.

ou 1/0u odv 1/0u 0w\

ox 5(@+a) z(a*a)

1/0u ov ov 1/0v oOw

b= z(@+a) 3y z(a*a)
1/0u ow\ 1/0v oJw ow
_§(£+a) z(ﬁa) oz

Es evidente que los componentes del tensor D no pueden ser arbitrarios,
aplicando las condiciones que se tienen que cumplir para que el sistema sea
compatible y, por lo tanto integrable. Podemos definir la condicién de

compatibilidad:
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9%e, . aa_x (_ 0Yyz + 0Yxz + 6yxy)

0yodz - ox dy 0z
625y — i (a]/yz _ ayxz + 6yxy)
0z0x dy \ dx dy 0z
9%e, i(ayyz + OVxz _ ayxy)
0x0y ox dy 0z

xdy  9x2 oy?

4.1.3. CONDICIONES DE CONTORNO

Ciertamente los problemas de la mecénica, como muchos otros problemas
fisicos, sin introducir ciertas condiciones de contorno, no se consideran
enteramente definidos. Estas condiciones se expresan en funcion de la fuerza

o del desplazamiento.

Especificamente las condiciones de contorno de los problemas de mecanica
se reducen a las condiciones de apoyo que esta sometido en cuerpo.

a

/ f
AN
Y

Figura 4-3 Condiciones de contorno

4.2. ECUACION DE EQUILIBRIO INTERNO

Para plantear las condiciones de equilibrio, es necesario recurrir al cubo

elemental de deformaciones
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fzdv
2 +%dz
fy.dv
Nz + 002 dz /(GX
0z
‘ fxav

Fuerzas de Cuerpo

™Yy ‘rxy

oy + OOV
oy + 9 ¢y

oy =

otxy dy

Py ]

y

Figura 4-4 Volumen elemental

Para este caso solo tomaremos en cuenta solo aquellas fuerzas que dan

Las proyecciones sobre el gje X.

(O’x + 2o dx) dydz — o,dydz + (Txy + a;;y dy) dxdz — ty,dxdz + -+

dx
oo+ (T + Z22dz) dxdy — Ty, dxdy + fydxdydz = 0 4-3
Reduciendo términos semejantes en la ecuacién 4-1 y dividiéndola para
dxdydz, tendremos finalmente
99x | Oty | 0wz 4 ¢ _ ;
6x+8y+az+f;c_0 4-4
Del mismo modo se desarrolla para las dos ecuaciones restantes
90x 4 Oty 4 9Txz 4 ¢
6x+ dy T 0z +f;c—0
0Ty 8& 0Ty, _ )
ax+ay+az+fy_0 4-5
Otyx | O%zy 4 997 4 £ _
dx T dy +az+fz_0
4-6

Vo+f=0

4.3. LEY DE HOOKE PARA ELASTICIDAD LINEAL

Los cuerpos fisicos se clasifican por su estructura, ante todo, en homogéneos y

heterogéneos. Se llama homogéneos aquél cuya estructura y composicion son
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iguales en todos sus puntos. De este grupo sobresalen los cuerpos isotropicos
que son el tema de estudio de este trabajo.

e

Figura 4-5 Diagrama esfuerzo - deformacion

En la figura 4-5 se muestra el diagrama esfuerzo-deformacién, que expresa el
alargamiento relativo &,, en funcion del esfuerzo. En el tramo rectilineo del
diagrama revela, la relacion

0y = E&yy 4-7

La ecuacion 4-5 representa la ley de elasticidad de Hooke. El punto final A del
tramo corresponde a al tension o, llamada limite de proporcional. El
alargamiento ¢,,, es acompanado por deformaciones transversales de igual

magnitud ¢, = ¢,, pero de signo contrario, siendo estas deformaciones

proporcionales al alargamiento fundamental ¢,.,:
Eyy = &7z = —U&xy 4-8

De este modo la ley de Hooke es formulada por dos relaciones 4-7 y 4-8 con
numeros que caracterizan las propiedades elasticas del material : modulo de
elasticidad de Young E y el numero adimensional v llamado coeficiente de
Poisson. Con estas relaciones se formula la ley de Hooke para el esfuerzos
transversales, donde el coeficiente de proporcionalidad G recibe el nombre
modulo de elasticidad transversal.

_E
T 2(1+v)

4-9

Partiendo de la figura 4-4, tomaremos inicialmente solo la tensién o, que

desarrollara una deformacion ¢,,, segun la ley de Hooke,
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r _ Ox -
Exx = 7 4-10
Bajo la tension en o, y o,, tenemos

.
&y = —v?y 4-11

" Oz
Exx = ~V £ 4-12
Asumimos el alargamiento total a lo largo del eje X
Exx = Exx F Exe + Exy 4-13
1
Exx = 7 [ax - v(ay + O'Z)] 4-14

Analogamente para los desplazamientos en los otros dos ejes

Eyy = %[ay — (0, + 0,)] 4-15

1
€22 = 3 lo, —v(oy + 0,)] 4-16
Expresamos las relaciones con las tensiones tangenciales

1

Eyz = = Tyz 4-17
Ezx = %sz 4-18
Exy = %Txy 4-19

De esta forma podemos expresar la ley generalizada de Hooke en funcion de

los esfuerzos.

v 1+v
£ij =~ F Oukij + —— 0y

Las ecuaciones 4-14 hasta 4-19, representa la ley generalizada de Hooke, en
funcion de las deformaciones. Es necesario disponer de su relacién inversa, es

decir, la ley de Hooke en funcién de los esfuerzos.
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1
= (vo, —va,) 4-20
Si a la ecuacién 4-14, le sumamos la ecuaciéon 4-20 tenemos:

[(1+v)o, —vO] 4-21

1
gxx=E
®@=o0,+to,+o0, 4-22

Sumando las deformaciones normales tendremos

Exx T &y +E,, =0 4-23

1
0= z [(ax + 0, + O'Z) - 2U(O’x + 0, + O'Z)]

_ (1-2v)e
T E

0 4-24

Remplazando la ecuacién 4-24 en la ecuaciéon 4-21, obtenemos la relacién

inversa.
E&xx Ev6
X7 (1+v) | (1-20)(1+4v) 4-25
Donde A representa el coeficiente de Lamé
Ev
T (1+v)(1-2v) 4-26
E
G= 20+ M a-27
La ecuacién 4-21 queda expresada de la siguiente forma
Oy = A0 + 2ue,, 4-28

En forma analoga para las direcciones, tenemos la ley generalizada de Hooke
en funcion de los desplazamientos

La Ley de Hooke también se le representa por la relacién

o = D¢ 4-29
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Donde es el tensor de constantes elasticas para un material isotrépico D

[1—v v v 0 0 0 ]

| v 1-v v 0 0 0 |
p=| v v 1-v 0 0 0 |
| o 0 0 05-—v 0 o |

ll 0 0 0 0 05—v 0 Jl

0 0 0 0 0 0.5 —v

4.4. TERMOELASTICIDAD LINEAL. TENSIONES Y
DEFORMACIONES TERMICAS

Experimentalmente se puede obtener que la variacién de la longitud con la
temperatura sea una funcion lineal, por esta razén los alargamientos son

directamente proporcionales a los incrementos de la temperatura T.
lp =1,(1+ aAT) 4-30
Al = alAT 4-31

Donde a, es el coeficiente de dilatacién lineal, una propiedad térmica del

material.

De la ecuacién 4-31 se obtiene el alargamiento unitario.

e == =alT 4-32

Si el solido tiene una restriccion, el fenédmeno es equivalente a una compresion.

Mediante la Ley de Hooke se puede obtener la tensién normal.
0 =—E& = —EaAT 4-33

De la teoria de la elasticidad se sabe que para materiales elasticos lineales, la
relacion esfuerzo deformacion unitaria proviene de la Ley de Hooke

generalizada.

Por lo tanto, oy g, g, son las tensiones de origen térmico, llamadas tensiones

térmicas, las deformaciones en cada punto se obtendran mediante el método

de superposicién ver Capitulo 1.
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1 ! !

& = %[a,’c —v(oy + 0;)] + aAT

1 ! ! !
&y == lo;, —v(oy + 0,)] + aAT

g = %[O’Z' —v(oy + 0y)] + aAT

4-34

4-35

Ya que las deformaciones son de origen térmico, al ser un cuerpo isotropico, no

produce variaciones angulares.

Desarrollando los mismos pasos que en la ecuacién 4-28, se obtiene los

esfuerzos en funcion de las deformaciones térmicas.

’ E
Uij = Aeﬁ&] + ZGELTJn - _1—2v CZAT(SU

r _ aEAT
oy = A0 + 2G¢, 20}
gy, = A0 + 2Ge, — (‘ii:)

r_ _ aEAT
o, = A0 + 2Geg, 20

4-36

4-37

Estas tensiones para ser solucién del problema elastico tienen que cumplir con

las ecuaciones de equilibrio interno y las de equilibrio en el contorno

doy | 0Txy | 0Tk, _
6x+ ay + 0z +f;c—0

a0 9%u aE T d (du . v 4 (0u . ow
ﬂa”‘?ﬁ—l_wwGa(a+a)+05(£+a)—0

Ordenando y obteniendo en forma analoga las dos restantes ecuaciones.

QE 9T _ QE 0T _ aE 0T

(-2v)ax’ =~ (@a-2vay’ ° T (1-2v) oz

X=-

Aplicando las ecuaciones de contorno tenemos

aEAT

(/‘{9 + ZGSx)H + Tylcyp + T,’CZZ = m

Ordenando y obteniendo en forma analoga las dos restantes ecuaciones.

aEAT LT aEAT LT aEAT
(1-2v) T @a-2v) 7T (@a-2v)

X =
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El sistema elastico en el que existe el estado térmico definido por la variacion
de T de temperatura es equivalente a un estado no térmico en el que las
fuerzas de superficie fr = (X,Y,Z)y de masa f,,(X,Y,Z). Donde (I, P, %) son los
cosenos directores de la normal a un plano

De esta forma hemos obtenido el llamado teorema de Duhamel, 1o que se
puede comprobar con las ecuaciones 1-29 y 1-30 del Capitulo I: los
desplazamientos debidos a variaciones térmicas y a tensiones termoelasticas
son los mismos que se produciran en el sélido elastico actuando
simultaneamente los sistemas de fuerzas de masa y de superficie dados por

las ecuaciones 4-40 y 4-41, sin que exista variacion alguna de temperatura.

Resulta que las tensiones térmicas serian:

' aEAT
Oy = O

X (1-20)
G =g aEAT
YUY (-2v)
' aEAT
o, =0, — -
! —
Tyxy = Txy

A—
TXZ - sz

! —
Tyz = Tyz

4.5. APLICACION DEL METODO DE LOS ELEMENTOS
FINITOS PARA MECANICA DE SOLIDOS
4.5.1. FORMULACION UNIDIMENSIONAL

Partiendo de la ecuacién de equilibrio 4-4, Ila ecuacion se reduce a una

dimensién quedando de la siguiente forma.

00y

it f, =0 4-44

Donde
o =FEe

Empleando las funciones de forma para un elemento unidimensional tenemos
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U= ¢pi1u; + Pou,

X = ¢1x1 + Pax;,

_ dudf
dé¢ dx

Usando el enfoque de Galerkin, para discretizar la ecuacion 4-44

ddi o dudé . - -
~J, SRE S Adx+ [, ¢ fAdx =0 4-45

La matriz de rigidez del elemento parte de la primera parte de la ecuacion 4-44

2EA (' du; déde dé

L) s dedE ax W%
Para ¢,
2EA (Y 17 1 11wy
le j_l_E 2 E] [uz]df
EA Uq
I [-1 1] [uz]
Para ¢,

i e I

EA .
Z [1 -1] [Zz]

De esta forma se define la matriz de rigidez k.,

EA —
ke = f[_i n

Los términos de fuerza estan relacionados con el ultimo término de la ecuacion
4-44.

| duraax

Para ¢,
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Aleff (el

Para ¢,

Alef i{df

Al f

fe = [1 1]"

Forma matricial de la ecuacion 4-44

Ky, Kiz o Kai] ru, 2 K u4
K32 K33 K3L |f,l,3“ — 3| K3%u1
K, K3 - Kp K 1uq
Forma compacta de la ecuacion 4-44
KQ =F 4-46
4.5.2. FORMULACI,(')N UNIDIMENSIONAL PROBLEMA
TERMOMECANICO

Representando la ecuacién 4-40 en la figura 4-6, obtenemos la energia de

deformacion unitaria por unidad de volumen.

€

&t ‘ €
Figura 4-6 Relacion esfuerzo deformacion
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U_l

T2

J, ole—¢") Adx 4-47
U= [ E(e—g)(e—¢)Adx 4-48

.z p . . L
Operando la ecuacion 4-48 obtenemos tres términos. El primero fO eeAdx,
representa la matriz de rigidez que fue calculada en la ecuacion 4-45. El tercero
L p . P . L
fo €'? Adx, es un término constante. El segundo término fo eg'Adx, representa

las cargas por variacion de temperatura

le (1 dudé
D, =Ae;ef T

e o BabTde 4-49

Realizando el mismo procedimiento que la ecuacién 4-49, llegamos a obtener

la siguiente relacién por cargas térmicas.
_ -1
®, = EAalT | 1]

El campo de temperaturas AT se halla mediante la formulacion de la seccién
de transferencia de calor. De esta forma la formulacién termomecanica para

casos bidimensionales queda de la siguiente forma:

Forma matricial de la ecuacion 4-48

Kys Ky o Ka] w2 f D, Kaiuy
K‘sz K_33 K.BL u:3 _ ]js " q?s _ K3%u1 4-50
K‘LZ K.L3 K.LL U f:L q;L KL;ul
Forma compacta de la ecuacion 4-48
KQ =F' 4-51

Después de resolver la ecuacion 4-50, el esfuerzo en cada elemento puede
obtenerse mediante la ecuacion 4-37

Donde
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—du—l[ 1 1]
CT o T

La ecuacién 4-45 que da expresada de la siguiente forma

oy =—[-1 1lu—EaAT 4-52

e

4.5.3. FORMULACIQN BIDIMENSIONAL DEL PROBLEMA
TERMOMECANICO

Esta formulacién del elemento finito sigue los pasos usados en la formulaciéon
unidimensional. Donde los desplazamientos son funciones de la posicidén
indicada por [x y] que representadas en el sistema global [u v]

—f 6¢x tdA — f [—] tdA — rxy [aqu + 220 1 +f ¢; fi tdA =0

0 oy
U= ¢iu; + du, + Psus 4-53
V=0 + P, + P3v; 4-54
X = P1X1 + Prx, + P3x3 4-55
Yy =¢1y1 + P2y, + P33 4-56

El Jacobiano de transformacion queda definido por:

[0u] [ 9y _ oy][ou]
ox| _ 1 ds or||or
oul ™ pet(y|_2x  ox||ou 457
| 0y | | 85 orl1as|
[0v] [ 9y _9y][ov]
ox| _ 1 ds or||or
| T ber(n|_ox  ax||ov 4-58
| 0y | | os orllas]

Utilizando la ley de Hooke para problemas bidimensionales, poseemos la
relacion.

Remplazando las ecuaciones 4-57 y 4-58.
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[ dydu dyodu

A s 0

ds dr Or ds

o= 0 0x 0v N 0x 0v
dsodr Ords

dxdu 0xadu dydv dyodv

ds Or + or ds ds 0r Or 0sA

Expresando en forma matricial las ecuaciones 4-55 y 4-56.

¢ = 1 0 ¢, 0 ¢ 0]
0 ¢ 0 ¢, 0 o5
[ dydu dyadu )
ds dr Or Os

B = 0 6x6v+6x6v ¢, 0 ¢, 0 ¢3 O
dsdr orasllo ¢, 0 ¢, 0 o5

d0x du N dx du dydv dyodv
L dsdr Or ds ds dr Or 0dsA

Utilizando las expresiones 4-53, 4-54, 4-55, 4-56. Obtenemos la matriz B

1 | Yes 0 Y3 0 ¥y O

B e —x23 0 x13 0 x12
det

et/ —X23 Y23 X13  —Yi3 X12 Y12

Matriz de rigidez para elemento finito triangular es:
k, = tA,BTDB

Para el caso bidimensional la matriz D esta dada por la relacion

1—v v 0
_E v 1-v 0
T 1 -2 1—v
0 0
2

Para el problema termomecanico, se debe encontrar la carga de temperatura

que esta dada por la expresion.
® = tA,BT D¢’ 4-59
aAT

alAT
0

g=04+v)

P =[d;, D, P; P, P DgT
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La forma matricial y compacta es igual a las ecuaciones 4-50 y 4-51

respectivamente.
Para el calculo de los esfuerzos en cada elemento utilizamos la relacién 4-51.

oc=D(Bu—¢") 4-60

51



CAPITULO 5.

VALIDACION DE RESULTADOS

5.1. EJEMPLO UNIDIMENSIONAL

Consideramos una varilla de aluminio de longitud L=590 mm y diametro 6,45
mm, con los extremos expuestos al medio ambiente, como se observa en la
figura 5.1. La carga térmica va estar proporcionada por vapor de agua, que
circulara dentro de un recipiente cilindrico, que cubre a la varilla. Determinar los

esfuerzos inducidos por la accién de los resortes de 146 % y 63 % ubicado

en el extremo de la varilla. En los anexos se tiene todos los detalles de la
maquina para validar los esfuerzos térmicos.

=

™ ™

Figura 5-1 Maquina para validar los resultados térmicos

RESOLUCION

Se empleara el método de los elementos finitos, dividiendo la longitud de la
barra en 14 y 20 elementos de la misma longitud
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Datos
Tlambiente = 20,46 °C
T2 gmbiente = 20 °C

Liniciqt = 59 mm

1
= 22.4x107% —
a x -

0
3 N
K1,es0rte = 63x10 E

K2, osorce = 146x103

3=

Solucion:

Suposicion

Tomando como referencia la temperatura a la que el agua hierve en Sangolqui
(2550 m), Podemos facilitar las condiciones de frontera en el problema térmico

creyendo que el flujo de calor va ser Q = 560 W y el coeficiente de conveccién

es de h = 37 ——, también supondremos que una region especifica de la barra

m2 ¢’

va estar sometida a una T=91.33.

5.1.1. SOLUCION, MEDIANTE PRUEBA EXPERIMENTAL Y
SIMULACION NUMERICA

Para tomar las mediciones se utilizaron los siguientes equipos

Equipo Marca Apreciacion
Comparador de reloj Mitutoyo 0.01 mm
Termocupla Fluke 01 °C
Flexo metro Stanley 1 mm

Tabla 5-1 Equipo utilizado
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Resorte N.- 1

Distribucion de Temperaturas

== Prueba Experimental

== Simulacién Numérica
con 14 Elementos

Simulacién Numérica
con 20 Elementos

Distribucion de Temperaturas

70
p— 60 1
E. 50 ..
£ 40
=2}
T 30
® 20
S

10

0

91,2 91,25 91,3 91,35 91,4 91,45
Temperaturas [2C]

Figura 5-2 Temperaturas de barra unidimensional con resorte N.-1

Deformacion de la varilla

o N
S o
N
v

TN
S ©
\)

Yy

30 I 4

Longitud de la Barra [cm]

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Deformaciones [mm]

Estado de Deformacion

=& Prueba Experimental

== Simulacién Numérica
con 14 Elementos

Simulacién Numérica
con 20 Elementos

Figura 5-3 Deformaciones de barra unidimensional con resorte N.-1

54




Relacion esfuerzo deformacion der resorte N.-1

Esfuerzo - Deformacion
60000000
50000000
E 40000000 == Prueba Experimental
& 30000000
::_’ == Simulacién Numérica
& 20000000 con 14 Elementos
10000000 Simulacién Numérica
con 20 Elementos
0 %
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
Deformacion [mm)]

Figura 5-4 Comparacion de Esfuerzos Térmicos resorte N.-1

Calculo de Esfuerzo Termoelastico
Prueba Experimental:
Deformacién registrada ¢ = 0.93 [mm]
oy = E(e — aAT)
o, = —4.75x107
Simulacién Numérica con 14 Elementos:
o, = —4.9786x107

Simulacién Numérica con 20 Elementos:

oy = —4.7948x107
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Analisis de resultados
Calculo de error obtenido en la simulacidon numérica con 14 elementos

—4.75x107 + 4.9786x107

—4.75x107 100%

=

e =481%
Calculo de error obtenido en la simulacién numérica con 20 elementos

—4.75x107 + 4.7948x107

—4.75x107 100%

=

e =0.94%

Resorte N.- 2

Distribucidon de Temperaturas

Distribucion de Temperaturas
70
__ 60
£
L 50
8 == Prueba Experimental
‘= 40
(o
>
T 30 == Simulacién Numérica
'En 20 con 14 Elementos
S 10 Simulaciéon Numérica
con 20 Elementos
0
91,2 91,25 91,3 91,35 91,4 91,45 91,5
Tempeaturas [2C]

Figura 5-5 Temperaturas de barra unidimensional con resorte N.-2

56



Deformacion de la varilla

Estado de Deformacion
70
__ 60
£
2 50
8 == Prueba Experimental
‘T 40
@
>
T 30 == Simulacdn Numérica
Eo 20 J con 14 Elementos
3 10 o 2 Simulacién Numérica
LA con 20 Elementos
0 I
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
Deformaciones [mm)]

Figura 5-6 Deformaciones de barra unidimensional con resorte N.-2

Relacion esfuerzo deformacion del resorte N.-2

Esfuerzo - Deformacion
60000000
50000000
E 40000000 == Prueba Experimental
& 30000000
é’ == Simulacién Numérica
& 20000000 con 14 Elementos
10000000 Simulacion Numérica
con 20 Elementos
0 %
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
Deformacion [mm)]

Figura 5-7 Comparacion de Esfuerzos Térmicos resorte N.-2

Calculo de Esfuerzo Termoelastico
Prueba Experimental:
Deformacion registrada ¢ = 0.90 [mm]

o, = E(¢ — aAT)
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oy = —5.035x107
Simulacién Numérica con 14 Elementos:

oy = —5.3051x107
Simulacién Numérica con 20 Elementos:

o, = —4.9099x107

Analisis de resultados
Calculo de error obtenido en la simulacién numérica con 14 elementos

—5.035x107 + 5.3051x10

00%
—5.035x107 0

=

e =536
Calculo de error obtenido en la simulacién numérica con 20 elementos

—5.035x107 + 4.9099x10
—5.035x107

100%

=

= 248%

5.2. EJEMPLO BIDIMENSIONAL

Una chapa de aluminio, esta empotrada en ambos extremos, con 4 pernos en

cada lado, como se muestra en la figura 5-14. La carga térmica va estar

proporcionada por vapor de agua. El empotramiento de la placa se realizara en
material LAMIGAMID 100 (DURALON). Determinar los esfuerzos térmicos que

se generan en la placa.

Solucién:

En la figura 5-12, se observa las medidas en milimetros de la chapa de

aluminio con las siguientes propiedades térmicas y mecanicas:
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K =200

mC°
E = 72GPa

v =033

— -6 1
a = 24x10 E
Suposicion

Para facilitar las condiciones de frontera en el problema térmico supondremos
que el flujo de calor va ser constante Q = 560 W y el coeficiente de conveccion
es de h =37 % también supondremos que una region especifica de la
chapa va estar sometida a una T=91.33. En tanto que para la parte mecanica,
no se tomara en cuenta el LAMIGAMID 100, porque al tratarse de un polimero

este no tiene un comportamiento lineal, como el que se esta simulando

|
O O
O O
99,600
O O
O O
"y
1 83,980 _

Figura 5-8 Chapa de Aluminio

Para poder registrar los desplazamientos en la chapa de aluminio, fue
necesario instalar una roseta de deformacioén en el centro de la chapa. La
instalacion de los Strain Gages y la descripcidn del equipo utilizado para la

medicion se pueden ver en el anexo C
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O O

O , ) O
PO 21 135,000
135,00° ¢ :
0 K/ 0
O O

Figura 5-9 Ubicacion Strain Gages

Para una obtencion de datos sin errores causados por la propia dilatacion
térmica de la roseta, es obligatorio realizar una conexion a medio puente con
otra roseta que se encuentra pegada en una chapa del mismo material, a la
que llamaremos referencia y estara expuesta a temperatura ambiente.

Test Material

Reference Mat'l

Figura 5-10 Conexién a medio puente®

Para las mediciones se utilizd el siguiente equipo:

Equipo Marca Apreciacion
DMD-22 Omega 0.000001
Termocupla Fluke 0.1°C

Tabla 5-2 Equipo utilizado

> Figura tomada del articulo: MEASUREMENT OF THERMAL EXPANSION COEFFICIENT USING
STRAIN GAGES
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5.2.1. ANALISIS DE DILATACION LIBRE

Este analisis se realiza para verificar el funcionamiento correcto de los Strain
Gages, esto nos da una idea del comportamiento que tendran al ser expuestos
a un gradiente de temperatura.

Prueba experimental

To 20 24,2 24 24,3 242 23,34
Medidas 1 2 3 4 5 Promedio
eo 0,000144 | 0,000158 | 0,000163 0,00017 | 0,000169 | 0,0001608
e13s 0,000138 | 0,00014 | 0,000152 | 0,000163 0,00016 | 0,0001506
e_135 0,000142 | 0,000155 | 0,000168 | 0,000169 | 0,000165 | 0,0001598
T 29,1 324 32,1 33 32,9 31,9

Tabla 5-3 Datos experimentales dilatacion libre

eo = 160.8x10°
135 = 150.6x10°°
€5 = 159.8x10°°

Aplicando la matriz de giro

mm

€x 160.8x107°
€& | =1149.6x107°
mm

Vxy 92x1078
Prueba analitica

AT = (31.9 — 23.5)

Aplicando la ecuacion 4-30 tenemos

185,6x107°1 m
185. 6x10 mm
)/xy
Calculo de error
Er = |185.6 — 160.8| 100%
"= 1856 0
Er = 13.3%

61



7

on numeérica

Simulaci

TRANMSFERENCIA DE CALOR

432,36

VaVAVAVAVAT L, 7

AV AVAVAVAVAVAT AV A"
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NP IAVAVAVAVAY,
ﬂﬁﬂ#ﬂbﬁdﬁwﬁ%

80

70

60

50

40

30

20

10

Figura 5-11 Fuente de calor situada en el centro para dilatacion libre

SOLIDO DEFORMADO
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Figura 5-12 Dilatacion Libre
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&1 [162.8x107] 1y
€ | =1182.3x10°° -
Vxy 0

Calculo de error

162.8 — 160.8
162.8

Er = | ’100%

Er =1.22%

5.2.2. SOLUCION MEDIANTE PRUEBA DE EXPERIMENTAL

Para el céalculo de las tensiones térmicas, se recure a medir con una roseta de

deformacién que esta ubicada en la mitad de la chapa, de la que se obtiene los
siguientes datos.

Medidas 1 2 3 4 5 Promedio
e 0,000357| 0,000333| 0,000342| 0,000351| 0,000353|0,0003472
€13z 0,000373| 0,000365| 0,000370| 0,000372| 0,000368 | 0,0003696
€_135 0,000331| 0,000350| 0,000343| 0,000347| 0,000350|0,0003442
Tabla 5-4 Datos experimentales de esfuerzos térmicos
ey = —347.2x107°
e135s = —369.6x107°
e_q35 = —344.2x107°
Las deformaciones se calculan mediante la férmula:
€o =28 L 55 00520 + 22 sen20 5-1

2

2

2

Si la ecuacion 5-1 le aplicamos para el resto de direcciones llegamos a obtener
la matriz de giro
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sen20

cos?*0 sen?6

eo 2 gx
5 5 sen2a e
€135 | = jcos“a sen‘a > y
€_135

sen2f

2

cos?B sen?p

Finalmente las ecuaciones térmicas se calculan con la Ley de Hooke

Partiendo de la ecuacién 4-34, modificandole para un estado de tension térmica

bidimensional tenemos:
Ex = %[ax’ - vay’] + aAT 5-2
Sumando y restando + o’
Ex = %[(1 +v)o,' —v(oy’ + o) + aAT 5-3

Donde a," + 0,' = 0, aplicando el mismo procedimiento para ¢, y sumando a &,

Exte, = %[@ —v0)] + 2aA 5-4
Donde &, + &, = ¢
Remplazando 5-5en 5-3
o, = (1_EUZ) [sx + vsy] - fla_AUT) 5-6

Del mismo modo se obtienen las deformaciones para las otras direcciones.

Para conocer los esfuerzos térmicos principales aplicamos la ecuacién;

AN

O"+O" j— O,—0.
oy, 0y =2 F ("2 2) 41,7 5-7

Aplicando la matriz de giro
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~0.00034] .
—0.00036 | —
0.0000025] ™™

gx
[ Ey ] =
Vxy

Como se puede observar la deformacion unitaria y,,, = 0, esto se cumple con

lo anterior dicho, que no existe tension por cortante en esfuerzos térmicos, por

tal razén no va ser tomado en cuenta.

[ax’] _ —2.0805x108] Pa
oy’ —2.0910x108

Empleando la ecuacion 5-7

01] _ [—2.0577x108
03

Pa
—2.1137x108

5.2.3. SOLUCION MEDIANTE SIMULACION NUMERICA CON EL
METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS

TRANSFERENCIA DE CALOR

91.25
60 fon

. 91.2
50 [ R
/| ' L - " i1
i v PR S Sap e A , 105

30 FLRTPERE ; PR | g
10 i K] 490.95

t 8

T 90.9
10 90.85
! 90,5
90.75

Figura 5-13 Simulacion de la transferencia de calor empleando 1242 elementos
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Figura 5-14 Simulacion de la transferencia de calor empleando 1848 elementos
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Figura 5-15 Solido deformado empleando 1242 elementos




SOLIDO DEFORMADO
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Figura 5-16 Solido deformado empleando 1848 elementos

ESFUERZIO TERMICO % 10
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Figura 5-17 Simulacion Numérica Esfuerzos Térmicos empleando 1242
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ESFUERZIO TERMICO %10
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Figura 5-18 Simulacion Numérica Esfuerzos Térmicos empleando 1848

El recuadro rojo representa la ubicacion de la roseta de deformacion. Tomando
como referencia todos los elementos que se encuentran dentro del recuadro,

se observa que los mismos estan dentro del orden de [1x108 a 2x108]Pa.

Donde los esfuerzos térmicos obtenidos mediante simulacion numérica con
1242 elementos son:

[Gx’] _ —1.8768x108]
gy’ —2.2917x108

Los esfuerzos principales son:

%) - [—1.8765x108 Pa
o021 1-22917x10°8

De igual manera los esfuerzos térmicos obtenidos mediante simulacién

numeérica con 1848 elementos son:
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[ax’] _ —2.0392x108] p
ay’ —1.9649x108

Los esfuerzos principales son:

%) = [—1.9649x108 Pa
o2 1-2,0392x10°

Calculo de error

Er =

—1.9649x108 + 2.0577x108
100%

—2.0577x108

Er =4.5%

5.2.4. RELACION ESFUERZO-DEFORMACION

2,50E+08
2,00E+08
& 1,50E+08 —&—Simulacién Numérica
9 con 1242 Elementos
g == Prueba Experimental
& 1,00E+08
Simulacion Numerica
con 1848 Elementos
5,00E+07
0,00E+00 Ff
0 0,0001 0,0002 0,0003 0,0004
Deformaciéon [mm]

Figura 5-19 Comparacion Esfuerzos Térmicos
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5.3. ANALISIS DE LAS PRUEBAS EXPERIMENTALES

DEFORMACION [mm] TENSION TERMICA [Mpa]
Prueba Experi:l Simulacion Nume’i Error %  |Prueba Experi|Simulacion Numé|  Error %
Prueba unidimensional
Resorte 1 14 E 0,93 0,9051 2,68 47,45 -49,78 4,91
Resorte 1 20_E 0,9304 0,04 -47,94 1,03
Resorte 2 14 _E 0,9 0,8603 4,41 50,35 -53,05 5,36
Resorte 2 20_E 0,9144 1,60 -49,1 2,48

Tabla 5-5 Comparacion de Resultados Prueba Unidimensional

DEFORMACION [mm] TENSION TERMICA [Mpa]
Prueba Expel| Simulacion I\‘ Error %  |Prueba Expe'i Simulacion I\‘ Error %
Prueba bidimensional

Dilatacion libre 0,00016 0,000162 1,25 0 0

0,00014 0,000182 30 0 0
Emprotramiento 1242 -0,00034 -0,00021 38,24 -187,68 8,79
Elementos -0,00036 -0,00025 30,56 -229,17 8,42
Emprotramiento 1848 -0,00034 -0,00023 32,35 -196,49 4,51
Elementos -0,00036 -0,00026 27,78 -203,92 3,52

Tabla 5-6 Comparacion de Resultados Prueba Bidimensional

Comparando los errores obtenidos de las pruebas experimentales frente a la
simulacidon numérica, se observa una tendencia progresiva del error en las
pruebas de validaciéon de esfuerzos térmicos. En comparacion de la prueba de
dilatacién libre donde el error es relativamente bajo.

La generacion de este error se debe a que en el calculo de los esfuerzos
térmicos intervienen mas variables tanto numéricas como fisicas. Las variables
numericas generan un error que se origina en el calculo computacional debido
a que la computadora emplea un numero determinado de cifras significativas.
En tanto que las variables fisicas, se originan en el analisis determinista que
esta presente en los fendmenos fisicos representados, es decir, no tenemos en
cuenta la incertidumbre que se genera al insertar componentes que pueden
alterar las mediciones, como; comparador de reloj, roseta de deformacién.
Para la instalacion de estos mecanismos de medicion intervienen unidades
que distorsionan las medidas reales, en el caso del comparador de reloj se
utilizé una platina de acero como referencia para la medicion de la deformacion

unidimensional, en la roseta de deformacion para su instalacion se empled un
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pegamento que sea resistente a la temperatura, este pegamento puede estar
causando dos efectos; el primero puede ser que actia como aislante térmico
que no permite la transmision total de calor y finalmente puede estar actuando
como una fuerza que impide la deformacién de la chapa de aluminio en la zona
que esta aplicado, por esta razén la roseta no puede censar los valores reales.
Si tenemos en cuenta que las deformacién estan en el orden de 10~*mm en el
caso unidimensional y de 10~3mm en el caso bidimensional, cualquier variable

no tomada en cuenta perturbara el sistema analizado lo que generaria un error.
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6.1.

CAPITULO 6.

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

CONCLUSIONES

. A lo largo de este trabajo, se fueron presentando los conceptos

necesarios para la descripcién completa del Andlisis desacoplado de las
tensiones térmicas dentro del rango elastico en solidos con
comportamiento lineal e isotrépico, basandose en las leyes de la
termodinamica y en los principios de la elasticidad. Estos conceptos
fueron utilizados para el desarrollo de un codigo computacional, fueron
propuestos diversos ejemplos para comprobar la precision y validando la

formulacion tanto matematica como computacional.

. En este trabajo se realizd, primero la caracterizacidon experimental del

comportamiento mecanico, a través de los ensayos propuestos en
ALUMINIO. En la obtencion de los datos se observé que al aumentar el
namero de elementos los errores se van reduciendo, esto se debe
basicamente que la interpolacion que realizamos se va ajustando de
mayor manera a la curva real ver figuras 5-7 y 5-19. En general
podemos decir que las predicciones dadas por la simulacién numérica

reprodujeron de manera satisfactoria el comportamiento del material.
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3. La distribucién de temperaturas y de esfuerzos térmicos de un sélido
esta gobernada por ecuaciones diferenciales que se pueden resolver
utilizando los métodos clasicos o mediante una simulacién numérica.
Para la simulaciéon numérica, es necesario tener en cuenta todas las
condiciones de borde que estan presentes en el sélido estudiado, asi
podemos discretizar al continuo acorde a la realidad que esta expuesto y
simular su comportamiento. Este fue el problema principal que surgié en
este trabajo, puesto que no existe en el laboratorio un equipo destinado
a la medicion de Esfuerzos Térmicos, por tal razén fue necesario
construir uno y tratar de establecer las condiciones de borde lo mas
cercanas a la realidad.

4. Los errores (ver tabla 5-5 y 5-6) mas notables son los que se produjeron
en las mediciones de las tensiones térmicas que son: 2.48% en la
prueba unidimensional y 4.51% en la prueba bidimensional. Esto se
debe a la dificultad presente en la conveccién, hace que sea imposible
tener una simulacién completa de este proceso de transferencia de
calor, por esta razén solo nos centramos en conocer la trasferencia de
calor desde una superficie y no fue de nuestro interés la variacion de
flujo de calor, esto nos conlleva a utilizar formulas empiricas para
calcular el coeficiente de conveccion, también teniendo en cuenta que el
empotramiento de la prueba bidimensional se realizdé sobre LAMIGAMID
100 que es un material con comportamiento no lineal y por esta razén no

fue tomado en cuenta en la simulacion numérica.

5. Los errores se generan, porque al influir mecanismos externos estos
distorsionen las medidas reales, en el caso del comparador de reloj se
utilizé una platina de acero como referencia para la mediciéon de la
deformacién unidimensional, en la roseta de deformacion para su
instalacibn se empled un pegamento que sea resistente a la
temperatura, este pegamento puede estar causando dos efectos; el

primero puede ser que actia como aislante térmico que no permite la
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6.2.

transferencia total de calor y finalmente puede estar actuando como una
fuerza que impide la deformacién de la chapa de aluminio en la zona
que se aplicd, por esta razon la roseta no puede censar los valores
reales. Estos procedimientos de medicién nos arrastran un error en los
calculos, al que debemos sumarlo el error que genera el calculo
computacional debido a que la computadora ocupa un numero

determinado de cifras significativas.

RECOMENDACIONES PARA TRABAJOS FUTUROS

Para proximos trabajos se recomienda la utilizacion de elementos
bidimensionales mas complejos que puedan registrar la conveccién en
una de sus caras y la formulacién del borde convectivo teniendo en
cuenta la variacion del flujo de calor, de esta manera se tendra una

mejor aproximacion al problema real.

También se puede realizar una extension a la formulacién no lineal,
teniendo en cuenta la transferencia de calor por radiacién térmica y

aumentando la carga térmica que conlleve a la termoplasticidad.

A partir de eso topicos de ingenieria mas avanzados podran ser
estudiados problemas mas complejos, como, generacién de calor en

materiales expuestos a fatiga.
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