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“El problema mas grande de nuestro siglo, —solia decir Ludwig
Wittgenstein,— es la brecha entre la Ciencia y la Vida. {No parecen
tener nada en comun! La Ciencia cree estar por encima de la Vida,
cuando, en realidad, es solo una parte de ella. La Ciencia se ha apartado
de la Vida, ha despreciado la Vida, y, como resultado, se ha quedado
sin vida. No hace mas que hablar de la manzana en vez de probarla”.

El libro La manzana de Tycho Brahe es un intento de remediar esa
situacion. El Calculo Diferencial e Integral es una hermosa disciplina
que nacié de la Vida para celebrarla. Queremos que las historias y las
leyendas de este libro inyecten vida a las formulas matematicas y las
llenen de aroma y sabor.

La Vida es una rica fruta. Sin embargo, durante muchos afios la
ensefanza de la matematica se habia contentado con tan solo hablar de
ella. Hoy queremos que cada uno de nuestros estudiantes la pruebe por
si mismo.
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Seccion 1

Maximos y minimos




LA MANZANA DE TYCHO BRAHE

LO JUSTO SIN LO INJUSTO

Un abogado francés resolvio dedicar su vida a erradicar la injusticia.

—Es tan imposible como delimitar un jardin rectangular de 7 yardas
cuadradas con una soga de 10 yardas, —le dijo su amigo Jean
D’ Alembert'.

—¢Por qué es imposible abarcar un jardin rectangular de 7 yardas
cuadradas con una soga de 10 yardas? —pregunto el abogado, curioso.

—ijAverigualo td mismo! —dijo D’Alembert.

El jurista tuvo que ponerse a pensar. jAyadale en esa dificil mision,
por favor!

Sean x el ancho en yardas del terreno; (5 —x) sera su largo. Entonces,
el area del jardin se puede expresar de este modo:

A(x)=x(5 —x) yrd?.

En otras palabras,

! Famoso matematico francés que vivio entre los afios 1717 y 1783,

I
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A(x)=Bx —xZ.
Puesto que tanto x como A(x) no deben ser negativos, x debe tomar
valores entre O y 5. Es decir, el dominio de la funcion area es el
intervalo [0, 5].

A ACO(yrd)

AGO) = bx - ¥*

If \
f s

0 2

Estas interesado en conocer el maximo de la parabola del area.
Siguiendo las ensefianzas de Isaac Newton, Jean D’ Alembert te sugiere
la siguiente 1dea.

Escoge dos puntos cercanos F(x,A(x)) y Q(x+h,A(x+h)) en el grafico
de la funcion A, y considera el cociente de diferencias

A(x+h)—A(x)




4 x(yrd)
o
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(Aqui h es un pequefio incremento de la coordenada x). ;Qué representa
este cociente? Por supuesto: jla tangente del angulo « de la secante PQ!
Si ahora D’Alembert hace que h tienda a O, este cociente se
convertira... jen la tangente del dngulo que forma con la horizontal la
tangente de la parabola en el punto F! El matematico francés llama a
este limite derivada de la funcion A, y la representa asi:

A’(x)zlim A(x+h)—A(x)
h—0 '

De este modo D’Alembert defini6 la derivada de una funcion como
limite de la razon entre el incremento de la variable dependiente y el
incremento de la variable independiente. ;Qué es lo que mide la deriva-
da? jLa tangente del dngulo que forma con la horizontal la tangente de
la funcion!

(Cudl es la utilidad de este concepto? jTe permitira conocer los
maximos y los minimos de cualquier funcion! Porque, como puedes

L :
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darte cuenta, en los méximos y en los minimos la tangente se vuelve
horizontal, y, por consiguiente, el valor de la derivada es cero.

Como estés interesado en conocer el maximo de la parébola del area,
usa la definicidon de derivada que acabas de descubrir con D’ Alembert.
Averiguaras que

s AbHh)=AK) 1 (B(xth)—(xth)E)—(Bxx?)
A)=fim S5 i R
lim Bx+5h—x2—2xh—h?—5x+x? —lim Bh—2xh—h?%
h—>0 h T hs0 h N
[Ling(5 —2x—h)=5-2x.
A AGO(yrd)
5_-'_-_
A
54 A= 5-2x
5. \
] =
0 / x(yrd)
T %1 T T >
B 22 R3S 4085
-1 -
g \
-3 4
il et
-5

Los valores de la grafica de la derivada te indican, en cada punto,
cuanto mide la tangente del &ngulo que forma la tangente de la funcidén
A con la horizontal.

Para conocer el valor maximo del area, iguala la derivada a O:

8 _\




LA MANZANA DE TYCHO BRAHE

5-2x=0.
Ya lo sabes:
x=2.5yrd.

Es el ancho del jardin rectangular. Y también conoces su largo:
5-x=5-25=25yrd.

iSe obtuvo un cuadrado! En ¢l se alcanza el méximo de la funcion area.
(Cudl es ese valor? Calculalo:

A(2.5)=5-2.5—- 252 = 6.25yrd?.

2.5 yds

Anota tu respuesta:

el maximo jardin rectangular que se puede delimitar con
una soga de 10 yardas, se consigue en el cuadrado de
2.5 yardas por 2.5 yardas. Su area es de ©.25 yardas
cuadradas. D’Alembert tiene razén: jcon una soga de 10
yardas, no hay coémo delimitar un jardin de 7 yardas
cuadradas!

O S ———
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jLa derivada es muy ttil para conocer el maximo valor de una funcién!,
(verdad?.

—iYa entendi por qué no hay como delimitar un jardin de 7 yardas
cuadradas con una soga de 10 yardas! —exclam¢é el abogado.— Pero
Jpor qué es imposible erradicar la injusticia?

—Porque Dios puso la injusticia en el mundo con un proposito,
—dijo D’Alembert:— para que podamos apreciar la justicia. El que no
ha visto lo negro, no puede reconocer lo blanco; el que no ha probado
lo amargo, no es capaz de percibir lo dulce; el que no ha sufrido una
injusticia, no puede valorar la justicia. jLo injusto es absolutamente
necesario para descubrir que todo es justo!

Después del invierno disfrutas mas la primavera.

10 _\



LA MANZANA DE TYCHO BRAHE

LA MONTANA RUSA

La montafia rusa debe su nombre a las diversiones, desarrolladas
durante el invierno en Rusia. Alli se construian grandes toboganes de
madera por los que se descendia con trineos deslizables sobre la nieve.
También fueron conocidos en Francia, donde se les agregaron los carros
de tren en vias en desuso, y, finalmente, llegaron a Estados Unidos
donde se les llama Roller coaster, y son una popular atraccién en
parques y ferias.

Una montafa rusa es un sistema de rieles formando una pista que
sube y baja en circuitos disefiados a propoésito, algunas veces con una o
mas inversiones. El mas conocido es el rizo que brevemente deja al
viajero cabizbajo.

Un disenador de montaias rusas desea que su modelo, en uno de sus
tramos, describa un arco de parabola

y=2x2—4x+50, 0<x<40m,

A
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f(x]

0 10 20 30 40

Aqui x es la distancia horizontal del coche desde la base del punto
inicial de la caida, y f(x) es su altura desde ¢l suelo.

—(En qué momento el coche se encontrard mas cerca del suelo?
—se pregunto el disenador.— ;Y cudndo estard mas cerca del cielo?

Y se puso a calcular. jAyudale en esta dificil tarea, por favor!

Estés interesado en conocer el minimo y el maximo de la paribola
de la montafia rusa. Para ello encuentra su derivada usando la
definicion de D’ Alembert:

¢ (x)=lirm f(x+hz—f(x) i (%(><+h)2—4(><+h)+:150)—(%x2—4x+50) _
h—0 h—0

i X xht g h2—Ax—4h 80— xP+4x-50
h-0 h

—E 12 \
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Ling(ix +4h—4)= +x—4.

fix)

(40,90)

Ahora iguala la derivada a O:
%x —4=0.

Ya lo sabes:
x=16m.

Alli, por supuesto, se alcanza el minimo (pues el coeficiente principal
de la pardbola es positivo). ;Cual es su valor? Calculalo:

y(16)=16m.

’ 13 ——
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LY el maximo? Como la derivada no se anula en ningiin otro punto, el
maximo se debe alcanzar en uno de los dos extremos del intervalo.
Calcula los valores de la altura en ellos:

y(0)=50m, y(40)=90m.
Anota tu respuesta:

el coche se encontrara mas cerca del suelo a la altura
de 1& metros, cuando se haya desplazado 16 metros
desde el punto inicial de la calda; y se encontrara mas
cerca del cielo a la altura de 90 metros, cuando se haya
desplazado desde el punto inicial 40 metros.

iLa derivada resolvio el problema brillantemente!, ;verdad?.

—¢Por qué hizo ese tramo en forma de parabola? —preguntaron al
disefiador.

—Porque la montafia rusa es una parabola de la vida, —respondid
¢l.— En la vida también hay altos y bajos, emociones de gozo y de
terror; pero todo termina donde habia comenzado.

La vida es una montafia rusa.

14 _\



LA MANZANA DE TYCHO BRAHE

EL JARDIN DE DALIAS

Un hombre, propietario de un campo grande, desea delimitar en ¢l
un espacio para sembrar un jardin rectangular de dalias. Para fabricar la
cerca, dispone de $6000. Como el campo da a la carretera, la cerca
para los lados paralelos a ésta debe ser de un material més resistente; su
valor es de $15 el metro, mientras que el material para cercar los otros
lados cuesta tinicamente $10 el metro.

El hombre se puso a pensar: ;de qué dimensiones le conviene
delimitar el jardin para que las dalias tengan la mayor area posible?
iAyudale a averiguarlo, por favor!

A=
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QG

Sean x la longitud en metros de los lados del terreno no paralelos a la
carretera, y la longitud de los lados paralelos a ésta, y A el area del
terreno. Entonces,

A =xy.

A

Y

3 X >

—————— 16 \



Como el costo del material para cada lado no paralelo a la carretera es
de $10 el metro, y la longitud de estos lados es 2x, el costo total de esta
parte de la cerca seria de $20x. De manera similar, el costo de la cerca
de los lados paralelos a la carretera es de $15, por lo tanto, el costo total
de la cerca para esos lados seria de $20y:

20%x+ 30y = 0000.

Con el fin de expresar A en términos de una sola variable, despeja a la
variable y:

y=200-%x.
Entonces, puedes escribir:
A(x)= 200x — £x2.

Puesto que tanto x como A(x) no deben ser negativos, x debe tomar
valores entre O y 500:

A(X)=%(200 -~ £x)2 0 ssi x>0 0 200 —4<x>0.

En otras palabras, el dominio de la funcion area es el intervalo
[0,300].

Estas interesado en conocer el minimo y el maximo de la paribola
del jardin de dalias. Para ello encuentra su derivada usando la
definicion de D’ Alembert:

2 (a2 2.2
. Ax+h)=A(x) . (200(x+h)=5 (x+h)“)—(200x=5x*)

A'(x)=lim ———— =lim . =
h—0 h—0

. 200x+200h—% (xP42xhth?)-200x+5x%  200h—4xh—%h?

lim - =lm ———— =

- h-0

lim(200 — Zx~5h)=200 - Zx.
Ahora iguala la derivada a O:

200 -%x=0.

A=
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Ya lo sabes:
x=150m.
Y también conoces el valor de y:
y=200-%-150 =100 m.
En esos valores de las variables, por supuesto, se alcanza el maximo de
la funcién area (pues la parabola tiene el coeficiente principal

negativo). ;Cual es ese valor maximo? Calculalo:

A(150)= 200 - 150 — £ - 1502 = 15000 m?2.

18 _\
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Anota tu respuesta:

para que las dalias tengan la mayor area posible,
conviene delimitar el jardin de dimensiones 150m por
100m (los lados paralelos a la carretera de 100 metros,
y los otros de 150 metros).

4 Wi A

jLa derivada puede ayudar mucho en el arte de la jardineria!, ;no
crees?.

—————E 20 \
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LA MEDICINA MILAGROSA

Un rey se enferm6 gravemente.
—¢Hay alguna medicina que me pueda curar? —pregunt6 al médico

de palacio.

—Si, majestad, —dijo el médico, — hay una. Pero, para que la
sanacion sea efectiva, se debe cumplir una condicion.

—¢(Cudl? —exclamo el rey.— jLa cumpliré sin dilaciones! Tengo
muchos subditos que haran por mi lo que sea.

—Esta es, precisamente, la condicién, — dijo el médico:— que su

majestad debe conseguir la medicina por si solo.

—(Qué debo hacer?

—Vaya su majestad hasta el lindero del bosque y busque la planta
que da florecitas amarillas. Debe llenar con ella una caja, elaborada a
partir de una placa de bronce. Si hace con ella un té y se lo bebe, se
aliviara.

El rey fue a la cerrajeria, escogio una placa de bronce de 20 palmos?
por 16 palmos y se puso a pensar: ;/de qué tamafio le conviene recortar
las esquinas para que la caja tenga el mayor volumen posible? jAyudale
a averiguarlo, por favor!

2 Un palmo mide & cm.

.
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Si recortas de cada esquina de la placa un cuadradito de x cm por x
cm, obtendrds una caja cuyo volumen sera

V(x)=(20 —x)(16 —x)x plm®, O <x<&plm.

(20 - 2x)

En otras palabras,
V(X)= 4x> — 72x% + 320x.

jRealiza la gréfica de esta funcion!
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Vix)

Estés interesado en conocer el maximo de esta pardbola cubica. Para
ello encuentra su derivada usando la definicion de D’ Alembert:

V'(X>:Li”g V(X+h£—V(X) ZHH’O' (4(x+h)5—72(x+h)2+520éx+h))—(4x5—72x2+520x) _

. 12%2hH12%h 2 4+4h 3 —144xh—72h%+%20h
ng . . - X = 12x% —144x + 320.

i Ya puedes realizar la grafica de la derivada!

23
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Vi(x)

Para encontrar el maximo volumen de la caja, iguala la derivada a O:
12x% —144x+ 320 = O.

Obtuviste ecuacion cuadratica. Encuentra sus dos raices:

— |28
X1’2—6i K

Calcula sus valores aproximados:
x1 = 9.095plm, xz ~2.944plm.

El valor 9.055 estd fuera del dominio de la funcién: jcon él no se
puede construir ninguna caja! Entonces, el maximo se alcanza en el
punto 2.944 palmos. ;Cual es su valor? Calculalo:

V i (2.944)= 420.11 plm®.

—C 24 \



Anota tu respuesta:

el maximo volumen que el rey puede conseguir de la placa
de bronce de 20 plm por 16 plm, recortando las
esquinas cuadradas, es de 420 palmos culbicos.

iLa derivada resolvio el problema brillantemente!, ;verdad?.

El rey elabor6 la caja, recogio en ella la planta, se prepar6 el té€ y se
lo bebio.

—¢De que se dio cuenta? —le pregunt6 el medico.

—De que en la placa de bronce, tal y como era, no hubiera podido
traer la planta, pero, doblegando sus bordes, se formo una caja que
contuvo la medicina sin dificultad.

—Y asi es la mente, —dijo el médico.— Cuando dispersa sus
propias imagenes, se enferma; pero, cuando aprende a concentrarlas, se
cura.

Solo una mente concentrada es sana.

SRS
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EL ESTUCHE Y LA JOYA

Un matematico de nombre Ottavio y su sobrino Dioniso caminaban
por la playa del mar Jonio en la ciudad de Siracusa. Ottavio vivia en esa
antigua ciudad donde nacié y murid Arquimedes. Dioniso acababa de
llegar de Palermo, donde cursaba el ultimo afio de ingenieria y por esta
razon no era feliz, pues era amante de las matematicas, y la ingenieria
no satisfacia su deseo de investigar formas puras.

—¢(Has mirado el mapa de Sicilia?— preguntd Ottavio.— ;Sabes
como se llamaba nuestra isla en la antigiedad? La Tinacria, es decir, la
Tierra con tres puntos: el cabo Pelore al noreste, el Lilibeo al oeste, y el
Pachynus al sureste. Un auténtico triangulo, cada uno de cuyos lados
mira hacia un mar diferente: al Tirreno, al Mediterraneo y al mar que se
extiende ante nosotros, el mar Jonico.

26 _\
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PELORE
MAR TIRREMNO

LILIBEO

MAR 1OMID

PACHYNUS

MAR MEDITERRANED

Dioniso guardaba silencio.

—Asi que hemos nacido en una isla geométrica, —afiadi6 Ottavio.

—Me hubiera gustado ser gedometra, —dijo Dioniso.— Pero ya
mismo me graduo de ingeniero, y es tarde cambiar de carrera.

—Esto solo lo puede decidir la vida, —dijo Ottavio.— ;Y creo que
ella quiere hacerte una pregunta ahora mismo!

—¢Qué pregunta?

—Una muy sencilla, —dijo Ottavio:— ;podrias inscribir un area de
25700 kilémetros cuadrados en un circulo de 120 kilometros de radio?

—iPor supuesto que si! —respondi6 Dioniso.— Porque el area de
ese circulo seria aproximadamente de 53000 kilémetros cuadrados, es
decir, mas que el doble del area que mencionas. No hace falta ser
matematico para asegurar que ese circulo seria capaz de circunscribir
los 25700 kiloémetros cuadrados sin ningun problema!

—Pero no creo que sigas manteniendo la misma opinion si te revelo
que esa area pertenece a nuestra isla, —dijo Ottavio con una sonrisa.—
Como puedes ver, Sicilia tiene la forma de un tridngulo isosceles, cuyos
lados iguales son los que dan hacia el Tirreno y el Mediterraneo. Y
también debes saber que su area es de 25700 kilometros cuadrados.

—iOh, si se trata de la isla de Sicilia, por supuesto que no podré
inscribirla dentro de un circulo tan pequefio! —exclamé Dioniso.—
(No ves que, dentro de un circulo de 120 kilometros de radio, a lo
mucho cabe un tridangulo isosceles de 22000 kilometros cuadrados de
superficie?

—¢Como lo sabes? —preguntd Ottavio, asombrado.

A
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Y Dioniso dio a su tio la siguiente explicacion. jAyudale con ella,
por favor!

La isla de Sicilia es el tridngulo isésceles al cual se desea inscribir
dentro de una circunferencia de radio 150 km.

y( 100 km)
B

Si llamas y a la coordenada vertical de su vértice C, en cientos de
kilometros cuadrados el area del tridngulo se escribira de este modo:

Aly)= (1.3 =y* (1.3 +Y).
El dominio de la funcién A sera el siguiente:
O<y<15.

Deseas conocer el maximo de esta funcion.

28 _\
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A[10° km?)

2.5

2
1.69
1.5
1
0.5
0 #(100 km)
0 0.5 1 1.31.5 2

Para lograrlo, encuentra su derivada usando la definicion de

D’ Alembert:
A Aly+h)=A(y) i [1.32—(y+h)? (1.3+( y+h )= [1.5%—y? (1.5+y)
)=l e h Tho
(J1.5%—(y+h)2 = [1.32—y2 )(1.3+y) 1.32—(y+h)2 h
Lim " +Ling — =

(=2y—h)(1.3+y)

h—»O ([1.32—(y+h)? + [1.32—y2 )
lim (=29(1:34y) 5+y)

im + /1.5
h>0 2 [1.32—y2

(=9)(1:3+y) \/7 —2y*-1.3y+.3%
[1.32—y2 [132—y2  °

ilguala la derivada a cero!

/ 29 e ——

+lim J132—(y+h)? =
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—2y2—1.5y+1.%2

o - 0.
Sabras que
2(y+1.3)(y—0.65)=0.
Por lo tanto,
y1=0.65, yz=-12.

El valor -1.5 esta fuera del dominio de la funcion; entonces, el maximo
del area se alcanza en el punto O.65 cientos de kilometros. ;Cual es el
valor de ese maximo? Calculalo:

Amax(0.65)= 2195374 (100km)?2.

*(100 km)




Anota tu respuesta:

el area maxima de un tridngulo isdsceles que se puede
inscribir dentro del circulo de radio 130 kilbmetros, es de
21953.74 kilémetros cuadrados. {For lo tanto, la isla de
Sicilia, cuya area es de 25700 kilémetros cuadrados, no
puede ser inscrita allil

iLa derivada resolvi6 el problema brillantemente!, ;verdad?.

—Como ves, la isla de Sicilia no puede ser inscrita dentro de un
circulo tan pequeno, —concluyd Dioniso su exposicion.

—Y del mismo modo no puedes inscribir un talento dentro de un
titulo universitario, —dijo Ottavio.— Tu amor por la matematica es tan
grande que no necesitas que ninguna universidad lo confirme. jLa vida
lo acaba de certificar!

El titulo es s6lo un estuche. jBusca la joya!

RS
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LA ESTACION DE BOMBEO

En cierta ocasion dos ciudades se quedaron sin abastecimiento de
agua. Los alcaldes, como eran muy amigos, decidieron instalar una
estacion de bombeo que abasteciera de agua a las dos ciudades. Luego
de una larga platica, se pusieron de acuerdo en que la estacion se
ubicaria en la orilla de un rio que pasaba a 15 km de la primera ciudad y
a 10 km de la segunda.

Midieron en el mapa los puntos del rio mas cercanos a las dos
ciudades, y también averiguaron que la distancia entre ellas era de 20
km. Luego de ello se pusieron a pensar: ;donde se deberia ubicar la
estacion de bombeo, para que se emplee la menor cantidad de tuberia
posible? jAyudales a averiguarlo, por favor!
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10km

l

|- 20km |

Llama A y B a las dos ciudades, y C y D a los puntos de la orilla mas
cercanos. Sea P el punto donde se desea ubicar la estacion de bombeo, y
x su distancia del punto C.

A

N O
P D

@le,

Entonces, la longitud de la tuberia se escribira de este modo:

T(x)= AP+ PB = /xZ+152 + /(20 -x)? +10%.

El dominio de la funcién T sera el siguiente:

SIS
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O <x<20km.

Deseas conocer el minimo de esta funcion.
Para lograrlo, encuentra su derivada usando la definicion de
D’ Alembert:

Foos o TOH)-TO)

T (X)—Ll_t]’ol — =

| (] ()2 H152 + [(20~(x+h))2+10? )~(x2+162 + [(20—x)2+107 )

i h N
Joct)24+15% - [x24152 [ (20—~(+1))?+10? - [(20—)?+10?

i 4 h

jCalcula estos dos limites por separado!
Racionaliza el primero:

' () (+) 24152 = [x24152 ([ (x+h)2+157 +/x2+152 )
im =

h—0 h(J (x+h)2+152 + /x2+152 )

(x+h)2+152 %2152 X

lim = .
h—>0 h(/ (x+h)?+152 +/x24152 )  x2+152

Ahora racionaliza el segundo:

' (/ (20~(x+h))2+10? — [(20—%)?+10? )( [ (20~(x+h))?+10? +[(20-x)?+10? )
hl—ljg h( / (20—(x+h))2+102 + / (20—x)%+102 ) B

lim (20—(x+h))2+10°—(20x) %102 _ %20
h=0 h([(20-(x+)2+102 +[(20x)2+102 )~ [(20—x)Z+102

Entonces, ya descubriste la derivada:

/ _ X x=20
T(x)= Jx2+152 + J(eo—=x)?+102

Como deseas conocer el minimo de la funcion-tuberia, jiguala su
derivada a cero! Asi:

X x=20
Jx2+152 J(20-x)2+102
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Escribelo de este modo:

X _ 20—x

S5z (205024102

Elevando todo al cuadrado y simplificando, te enteraras que se cumple
la siguiente 1gualdad:

En otras palabras,

10 1B
20-x — X

Resolviendo esta ecuacion lineal, descubrirds que
x =12km.

jLa minima longitud de tuberia se alcanza en el punto que dista de la
primera ciudad 12 kilémetros! ;Cual es el valor de esa longitud?

Calculalo:

Toin(12)= V1224152 + /821102 = /369 + /164 ~32.016km.
Anota tu respuesta:

para emplear la menor cantidad de tuberia, la estacion
de bombeo debe ubicarse a 12 kilémetros de la ciudad A
y a & kilémetros de la ciudad B. La longitud de la tuberia
serd de 32 kildbmetros con 16 metros.
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iLa derivada es muy util para resolver problemas de abastecimiento!,
(verdad?.
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Seccion 11

Areas

A
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LA VIGILIA Y EL SUENO

Martin Mersenne soi6 que un angel le decia:

—Lo que vives en vigilia es solo la tercera parte de ti; las otras dos
terceras partes pertenecen al suefio. Es lo que nos ensefia la parabola.

Apenas se levantd, Mersenne hizo la consulta a Blaise Pascal:

—¢Qué me quiso decir el angel?

—Que en el suefio somos mas auténticos que en vigilia, —dijo
Pascal.— Y que la parabola separa la tercera parte del rectangulo
correspondiente.

Y dio a Mersenne la siguiente explicacion. jAyudale con ella, por
favor!

Aqui puedes ver la pardbola
y(x)= XZ:

definida sobre un intervalo [0,1] (jpor ti mismo realiza el andlisis para
el caso de un intervalo cualquiera!). Lo que Blaise Pascal sostiene es
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que el area que delimita la parabola es un tercio del cuadrado (cuya area
mide 1 unidad cuadrada):

A=3.
Ay

Para calcular esta area, Pascal divide el intervalo [0,1] en n partes
iguales de longitud +: [0,+], [+, %], [£,2],... [%1, 2 =1], y reemplaza
el area debajo de la parabola por los n rectangulos cuya base mide + y
la altura es la ordenada de la parabola. Asi, la altura del primer
rectangulo mide H1—2 unidades; la altura del segundo rectangulo mide Hiz
unidades; del tercero, H_92, etc. Pascal procede a calcular la suma de las
areas de estos rectangulos:

1 1 4 1 9 1 2 1
An=werztm mtw e tw = [1+4+49+..+n].

El matemadtico francés conoce que la suma de los cuadrados de los
primeros numeros naturales se calcula por la formula

2 h(n+1)(2n+1)
1+4+49+..+n°=—"7—",

La escribe de esta forma:

A
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2_1n®  n®  n
1+4+9+.+n" =5+ +73.

AY

nN_ 1,1 1
s)=ztatom

An=T5 (T +%+

(A donde tiende esta suma cuando el numero de los rectangulos
aumenta al infinito? Por supuesto: ja !

Anota la respuesta de Blaise Pascal:

la parébola recorta la tercera parte del cuadrado.

Como puedes ver, lo que ayudd a calcular el area debajo de la
parabola fue el hecho de que la suma de los cuadrados de los nimeros
naturales puede ser expresada por medio de una formula. Esto alent6 a
los investigadores del Calculo a buscar métodos similares para otras
curvas. Y, aunque aquello no resultd ser posible en la mayoria de los
casos, el ejemplo de la pardbola siguid inspirando a los cientificos.
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Asi, posteriormente Bernhard Riemann defini6 el area debajo de una
curva como la siguiente integral:

b h
A =£ f(x)dx =r|1]—r>]<:lok2=1 (%K) Agx.

De este modo nacid una nueva rama de la matematica: el Calculo de
areas.

A
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EL PRODIGIO

En una clase de calculo Isaac Barrow pregunto a los estudiantes:
—cPueden decirme qué area posee esta hoja de alamo? Observen
que sus contornos se describen por las ecuaciones

y(x)=x* y y(x)=Jx, con O<x<Tpalmo.’

—1Un tercio de palmo cuadrado, —contestd Isaac Newton.— La hoja
de alamo delimita un tercio de palmo cuadrado.

—(Cbémo lo calculé tan rapido? —se sorprendié Barrow.— ;De qué
modo logré sumar infinitos rectangulos?

—No necesité hacerlo, profesor, — respondié6 Newton.— En vez de
ello me imaginé que los contornos de la hoja son graficos de la
velocidad con la que se desplaza un asteroide, y calculé la distancia que
tal astroide recorre.

—¢Podria explicarnoslo con més detalle, por favor? —pidié Barrow.

Newton pasdé a la pizarra y dio a los presentes la siguiente
explicacion. jAyudale con ella, por favor!

Aqui puedes ver la hoja de 4lamo:

3 Un palmo mide & cm.
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y (palmos)

% (palmos)

Pero, para Isaac Newton, sus contornos no delimitan la materia verde
de la hoja, sino que representan la velocidad con la que se desplaza un
asteroide. Newton desea calcular la distancia que éste recorre.

Para que se pudiera entender mejor su idea, Newton dibuja el grafico
de una funcidén arbitraria v(t) que representard la velocidad del
asteroide, y fija en €l un punto t, también arbitrario. En el momento t la
velocidad que alcanza el asteroide es v(t). Ahora Newton proporciona
al momento T un pequeio incremento At. Al finalizar el instante t + At,
el asteroide habra alcanzado la velocidad v(t + At).

—(Como varia el area A(t) debajo de la funcién v(t)? —se
pregunta Newton.

Para averiguarlo, el matematico inglés deriva la funcion area:

, A(T+AL)-A(T) %
A=lm, =5 )
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v (1)

v [t+ At)

v(t)

f t+ At

Como puedes ver, la diferencia que hay en el numerador representa el
area bajo la curva sobre el intervalo [t,t+At]. ;Qué sucedera con ella
cuando At empiece a tender a O? Tendra esta apariencia:

vih)

t t+At

iLa figura del area se hace parecida a un rectdngulo cuya base es el
intervalo At! ;Y qué sucede cuando el area de un rectangulo se divide
para su base, como lo hace la formula (*)? Por supuesto: jse obtiene la
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altura del rectangulo! ;Y cual es ésta? jEs la velocidad v(t)! Isaac
Newton acaba de demostrar que

iPero la velocidad de un movil es siempre la derivada del espacio reco-
rrido s(t)! En efecto, por la definicion de la velocidad puedes escribir:

s(t+At)—s(t)

v(t)=lim =s'(1).

At—0 Av

Si comparas las dos ultimas férmulas, te daras cuenta que

Y esto significa que tanto s(t) como A(t), ambas, son primitivas de la
funcion velocidad. jEntonces, la diferencia entre ellas debe ser una
constante! Anotalo:

Es decir,
A(a)=s(a)+c, A(b)=s(b)+c.

Y si deseas calcular el area debajo de la curva sobre el intervalo [a,b],
la constante ¢ desaparecera, pues

A(b)-A(a)=(s(b)+c)—(s(a)+c)=3s(b)—s(a).

Si representas el area debajo de la funcion velocidad como la integral
definida

b

Aa.b)=] v(t)dt,

puedes anunciar tu descubrimiento asi:

Vo &

v(t)dt = s(b)—s(a),

L =
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donde s(t) es cualquier funcidn cuya derivada es v(t). ;Y esto es lo que
se conoce como el Teorema Fundamental del Calculo! Andtalo:

Teorema Fundamental del Calculo
Para calcular el area debajo de una curva f(x), solo
necesitas determinar una funcién G(x) cuya derivada
sea f(x), y formar la diferencia de sus valores en by en

a:
b
g f(x)dt = G(b)-G(a).
—Como la primitiva de la funcién f(x)=x? es la funcién G(x)= =x,
y la primitiva de la funcion f(x)= /x es la funcién G(x)= 21ﬁ , —dijo

Newton,— ya sabemos que
1 1 T2

240 —rLly3q! _ L

gx dx=[zx"],=73,

Yy que

1

| (20 ] =%

0

Restando los dos valores, obtenemos el area delimitada por la hoja de
alamo:

Anotalo:

el area que delimita la hoja de dlamo es la tercera parte
del cuadrado circunscrito, es decir, un tercio de palmo
cuadrado.

[ Te gusto el método de Isaac Newton para calcular el area que encierra
una curva? jEs ingenioso!, ;verdad?.

—iLe felicito! —exclam6 Isaac Barrow al terminar Newton su
exposicion.— jDe ahora en adelante no necesitaremos sumar infinitos
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rectangulos para conocer el area que delimita una curva! jNos bastara
con encontrar aquella funcion cuya derivada sea igual a nuestra curva!

De este modo el Teorema Fundamental del Calculo formé parte de
arsenal matematico.

P
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EL VALIENTE PERSEO

Kornei Chukovski cuenta el mito de Perseo de este modo.

En cierta ciudad de la isla de Serifos sucedié una gran desgracia: de
alguna parte lleg6 volando una mujer con alas, de nombre Medusa
Gorgona. Caminaba lentamente por las calles, y cualquiera que la
miraba, en el mismo instante se convertia en piedra.

En vez de cabellos Medusa Gorgona tenia largas serpientes negras
que se movian y siseaban todo el tiempo.

Medusa fijaba su mirada silenciosa y triste en los ojos de cada
transeunte, y €ste enseguida se convertia en una estatua. Y si un pajaro,
volando en el cielo, miraba a Medusa Gorgona, caia a tierra como una
piedra.

En la misma ciudad, dentro de un espléndido palacio vivia el rey
Polidectes. Este rey era cobarde y tonto: tenia tanto miedo de Medusa
Gorgona que huyo del palacio y se escondi6 con sus cortesanos en un
sotano, profundamente bajo tierra.

—En este lugar puedo estar sin temer a Medusa Gorgona, —se decia
riendo.— jAqui ella nunca me encontrara!
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En el sétano habia mucho vino y comida. Todos los dias el rey se
sentaba a la mesa y se daba un banquete con sus cortesanos. ;Qué le
importaba que en la ciudad, alla arriba, las personas murieran una tras
otra, sin poder salvarse de la cruel hechicera?

Afortunadamente, en esa ciudad vivia el valiente Perseo. Todos lo
querian mucho, pues ¢l nunca tenia miedo a nadie.

Cuando la espantosa Medusa caminaba por las calles, ¢l no estaba en
la ciudad. Pero una noche Perseo regreso, y los vecinos le contaron so-
bre Medusa Gorgona.

—iHorrible bruja sin corazén! —exclamé él.— Iré a matarla.

Los vecinos movieron tristemente la cabeza y dijeron:

—Hubo muchos valientes que quisieron combatir a Medusa
Gorgona, pero ninguno de ellos regreso: ella les convirtiéo a todos en
piedras.

—iPero no puedo quedarme sentado, con los brazos cruzados!
—dijo Perseo.— Ella va a exterminar a todas las personas de nuestra
ciudad, a todos mis parientes y amigos. jHoy mismo me vengaré de ella
por sus malvados actos!

Y Perseo corrio por las calles preguntando a cada uno con quien se
encontraba donde vivia Medusa Gorgona.

Pero nadie le respondia. Cada uno lloraba sobre alguna piedra.

Por el camino Perseo echaba una mirada en cada casa: ;no estard ahi
Medusa Gorgona?

Pasando junto al sétano, penso: "jTal vez, esté alli!" Bajo corriendo
las escaleras... jy vio en el sotano al rey!

Polidectes estaba sentado delante de la mesa en su trono, y
alegremente se daba un banquete con sus subditos.

—iOye, ta! —grit6 a Perseo.— jEspero que no hayas venido con las
manos vacias! ;Tal vez, deseas regalarme algunos peces exoticos? (O
unas jugosas bayas y dulces frutos?

—iNo! —dijo Perseo.— No tengo nada —ni peces, ni frutos, ni
bayas. Pero pronto te traeré un inapreciable regalo que alegrara tu
corazon.

De la codicia al rey le brillaron los ojos.

—iQuerido joven! —dijo con voz amable.— Acércate un poco mas
y dime qué inapreciable regalo piensas hacerme. ;Quizés, encontraste
en el fondo del mar una perla, o una corona de oro?

—No, —respondio Perseo.— Mi regalo es mas valioso que el oro,
mas valioso que las mejores perlas.

—Entonces ;qué regalo es €se? jDimelo!
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—ILa cabeza de Medusa Gorgona, —contestdé Perseo con voz
sonora.— jSi, te regalaré¢ la cabeza de Medusa Gorgona! Yo mataré a
esa malvada hechicera. ;Yo salvaré de ella a mi ciudad!

El rey dio un pufietazo en la mesa:

—iVete de aqui, pobre loco! ;Acaso no sabes que miles de mis
guerreros mas nobles trataron de aniquilar a Medusa, pero ella convirtid
a muchos en piedras, y los demas huyeron de ella como de una fiera
salvaje?

—iTus guerreros son tan cobardes como ti! —respondi6 Perseo con
indignacion.— Pero yo no tengo miedo a nadie. {Yo no correré de
Medusa Gorgona! Y tu recibiras de mi su cabeza.

Se dio la vuelta y con pasos rapidos salio del sotano.

Olvidandose de todo el mundo, Perseo rez6 a Atenea. La Diosa
aparecio ante €l y le dijo:

—Medusa vive no muy lejos, al pie de una alta montafia junto al
riachuelo. jPero nadie puede vencerla si la mira!, pues antes se
convertira en piedra. Voy a hacer un escudo pulido que te servira de
espejo. Entonces podras matar a Medusa viéndola por el espejo, sin
mirarla directamente.

Y Atenea pidi6 al Dios herrero Hefesto que fabricara un escudo de
bronce en forma de un cuadrado de 4 cuartas® por 4 cuartas.

—Su region central debe estar formada por todos los puntos cuya
distancia al centro del escudo sea menor que la distancia a su borde,
—Ile dijo.— Quiero que la pulas como un espejo. Solo asi Perseo podra
matar a la horrible Medusa.

Hefesto se levantd y se dirigio al yunque. Puso en un arcén de plata
las herramientas y, dirigiéndose a Atenea, dijo:

—iTendras un escudo espléndido! Su area central serd un espejo de
S cuartas cuadradas y media.

(Estéas de acuerdo con esta apreciacion?

Deseas calcular el area central del siguiente escudo:

4 Una cuarta mide 23 cm.
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Por la simetria de la figura puedes calcular solamente la mitad del area
del primer cuadrante:

A
4 -
3_
A y =X
o 2

>
3 4
x(cuartas)
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Por la condicioén de Atenea puedes escribir:
PO =FQ.

Por lo tanto,

iEs la ecuacion del borde del espejo!
Determina ahora el punto de interseccion de esta curva con la recta

y =X

2
x=1-=".

En otros términos, la incognita esta escondida dentro de la ecuacion
X2 +4x—4=0.

Resolviendo esta ecuacion cuadratica, sabras que
x=-2+22.

Y, por supuesto, deberds tomar la raiz positiva:

x=-2+2.2.

Por lo tanto, el area del espejo sera ocho veces el area encerrada entre la
2

pardbola y=1-%- y la recta y=x, entre x=0 y x=-2+2,2.

jCalculala!

-2+/2 2 B g2 12+/2
Acopejo = & g (1—7—x)dx=8[x—§—7]0 =

2(4J2 —B)=35crt?,
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Anota tu respuesta:

la estimacion de Hefesto es correcta: el drea del espejo
pulido sera de 3.5 cuartas cuadradas.

iEl Célculo Integral resolvio el problema brillantemente!, ;verdad?.

Con el escudo de Atenea, Perseo llego a la alta montafia, y vio que
en su pendiente, debajo de los arboles, entre piedras grises dormia con
un suefio imperturbable la Medusa Gorgona.

Perseo desenvaind la espada y empez6 a subir corriendo por las
terrazas de la montafia. Levant6 su escudo de bronce, reluciente y liso,
y se mir6 en ¢l como en un espejo. En el escudo se reflejaban los
arboles y las piedras que estaban en la pendiente de la montafa. Y tam-
bién se reflejaba una mujer dormida que tenia serpientes negras al-
rededor de la cabeza. Con la ayuda de su escudo Perseo logrd ver a
Medusa Gorgona sin mirarla.

Las alas de Medusa brillaban como un arco iris, y su rostro joven era
tan hermoso, triste y pensativo, que Perseo sinti6 pena de matarla. Pero
en ese momento vio que en la cabeza de Medusa empezaban a moverse
las venenosas serpientes, recordo a cuantas personas inocentes mato esa
malvada, cuantos nifios, felices y alegres, convirtidé en piedras muertas.
Y con mas fuerza que antes quiso aniquilarla con sus propias manos.

Mirando por el escudo, en el cual se reflejaba la Medusa, Perseo
corrid hacia ella, y con un solo golpe de su espada cortd su horrible
cabeza.

La cabeza volo a un lado y rod6 hacia el riachuelo. Pero ni siquiera
entonces Perseo la mird, porque ella ain lo podia convertir en piedra.
Tomod su bolso, cocido de piel de cabra, ech6 en ¢l la cabeza de
Medusa, y corrid rapidamente por las montafias. Pronto llegd al
desierto. La sangre de la cabeza de Medusa goteaba sobre la arena
caliente, y cada gota se convertia en una serpiente. En el corazén de
Perseo habia alegria. jMuerta, Medusa Gorgona estd muerta! jNunca
mas hara dafio a nadie!

Cuando lleg6 a la ciudad, el rey Polidectes atn estaba escondido en
el sdtano con sus cortesanos. Apenas vio a Perseo, se rid y vocifero:

—iVen ac4, fanfaroncillo! A ver, ;donde esta tu Medusa Gorgona?
iParece que es mas facil prometer que cumplir!
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—Yo cumpli mi promesa, majestad, —dijo Perseo.— Te traje el
maravilloso regalo, la cabeza de Medusa Gorgona. Pero es mejor que
no la mires.

—¢Por qué no? —protesto el rey.— jMuéstramela! Yo no confio en
ti. jEres un farolero y un mentiroso!

—Su cabeza estd aqui, en esta bolsa gris.

—Mientes, no te creo! —porfiaba el rey.— Alli tienes una calabaza
comun y corriente.

—iBueno, si no me crees, mirala! —grito, riendo, Perseo.

Saco del bolso la cabeza de Medusa Gorgona y, cerrando los 0jos
para no mirarla, la mostro al rey y a los cortesanos.

Todos quisieron levantarse y huir, pero no pudieron, y se quedaron
paralizados en el sitio, convertidos en un monton de piedras.

Este mito te ensefia que no se debe luchar contra el mal directamen-
te. jMiralo por el Espejo de la Sabiduria! Es la tnica forma de
derrotarlo.
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LA FLOR DE LOTO

En cierta ocasiéon un Maestro Sufi indicé a sus discipulos la
alfombra, en el centro de la cual habia una flor de loto, y les pregunt6:

—¢Qué me pueden decir acerca de esta flor de loto?

Ellos estuvieron contempldndola en silencio durante un rato.

Luego el primer discipulo dijo:

—Esta flor es bordada por un tejedor muy hébil.

El segundo discipulo respondio:

—Esta flor ocupa el 55 por ciento de la alfombra.

La alfombra media 16 codos’ por 16 codos, y los pétalos de la flor
eran delimitados por la parabola

y=—3x2+2x, 0<x<8cd,

y por sus reflejos simétricos. ;Crees que la apreciacion del segundo
discipulo es correcta?

Calcula el area de la interseccion de los pétalos:

4 4
4 _((_L 2 _[_1.3 ﬁ] _32 2
zAinteresecién _g(_8x +2x—x)alx— [—24X +7 0o~ 3 cd”.

> Un codo mide 50 ¢m.

A
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y-—--—é o

N6 d
x(co 05}}

Entonces, el area de las cuatro intersecciones serd el 6ctuplo de esta
cantidad:

_ @ 2
4Aintcreeccién - d-.

Ahora conoce el area que encierran los pétalos (las & parabolas):

N

Apésaios = 16 [ (—5x% +2x)dx = 16 —57x +x2]o 255 od?,

&)

Como el area de la flor de loto es la diferencia de las dos cantidades
calculadas, obtendras:

20456 256 1792 2
Afior deloto = z 3 — 3 ca“.

iEncuentra el porcentaje del area de la flor respecto de la alfombra!

Afior 1792 o
flordeloto _522 _ 12 ~ 58 5/0

Aalfombra
= _\




Esta es tu respuesta:

la flor de loto ocupa el 56.5% de la alfombra.

iE1 Calculo Integral resolvi6 el problema exitosamente!

El tercer discipulo dijo:

—Esta flor de loto solo existe cuando yo la miro.

El Maestro dijo:

—FE]l primer discipulo vive en el cuerpo, el segundo en el intelecto, y
el tercero en el corazon. El cuerpo ve lo obvio, el intelecto ve lo
invisible; pero el corazon ve la unidad de todo lo que existe.
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LOS TRES CANONAZOS

Un cafion se enorgullecia de dividir, con el vuelo de sus balas, el
espacio en dos partes.

En cierta ocasion disparo tres cafionazos con una velocidad inicial de
50 metros por segundo: el primero bajo el angulo de 30 grados, el
segundo bajo el angulo de 45 grados, y el tercero bajo el angulo de 75
grados. Cuando se restablecio el silencio, pregunt6:

—¢Cual de las tres balas delimit6 la mayor area?

Pero nadie le respondio.

(Puedes decirlo tu?

Como recordaras de la fisica, el movimiento horizontal de una bala
se describe por la ecuacion

x =(vp cos 0)t,
y el movimiento vertical por la ecuacion

y=vosenft— % - 9.8t%,
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si X e y se miden en metros y t en segundos. ;Cual es la ecuacion de la
parabola que describe la bala? Despeja t de la primera ecuacion:

t=—

vocost?

y reemplaza su expresion en la segunda:

%2

y=tgl-x—4.9

v§cos20
iEsta es la ecuacion de cada una de las tres parabolas! Explicitala en los

tres casos.
En el primer caso conoceras que la trayectoria de la bala es

y=1g15°  x— 4.9 55— ~ 0.268x — 0.002x,

desplazandose la bala desde x = O hasta x = 134 metros.

En el segundo caso

Y= 145" - x— 495 = x—0.004x2,

desplazandose la bala desde x = O hasta x = 250 metros.
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Y en el tercer caso la trayectoria es la siguiente:
y=1g75° - x— 49— = B3.752x— 0.029x%,

desplazandose la bala desde x = O hasta x ~ 128.7 metros.

iAhora calcula cada una de sus areas!
En el primer caso el area se determina como la siguiente integral:

134
A= (f) (0.268%x—0.002x?)dx = 0.2265 «2 O.%oz <] 254

~802m?.

En el segundo caso la integral es ésta:
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220 1 0.004 3250
A= g (x=0.004x%)dx = [ 5x* = =5x°] =10417m?,

Y en el tercero ésta:

1207 3.7%2 0.029 12867
A= é (3.732x—0.029x%)dx = [ =5 x* = =5x%], =10301m?,

Anota tus respuestas:

la primera bala delimitdé 802 metros cuadrados, la
segunda 10417 metros cuadrados, y la tercera 10301.

iEl Calculo Integral determin6 las tres areas de manera brillante!,
[verdad?.

—Es cierto que cada una de las tres balas separé un area, —dijo el
buho que estaba en la copa de un arbol.— jPero el espacio sigue entero!
Incluso cuando pasa una estrella fugaz, el cielo permanece indiviso.

iQué decir de una bala!
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LA CURVA DE LORENZ

Max Lorenz, un economista estadounidense, ided la siguiente repre-
sentacion de la distribucidn de la riqueza en la sociedad:

—
|

Porcentoje acumulado de ingresc

|
|
|
|
I
|
I
|
I
|
|
I
|
|

y =X
14 ., 1
15 % 5%
0.1 4 el Curva de Lorenz
| X
0 0.1 0.3 Receptores 1
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Consideraba que la igualdad en la distribucion de ingresos se consegui-
ria en la recta

y =X

Asi, por ejemplo, el 10% de la gente deberia recibir el 10% del ingreso
total, el 20% de la gente deberia recibir el 20% del ingreso total, etc.
—Pero, lamentablemente, —decia,— la distribucion real dista
mucho de la distribucion ideal. En vez de definirse por la recta de la
igualdad, se define por la siguiente pardbola:
y=12x% + X,
iDe este modo, el 20% de la gente solo recibe el 10.47% del ingreso total!

Lorenz defini6 el coeficiente de desigualdad como el area que existe
entre la parabola y la recta, dividida para el area debajo de la recta:

elareaentrelapardbolaylarecta

Coeficiente de desigualdad =

el4readebajodelarecta

(Puedes decir qué valor tiene el coeficiente de desigualdad?
iAplica el Teorema Fundamental del Calculo! Averiguaras que

1
14 1
A@ntre lapardbolaylarecta :(j;(x _(Exz + EX))&’X =

14 14 14 7 1 7
(—15X° +5xX))dx = [~35x° +35%°] , = 75"

Qt— —

Y también sabras que
1 1 1 1
_ _rly2q _ 1L
Abajolarecta —£Xd><—|:2x ]O_ 2

Ahora calcula el cociente entre estas dos cantidades:

A

entrelaparabolaylarecta _L . i_ﬁ,\,
Abajolarecta T 45 27 45 ~0.511....

SIS



ESPE

Anota tu respuesta:

el coeficiente de desigualdad en la distribucion de
ingresos es de 0.311.

iEl Teorema Fundamental del Calculo resolvio el problema brillante-
mente!

Lorenz muchas veces se preguntaba por la razéon de esta desigualdad.
“,Por qué unos reciben mas y otros menos? —pensaba.— ;No
deberiamos todos ser igualmente ricos?”

Lorenz tenia dos tios: ambos habian sido pobres en su juventud, pero
luego uno de ellos llego a ser un rico comerciante, mientras que el otro
seguia siendo pobre. Para la sorpresa de Lorenz, el tio rico se volvio
aburrido y falto de vida, mientras que el otro estaba lleno de vitalidad.

—Me mantiene emocionado mi esperanza, —solia decir el tio
pobre.— jAlgun dia llegaré a ser rico!

“Ser pobre no es malo, —comprendié Lorenz.— Nos inyecta alegria,
y eso, sin lugar a dudas, es algo muy valioso. ;De qué sirve ser rico y
triste?”

La alegria pertenece a aquellos que ain no han alcanzado su meta.
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UNA LECCION PARA LEIBNIZ

En cierta ocasion Gottfried Leibniz soiié que un angel le preguntaba:
—Si trazas la pardbola y=1-x?y las rectas y=1, y=x—1, {qué
area delimitaran?

A y(m]

]
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—Es una pregunta muy simple, —contestd Leibniz inmediatamen-
te:— delimitardn 2 de unidad cuadrada.
¢ Estéas de acuerdo con esta apreciacion?

iAplica el Teorema Fundamental del Célculo! Sabras que
1 2 1 2
Apuscada :£(1 —(1=x2)dx +§(1 —(x—1))dx =(§) X2 dx +§(2 —X)dx =
1.3 12921 3_5
[3x7]p+[2x=2x" ], =3+2-%3=75.
Anota tu respuesta:

las tres curvas delimitan cinco sextos de unidad
cuadrada.

iEl Teorema Fundamental del Célculo resolvid el problema exitosa-
mente!, ;no te parece?.

—iNo es cierto! —exclamo6 el angel, muy contento de que el gran
matematico se haya equivocado en la respuesta.— jLas tres curvas no
delimitaran ningln area!

—¢Por qué dices eso? —se asombr6 Leibniz.

—Porque el area total del plano sigue siendo infinita, —pondero el
angel.— No tiene sentido hablar del area interior sin mencionar el area
exterior. Y, como puedes ver, juntas las dos areas forman el plano
infinito.

Leibniz despertd sudando frio.
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(HAY SUFICIENTE PINTURA?

Dentro de un panel cuadrado de 2 metros por 2 metros, deseas pintar
de color rojo esta flor:

A yim]
1

-1 1 x(m]

A
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Sus pétalos son delimitados por las parabolas
y=x% y=Jx,

y por sus reflejos simétricos. Dispones de un tarro de pintura suficiente
para cubrir un area de 1.5 metros cuadrados. ;Crees que te alcance la
pintura para realizar el trabajo?

jAplica el Teorema Fundamental del Calculo! Sabras que

2

1
Aflor:4£(ﬁ—xz)dxz4[% %_%X5] :%l’]’l )

Como esta cantidad es menor que 1.5 metros cuadrados, puedes anotar
tu respuesta:

hay suficiente pintura para realizar el trabajo.

A Yim)
1

iEl Teorema Fundamental del Calculo te ayudd a salir de dudas!,
(verdad?.
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LOS JUEGOS OLIMPICOS

Victor y Pablo miraban por la television la iniciacion de los Juegos
Olimpicos.

—(Sabias que el lema olimpico es “Maés rapido, mas alto, mas
fuerte”? —pregunto6 Victor al amigo.

—Si! —suspir6 Pablo.— jEs facil para alguien que ama el deporte!
(Pero como se vuelve mas rdpido y maés fuerte alguien que ama las
matematicas?

Decia asi porque los amigos habian decidido dedicar su vida al
estudio de esa antigua ciencia.

—iMuy facil! —exclam¢é Victor.— La matematica también nacid en
Grecia, igual que los Juegos Olimpicos, y en este mismo instante
podemos realizar una Olimpiada Matematica.

—¢Una Olimpiada Matematica? ;Cémo?

—Por ejemplo, ;conoces qué area ocupa la interseccion de dos
anillos entrelazados en la bandera olimpica? —preguntd Victor.

—iNo tengo idea!

A
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—iEntonces, descubramoslo! —propuso Victor.— Serd un intere-
sante ejercicio para la mente.

Y los dos amigos se pusieron a calcular. jAytdales en esta dificil
tarea, por favor!

La posicion de los anillos olimpicos en la bandera es la siguiente:

I
:
l Y
(Las medidas estdn dadas en metros). Lo que quieres conocer es el area
del trapecio curvilineo ABCD,

La distancia OO’ te revela su valor:
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00'= 2.7 +3.3% =0.3/202 ~4.264m.

Elige los ejes de las coordenadas de esta manera:

y(m)

Entonces, los circulos Ci, C», Cs y C4 obedecerdn a las siguientes
ecuaciones:

Ci: x24+y?=232,
Co: x2+y?=242,
Cz: (x—4.204)% +y? =32,
Ca: (x—4.204)% +y? =2.4%,
iDetermina las coordenadas de los vértices A, B, C y D del trapecio que
te interesa!
El punto A se encuentra en la interseccion de los circulos Co y Cx:
Y2 =2.4% — x2 =32 —(x—4.264)%.
Resolviendo este sistema de ecuaciones, sabras que

A ~(1.752,1.640).

AR
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Del mismo modo averiguaras que las coordenadas del vértice B son las
siguientes:

B ~(2.132,2.111).
Como el trapecio ABCD es simétrico respecto de la recta BD, jcalcula el

area del tridngulo curvilineo ABD que constituye su mitad!
Puedes ver que

XB
AABD :X&(C;a - Cz)dx.

y(m)
Cl

*x[m)

Es decir,

2122

Aneo= | 2@9— (x—4.264)2 — /5.76— x2 )dx.

iCalcula el valor de esta integral!
Se trata de restar dos integrales de tabla. El minuendo es igual a

[ J9—(x—-4264)7 dx=

2(x— 4.264) \/9 —(x— 4.264)2 +Zarceen(*4),
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y el sustraendo a

[ VB.76 — X2 dx =5x/5.76 —x2 + 2L arceen().
2 2 24

Ya puedes conocer el valor que te interesa:

2152

Aneo = 7552(/9— (x—4.264)2 — [5.76— x2 Ydx =

2132

[%(x— 4.264)\/9— (x— 4.264)% + %am%”(%)}w& a

2152
| £xJB.76 —x* +*L2arceen(z5) | =~ 01878 m2.

Por lo tanto, el area que ocupa la interseccion de los dos aros en la
bandera olimpica abarca el doble de este valor:

AABCD ~0.3756 I’H2 =3756 sz.
Anota tu respuesta:

la interseccién de cada par de anillos en la bandera
oll’mpica ocupa & metros cuadrados con 750
centimetros cuadrados.

iLas técnicas de integracion resolvieron el problema brillantemente!,
(verdad?.

La matematica es un excelente ejercicio para que tu mente se vuelva
mas inteligente, mas rapida, mas fuerte.

SRS
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EL REMEDIO PARA LA TRISTEZA

Hace mucho tiempo vivia un rey que amaba a su esposa. Pero un dia
la reina se sintid triste, y ninguna medicina lograba sanarla de ese mal.

—¢Qué puedo hacer para que la reina vuelva a ser alegre?
—pregunto el rey a sus consejeros.

—Si su majestad le regala una joya elaborada de oro, titanio y
diamante, la reina se aliviara del mal que le acosa, —dijo el consejero
principal.— Porque el oro nunca se oxida, el titanio nunca se corroe, y
el diamante es tan duro que corta incluso el vidrio. Al mirar la joya, la
reina descubrird en su interior aquello que nunca se oxida y nunca se
corroe. jEntonces, su tristeza desaparecera para siempre!

El rey pidi6 al orfebre que elaborara una medalla de oro, titanio y
diamante. Las curvas de su unidon debian obedecer las siguientes ecua-
ciones:
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—De este modo el titanio ocupara el 15%, el oro el 25%, y el
diamante el ©60% de la medalla, —se dijo el rey.
(Estas de acuerdo con esta apreciacion?

jCalcula el area de cada uno de los preciosos metales y piedras!
El area que ocupard el oro se encuentra dentro de la siguiente
integral:

1 1
Aoo=2] J1=(x=1)%dx—2] /25 dx.
(j; (X ) X g 2—x AX
El area que ocupard el titanio se halla dentro de la integral
2 2
Atitanio = 2 1} T—(x—1)% dx—2 £(2—x)dx.

iEl resto de la medalla pertenecerd al diamante! Solo necesitas conocer
estas tres primitivas:

[ 1=(x=12dx, |2 dx J(2=x)dx.

jCalculalas por separado!
Para la primera primitiva usa el cambio de variable
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z=x-1
Se obtiene una integral de tabla:

[ 1= (x=D2dx=[J1-2% dz=21-2% + Larceenz =
2L M=(x="1?2 +Zarceen(x—1).
Por lo tanto,
1 1
2 _olxl J1_ro_1N2 L L _ _
2) J1-(x=1) dx=2[ 5 [1-(x=1)? + Larceen(x—1)] =

-3

2(

N |—
NN

Para la segunda integral usa el cambio de variable
Z° =X

Se obtiene la siguiente integral:

[ £ dx=2] J%dz.

Te conviene este cambio de variable:

zZ= ﬁaent.

Tu integral adquiere la siguiente forma:

Z4

J2—=z2

2] dz=8[een*tdt = 8 (£ — % cos2t)?tdt =

St —2sen2t + %5@441;.
Por consiguiente,

1 ¥3 1 % n
-2 o dx=—2[51:—266r121:+266ﬂ41}]o =4-.
0}

Entonces, ya conoces el area que ocupara el oro:
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Aoro = Z+(4—F)=4—1~0.8584plg®.
La tercera primitiva se calcula de modo directo:
J(2—x)dx = 2x—§.

Por lo tanto,
2 2
Atitanio =2 g T—(x=172 dx—2 g(Z—X)dx:

2[5 [i=(x—1)7 +Larcsen(x-1)] ~2[2x- %] =
2(% - 5)-2((4-2)—(2- %)= 5 -1=0571plg?.

Y también conoces el area que ocupara el diamante:
Adiamante = 12 ~(4—1)~(5 =)= 51— 3 = 1.7124 plg®.

En cuanto a la totalidad de la medalla, el oro ocupara el 27%:

ADFO

_ 08584 e
Ameda”a - g - 27/0’

el titanio el 18%:

Atitanio 0571 _ 180/
D ~ o,

Ameda”a - n

y el diamante, los restantes ©5%. Anota tu respuesta:

la estimacion del rey es bastante precisa: el titanio
ocupara el 18% de la totalidad de la medalla, el oro el
27%, y el diamante, los restantes ©5%.

jLas técnicas de integracion resolvieron el problema brillantemente!,
[verdad?.

El rey obsequi6 la medalla a su esposa diciéndole:

—iMi reina! El oro nunca se oxida, el titanio nunca se corroe, y el
diamante es tan duro que corta incluso el vidrio. Quiero que esta

=




ESPE

medalla te ayude a descubrir en tu interior aquello que representan estos
preciosos elementos.

La reina meditd en las palabras del rey, y pronto su tristeza
desaparecid por completo.

—¢(Qué es lo que nunca se oxida? —le pregunto el rey.

—ILa Conciencia, —respondio la reina.

—¢(Qué es lo que nunca se corroe?

—La Conciencia.

—¢Y qué es tan duro que corta incluso el vidrio?

—1La Conciencia.

Lo que nos entristece es olvidar que somos Eternos.
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EL GIGANTE Y EL ENANO

Cuando los gigantes Danavas habian conquistado casi todos los
reinos y dominios de los Dioses, éstos pidieron auxilio a Visnu. El Dios
accedi6 a ayudarlos y reencarno en la Tierra bajo la forma de un enano
de nombre Vamana.

Vamana se dirigié al campamento de Bali, el jefe de los ejércitos de
los Danavas, y solicité audiencia.

—¢(Qué has venido a hacer aqui, hombrecillo? —preguntd el
gigante.

—~Quiero averiguar hasta donde llega tu generosidad, —respondio el
enano descaradamente.— ;Puedes concederme lo que quiero? ;O
careces de poder para hacerlo?

—Soy el sefior de los tres mundos: Tierra, Cielos y Paraiso, —rugi6
Bali, divertido.— Puedo darte todo lo que yo quiera. Pide lo que
desees.

—Entonces, concédeme el territorio que yo pueda recorrer en tres
pasos.

Bali se echo a reir:

A
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—ijQue terreno tan escaso podrds recorrer en tres pasos, si todo ta
caves dentro de esta curva!
Y dibujo esto:

y(codos)

3

¥x[codos)

LA cuanto crees que asciende la estimacion de Vamana por Bali? En
otras palabras, ;cuantos codos® cuadrados encierra la curva que trazé el
jefe de los ejércitos de los gigantes?

jCalcula la primitiva de la curva usando la técnica de descomposi-
cion en fracciones simples! Esta consiste en descomponer el denomina-
dor de una funcidn racional en factores lineales o cuadraticos irreduci-
bles, y luego integrarlos por separado. En el caso que te interesa la
descomposicion tiene la siguiente forma:

1
x4—1

A B O4D
T ox+1 + x—1 + X241 *
iEncuentra los valores de A, B, C y D!

Hallando el denominador comun, te resultard lo siguiente:

® Un codo mide 50 cm.
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1 A1) (xEH)+B(xH1) (xZ+H)+(Cx+D) (x2=1)
xt—1 x4—1 ’

Esto significa que los numeradores deben ser iguales entre si:

Ax =N (x% +1)+B(x+1)(x* +1)+(Cx + D)(x* = 1)=1.
Desarrollando, averiguaras que

Ax® — AxZ + Ax— A+ Bx2 + Bx? 4+ Bx + B+Cx° + Dx? = Cx—D =1.
Es decir,

A+B+C=0, —A+B+D=0, A+B-C=0, -A+B-D=1.
De aqui deduciras facilmente que

A=-%, B=7, C=0, D=—7%.

i Ya puedes integrar!
Necesitas calcular las siguientes tres primitivas:

jxj_qu:—%deH%f%dx—%f :

x+1 X 241"

La primera es un logaritmo:

La tercera primitiva es un arco tangente:

I __1
-7 J 2. = —parctgx.

Entonces, ya conoces el resultado:

0.9 1
Acuva =4 j (4+ A1 )dX =
o]

S




ESPE

[16x—In(1+x)+In | x—1| —2arctgx]g” = 9.9899 ~10 cd?.
Anota tu respuesta:

la curva que trazd Bali delimita cerca de 10 codos
cuadrados.

iEl método de fracciones simples resolvid el problema de manera
simple!, ;verdad?.

Bali dej6 de reir cuando Vamana dio una zancada con la que
atraveso toda la Tierra, una segunda con la que recorrid los Cielos de
punta a punta, y una tercera que le llevdo de un extremo a otro del
Paraiso. A Bali no le quedaron mas que las regiones del Infierno,
adonde se retird, comprendiendo que habia sido derrotado honrosamen-
te por alguien mas poderoso que ¢€l.

Privados de la direccion de Bali, los deméas Danavas pronto fueron
vencidos por los Dioses.

Y Visnu pudo volver a descansar sobre los anillos de la serpiente
Vasuki, flotando apaciblemente sobre el gran Océano Cdsmico.
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EL ESPEJO DE LA LONGEVIDAD

Un sultan pregunto a su astrologo:

—(Cuantos afos viviré?

El astrélogo mir6 la bola magica y contesto:

—La cantidad de decimetros cuadrados que caben en su espejo,
majestad.

El sultan llamo de inmediato al matematico de la corte:

—( Cuantos decimetros cuadrados hay en mi espejo?

El matematico hizo las mediciones pertinentes, averiguando que el
espejo tenia los contornos

ly|=/1=J|x] , =1<x<1codo,’

y en seguida se puso a calcular. jAyudale en esta dificil tarea, por favor!

7 Un codo mide 5 dm.

A
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A
1| ylvaras)

Es suficiente que consideres la cuarta parte del espejo, por ejemplo,
la parte que pertenece al primer cuadrante. Aqui la ecuacion de su
contorno es la siguiente:

y=J1—-Jx, O<x<lcd.

Entonces, te interesa calcular la siguiente integral:

1

Azg 1— /X dx.

Realiza el siguiente cambio de variable:
x=c0s*, dx=—4senl-cos>0d0.

Tu integral adquiere la siguiente forma:

A=—4]]1—-cos*0 senl-cos?040 =

—4 [ J1=c0520 senl - cos20d40 = —4 | sen?0 - cos° 040 =

34 \




~4[(1-c0820)- c05°0d0 = 4 [ (c05°0 — c05°0)dl =
4§c05°040 — 4 cos°040 = 4 [ cos*0 cos 040 — 4 | cos?0 cos 0db =
4 [ cos*0d(sen)—4 [ cos?0d(send).

Reemplazando el coseno en funcién del seno, obtendrés:
A=4[(1-2en?0)?d(send)—4[(1—sen?0)d(senl)=
4 §(1-22en?0+ sen*0)d(send)—4 [(1—sen?0)d(senl)=
4oenl)—Zoen0+ 2oen®0 —4oend + =sen0 =
—F5en®0+ =sen0),

Ahora observa como han cambiado los limites de integracion:
O<x=cos"0 <1,

asi que
Z>0>0.

Por consiguiente,

A=[~%sen®0+ 2sen®0]

vla O

—t-t=for
Es decir, el area total de espejo de la longevidad es

4A =22 0d? =122 dm? = 531 aflos = 53 afos 4 meses.
Anota tu respuesta:

el sultan vivira 53 afios con 4 meses.

iLa integral de Riemann resolvié el problema brillantemente!,
(verdad?.
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—:Solo viviré 53 afios? —exclamo el sultan con amargura, pues ya
contaba 50 afios de edad.— ;No puedo vivir algo mas?

—Si, puede, majestad, —contesto el astrologo que era un hombre
sabio.— Pero debera cumplir una condicion.

—¢Cual? jHaré lo que sea!

—Su mente debe volverse como este espejo.

—¢Qué quiere decir?

—Que no debe usted ni anhelar ni abominar, —dijo el astrologo.—
Trate las cosas como lo hace este espejo: las refleja, pero no rechaza ni
se aferra a ninguna de ellas.

La mente de un sabio es Conciencia sin eleccion.
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LA CAPILLA Y EL JARDIN

Un hombre se acerco al Maestro y le pregunto:

—¢Donde puedo encontrar a Dios? He visitado las montafias, el
desierto, los monasterios y las chozas de los pobres; jpero no Lo he
encontrado! ;Hay alglin lugar especial donde El esta?

—Si, lo hay, —contestd el Maestro.— Es la capilla y el jardin que
usted va a construir para El.

—iHaré¢ lo que sea! —exclamo6 el hombre.— ;De qué dimensiones
debo hacerlos?

—De las dimensiones que sean, —dijo el Maestro,— pero la capilla
debe estar en el centro, y el jardin alrededor.

Detras de su casa el hombre tenia un terreno, y resolvio para la
construccidon de una capilla redonda y un jardin alrededor de ella. ;De
que radio le aconsejas hacer la capilla, si se quiere que su area forme la
sexta parte del terreno?

A
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y (m)]

12345678910

Para descubrir las dimensiones de la capilla, necesitas conocer el
area total del terreno. Esta se halla escondida dentro de la siguiente
expresion:

1)
Aserreno = 30 + 1+ § (30 —In°x)dx.

(Como piensas integrar el cubo del logaritmo? Si deseas, puedes
encontrar su primitiva. Sin embargo, como recordaras, Bernhard
Riemann dio una definicion de la integral que sirve incluso cuando la
funcion no tiene primitiva:

b
A=] f(x)olx =lim kz1 Fixe) A
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iAplicala ahora!
Grafica la funcion integrando:

A v(m)
30 4+ - =

"~

25 4 B

0 x{m)
>

1 140.7 8

Divide el intervalo [1,&] en 10 partes iguales de longitud O.1-7, y reem-
plaza al area debajo de la curva por la de los 10 rectangulos, cuya base
mide O.1-7 y la altura es la ordenada de la curva. Asi, la altura del
primer rectangulo medira

30 —1n°(1) m;
del segundo

30 —In°(1+0.7) m;
del tercero,

20 -In°(1+2-0.7) m;

etc. Procede a calcular la suma de las areas de estos rectangulos:

A
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9
Ao =0.7- X (30 - In°(14+n-0.7))=187.11...km?,
Del mismo modo calcula las sumas mas finas:

29
Aioo =0.07 - Z,O(BO —1n°(1+n-0.07))=184.34...km?,
7999
Atooo = 0.007 - £ (30— In®°(1+n-0.007))=164.062...km?,
etc. Si perseveras, sabras que el valor del limite de estas sumas es

184.031... km. {Entonces, la capilla debera ocupar un area de 35.67
metros cuadrados!, pues

Acapilla = 15 (50 + 184): % 214 ~ 35,67 m?,
Y, como debe cumplirse la igualdad
nR% =35.67m?,

el radio de la capilla debera medir

R= 5L ~337m.
Anota tu respuesta:

el radio de la capilla debe medir 2m con 37 cm.

jLa integral de Riemann resolvio el problema de manera exitosal,
(verdad?.

El hombre construyo la capilla y cultivo el jardin a su alrededor.
Todas las mafianas, mientras rezaba dentro de la capilla, olia las flores
perfumadas del jardin, pero no veia a Dios.

Una tarde entr6 en la capilla. El sol poniente la inundaba con sus
rayos de luz dorada. Decenas de gorriones gorjeaban felices sobre las
ramas de una higuera del jardin. A lo lejos se podia escuchar el peculiar
ruido de la carretera.

“{Esto es Dios! —comprendi6 el hombre.— El me rodea por todas
partes como el jardin a la capilla.”

T eres el templo, Dios es el jardin a tu alrededor.
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Seccion 111

Longitud de curva
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EL CORDERO Y EL LOBO

Un corderillo tenia mucho miedo del lobo, asi que le pidi6 a su
duefio:

—Por favor, hazme un corral.

El duefio decidid hacer el corral en forma de un circulo de 1 braza® de
radio, y se puso a pensar: ;/cudntas brazas de cerca se necesitan para
fabricar el corral? jAyudale a averiguarlo, por favor!

Deseas conocer la longitud de una circunferencia cuyo radio mide 1
braza.

8 Una braza mide 1.83 m.
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Para lograrlo, Bernhard Riemann te sugiere el siguiente método.

Para simplificar el trabajo, es suficiente que calcules la longitud de
un cuarto de la circunferencia. La idea de Riemann consiste en
aproximar a una curva, cuya longitud se desea conocer, por pedacitos
de recta (y por esta razén el método se llama rectificacion).

Riemann divide el intervalo [a,b], donde est4 definida la curva, en n
partes iguales, y reemplaza a la longitud de la curva por la de las n
cuerdas. La longitud de cada cuerda medira

PPy = \/(Akx)z +(Awy)? .
Riemann da, entonces, la siguiente definicion de la longitud de un arco:

Definicion
La longitud de un arco AB es el limite de las sumas de
las longitudes de un conjunto de cuerdas consecutivas
APy, PiP2, ..., Py B que unen puntos del arco, cuando el
nimero de puntos crece indefinidamente de forma que la
longitud de cada cuerda tiende a cero. Es decir,

L=lim, 2 J(AX)Z+(Ay)? .

n—o0

A
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Si existe la derivada de la funcidon que describe la curva, por el
teorema del valor medio sabes que existe al menos un punto sobre el

arco Py4P, en el que la pendiente de la tangente se hace igual a la
pendiente i—t‘z de la cuerda P, P. En virtud de ello Riemann puede

escribir:

A
PiaPe= 1+ (A_Ei)z Ax= /1 +y/(xk)2 Agx.

A

Y, por supuesto, la longitud del arco debe ser el limite de estas sumas,
el cual, por definicidn, es igual a la siguiente integral:

: b
AB =lim kz1 /1+y’(xk)2 Akx:éf /1+(y’(x))2 dx.

Entonces, puedes calcular la longitud de un arco de este modo:

St A=(a,b) y B=(c,d), la longitud del arco AB viene
dada por |a siguiente integral:

AB :;fy J1+ (Y ()% dx.

En el caso de que la curva fuera dada paramétricamente por las
ecuaciones

x=x(t), y=y(t), ti<t<t,,
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usando la técnica del cambio de variable, Riemann obtiene una nueva
formula que permite calcular la longitud del arco AB:

AB J‘,/ (y'(X))? dx = f “”) X (£)dt

t2

= [ (£)?+(y'(£))” dit.

T

Anotalo:

Si A(t=1t1) ¥y B(t=t2) son dos puntos de una curva
definida  paramétricamente por las ecuaciones
x=x(t), y=y(t), ti<t<ty, la longitud del arco AB

viene dada por la siguiente integral:
t2

AB=] J(< () + (' (1)*

iPuedes utilizar estas formulas para conocer la longitud de cualquier

curva!
Para calcular la longitud de la circunferencia del corral, usa la

primera definicion. Representa la cuarta parte de la circunferencia por
su ecuacion

y=+1-x%, 0<x<1.

Entonces, su longitud serd igual a la siguiente integral:

1 |
— ! 2 —
L-(f) J1H (Y (X))« dx V= dx

Esta es una integral de tabla:

dx = arcsenx.

1
j m

Usando el Teorema Fundamental del Célculo, puedes escribir:

1
I = dx= [arceenx]p = Z.
0

SIS
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Y, por supuesto, la longitud de la circunferencia serd el cuddruple de
este valor:

7T
I—oircunferencia =4. o= 2T
Anota tu respuesta:

el perl'metro de una circunferencia de radio 1 mide 2r.

Para usar la segunda definicion, Riemann representa la cuarta parte
de la circunferencia con la parametrizacion

x=cost, y=sent, O<t< 7.

Entonces, su longitud serd igual a la siguiente integral:

L= \/(*661’1(13))2 +(cos(t))? dt =z1dt =Z.

[@ESNE

Y, por supuesto, la longitud de la circunferencia serd el cuadruple de
este valor:

T
L circunferencia = 4+ o= 2T,
Anota tu respuesta:

el perl'metro de una circunferencia de radio 1 braza mide
o brazas. Asi que el corral necesita, aproximadamente,
©.25 brazas de cerca.

(Qué te parecid la definicion de Bernhard Riemann para calcular la
longitud de arco? jEs genial!, ;verdad?.

El duefio fabricé el corral, y, cuando el lobo pasé por alli, el cordero
empezo a burlarse de ¢€l. El lobo lo mir6 y dijo:

—No eres t quien se burla de mi, sino la cerca que nos separa.

La burla no proviene de las personas, sino de las fronteras que
trazamos.
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CAMBIANDO DE CASA

Norbert Wiener, un matematico estadounidense, es conocido como
el fundador de la cibernética. Vivid en los afnos 1694-1964, y acuii6 el
término cibernética en su libro Cibernética o el control y comunicacion
en animales y mdquinas, que fue publicado en el ano 1948. ;Era el
tipico matematico despistado!

En cierta ocasion su familia se mudé a un pueblo cercano. Su
esposa, conociéndole, se encargd de la mudanza. Cuando, como todos
los dias, Wiener salia hacia el Instituto Tecnologico de Massachusetts,
ella le dio una hoja de papel con la nueva direccidon, porque estaba
segura de que no la recordaria.

Al llegar al Instituto, un colega astrénomo dijo a Wiener:

—Un cometa que estoy observando se ha desplazado por la pardbola

_ 1.2
Y=3%X"

S
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donde x varia entre O y 4 millones de kilometros. Tu eres matematico,
(me puedes decir qué longitud recorrid el cometa?

—Con gusto, —dijo Wiener.
Tomo la hoja que le habia dado su esposa, y se puso a escribir en
ella la solucion. ¢Le ayudas?

Se trata del siguiente limite:

TR 2 2
L=lim, 2 J(AX)2 +(Ay)? .
Para calcularlo, divide el intervalo [0,4] en 10 partes iguales de
longitud O.1- 4, y reemplaza la curva por las 10 cuerdas. Asi, la longitud
de la primera cuerda medira

J(01-4)? +35((0-01-4)% —(1-0.1-4)%)? millones de km;

la de la segunda

J(01-4)2 4+ 35((1-01-4)2 —(2-0.1-4)%)? millones de km;

la de la tercera,
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J(O1-4)7 +55((2-01-4)* = (301 - 4)%);

etc.

C.1x0.4 0.Ix0.8 4

iProcede a calcular la suma de estas longitudes!

9
Lio=32 [(01-4)*+35((n-01-4)? = ((n+1)- 01 4)%)? =4.9795.

Ahora divide el intervalo [0,4] en 100 partes iguales de longitud
0.01-4, y reemplaza la curva por las 100 cuerdas. Asi, la longitud de la
primera cuerda medira

J(0.01-4)2 1+ 32((0-0.01-4)2 — (1 0.01- 4)%)% 10%km;

la de la segunda

/(0.01-4)2+;—6((1-0.01-4)2—(2-0.01-4)2)2 10%km;

la de la tercera,

J(0.01-4)2 + 25((2-0.01-4)% — (3-0.01-4)%)2 10%km;
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etc. La suma de estas longitudes es igual a

929
Lo=2 |(0.01-4)*+ 35 ((n-0.01-4)? = ((n+1)- 0.01-4)%)? =4.9812.
Si prosigues del mismo modo, sabras que
Liooo = 4.98125 - 10° ~ 4981250 km.,

Anota tu respuesta:

el cometa recorrib 4'981250 kildbmetros.

iEl método de rectificacion resolvio el problema brillantemente!,
(verdad?. (En este caso también podrias obtener la respuesta por
técnicas de integracion).

Cuando Wiener volvid por la tarde a su casa, se olvidé de que su
familia se habia mudado. “{Nos habran robado!” —penso, al encontrar
la casa vacia.

Entonces recorddo lo de la mudanza. Pero tampoco conseguia
recordar a donde se habian mudado, pues habia dejado la hoja con la
direccion a su colega astronomo.

Sali6 a la calle, y de pronto vio a una chica que se acercaba. Le dijo:

—Perdone, pero es que yo vivia antes en esa casa y ahora no consigo
recordar...

Antes de que pudiese terminar la frase, la chica lo interrumpio:

—No te preocupes, papa: mama me ha mandado a recogerte.

El hombre conoce la trayectoria de los cuerpos celestes, pero no
recuerda el camino a su propia casa.
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LA ASTUCIA DEL VIEJO DE LA MONTANA

Elbruz es una larga cadena de montafias que se levanta al sur del mar
Caspio. Sus cimas mas altas alcanzan los seis mil metros.

A finales del siglo XI, Hasan, el famoso “Viejo de la montana”,
hombre culto e inteligente, se encontraba perseguido por las tropas de
Nizam, el gran visir del sultan Alp Arslan. En medio de su persecucion,
Hasan oy6 hablar de un fortin perdido en la montafia, y decidi6 ir alli a
refugiarse.

Se marchd acompaifiado por un grupo de seguidores. Entre nieve y
hielo, tras haber pasado por caminos abruptos y bordes afilados, vio,
colgado en lo alto de la montafa, a la fortaleza de Alamut.

Estaba rodeada por fosos llenos de agua gélida, y habia un solo
camino para entrar en ella: un puente levadizo tendido sobre barrancas
cortadas a pico.
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Hasan comprendio que la fortaleza era inexpugnable, pero decidid
hacerla suya. Y, como no podria lograrlo por la fuerza, resolvi6 usar la
astucia.

Echo un vistazo y se dio cuenta que la base de la fortaleza tenia la
forma de una elipse de unas 100 varas’ de largo por 40 varas de ancho.
Tras un dia de meditacion, ordend a sus compaieros que se escondie-
ran, avanzd solo con un hombre y solicitd que el comandante de la
plaza le recibiese.

Bajaron el puente levadizo, el cual ascendié de nuevo tras su paso.
Hasan hablo6 al comandante de la plaza:

—Aqui tengo una piel de buey.

La desplego: jhabia pertenecido a un animal enorme!

—Te daré cinco mil piezas de oro si me vendes tanto terreno como
pueda delimitar con esta piel.

El comandante no daba crédito a sus oidos.

—iQuiero ver el oro!

Hasan se lo ensefd. El comandante hizo contar las piezas: jcinco
mil!

Convencido de que trataba con un insensato, acepto la proposicion:

—Dame el oro y te cederé el emplazamiento que escojas.

Hasan se dirigio hacia el pie de la muralla de la fortaleza y sefialo el
suelo con el dedo. Sin embargo, en lugar de extender la piel en el sitio
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escogido, plantd una estaca, y con ayuda de su compaiiero corto la piel
en &0 tiras finas de un poco mas de 5 varas de longitud cada una. Las
anudo, atd el extremo de la cuerda que acababa de confeccionar a la
estaca, y anduvo a lo largo de la muralla sosteniendo el otro extremo.

El comandante no salia de su asombro.

—iEres muy hébil, Hasan! jPero, aun asi, no creo que puedas cercar
toda la fortaleza!

—iTengo confianza en mis calculos! —respondi6 Hasan.— Estas
tiras rodearan toda tu muralla.

(Crees que la confianza de Hasan es justificada?

Deseas conocer la longitud de la elipse que delimita la muralla de la
fortaleza. La ecuacion de la elipse es la siguiente:

Para calcular su longitud, puedes restringirte al cuadrante positivo, pues
alli se encuentra la cuarta parte de la curva. jDespeja a la coordenada y
en términos de la coordenada x! Obtendras:

y=£B0?%—x2 .

Intenta integrarle por la formula

J1+ (Y (x))? dx.

| =

W ey

Como
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2 X

Y (x)=-% 5022

tu integral tendra esta forma:

50
_ “2__x 2
L—4(§)\/1+( S )" dx

iPero esta funcion se hace infinita en x = 50!
Para remediarlo, usa este cambio de variable:

x=B0sent, O<t<7.

Entonces, tu integral adquiere esta forma:

n
2

J25 —21sent? dt = 40 g J4+21c0s%t dt.

L=40

Q=[x

iEs una integral eliptica!, y, por lo tanto, no tiene primitiva. jUsa la
definicion de la integral que descubriste con Bernard Riemann!

Divide el intervalo [0, %] en 10 partes iguales, de (0.1- %) varas de
longitud cada una:

V4 + 2lcos?t

104 _\



Entonces, el 4rea debajo de la funcion f(t)=4+21cos?t se
aproximara por la cantidad

10
Ao=0.1-%-% [4+21cos?(0.1- Sn) =55177..

Si divides el intervalo en 100 partes iguales, obtendras la respuesta con

una exactitud mayor:

100
Ao =0.01-% -2 [4+21c0s?(0.01-%n) =5.7297..

Esta es una precision mayor aun:

1000
Atooo =0.001-5 - X [4+21005(0.001- £n) =5.7509..

Si sigues asi, averiguaras que el valor de la integral es de

J4+21c05%t dt =5.75327....

Qe—n[y

Entonces, ya conoces el perimetro de la fortaleza:
Leiipse =40 - 5.753... ~ 230 varas.

iAnota su respuesta!

El perl’metro de la fortaleza mide 220 varas.

Como las tiras que cortd Hasan daban una longitud de 240 varas,
pronto dio la vuelta a la muralla: jla habia cercado con la piel de un
buey!

iLa fortaleza era suya! El ex comandante tuvo que abandonar la
plaza con los cinco mil piezas de oro.

Los sufies cuentan esta historia para mostrar que la piel de un buey
puede encerrar una fortaleza. jCuanto mas la piel de un hombre!
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LAS MANZANAS DE ORO

Como regalo de bodas la Madre Tierra regald a la diosa Hera un
arbol que producia manzanas de oro. Hera encargd que las Hespérides,
hijas del titan Atlas, lo sembraran en su jardin en el Lejano Occidente.

—Rodearemos el arbol con un muro infranqueable, —resolvieron
las Hespérides,— y lo cuidaremos personalmente. Ladon, el dragdn que
no duerme, se enroscarda a su alrededor y no permitird que nadie se
acerque. jTus manzanas de oro, reina Hera, estaran a salvo!

Decidieron que el muro seguiria la curva

JIxT + /1yl =1 —1<x<lestadio,"

y se pusieron a pensar: /cuantos estadios medira el muro? jAyudales a
averiguarlo, por favor!

Aprovechando la simetria del muro, puedes calcular tan solo la
cuarta parte de su longitud, por ejemplo, la que se ubica en el primer
cuadrante:

Un estadio mide 200 m.
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y(estadios)

Vixi+Jyi=1

y(estadios)
1

Aqui la ecuacion del muro es la siguiente:

\/?+\/y:1, O<x<1.

Esto significa que

y=1-2./x +x.

jUsa la definicion de longitud de arco que descubriste junto con
Bernhard Riemann!
La formula que te interesa es ésta:

b
L =£ 14+ (y'(x))? dx.
Como
Y (0=1-7,

la longitud del muro sera igual al cuadruple de la siguiente integral:
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Realiza el siguiente cambio de variable:
x=c05*0, dx=—4senf-cos°0d0.

Tu integral adquiere la siguiente forma:

c0s520

—f \/1 + (M)2 senl - cos®0d0 =

—4{ Jeen*0+sen*0 - send - cos 040 =

_ZI \/( 1+ 02520 )2 + ( 1—02529 )2 . 661’1290{8.
Ahora haz otro cambio de variable:
tgz = cos 20, sec?zdz =—-25en204d0.

Usando la tabla de primitivas, obtendras la siguiente informacion:

_2j'\/(1+C;629)2+(1—03520)2 ’58]’]29d0:

% § J1+tg®z - sec?zdz =

@ Jeec®zdz = @(6602 -tgz+In(secz+1tgz)).
Observa como han cambiado los limites de integracion:
O <x=cos"0 <1,
asi que
Z>0>0.
Por consiguiente,

—1<tgz=cos260<]1,
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Z< <Z.

Ya puedes calcular tu integral:

5 n
= %[6662 -tgz+In (5ccz+tgz)]_4%

Jz+

1+ 22 0222 )=1.62322524..
Az

Es decir, la longitud total del muro es
4L =064929..~6Hest.
Anota tu respuesta:

para rodear el arbol de las manzanas de oro, hay que
traer piedras para construir © estadios y medio de
muro.

iLa definicion de Bernhard Riemann resolvio el problema
brillantemente!, ;verdad?.

Sin embargo, y a pesar de todas las medidas de seguridad, las
manzanas de oro fueron robadas. Sucedio asi.

Euristeo, el rey supremo de Grecia, encargd a Heracles que le trajera
tres manzanas de oro. Heracles visitdo el Caucaso y pididé consejo a
Prometeo.

—No cojas las manzanas ti mismo, —le dijo Prometeo,— porque
cualquier mortal que lo haga caerda muerto en el acto. Convence a algun
inmortal que te las coja.

Heracles se marcho al lugar en que Atlas, el titan rebelde, sostenia
los cielos.

—Si yo te relevo durante una hora, ;estarias dispuesto a coger tres
manzanas del arbol de tus hijas? —le pregunt6d Heracles.

—Desde luego, —dijo Atlas,— si ti matas primero al dragon que no
duerme.

Heracles ech6 mano de su arco y, por encima del muro del jardin,
disparé una flecha contra Ladon. Después se puso detrds de Atlas vy,
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abriendo bien las piernas, tomd todo el peso de los cielos sobre su
cabeza y sobre sus hombros. Atlas trep6 por el muro, robo las
manzanas y le grité a Heracles:

—S1 no te importa, quédate ahi un poco mas, mientras llevo estas
manzanas a Euristeo. Con mis enormes piernas estaré¢ de vuelta en una
hora.

Heracles sabia que Atlas jamas entregaria las manzanas, sino que iria
directamente a rescatar a los demads titanes con el fin de empezar una
nueva revolucion, pero simul6 que le creia.

—Sera un placer, —le contestd,— si tienes la bondad de volver a
sostener el peso un momento, mientras yo doblo esta piel de ledn y me
hago con ella una almohadilla para la cabeza, a fin de estar mas
comodo.

Atlas dejo en el suelo las manzanas e hizo lo que le habia pedido
Heracles. Entonces Heracles cogio las manzanas y se marcho riendo.

—T1 has intentado engafiarme, —le dijo,— pero he sido yo quien te
engafo a ti. {Adios!

De este modo Heracles pudo entregar las manzanas de oro a
Euristeo.
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;CUANTOS HI1JOS TIENE USTED?

Alguien pregunt6 a Leonardo Euler:

—( Cuantos hijos tiene usted?

—Exactamente el numero de veces que el radio calza en la astroide,
lo sabra, —contestod Euler.

(Puedes descifrar esta respuesta?

Deseas calcular la longitud de la astroide de radio 1. Su ecuacion en
el primer cuadrante es la siguiente:

x5 +y% =1, O<x<
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Para mayor facilidad, puedes parametrizar la curva de este modo:
x=Cos°t, y=s9en°t, O<t<7Z.
En efecto, ésta es una parametrizacion de la astroide, pues
T 54\ % 54\ % 2 2
x5 +y3s =(Cos°t)? +(Sen~t)? =Cos“t+Sen-t=1.
jUsa la definicion de longitud de arco que descubriste junto con

Bernhard Riemann!
La féormula que te interesa es €sta:

T2

L=] V&K@ +( ()" .

La longitud de la astroide serd, entonces, igual al valor de la siguiente
integral:
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K

(BCos2t(—5Sent))* + (3Sent(Cost))” dt =

Cost - Sentdt =[12- 35en?t]. =6

Q—nn

12

Anota tu respuesta:

el radio calza en la astroide © veces. [Euler tiene © hijos!

iLa definiciton de Bernhard Riemann resolvio el problema
brillantemente!, ;verdad?.

Euler no se detuvo en el nimero ©, y llegd a tener 15 hijos. Cuando
le preguntaban por la causa de tan abundante progenie, contestaba:

—Me gustan hacer cuentas y contar cuentos. Hacer cuentas matema-
ticas es divertido en solitario, pero los cuentos siempre se cuentan a
alguien. ;Y, como usted puede imaginar, con trece hijos nunca me
quedo sin publico!
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EL NACIMIENTO DE LAKSHMI

En los comienzos de la Creacidn, los Dioses habian notado que sus
poderes estaban empezando a desvanecerse a causa de una maldicion
lanzada por un hechicero. Acudieron a consultar al Dios Supremo,
Visnd, quien les aconsejo que batieran el Océano Celestial para asi
obtener el Néctar Vitalizador.

Los Dioses siguieron el consejo. Pronto las olas comenzaron a
agitarse, y flotando en lo alto vieron una flor de loto. De esta forma
salio la Diosa Lakshmi y, al revelarse su belleza, hasta los Cielos
entonaron canciones de alabanza, y las danzarinas celestiales bailaron
para ella. Todos los rios y arroyos del mundo fluyeron hacia ella, y los
elefantes celestiales absorbieron las cristalinas aguas con sus trompas
para banar a la exquisita Diosa.

114 _\




LA MANZANA DE TYCHO BRAHE

Cuando hubo concluido su bafio, Lakshmi se vistido con ropas y
adornos cuya belleza desafiaba toda descripcion. Entonces el Océano le
ofrecio su regalo particular: una guirnalda de capullos perfumados que
jamas se marchitan. La guirnalda formaba sobre el Océano un arco que
tenia esta forma:

r'
2 0

2

» ®x[km)

ma
o]

8]

(Puedes decir qué area delimitaba y qué longitud poseia la guirnalda de
capullos perfumados?

Primero calcula el area del arco. Se trata de la siguiente integral:

Aarco =2

OL——M\J|E‘

(2— 15 )dx.

Para hallar su valor, usa la técnica de descomposicion en fracciones
simples. Descompén el denominador de la funcion racional en factores
lineales:

__A B
1—x2 7 T+x + 1—x*

iEncuentra los valores de A 'y B!
Hallando el denominador comun, te resultard lo siguiente:
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1 A=x)+B(1+x)
T—x2 T 1—x2

Esto significa que los numeradores deben ser iguales entre si:
A—Ax+B+Bx=1.

Es decir,
-A+B=0, A+B=0.

De aqui deduciras facilmente que
A=B=1.

i Ya puedes integrar!
Obtendras lo siguiente:

JZ Jz
o i 5 AR B IR
Aarco =2 g (2_ 1—x2 )dX—Z g (2_ 2 Hx 2 1_X)0[><—

N

[4x—In(1+x)+In(1-x)],2 =

4 (14 2y n(1 = E)=1.066..km?.

Anota tu primera respuesta:

la guirnalda de capullos perfumados delimitaba 1.060
kilbmetros cuadrados.

iEl método de fracciones simples realizo el calculo de manera simple!,
(verdad?.

Ahora calcula la longitud de la guirnalda. Se trata de la siguiente
integral:

l—guimalda =2 \/1 + ((2 - 1—1<2 )/)2 dx =2 T+ (1f>;z)4 dx.

Qh—um‘t‘
O%—ﬁ[\)‘t‘
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Para calcular esta integral, divide el intervalo [O@] en 10 partes

iguales de longitud O.1- @, y reemplaza el area debajo de la curva por

los 10 rectangulos, cuya base mide O.1- @ y la altura es la ordenada de
la curva.

Ay
b -

_ 4t
51 1?'_1‘“' - x2)4

Asi, la altura del primer rectangulo medira

V2 2
4-(0-01-
J1 + ( z ) km;

(1—(0-0.1.@) 2)4

la del segundo

Ry,

40104

— ﬁz) km;
(1-(101-Y5-) 2y

la del tercero,

V2 2
4.(2:01-—5—
J,l ( 2) km;
(

oo Ly
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etc. Calcula la suma de las areas de estos rectangulos:

9 4-(n-0.1-@)2
Ap=01-J2 -2 |1+ G =2.2629...km=.
=0 (1~(n-0.1-"5—) 2)*

Ahora divide el intervalo |0, | en 100 partes iguales de longitud

0.01- %, y reemplaza el area debajo de la curva por los 100 rectangu-

los, cuya base mide 0.01- @ y la altura es la ordenada de la curva. Asi,
la altura del primer rectangulo medira

V2 12
4-(0-0.01-
J1 ( z) km:
(

00017

del segundo

7
4(1:0.01- 12—
J1+ ( 2 ) km;
(

1—(1-0.01-@) 2)%

etc. Calcula la suma de las areas de estos rectangulos:

Iz
99 4(n-0.01-"5—)?
A1oo=O.O1'\/§'H§O \/1+ ( 7z

1-(n-0.01--5—)2)*

=2.6327...km*=,

Si prosigues del mismo modo, sabras que
L ~2.666...km.

Anota tu respuesta:

la guirnalda de capullos perfumados media 2 kilémetros
con 6o metros.

iLa integral de Riemann resolvid6 el problema brillantemente!,

[verdad?.
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Lakshmi sigue gozando de regalos y atenciones celestiales hasta el
dia de hoy.

Es la Diosa mas popular de la India, pues, cuando se deja convencer
por sus adoradores, les concede dones de amor, riqueza y buena suerte.
Pero, aunque resulta facil atraer sus favores, nada impide que se deje
tentar por otro adorador que se muestre mas expresivo que el primero.
Y cuando ella se va, sus dones suelen irse con ella. A causa de su
volubilidad, se la llama La Inconstante.

Lakshmi es la adorable Diosa que nunca se queda mucho tiempo con
nadie y sigue vagando eternamente.
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LA ULTIMA RUTA

La palabra kamikaze se volvi6 comun durante el final de la Segunda
Guerra Mundial. Se utilizaba para designar al piloto japonés que dirigia
su avion cargado de explosivos, hacia un blanco enemigo, y se estrella-
ba contra €l en una envestida mortal. Preferiblemente se lo hacia contra
un barco de guerra.

A Asakka Kobayashi se le designd como piloto suicida. Un dia del
afio 1945, estando ya en la cabina de mandos de su avion en Tokio,
esperaba la orden de despegue para emprender una mision de la que
sabia que no iba a regresar. El piloto tenia ante sus ojos la trayectoria de
su ultima ruta. Tenia la forma de la funcion arco coseno:
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¥ (100 km)

objefive &g -cmananianaann 3

0 x(100 k)
T T }
-1 0 1 2

(Puedes decir qué longitud tenia la ultima ruta del piloto kamikaze?

Se trata del siguiente limite:

L =lim é JAX)Z+(Ay)? .
Para calcularlo, divide el intervalo [-0.99,1] en 10 partes iguales de
longitud 0.1-1.99, y reemplaza la curva por las 10 cuerdas. Asi, la
longitud de la primera cuerda medira

J(01+1.99)2 + (arc cos (- 0.99) — arc cos (— 0.99 + 0.1-1.99))?

centenas de km; la de la segunda cuerda,

\/(0.1 +1.99)? + (arccos (— 0.99+0.1-1.99) —arccos (— 0.99 + 2+ 0.1-1.99))?

centenas de km; la de la tercera,

J(0.1-1.99)% + (arccos (—0.99 + 2+ 0.1-1.99) - arc cos (— 0.99 + 3-0.1-1.99))?

centenas de km; etc.
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objetivo

y (100 km)

Y=AICCos X

x (100 krm)
_’ T T T T )‘
-1 -0.8-0.6-0.4-0.2 1002040608 1 1.21.4

iProcede a calcular la suma de estas longitudes!

9
Lo=2% \/(0.1 -1.99)? + (arccos (—0.99+n-0.1-1.99) —arc cos (— 0.99 + (n+1) - 0.1:1.99))% =

~3.6651.

Ahora divide el intervalo [-0.99,1] en 100 partes iguales de
longitud 0.01-1.99, y reemplaza la curva por las 100 cuerdas:

99
L1oo =H§O ‘/(0.01 1.99)% + (arccos (—0.99+n-0.01-1.99) —arc cos (—0.99 + (n+1) - 0.01-1.99))* =~

~3.6777.
Si prosigues del mismo modo, sabras que

Lruta = 5-6782 * 1OO km-

Anota tu respuesta:

la Ultima ruta del piloto kamikaze mide 267 kilbmetros

con 620 metros.
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iLa definicion de Riemann resolvido el problema brillantemente!,
(verdad?.

Asakka Kobayashi cuenta:
—Los motores ya estaban calentando cuando llegé la noticia de que

Japon se habia rendido y que debia abortar la mision.
No hay enemigos externos. jEI inico blanco enemigo al cual necesi-

tas estrellar es tu ego!
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LA MARIQUITA

En un espléndido dia de verano, unas nifias se preparan para saltar a
la soga. Una mariquita, que estd en un extremo de la soga, piensa:
“1Qué comodo este puente! Por ¢l cruzaré al otro lado sin dificultad.”

Y empieza la travesia. Si las dos nifias que sostienen la soga se
encuentran a una distancia de 2 metros la una de la otra, y el punto mas
bajo de la soga se halla a la altura de 1 metro del piso, ;puedes decir qué
tan largo serd el camino de la mariquita?

Para calcular la longitud de la soga, utiliza el siguiente conocimiento
de la fisica:

La ecuacién de la curva, asumida por una cadena flexible
y uniforme que cuelga bajo su propio peso es
y= g—a(@ax + ™), donde y(0)= é

Esta curva se denomina catenaria, por la palabra latina cadena, que
significa catena. ;[Cudl es la ecuacion de la catenaria en el caso de la
mariquita?

Primero descubre el valor del parametro a:
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y(0)=%=1.
Por lo tanto,

a=1.

y(m)

=1 1

Es decir, la ecuacion de la catenaria que tiene que recorrer la mariquita
es la siguiente:

y=z(e +e™).

Como la curva es simétrica, es suficiente que calcules la longitud de su
mitad positiva:

y=75(e+e™), O<x<Im. )

Entonces, la longitud de la soga sera igual a la siguiente integral:

1

L= 2£ JT+ Y () dx.
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iEncuentra la derivada de la funcién (*)!
Realiza el calculo:

(ex+5’X )/ _ ef=e™

2 2

Ahora puedes conocer la parte principal de la funcién integrando:

X

ef—e” e 4246 e‘+e*
T+ (x)? = 1+(5) 2 =——=(=F)~.

Reemplaza esta expresion en la formula de longitud:

! —X 1 X —X
L=2] (5 k=2 ] SFax=le* + e*Jp=c~7 =
2.550...m.

Anota tu respuesta:

la s0ga mide 2 metros con 35 centimetros.

jLa integral de Riemann resolvio el problema brillantemente!,
(verdad?.

Pero, antes de que la mariquita haya realizado la mitad de la travesia,
las nifias empezaron a girar la soga. jQué agitacion, qué desasosiego!

—¢Qué sera de mi? —penso la mariquita, y en ese mismo instante
salié volando por los aires. jSolo entonces recordd que tenia alas!

Las tribulaciones de la vida tienen por objetivo hacerte acuerdo que
sabes volar.
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El CABALLO VOLADOR

Sucedié una vez que un emperador chino condend a muerte a su
primer ministro. El dia en que el primer ministro iba a ser ahorcado, el
emperador fue a verle para despedirse.

Cuando llego a la celda, vio que el primer ministro estaba llorando.

—FEres un hombre valiente, —dijo el emperador,— no puedo creer
que estés llorando porque vas a morir esta tarde. ;De qué se trata?

—No es mi muerte, —dijo el primer ministro,— porque el hombre
tiene que morir algin dia; pero estoy llorando porque he visto su
caballo ahi afuera.

—Debido al caballo? ;Por qué?

—Toda mi vida he estado buscando este tipo de caballo porque
conozco un antiguo secreto de cdmo ensefiar a volar a un caballo; pero
solo a un tipo en particular. Este es el tipo, y éste es mi ultimo dia. No
estoy preocupado por mi muerte, sino porque un antiguo arte se perdera
conmigo. Por eso estoy llorando.

El emperador se excit6 mucho.

— Cuantos dias tardarias? —pregunto.

—Por lo menos un afo, y este caballo empezaréa a volar. Incluso le
puedo mostrar la curva que describird en el aire. Sera ésta:
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A vlkm) - 3-arcsen le’], 0=x=3
i J-arcsen (&™), 3 S xS 4

LT

(Puedes decir qué longitud recorrera por el cielo el caballo volador?

Como la curva es simétrica respecto del punto x = 3, puedes calcular
tan solo la mitad de la trayectoria celestial. Se trata del siguiente limite:

n

L=lim J(AX)? +(Ay)? .
Para calcularlo, divide el intervalo [0,3] en 10 partes iguales de
longitud O.1- 3, y reemplaza la curva por las 10 cuerdas. Asi, la longitud
de la primera cuerda medira

«/(0-1 -3)% +((3—arcsen(e0)) — (3 —arcsen(e 0?))?* =

\/(0.1 -3)* + (arcsen(e©) —arcsen(e 0?))* km;

la de la segunda

\/(0.1 +3)% +((3—arceen(e0'°)) — (3 —arcsen(e 201%))% =

J(0.1-2)2 + (arceen(e°?) — arceen(e #°1?))? km;

la de la tercera,

\/(0.1 - 3)? + (arceen(e ) — arcsen(e>0"%))* km;
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iAhora calcula la suma de estas longitudes!

9
Lo=2% \/(0.1 -3)? + (arceen(e ') — arcsen(e (MO 2 ~ 3.6721,

Luego divide el intervalo [0,3] en 100 partes iguales de longitud
0.01- 3, y reemplaza la curva por las 100 cuerdas. Asi, la longitud de la
primera cuerda medira

J(0.01 -3)* + (arceen(e ™) — arcsen(e0))* km;

de la segunda,

J(0.01-3) + (arcsen(e 0%") — arcsen(e 2°92))? km;

de la tercera,

J(0.01-3)? + (arcsen(e 2°°") — arcsen(e >°°%))? km;

La suma de estas longitudes sera igual a
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99
Lioo=2 \/(0.01 - 3)? + (arceen(e™03) — arcsen(e MNO0E)) 2 ~ 3 5918,
Y del mismo modo sabras que

Liooo = 3.6925,
L trayectoria = 2+ 2.6925 ~7.5565 km.

Anota tu respuesta:

el caballo volador recorrera por el cielo 7 kilbmetros con
265 metros.

iEl método de rectificacion resolvido el problema brillantemente!,
(verdad?. (En este caso también podrias obtener la respuesta usando
técnicas de integracion).

—Te pondré en libertad un afio, —dijo el emperador al primer
ministro.— Pero recuerda: si en un ano el caballo no vuela, seras
condenado de nuevo y ahorcado. Y, si el caballo vuela, serds perdonado
y te daré la mitad de mi reino. jPorque seré el primer emperador de la
historia que tiene un caballo volador! Asi que sal de la prision y no
llores.

El primer ministro se mont6d en el caballo y fue a la casa feliz y
riéndose. Su mujer estaba llorando.

—La noticia ha llegado antes que ta, —le dijo,— pero ;solo un afio?
Y sé€ que no conoces ningun arte, y este caballo no puede volar. Esto es
solo un truco, un engafio, asi que si pudiste pedir un afio, ;por qué no
pediste diez afnos?

El primer ministro dijo:

—iEso seria demasiado! El caballo volando ya es demasiado, y
luego pedir diez afios habria sido obvio que era un truco. jPero no
llores!

—Me entristece todavia mas que estaré viviendo contigo y despues
de un afio te ahorcaran. jEste afio va a ser un tormento!

El primer ministro dijo:

—Abhora te diré un antiguo secreto que no conoces. En este afio el
rey puede morir, el caballo puede morir, yo puedo morir. O, —;quién
sabe?— jpuede que el caballo aprenda a volar!

El hombre vive mediante la esperanza.
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UNA LINEA EN EL VACIO

Arthur Eddington'' se paseaba con un amigo por la playa. De pronto
tomo una concha y trazé una linea en la arena.

—¢Cuanto mide esta linea? —pregunto.

La linea seguia la ecuacion

y=sen(x?), O<x< /@ m,

de modo que el amigo tuvo que ponerse a pensar. jAyudale en esta
dificil tarea, por favor!

jUsa la definicion de longitud de arco que descubriste junto con
Bernhard Riemann! La férmula que te interesa es ésta:

L =E 1+ (y'(x))? dx.

" Astrénomo vy fisico britanico que vivio en los afios 1882-1944.
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Como

y'(X)=2xcos(x?),

la longitud de la linea, trazada en la arena, sera igual a

/T
L= g J1+4x% cos?(x?) dx.

Como esta funcion no tiene primitiva elemental, jrealiza el célculo de
las sumas de Riemann!

Primero divide el intervalo [O, /7 ] en 10 partes iguales. Entonces,
la suma de las areas de los diez rectangulos sera la siguiente:

9
Ao=0NJT 2 [1+4(0.1 /T n)* cos?((01 /T n)?) =25971..m.

Abhora divide el intervalo [O, /7 ] en 100 partes iguales. Sabras que

29
Ao =001T % J1+4(0.01/T n)? cos?((0.01/T n)?) =2.806...m.

Si procedes del mismo modo, averiguaras que
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999
Atooo =0.001/T 2 / 1+4(0.001 /7 n)? cos?((0.001 /7 n)?) =2.827..m,
n=l

etc.
A y(m)
y = /1+4x2cosyx?) [!
31 i
:
I
I
:
21 :
|
|
I
I
I
|
|
1 - l
|
|
I
I
:
2 1 : )tl[m])*
0 ] vy 2

Anota tu respuesta:

Eddington trazé una linea de longitud 2 m &3 cm.

jLa integral de Riemann resolvio el problema brillantemente!,
(verdad?.

—La linea que trazaste mide 2 metros con &3 centimetros, —dijo el
amigo.

—iNo es cierto! —exclamo6 Eddington, alborozado.— Esta linea,
aunque parezca larga, no mide nada, pues estd trazada en la arena, y
entre granos de arena hay vaci6. jNo puedes trazar una linea en el
vacio, porque el vacio la engullira!

Los que viven en el cuerpo, trazan la trayectoria de su vida en la
arena.
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Seccion IV

Areas en coordenadas polares
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EL VERGEL DEL REY

Una vez vivia un rey cuyo vergel tenia la forma del numero &:

A yikm)
yl

p(B)= 3 VcosZ8

Y es que el jardinero lo habia disefiado siguiendo la lemniscata de
Bernoulli.

Un dia el rey convocd a todos los sabios del palacio y les hizo esta
pregunta:

—(Qu¢ area abarca mi vergel?

Los sabios tuvieron que ponerse a pensar. ;Les ayudas?
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El vergel tiene la forma de la lemniscata de Bernoulli, asi que su
ecuacion en coordenadas polares es

o(0)=3\cos20 km, O<0<2n.

¢ Cémo calcularias su area? Jacques Bernoulli encontré un método para
hacerlo. Su idea es la siguiente.
Si una curva viene dada por la ecuacion

p=p(0), 00<0<0,.

Bernoulli descompone el sector, definido por los radios polares de
angulos 0o y 0,, en sectores elementales por los radios intermedios 6,
0., ..., 8,. Entonces, el area de un sector cualquiera, limitado por dos
radios consecutivos 0y y 0,4, quedara comprendida entre las areas de
los dos sectores circulares de la misma abertura (6, — 0y.1), cuyos radios
sean el minimo m, y el maximo M de la funcion p(0) en el intervalo
[0y, Ovs1]. Y, como los valores de estas areas son

Amin = %mf(ek - 9k+1), Améx = %ME(Qk _6k+1),

el area del sector que queremos cuadrar debera cumplir la condicidén

n— n—1
k§O %H’]E(@k - 9k+1)S A SkZ:O %ME(QK - 9k+1)~

Ahora Bernoulli hace crecer indefiniddamente el ntimero de radios
intermedios, de modo que (6y—0,.) tienda a O; entonces, las dos

sumas anteriores deberan tender al limite comun A, que es la integral
definida

>
=

—

A=2 | p?(0)do.

)

0

Anota el hallazgo de Jacques Bernoulli:
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si una curva en coordenadas polaree obedece a la
ecuacion p=p(6), 0o <0<0,, su area se calcularé por
la siguiente formula:

A=2

D
=

—

p2(0)d0.

>

0

iAplica este resultado para conocer el area del vergel del rey!
En este caso

(3Jc0520)2d0=15 i c05 2640 = 9[56H20]§ = 9km?,

Q=[x

A=2%

Anota tu respuesta:

el vergel del rey abarca 9 kilbmetros cuadrados de

superficie.
iLa integral de Riemann resolvio el problema eficazmente!, ;no crees?.

—Tu vergel abarca 9 kildmetros cuadrados de superficie, majestad,

—djijeron los sabios.— Asi lo afirma la ciencia.
—iMuy extrafio! —djijo el rey.— A mi me parece que una figura que
tiene la forma del nimero &, deberia de abarcar un area de & kilémetros

cuadrados, y no de 9.
Se quedo pensando en el misterio, y lo sigue haciendo hasta ahora.
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Seccion V

Longitud en
coordenadas polares
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LA HORMIGA EN LA PAJITA

Una mafana Albert Einstein estaba sentado en el umbral de su casa.
Vio en el suelo una hormiga, tomo6 una pajita y esper6é que la hormiga
se trepara sobre ella. Acerco sus dedos a ella y empezé a girar la pajita
con velocidad angular constante, permaneciendo siempre en el plano
horizontal. La hormiga empezd a desplazarse por la pajita, también con
una velocidad constante. Al finalizar la vuelta, la viajera se encontraba
a la distancia de 10 centimetros del origen.

—(Qué distancia crees que recorriste? —preguntd Einstein a la
hormiga.— ;Tan solo 10 centimetros o algo mas?

La hormiga tuvo que ponerse a pensar. jAyudale en esta dificil tarea,
por favor!

Deseas calcular la longitud de la espiral de Arquimedes. Su ecuacion
en coordenadas polares es la siguiente:

p=al, 0<0<2m.
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En el caso de la hormiga la ecuacidén adquiere la siguiente forma:
p=160, O<0<2n.

(De este modo, cuando el angulo se hace igual a 27, el radio polar
mide, aproximadamente, 10 centimetros).

(Como calcularias la longitud de la espiral? Jacques Bernoulli te
sugiere el siguiente método.
Si una curva viene dada por la ecuacion

p=p0), 00<0<0,,

dice Bernoulli, su longitud puede ser calculada por la formula conocida

0
L=1 (07 + (v ()7 d.
Pero en este caso

x(0)=0(0)cos 0, y(0)=p(0)send,
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de modo que
x'(0)=—p(0)senf+ ' (0)cosl, y'(0)=p(0)cosl+p'(0)send.
iEleva al cuadrado las dos expresiones! Descubriras que
(x'(0))? =(—psend + o' cosl)? =
0%sen?0+(0")? cos?0— 200" (0)sent cos 0,
y que
(y'(0))? =(pcosl +p'senl)= =
0% cos?0+(0")?sen?0+ 200" senl cos 0.
Entonces, la suma de estas dos expresiones serd igual a
(x'(0))* +(y'(0))* = 0% +(0")".
Junto a Jacques Bernoulli acabas de descubrir lo siguiente:

si una curva en coordenadas polaree obedece a la
ecuacion p=p(0), 0o <0< 0y, su longitud se calculara
por la siguiente formula:

0
L=1 Jp?(0)+(p")(0) 40,

iAplica este resultado para conocer la longitud de la espiral de la
hormiga en su primera vuelta!
Solo tienes que hacer uso de la formula p = 1.66. Obtendrés:

Leepiral :(f \/,02(0) + (p’)Z(Q) 40 =

27 27
£J2.56-02+2.56 40=16 Cf) JO?+140.

Segun la tabla de primitivas,
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JOP47d0=2[007+71 +in(0+ V7 +1)] =
iy 4An? +1 + % In(2n+ J4An? +1)=21.256....

Ya lo sabes:

]

L eopiral = 1.6+ 21.250 ~ 34.01¢cm.

Esta distancia es el resultado del movimiento conjunto de la hormiga y
de la pajita. Y también conoces la trayectoria que recorrid la hormiga
por sus propias fuerzas:

Lhormiga =10cm.

Anota tu respuesta:

por s misma la hormiga recorrié 10 centimetros; pero,
gracias al movimiento giratorio, s¢ ha desplazado 254
centimetros.

i Ya sabes calcular longitudes de curvas en coordenadas polares!

—Como pueden 10 centimetros ser iguales a 34? —se preguntaba
Einstein, perplejo.

Como resultado de sus deliberaciones naci6 la Teoria de la
relatividad.

—Todo lo visible es relativo, —explicd Einstein a los amigos,—
depende de como lo miremos.

—¢Y no hay nada Absoluto? —le preguntaron.

—Si, lo hay, —dijo Einstein:— la Comprension.

iEl Que Comprende un espectaculo relativo debe de ser Absoluto!
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EN LA PISTA DE CARRERAS

En esta pista de carreras los carros deportivos prueban sus poderosos
motores. La autopista tiene la forma de una cardioide cuya ecuacion en
coordenadas polares es

0(0)=2(1+cos0)km, O<0<2m.

Para ser calificado para participar en la siguiente competencia, el carro
debe desarrollar una minima velocidad de 240 km/h. Un deportista
acaba de recorrer la autopista en & minutos con 4& segundos. ;Crees
que quedo calificado para competencia?

Como recordards, la longitud de una curva en coordenadas polares se
calcula por la férmula

0

L=1Jp*(0)+(p")(0) d0.

6]
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y(km)

En este caso
0'(0)=—2send,

y, por lo tanto, la integral que te interesa calcular es la siguiente:

L= 2;@ \/4(1 +0050)? + (—2sen0)?(0) d =42 Z J1+cos0 do.

Para lograrlo, grafica la funcion integrando. Divide el intervalo
[0, 7] en 10 partes iguales de longitud O.1- 7, y reemplaza al 4rea debajo
de la curva por los 10 rectangulos, cuya base mide O.1- 7 y la altura es la
ordenada de la curva. Asi, la altura del primer rectangulo medira

J1+cos (0.1) km;

del segundo,
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J1+cos(0.2m) km;

del tercero,

\/1 +c0s5(0.51) km;

etc.
A
24 ykm
NG y=V1+ cosf
1 -
0 | Bkm -

0.1x X

Procede a calcular la suma de las areas de estos rectangulos:

10
Ap=01-m-2 J1+cos(0.1-nm) =2.60...km=.

Del mismo modo calcula las sumas mas finas:

100
Ao =0.01-1- 21 J1 +c05(0.01-nw) =2.8061...km?,

1000
Atooo =0.001-7- X [1+¢c05(0.001 - nm) =2.8262...km?,

etc. Si perseveras, sabras que el valor del limite de estas sumas es de
2.6284... km. Entonces, ya conoces la longitud de la pista de carreras:

Lyista =442 - 2.8262=15.987... 216 km.
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Por lo tanto, la velocidad promedio del auto es

v= g2t ~ 252,76 km/h.

Como esta cantidad es mayor que 240 km/h, ya lo sabes:
el auto califico para participar en la competencia.

iComo puedes ver, la integral de Riemann ayuda eficazmente al
deporte!
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Seccion VI

Volumen de revolucion
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SARASVATI, DIOSA DE LA SABIDURIA

El rio Sarasvati, en el norte de la India, es la encarnacion terrenal de
Sarasvati, Diosa de la sabiduria. Ella invento el idioma sanscrito y la
escritura devanagari en la que se escriben el sanscrito, el hindi y otros
idiomas hindues. Es también la patrona de las artes, las ciencias y el
lenguaje.

Sarasvati es eternamente joven, de elevada estatura, piel clara y tiene
cuatro brazos. Acostumbra a sentarse sobre una flor de loto, y toca un
instrumento de cuerda llamado vina, que al parecer invent6 ella misma.

Sarasvati es la esposa de Brahma, el Espiritu Supremo, y vive con ¢l
en Brahmalok. Se dice que Brahma hizo crecer sus tres cabezas
adicionales para poder mirarla estuviera donde estuviera, de tanto como
la amaba.

Pero el matrimonio no siempre ha sido apacible. En cierta ocasion,
Brahma se encontraba preparando un importante sacrificio religioso y
envio un mensajero en busca de Sarasvati, que se retrasaba en llegar.
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—No estoy vestida, —respondido Sarasvati,— y, ademas, tengo
varias cosas que hacer antes de que pueda participar en el sacrificio de
Brahma. Asistiré mas tarde, en compafia de Lakshmi, Parvati e Indrani,
esposas de los otros dioses.

El mensajero regres6 a informar a Brahma de la respuesta de su
esposa. El Dios se indignd ante la arrogancia de Sarasvati, sobre todo
porque el sacrificio debia realizarse en un momento adecuado y preciso.
Se volvio a Indra y le dijo:

—Ve a buscar una sustituta para Sarasvati, pues no puedo llevar a
cabo el sacrificio sin una esposa a mi lado.

Indra parti6 para cumplir la orden y, habiendo encontrado una
lechera muy bella y piadosa llamada Gayatri, le dijo que la necesitaban
como esposa para Brahma y la llevé a Brahmalok. Alli la vistieron con
lujosos ropajes, decorados con maravillosas gemas, y la sentaron en el
pulpito nupcial con la aprobacion de todos los dioses.

La ceremonia matrimonial estaba a punto de concluir cuando llega-
ron Sarasvati, Lakshmi, Parvati e Indrani en una carroza tirada por un
cisne celestial. Cuando las cuatro diosas descendieron del carruaje,
Sarasvati descubridé con asombro que Brahma acababa de casarse con
otra, y se enfurecid tanto que reprendid a su esposo en publico:

—(Es posible que tu, Brahma, padre de dioses y sabios, seas capaz
de tomar una segunda esposa, viviendo aun la primera? ;Y, ademas, en
presencia de todos estos dioses y santos? jNo creo que se encuentre otro
esposo tan infiel en toda la Esfera de la Creacion!

Sabiendo que la Esfera de la Creacion posee un diametro de
20000°000000 kilometros, ;puedes decir de qué volumen esta
hablando Sarasvati?

Te interesa calcular el volumen de wuna esfera de radio
10000000000 kilémetros, pero Johannes Kepler te sugiere determi-
nar el volumen de una semiesfera genérica de radio R. Para producirla,
Kepler toma la cuarta parte OAB de un circulo de radio R, y la hace girar
sobre su base OA. Para hacer posible el calculo, Kepler divide la base
en n segmentos, todos de la misma longitud +, y representa a OAB
como una reunion de los siguientes rectangulos:
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A

Kepler considera que, al hacer girar la reunion de estos rectdngulos
alrededor del segmento OA, se obtendra una buena aproximacion del
volumen de la semiesfera.

Kepler presta atencion al k-ésimo rectangulo, Ry. Su altura es hy, vy,
al girar, éste engendrard un cilindro de volumen V. ;Cémo determina-
rias ese volumen? Asi:

R
Vk=7[h5-7.

Por el teorema de Pitagoras, la altura del rectangulo h, puede ser
conocida a partir de la relacidon

ht =R2—(%R)2,
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Por lo tanto, el volumen V| poseera el siguiente valor:

Vi =5 [R? - (£R)?].
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En otras palabras,
e ()

Entonces, el volumen de la semiesfera serd igual a la suma de estas
expresiones:

5 & 2

Veemieafera = nKT %(1 2 )

iSolo tienes que calcular esta suma!
Para lograrlo, Kepler recuerda la formula que permite conocer la
suma de los cuadrados de los primeros 1 nimeros. Es ésta:

”z‘sz _ (n—1)nézn—1) -
k=0
Gracias a ella, Kepler ya sabe que
_ i) 1 1
V semiestera = TR (1 -zt~ W)

El matematico aleman considera que, para valores muy grandes de h,
los dos tltimos términos pueden ser despreciados, pues tienden a O.
Entonces, el volumen de una semiesfera ya no es secreto para ti:

2 03
Vsemiestera = ENR .

Y, por supuesto, el volumen de una esfera serd el doble de esta
cantidad:

Vestera = %HR5
Esta es la respuesta de Johannes Kepler:

el volumen de una esfera de radio R excede al cubo de su
radio %n veces:
4
Vestera = 3”'25

. Te gusto la manera de Kepler de determinar el volumen de una esfera?

iEs genial!, ;verdad?.
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iAplica este descubrimiento a la Esfera de la Creacion! Como su
diametro mide 20000’000000 de kilémetros, ya lo sabes:

2 2
V Esferadelacreacion = ERRE =3n (1010)5 ~2.1:10%%km?,
Esta es tu respuesta:

la Esfera de la Creacion contiene, aproximadamente,
2.1.1029 kilbmetros clbicos de volumen.

iDe ahora en adelante siempre podras calcular cuanto espacio encierra
una esfera!

Abochornado, Brahma explico que se habia casado con Gayatri solo
porque necesitaba una esposa para el sacrificio y Sarasvati se habia
negado a acudir.

—iPerdoname esta ofensa, Sarasvati, y nunca mas sufriras otra!

Pero la Diosa no estaba satisfecha.

—Poseo muchos poderes, logrados mediante el estudio y la concen-
tracion, y voy a utilizarlos para maldeciros a ti y a tus complices en esta
fechoria.

Y, a pesar de que cumplié su promesa, con el tiempo perdond a
Brahma y volvio a vivir a su lado.
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EL COCO

Desde lo alto de un cocotero, un mono arrojé6 un coco sobre la
cabeza de un sufi.

Sabiendo que el coco posee un diametro de 10 centimetros, ¢puedes
decir qué volumen fue arrojado sobre el santo?

Te interesa calcular el volumen de una esfera de radio 10
centimetros. Recuerda la formula que descubriste con Johannes Kepler:

el volumen de una esfera de radio R excede al cubo de su
radio %n veces:
4 03
Vesfera = 57'5R .

iAplica este descubrimiento al fruto tropical!
Obtendras lo siguiente:

vGOGO = %TL’RS = %TC '(5)5 =~ 525-6 cmS-
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10ecm

Esta es tu respuesta:

el coco contiene, aproximadamente, 523.6 centimetros
cUbicos de volumen.

iLa formula de Kepler resolvio el problema brillantemente!, ;verdad?.

El sufi no se enfad6. En vez de ello recogid el coco, bebio el dulce
jugo, comio la pulpa y se hizo una escudilla con la céscara.
iLos hechos de la vida dependen de tu interpretacion!
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EL POLLO Y EL CASCARON

En una espléndida mafiana un pollo se encontraba dentro de un
huevo blanco. Era un magnifico huevo en forma de un elipsoide de
revolucion, cuyos diametros median © y 3 pulgadas.

5 plg
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—iCreo que ya es hora de que salga del cascaréon! —exclamo el
pollo.— Pero antes me gustaria saber qué volumen encierra esta
morada mia. {No creo que contenga mas de 20 pulgadas cubicas!

(Estas de acuerdo con esta apreciacion?

Te interesa calcular el volumen del huevo. Pero, si deseas, puedes
determinar el volumen de un elipsoide de revolucion genérico, cuyos
semiejes miden a y b unidades.

Esto quiere decir que, entre las coordenadas x e y de los puntos de la
elipse que lo engendra, siempre se cumple la siguiente relacion:

%2 yz

2zt =1
Para producir el elipsoide, toma la cuarta parte OAB de la elipse, y hazla
girar sobre su base a. Para facilitar el calculo, divide la base en h
segmentos, todos de la misma longitud Ax,,= %, y representa a OAB
como una reunion de los siguientes rectangulos:
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— +

o SR

AN
- a A
F

Al hacer girar la reunion de estos rectdngulos alrededor del segmento
OA, se obtendra una buena aproximacion de la mitad del volumen del
elipsoide.

Presta atencion al k-ésimo rectangulo Ry. Su altura es vy, y, al girar,
éste engendrard un cilindro de volumen V. ;A qué serd igual su
volumen? Al producto de la base por la altura. Y, como su base es un
circulo de radio yy, puedes escribir:

Vi = myZ - Axy.

Entonces, el volumen V del elipsoide poseera el siguiente valor:
a
Vc[ipaoida =2n (j)yZdX-

iSolo tienes que calcular esta integral!
jUsa la ecuacion del elipsoide para expresar el cuadrado de la
coordenada y en términos de la coordenada x! Obtendrés:

2

yr=b*(1-22).

Ya puedes conocer el valor de la integral:

Velipsoide = 2T (f)yzdx =27 é b?(1- :—Z)dx -
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27b2| x - 5%}2 =2nb?(a— ;—:g)z Znab®.

iEl elipsoide de revolucion te revelo su secreto! Es este:
Velipeoide = 2nab® - % = %71'2][72.
Anota tu hallazgo:

el volumen de un elipsoide de revolucion de semiejes a'y b
(donde a es el eje de rotacion) se calcula por la formula
4 2
Velipsoide = 37'5317 .

iEl Célculo Integral resolvi6 el problema brillantemente!, ;verdad?.
iAplica este descubrimiento al cascardn del pollo! Averiguaras lo
siguiente:

Vessoarin = 2nbPa x5 .514.2515% ~ 2355 plg®.
Esta es tu respuesta:

el cascarén contiene, aproximadamente, 23.5 pulgadas
clbicas de volumen.

iLa curiosidad de nuestro protagonista ha sido satisfecha!

El pollo dio unos picotazos a la céascara blanca y salié del huevo.
Ahora se encontraba en una habitacion cuyo piso, paredes y techo
también eran completamente blancas.

Desconcertado, el pollo exclamo:

—¢Como? ;Otra vez?
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LA NARANJA Y EL MANGO

En una huerta, un mango colgaba de un gran arbol, y una naranja
hacia lo propio de un arbol de al lado. Ambos frutos estaban maduros y
jugosos, a punto de ser cogidos y llevados a la boca.

—Yo tengo mas pulpa que ti, —dijo, de pronto, el mango a la
naranja.— jDoy mads placer al mundo!

—iNo es cierto! —objetd la naranja.— Yo siento que en mi hay mas
volumen que en ti.

El mango tenia la forma de un elipsoide de revolucién, y la naranja,
como de costumbre, era completamente redonda. Si los diametros del
mango miden 10 y 7 centimetros (el eje de rotacion es el que mide 10),
y el diametro de la naranja mide & centimetros, ;puedes decir cual de
las dos frutas tiene razon?

ijAplica la formula de Johannes Kepler para conocer el volumen del
mango! En seguida sabras que

Vinango = 2mab% = 5 - 3.14.5.3.5% =~ 256.6 cm?.

160 _\




LA MANZANA DE TYCHO BRAHE

Abhora calcula el volumen de la naranja:
Vnaranja = %nﬁz = % + 31445 ~ 268 cm?.
Esta es tu respuesta:

la naranja posee mas volumen que el mango.

iE1 método de integracion resolvid la disputa brillantemente!

(Has observado que las frutas compiten entre si para satisfacerte?
Eres el fruto de la vida, y para las naranjas y los mangos no hay mas
placer que estar en tu boca. Desean que tu vida fructifique, que, al
hablar, tu boca esté llena de gusto.

iAprende a escuchar esas silenciosas disputas! Las frutas las realizan
en voz baja, para no perturbar tu tranquilidad. Pero, si les prestas
atencion, comprenderas el gran amor que la Existencia siente por ti. Y,
entonces, en tu vida también se produciran hermosas flores y frutos.
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LA MANZANA DE TYCHO BRAHE

—iUn momento! —dijo Johannes Kepler, deteniendo la mano de
Tycho Brahe quien estaba llevando una manzana a la boca.

—¢Qué pasa? —preguntd Tycho Brahe.

—¢(No le parece que un cientifico no deberia comerse una manzana
sin antes averiguar su volumen? —dijo Kepler.— ;No le gustaria saber
con exactitud qué cantidad de jugosa pulpa estd usted a punto de
saborear?

—Bueno, creo que si, —contestd Brahe, un tanto desconcertado.—
iPero no sabriamos calcular el volumen de esta manzana!

—iSi que lo sabemos hacer perfectamente! —exclamoé Kepler.— En
estos dias se me ocurri6 un método maravilloso para calcular
volumenes de sélidos de revolucion.

Y dio al sorprendido Brahe la siguiente explicacidon. jAyudale con
ella, por favor!

Kepler realiza las mediciones necesarias. Averigua que la forma de

la manzana de Tycho Brahe se obtiene haciendo girar alrededor del eje
vertical un pedazo de la circunferencia
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si las magnitudes x e y se miden en ufias'>. Para producir la manzana,
Kepler toma la parte OAB de la circunferencia, y la hace girar alrededor
del segmento vertical OA. Para facilitar el calculo, Kepler divide el
segmento OB en n segmentos, todos de la misma longitud Ax, y
representa a OAB como una reunion de los siguientes rectangulos:

(x=12+ye= 14

2Una ufia equivale a 1.2 cm.
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El matematico aleman considera que, al hacer girar la reunion de estos
rectdngulos alrededor del eje y, se obtendra una buena aproximacion de
la mitad de la manzana.

Kepler presta atencion al k-ésimo rectangulo, R,. Su altura es yy, v,
al girar alrededor del eje y, éste engendrara una capa cilindrica de
volumen V.

v A

>

Puedes determinar ese volumen asi:

Vie=1u(xg —Xi1) .

Representa a la diferencia de los cuadrados de este modo:

X —xEy =(xk = Xi) (X + X1t )= 2 Xk+2Xk_1 =2Ck Ax.

Aqui el punto &, es el punto medio del intervalo [x,_i,x ], pues

+ Xj—
fk — Xk 2><k 1 '
Por lo tanto, el punto &, pertenece al intervalo [x,_1,x¢], y, cuando Ax

tiende a O, puede ser tomado como el punto x,. Kepler ya sabe,
entonces, que el volumen V posee el siguiente valor:
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Vk = 2727X|< *Yk * AX.

Y, por supuesto, el volumen de la manzana sera igual al doble de la
integral de esta expresion:

5 5
Vmanzana = 41 j Xydx =4 j X, 16— (x—1)% dx.
0 0

Para calcularlo, realiza el cambio de variable
x—1=1t.

Ahora puedes escribir la integral asi:

4
Vimanzans = 47 | (t+1)16-12 4t
4

Y también asi:

4 4
—1 -1

Gracias al Teorema Fundamental del Calculo, sabes que la integral
de una funcion es siempre la antiderivada de esa funcion. ;Qué es la
antiderivada? Es aquella funcidon cuya derivada es la funcion dada.

(Cual es la antiderivada de la funcién ty16—1t2 ? Por supuesto: la
funcion — /(16 —t2)° , pues
—L J(16-1t2)%) =—= . 2. (-2t) /16 -1% =tJ16-t2.

Anotalo:

4njt1/16 t2 de= |4 [(16-12)° | *=201/15 .

.Y cual es la antiderivada de la funcién 16 —-t2 ? jEs la funcion
Zt1/16—t? + Barcsens! Andtalo también:
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4
47 | 1612 dt=47z[%t 16—t +<‘5ar066n%} 41 .
-1 -
jDesarrolla esta expresion! Sabras que

4
47 | 16—t dt = 4n[ £ /15 +Barcsen! —Barcsen(—~+)].
4

jCalcula los valores implicados! Obtendras:
An[+ /15 +Barceen! — Barceen(— )] =4n[£ /15 +4n+2.02].

Todo esto significa que el volumen de la manzana es igual a lo
siguiente:

V mangans = 20715 + 41 16.523 ~ 451 ukas?.

Esta es la respuesta de Johannes Kepler:

la manzana de Tycho Brahe contiene 451 ubias cubicas
de deliciosa pulpa.

iEl método de integracion reconstituye el volumen de una manzana de
una manera genial!, ;verdad?.

—iMaravilloso! —exclam6é Tycho Brahe, una vez que Kepler
terminé su explicacion.— Ahora estoy seguro que me comeré 451 unas
cubicas de manzana, ni mas ni menos.

Gracias a Johannes Kepler en la ciencia se abrid una nueva puerta: la
del Célculo de volimenes de solidos de revolucion.
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Seccion VII

Curvas paradojicas
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LA FUNCION DE DIRICHLET

o C.r SI X ES LREACIONAL

"' ‘G(k) = | ¢r X ES RACIONAL,

Peter Gustav Dirichlet, el famoso matematico aleman que vivioé en
los afos 1605-1859, exhibi6 a la comunidad matematica de su tiempo
la siguiente funcion:

1, 5i X es racional,
D(x) =

0O, si x es irracional,

definida para los siguientes valores de x:
O<x<1.
iSe trata de una funcion discontinua en todo punto! Porque existen

nimeros irracionales tan proximos a un nimero racional dado como
queramos, y viceversa. ;Puedes decir qué area delimita esta funcion?
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"’X

Calcula la integral de Riemann que representa el area:
1 h
A :g D(x)dx =lim k2_1 f(xi) Aex.

Si eliges todos los valores de x, como nimeros racionales, el resultado
sera 1:

M=

A= im 3 () A =l

I’[I—NJO k n—>00 |

Qt—— —

D(x)dx = T-Ax=1.

1

—

Pero, si eliges todos los valores de x como numeros irracionales, el
resultado sera O:

n

im O'AkXZO.

S

1 n
Azg D(x)dx =lim X f(xi)Axx =
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(Tal eleccidon siempre es posibles, porque tanto los nimeros racionales
como los niimeros irracionales son densos en los nimeros reales). Este
es el resultado de tu investigacion:

el area que delimita el grafico de la funcion de Dirichlet,
por un lado, mide O, y, por otro lado, mide 1. jEs una
paradojal

iEsta vez la integral de Riemann no supo resolver el problema!, ;no es
asi?.
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LA PARADOJA DEL SERRUCHO

Una dia Henri Lebesgue llego al College de France lugubre como
una nube.

—¢(Qué le sucede? —le preguntd6 un colega, quien también era
profesor de matematicas.

—Descubri una paradoja que no s€ como solucionar, —contestod
Lebesgue.

—(Qué paradoja es ésa?

—La del serrucho.

—¢En qué consiste?

—iEn que dos es igual a uno!

Y Lebesgue dio a su colega la siguiente explicacion. jAyudale con
ella, por favor!
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* Para empezar, Lebesgue construye un triangulo
equilatero cuyo lado mide 1 metro.

—Dos hormigas, —dice,— desean llegar del punto A al punto B, y
deciden hacerlo por dos caminos diferentes. La primera hormiga recorre
el segmento AB, mientras que la segunda recorre el segmento AC y
luego el segmento CB. Como es obvio, la primera hormiga recorrera 1
metro, mientras que la segunda recorrera 2 metros.

* Acto seguido Lebesgue divide los tres lados del
triangulo ABC por la mitad.

—Ahora la primera hormiga, nuevamente, recorre el segmento AB,
mientras que la segunda recorre el segmento AD, luego el segmento DF,
luego el segmento FE, y, por ultimo, el segmento EB. Como es evidente,
la primera hormiga, de nuevo, recorrera 1 metro, y la segunda 2 metros.

* Lebesgue continua dividiendo los segmentos AD, DF ,
FE y EB por la mitad.

—La primera hormiga, nuevamente, recorre el segmento AB,
mientras que la segunda recorre el camino

AG+GCH+HI+IF+FJ+JK+KL+LB.

Como es obvio, la primera hormiga, de nuevo, recorrera 1 metro, y la
segunda 2 metros.

El profesor escuchaba atentamente.

—Si1 proseguimos de este modo hasta el infinito, —dijo Lebesgue,—
el camino de la primera hormiga, al ser idénticamente igual al segmento
AB, siempre medira 1 metro, mientras que el de la segunda hormiga sera
un serrucho cada vez mas fino, pero de la misma longitud de 2 metros.
iSin embargo, en el infinito la diferencia entre los dos caminos habra
desaparecido!, pues alli los dientes del serrucho seran tan pequefios
como se quiera, y sera imposible distinguir el serrucho del segmento
AB. {Y eso demuestra que 2 metros son iguales a 1 metro! —concluyd
Lebesgue con amargura.
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Anota el resultado de la investigacion de Henri Lebesgue:

el camino de la primera hormiga siempre mide 1 metro,
mientras que el de la segunda mide 2; sin embargo, en el
limite la diferencia entre los dos caminos debe desapa-
recer. iY eso significa que dos metros son iguales a unol

—jAdmirable! —exclamo el profesor.— Puedo ver claramente que,
en el paso al limite, la dualidad deviene unidad.

—iNo diga eso! —dijo, con horror, Lebesgue.— jSi eso fuera cierto,
toda la matematica se desmoronaria al instante!

—¢Y no cree que, tal vez, ya sea hora? —se rid el profesor.—
jPodriamos crear otra manera de contar! Solo imaginese: jel Unico
numero que existiria seria el uno! Después de todo, las hojas de un
arbol son muchas, pero la raiz es una sola.

Lebesgue no aceptod aquella propuesta, y siguio profesando la multi-
plicidad de la misma manera que antes.

Pronto todos se olvidaron de la paradoja del serrucho.

La posibilidad de volver a la raiz fue desperdiciada una vez mas.
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EL COPO DE NIEVE

Hacia el afio 1900 nadie habia demostrado que una curva cerrada
plana, tal como la habian definido Jordan y Peano, encerrara un area.
Helge von Koch complicé atin mas el problema del area ofreciendo un
ejemplo de una curva continua (aunque no diferenciable), con perimetro
infinito, pero area finita. ;Como lo logrd?

* Koch parti6 de un triangulo equilatero de lado 2a.

* Sobre el tercio central de cada lado construyo, hacia el
exterior, un triangulo equilatero de lado a, y eliminé la
base de esos nuevos triangulos (que son J).

* Sobre cada lado de longitud a2 de la nueva figura
construyd, hacia el exterior, tomando como base el
tercio central, un triangulo equilatero de lado %, y
elimind las bases de todos esos nuevos tridngulos (su
namero es 12).

* Sobre el tercio central de cada lado de la figura
resultante, construy6 un triangulo equilatero de lado 5, y
elimind las bases de todos esos nuevos tridngulos (su

namero es 49).
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(Cuales son los perimetros de estos poligonos sucesivos? El primero
mide 9a, el segundo 12a, el tercero 16a, etc. (A donde tienden los
perimetros de estos poligonos? Al infinito!, pues forman una
progresion aritmética cuya razén % es mayor a 1.

Ahora veamos, dice Koch, cuales son las areas de estos poligonos.
El area del tridngulo original es

Ay = @(53)2 = #az
En la segunda etapa se anadieron 5 triangulos, y su aporte fue el
siguiente:

A2=5-7532=¥32.

En la tercera ctapa se afadieron 12 tridngulos. Su area puede ser
calculada de este manera:

5 a
As=12-L-(2)2 = a2,

La cuarta etapa anadié 46 triangulos:
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a 43
As=48-(5)" =7 a"

La suma de todas las areas sera, entonces, ésta:

2, 4% o A5 5
a%+-5-a’+—%—a%+...

9./3 3/%
A=—a’+—

Excluyendo el primer sumando, jse trata de una progresion geométrica!
, 4 . . .
Como su razdn es 3, su suma arriba a lo siguiente:

53 V3 443
H—at+ 5 a“+——a“+..)=

ERER
R

—gf a2 +—5f a1+ +(2)2+(8)°+..]=

93 2+5532, 1 _95324_2,&32_& % 42
4 4 1_%_ 4 5 4 - 5 .

(En qué proporcion esta esta area con la del triangulo original?
Calculala:

18 2
s VO a

9/%

2
72

_&
=z.

Esta es la respuesta de Koch:

el copo de nieve es una curva continua (aunque no
diferenciable). Su longitud es infinita, sin embargo, su
area es finita e igual a % del area del triangulo original.

De este modo Koch nos ha presentado una curva mas larga que la
distancia de la Tierra a la estrella mas lejana. |Y, sin embargo, su
grafica cabe en un sello de correos!
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Se cuenta que Dido, hija del rey de Tiro, huyo de la casa en quince
naves, y después de muchas aventuras arribo a las tierras africanas. Alli
puso a los pies de los aborigenes una gran piel de buey, y les pidio:

—Por favor, véndanme un trozo de tierra que pueda delimitar esta
piel. Les pagaré 100 monedas de oro.

A los nativos les pareci6 un trato muy conveniente, y lo aceptaron de
inmediato.

Dido hizo cortar el cuero en tiras muy estrechas, y, atandolas,
consiguid una soga muy larga. Trazd, entonces, la gran semicircunfe-
rencia que, conjuntamente con la orilla del mar, fue la cuna de la
famosa ciudad de Cartago.

De esta manera la sabia reina ensefi6 a todos que hay dos formas de
entender la palabra delimitar. Los ingenuos aborigenes creyeron que, al
referirse a un trozo de tierra que pueda delimitar esta piel, Dido
hablaba de la curva que era la frontera natural de la piel de buey. jPero
se equivocaron! Dido hablaba de la curva que se podria formar con
aquella piel cortandola en tiras. ;Y la diferencia fue asombrosa! En vez
de delimitar un espacio reducido de unos pocos pies cuadrados, jse
delimito toda una ciudad!

Y ésta es la ensenanza que nos entrega el mito griego. El que se cree
una persona, vivira en el espacio reducido de su piel; pero el que
descubra su naturaleza divina, vivira en la ciudad de Dios, en el infinito
cosmos. La reina de Cartago demostr6 a todos que una curva que
delimita una pequena superficie, puede, como por arte de magia, llegar
a delimitar un espacio enorme.

Los matematicos modernos se hicieron eco de esta ensefianza. “Si
prestamos atencion a las curvas, —pensaron Newton y Leibniz,— tal
vez, podamos lograr esa transformacion. Segin demostré Dido, las
fronteras no deben ser fijas e inalterables, con inteligencia se las puede
ensanchar muchisimo™.

Y dijjeron a todos:

—Estudiemos las curvas —sus ecuaciones, sus maximos y minimos,
sus puntos de inflexion, sus longitudes y las superficies que
delimitan— y asi comprenderemos el secreto de la reina Dido.
jEntonces no viviremos en los estrechos confines de nuestro cuerpo,
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pues nuestra piel se ensanchard hasta los mismos confines del
Universo!

Asi naci6 el Calculo Diferencial e Integral.

Sin embargo, las paradojas y las curvas “patologicas” que surgieron
dentro de la nueva disciplina demostraron que no es suficiente estudiar
las curvas como si existieran independientemente del hombre; que la
presencia del hombre es vitalmente importante para ellas. Sin la reina
Dido la piel de buey solo seguiria siendo eso: una piel de buey. La
necesidad de integrar al hombre con el Cdlculo Integral se hizo
patente.

Se comprendié que la verdadera integracion no se refiere a sumar
rectangulos para conocer el area debajo de una curva. La verdadera
integracion es la comprension de la unidad, de la integridad que existe
entre el individuo y la curva, entre el sujeto y el objeto.

El mensaje de la reina Dido es esa integracion sujeto-objeto.

Si la realizamos, nunca mas viviremos en los estrechos confines de
nuestra piel. jTodo el Universo sera nuestro!
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