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Presentacion

El Calculo Integral es una de las ramas fundamentales de las matematicas, una
disciplina esencial cuyo dominio es crucial en toda la ingenieria, la fisica y la mode-
lizacion cientifica. A través de la Integral Indefinida, somos capaces de determinar la
funcién original de la cual una funcién dada es la derivada, un concepto que permite

resolver problemas fundamentales de la cinemética, la acumulacién y el cambio.

Este libro es una puerta de entrada al fascinante mundo de la Integral Indefinida,
con un enfoque practico y exhaustivo en las diversas técnicas de resolucion. A lo largo
de estas pédginas exploraremos la relacién intima entre la Primitiva y la Integracién y
descubriremos como las propiedades de linealidad nos preparan para abordar cual-

quier forma de integrando.

Nuestro viaje se centra en el dominio de las técnicas de integracién, herramientas
esenciales de un matematico y un ingeniero. El Capitulo 2 te guiard a través de las
técnicas fundamentales como la sustitucién, la integracion por partes y el manejo
especializado de funciones trigonométricas e hiperbdlicas. En el Capitulo 3 profun-
dizaremos en la resolucion de integrales de funciones racionales mediante fracciones
parciales y el Método de Ostrogradski y atacaremos las funciones irracionales con
herramientas como la sustitucién trigonométrica y el binomio diferencial (Capitulo
4).

Sin embargo, este texto va mds alld de la manipulacién algebraica, también te
proporciona una visién de futuro (Capitulo 5), examinando el papel de la Inteligencia

Artificial como facilitador en el aprendizaje y la verificacién del célculo integral.

Ya seas un estudiante que se adentra por primera vez en el cdlculo o un profesional
que necesita consolidar el dominio de estas técnicas esenciales, esperamos que este
libro sea una guia invaluable en tu camino hacia la maestria. jBienvenido al arte de

revertir la derivacion y revelar la funcién original!
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Introduccion

La radicacion y la potenciacion de niimeros reales son dos operaciones inversas,
puesto que, si al resultado de elevar un nimero real = a un exponente n, ", se le toma

la raiz n-ésima, {/z™, el resultado es el ntimero real = original. Por ejemplo:

si

23 =8,
entonces:
V8 =2.

Asi como la radicacion es la operacion inversa de la potenciacién, la integracion es la
operacion inversa de la derivacién. Es decir, si se deriva la funcién y = f(x) y luego
al resultado se le integra de forma indefinida, la solucion es la funcién f(x) original

sumada una constante ¢ [1, 11].

Esto es, si:
y = f(2),
derivando se tiene que:
dy !
% - f (l’),
despejando dy se obtiene:
dy = f'(z)dx

Ahora bien, al tomar la integral indefinida a ambos lados de esta ecuacién, esto es:
[v= [ r.

y=f(z)+ec

se obtiene:

Primitiva
Definicién
Se dice que F'(z) es primitiva o antiderivada de y = f(x), para todo = €]a, b|, si

F(z) es diferenciable para todo z €]a, b|, es decir, es continua en este intervalo, tal que
[1,11,2,9]:

15
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Ejemplos:

5
1. F(z) = % es primitiva de f(r) = x?, puesto que:

Py = AP (%) et o).

dx dx

2. G(z) = sen(x) es primitiva de g(x) = cos(x), puesto que:

G'(z) = d(;ia:) = dsc;lr;(x) = cos(x) = g(x).

Propiedades de la primitiva

1. Si F(x) y G(z) son primitivas de f(x) y g(x) respectivamente y « es una cons-

tante cualquiera, entonces [1, 11]:

a) aF(z) es primitiva de af ().

Si F(z) = sen(x) es primitiva de f(x) = cos(x) y a = 5, entonces aF'(x) =

5sen(x) es primitiva de af(z) = 5cos(x).

b) F(z)+ G(x) es primitiva de f(x) + g(x).

5

Si F(z) = % es primitiva de f(z) = 2z y G(z) = sen(z) es primitiva
5
de g(z) = cos(z), entonces F(x) + G(z) = % + sen(z) es primitiva de

f(x) + g(x) = 2* + cos(x).

2. Si F(z) y G(x) son dos primitivas de la funcién f(x), entonces F(z) y G(x)

difieren tinicamente en una constante [1, 16, 10, 5].

F(z) = tan*(x) y G(z) = sec?(x) son primitivas de la funcién f(z) = 2tan(z)sec?(z)
ya que sec?(x) = tan®(z) + 1
Primitiva genérica

La primitiva genérica es aquella primitiva que genera a todas y cada una de las
primitivas de una funcién. Por lo tanto, si la primitiva de la funcién f(x) es F(x),

entonces la primitiva genérica es [1, 11, 10]:

16
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F(z)+c.

Notese que sin importar el valor de la constante ¢, F'(x) + ¢ siempre sera una primitiva
de f(z), ya que:
d(F(z)+c)
T dr @

Veamos algunos ejemplos.

5
1. Fi(z) = % + 10 es primitiva de f(z) = z*, puesto que:

5
d<x5+10>
)= —> L =t

o =z" = f(x).
$5 3 ., e e 4
Fy(x) = T también es primitiva de f(x) = z*, puesto que:
)
Fy(x) = e zt = f(x).
z° iy N A
F3(z) = 5 0,7, también es primitiva de f(z) = z*, puesto que:
5
d <’35 — 0,7)
File) = —" L = = f(a),

5
Fy(x) = % + e, también es primitiva de f(z) = z*, puesto que:

5
d<x5+e>
Fiw) = ———~ =" =

Por lo tanto, en forma general:

5

F(z) = % + c es primitiva de f(z) = z*, puesto que:

17
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Go(z) = sen(z) — 1 es primitiva de g(x) = cos(z), puesto que:

Gha) = MDD () = g).

Gs(x) = sen(z) + 1,3 es primitiva de g(x) = cos(x), puesto que:

Gy(x) = d(sen(cal:;—i— 1.3) = cos(z) = g(x).

G4(z) = sen(z) — 7, es primitiva de g(z) = cos(x), puesto que:

d(sen(x) — )

dx

G () = — cos(x) = ().

Por lo tanto, en forma general:

G(z) = sen(x) + ¢, es primitiva de g(z) = cos(x), puesto que:

G'(x) = W = cos(z) = g(z).

Interpretacion Geomeétrica

La primitiva genérica o antiderivada representa a una familia de curvas.
Ejemplo:

Determinar la primitiva genérica de f(z) = 2z y graficarla para los valores de
c=-2,-1,0,1y2.

d(z? + c)

=2
dx v

La primitiva genérica es F(z) = 22 + ¢, ya que
Dependiendo de los valores que se den a la constante arbitraria ¢ podemos obte-
ner un ndmero infinito de funciones que sean primitivas de f(x). En particular para

los cinco valores de c dados, se tienen las siguientes primitivas:

Sic=-2 = F(z)=2?-2
Sic=-1 = K@) =22-1
Sic=0 = F3()=22

Sic=1 = Fyz)=22+1
Sic=2 = Fs(x)=22+2

18
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Graficando estas funciones, se tiene:

Figura I.1: Gréfica de algunas primitivas de f(z) = 2z

Como se puede observar en la figura 1.1, la primitiva genérica F(z) = 2% + ¢
representa una familia de pardbolas simétricas al eje y, cuyas directrices son paralelas

al eje x y sus vértices se encuentran sobre el eje y.

El valor de la constante c traslada verticalmente la gréfica de la funcién. Si el valor
de la constante c es negativo la grafica se traslada c unidades hacia abajo, mientras

que si es positivo se traslada c unidades hacia arriba [1, 10].

Notacion

La integral indefinida se nota:

[ s

donde:
| es el simbolo de integracion
f(z) el integrando, y

f(z) dx es el elemento de integracién [11, 16, 3, 1]

19
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Principios
L [[ f(z)da] = f(z)
2. d[f f(x)d] = f(x)de
3. [dlf(x)] = f(z) +c

Propiedades de la integral indefinida

1. /k: f(x)dz = k/f(a:)d:c

Formulas de integracion inmediata

Existen muchos ejercicios que se pueden resolver aplicando de forma directa una
férmula de integracion. Estas formulas se obtienen aplicando el criterio de que la

integral es la operacién inversa de la derivacién.

1
Por ejemplo, si se conoce que la derivada de in(z) es —, entonces se puede deducir
x

que la / ! dx es in(z) + c.
T

A continuacién se presenta una tabla con estas férmulas [1, 11, 16, 2, 4, 9].

Tabla

1. /da::a:+c

1
2. / dx = In|z|+c
T

xn+1
2 de = R—{-1
3 /a: dx n+1+c (Vne {-1})

20 |
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22.
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cos(z) dx = sen(x) + ¢

sec?(z) dx = tan(x) + ¢

csc®(z) do = —cot(x) + ¢
sec(z)tan(x) dx = sec(x) + ¢
ese(z)cot(x) de = —cse(x) + ¢
tan(z) de = —In|cos(x)|+c

cot(x) dz = In|sen(z)|+c

sec(x) dz = In|sec(z) + tan(x)|+c
cse(x) dx = In|ese(x) — cot(x)|+c

() dx = cosh(x) + ¢

w
Q
S
>

cosh(x) dz = senh(x) + ¢

sech?(z) de = tanh(z) + ¢
csch?(z) de = —coth(z) + ¢
sech(x)tanh(x) dx = —sech(x) + ¢
csch(x)coth(z) de = —csch(z) + ¢
tanh(x) dx = In|cosh(z)|+c

coth(z) dxz = In|senh(z)|+c
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23. /sech(x) dx = 2 arctan(e®) + ¢

24. /csch(m) dx =In ’tcmh (g)‘ +c
25. /\/ajgiixg = arcsen (2) + ¢ = —arccos (g) +c
26. /a;fa:? = — arctan (g) +c=—— arccot <2> +c

1 1
27/ m aarcsec<|z|>+c: aarccsc(@)—i—c, Sia>0
dr 1 r—a
28. - =—1
/x2a2 2 " z+a te

29.

dzr
_ 2 2
/ = a2—ln’x+ x:l:a‘—{-c

2
30./\/x2:ta2dx:; inaQi%ln‘x—i—\/x?:l:az‘—i—c

2

31 /\/ﬂdx:; a2—x2+%arcsen<£)—l—c
a
r =112 —a+c

xr
2 [ T

Ejercicios Resueltos

Resolver las siguientes integrales mediante la aplicacién de las propiedades de

la integral indefinida y las férmulas de integraciéon inmediata.

v 7
1. / ( 13 — cos(x) + 1 3.2 +9 tan(x)) dx
Aplicamos las propiedades 1 y 2 de la integral indefinida

7 7
I = / < xlg — 603(37) + 4—73x2 + 9 tan(m)) d$

_ /Fdx—/cos()dx+7/4d32+9/mn(x)da:

Designamos como I, I3, I3 e I, respectivamente a cada una de las integrales de

la expresion anterior y las resolvemos por separado.
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a) Il—/v7x13 dx

. , . 13 ,
Escribamos la raiz como potencia, esto es Va3 = 27, de ahi que

Ilz/azlfdx

Aplicamos la férmula 3

7 =2
11:%1'7 +c

Por dltimo, escribamos el exponente como raiz
I = 2—70 Va2 4 ¢
b) I, = /cos(m) dz
Aplicamos la férmula 6

I, = sen(z) + ¢

dx
Ix — o
©) I3 7/4—33:2

Sacamos de factor comtn el (—3) en el denominador

7 dr
e
3. 2 4
3

Aplicamos la férmula 28, con el valor de a? = 3 es decir, a = 53' por lo
tanto
v 2
Igz—g- 12 In \ég + c3
2. ﬁ T+ %
Simplificamos
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Integral Indefinida

7\f V3x—2
\/337

]é = '-% C3

d) I,=9 /tan(a;) dx
Aplicamos la férmula 11
Iy = =9 In|cos(z)|+ca

Dado que I = I} — I + I3 + 14, se tiene que

_7\[ V3z—2
V3ax+

_7f V3 2’
\f

I = % V220 + ¢) — (sen(z) + ¢2) + < ’ + 03> + (=9 In|cos(z)|+c4)

= % m—i—cl—sen(:c)—@

+ c3 — 9 In|cos(z)|+cy

= % V220 — sen(z) — 7\[ gm 2' — 9 In|cos(z)|+c

Como se puede ver en el tltimo paso la suma y resta de las constantes ¢y, ¢, c3
y ¢4 puede ser sustituida por una sola constante ¢, de ahi que, cuando se re-
suelva la suma o resta de varias integrales indefinidas, se debe colocar una sola

constante una vez que se han resuelto todas las integrales.

2. /<€/2;8+\/255_W—x(x—3)(x2+5)+%) dx

Aplicamos las propiedades 1 y 2 de la integral indefinida

I = /<\723?8+\/255_W—93(x—3)(m2+5)+w> dx
- 2/Sd /m JECSE *5”“/%

Designamos como I, I3, I3 e I, respectivamente a cada una de las integrales de
la expresion anterior y las resolvemos por separado.

dx

a) Il =2 \/447

8 z
=z 3,deahique

1
SQES
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[1—2/a;§da;

Aplicamos la férmula 3

Por dltimo, escribamos el exponente como raiz

I 6,
1=—— 1
5vVad

dx
i —5/
2 V25 — 022

En la expresion que se encuentra dentro de la raiz sacamos de factor comtin
el 9

12:5/ dx
2
)

Aplicamos la propiedad de la radicaciéon Va -b = {/a - Vb

5 d
b= [ m—
20 x2

9

25 5
Aplicamos la férmula 25, con el valor de a? = 9 es decir, a = 3 por lo tanto

T

I, = 3 arcsen § + co
3

Simplificamos

I —§arcsen 3—56 +c

2= 3 5 2

Is = /x(x —3)(2® +5) da

Multiplicamos los polinomios que se encuentran dentro de la integral

25



Integral Indefinida

26 |

d)

I3 = /(aﬁ4 — 32 4 522 — 15z) da

Aplicamos las propiedades 1 y 2 de la integral indefinida

Ig:/m4da:—3/x3dx—l—5/ac2dx—15/3:(13:

Aplicamos la férmula 3 en cada integral

Lot s 1
5T 5 4 3 2

C3

Esta integral no es inmediata, sin embargo, se la puede transformar en una
resta de integrales inmediatas multiplicando el numerador y denominador

por 1 — cos(z), esto es

I — / 1 1 —cos(z) g
1+ cos(x) 1— cos(z)

Realizamos el producto de las fracciones

14:/ 1 — cos(x) I

1 — cos?(x)
En el denominador, aplicamos la identidad trigonométrica
sen?(x) = 1 — cos*(x)

De ahi que,

I — / 1 — cos(x) e

sen?(x)

Separamos en la resta de dos integrales

M:/m%m“_/iﬂgﬁ”
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Aplicamos las identidades trigonométricas

cse(x) =

sen(x) ; cot{w) =

Por lo tanto,

Iy = [esc®(x) dx — [ cot(z) csc(x) dx
Aplicamos las férmulas 8 y 10, respectivamente
Iy = —cot(x) — (—csc(x)) + ¢4

es decir,

Iy = —cot(x) + csc(x) + ¢4

Dado que I = I} + I» — I3 + 14, se tiene que

1 cos(x)

sen(x)

s 6 . .35 3z | b 3zt N 52° 152 )+
= c1+ 5 arcsen o—-|———+—-—+c¢
I 5) "7 \s 4 "3 2 s
+(—cot(z) + csc(:n) + ca)
s bt 3¢ | z® N 32t ba? N 1522
= c1+ 3 arcsen cg——+———+ —— —c3—
5 ,/ ! 5 5 4 3 2 3
—cot(z) + csc(m) +ey
s 6 5 3z x5+3x4 5x3+15x2 (z) + eselz) +
= — arcsen —— 4+ — - — + —— —cot(z) + csc(x) + ¢
5 \3/x5 5 5 4 3 2
3 / cosh( ) 327 1 49 sen?(x) 3 p
x — - x
senh2 (z) cos(x) Viax? + 17
Aplicamos las propiedades 1 y 2 de la integral indefinida
cosh(x) sen?(z) 3
I = ———— — V322449 — - d
/(senh2(x) v cos(x)  \4xZ 17 !

L [ i [,

senh?(x

0s(x)

o

dx
VAaz? +17
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Integral Indefinida

Designamos como I, I3, I3 e I, respectivamente a cada una de las integrales de

la expresion anterior y las resolvemos por separado.

2) Il_/wsh(w)dx

senh?(x)

Esta integral la podemos reescribir como

B 1 cosh(z) .
h= / senh(z) senh(x) d

Aplicamos las identidades hiperbdlicas

1 . coth(z) — cosh(x)
senh(z) ’ thiz) senh(z)

csch(x) =

Por lo tanto,

L = /csch(x) coth(z) dx
Aplicamos la férmula 20

I = —csch(z) + 1

MQ_/%W+MM

Sacamos factor comun el 3 dentro de la integral

be [ s )

Aplicamos la propiedad de la radicacién Va -b = /a - /b

49
12:\/5/\/1‘24-36[:6

A continuacién, aplicamos la férmula 30, con el valor de a? = —, por lo

x4z + D+02

tanto

/ 49
I2=\/§<2 2+f+—ln

28 |
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es decir,

3 /322 +49 4 1322 +4
Izz\gx $;- n 9g/§ln‘x+ 3x;9+

Aplicamos la propiedad de las raices ﬁ = ——, en el primer término y

C2

sacamos minimo comtin multiplo en el argumento del logaritmo natural del

segundo término

V3z V322449 49v3 |V3 x4+ V322 +49
_[2 = . + in (&)
2 V3 6 V3

Simplificamos el primer término y aplicamos la propiedad de los logaritmos

In (%) = In(a) — In(b) en el segundo término

f 49v/3

V322 4+ 49 + In \/§x+\/3:1:2+4‘—7l |\/§|—|—02

0- / 8;21;? -

Esta integral no es inmediata, sin embargo, se la puede transformar en una

resta de integrales inmediatas, aplicando la identidad trigonométrica
sen?(x) = 1 — cos®(z)

en el numerador, de ahi que

1— 2
I :/ cos®(x) d

cos(x)

Separamos en la resta de dos fracciones homogéneas

Is = / cosl(x) dr = / C;SSQ(%) de

es decir,

Iy = / sec(z) dz — / cos(z) dz

Aplicamos las féormulas 13 y 6, respectivamente
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Integral Indefinida

30

d) Iy

I3 = In|sec(x) + tan(x)|—sen(x) + c3

dx
=3/ —
/ Vax? + 17
Sacamos factor comun el 4 dentro de la integral

dx
17

2
4(1: + 4>

Aplicamos la propiedad de la radicacién V/a b= {/a - Vb

Iy =3

17
24 '
93+4

17
A continuacién, aplicamos la férmula 29, con el valor de a? = i por lo

.'B—I—Uzzc?—l-H
4

Sacamos minimo comtn multiplo en el argumento del logaritmo natural

tanto

—In +cq

2z + VA4x?2 + 17 N
C4

3
Iy ==1In 5

2

Aplicamos la propiedad de los logaritmos In (%) = In(a) — In(b)
3 3
=3 In ‘23} + Vdz? + 17‘ ~3 In|2]4c4

Dado que I = I} — I; — I3 — 14, se tiene que

4 4
I = —csch(ﬂv)+cl—<§ 3z2 +49 + 9\/§ln‘\/§aﬁ+\/3x2+4’—9\[l ‘\/§‘+02)—

—(In|sec(x) + tan(x)|—sen(z) + c3) ( In ‘23: + Vdx? + 17 ‘ — = ln\2|+04>

4
= —csch(x )+01—§\/3 2 +49 — 9fln’xf3x+\/3x2+4 ‘—1—71 ‘f’—CQ—

—Inl|sec(x) + tan(x)|+sen(x) — c3 — 5 In ‘23: + V42 + 17‘ + 5 In|2|—cq
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Reemplazamos
61#—71 ‘f‘ —62—63+*ln‘2|—64
por una nueva constante c. La solucién es

4
I = —esch(z) = 5V/302 + 49 - 9g/§ln ’\/é z+ /322 + 49) -
—In|sec(x) + tan(z)|+sen(z) — g In ‘2.%' + V4?2 + 17‘ +c

Ejercicios Propuestos

Resolver las siguientes integrales utilizando las propiedades de la integral in-

definida y las férmulas de integracién inmediata.

1. /(24\7/1‘75—860(.%)) dx

422 — 1—6)

[\
8
N

3
3. 7 4+ ———— + csch(u) | du
uvV2u? -9 ( )>
7 6
4. — 24— 64 — 522 | d
x+£ﬁ($ +1) 1—cos(m)+ m) T
13

sen(z) +18 sech(x)) dz

®

oo >
|

| o
8

[N}
|

o1
— — \ — — — — —
7 N TN 7 N :/\ N VR N N

2
6. b___ s (u)> du
w1+ sen(u)  sen(u)
h(z) 4 2
7. [ (8228 - 2NE) - d
=V cosh?(z) /16 — 4922 72244 -
\/Qr2 2 2
8. 9 cot(x) + V9T 13COSh (=) _ ! dx
2 senh(x) x? —12
5) 2
9. + 3 cosh + 6t> dt
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Integral Indefinida

4 ) 9 1
Y - d
10 / <w Tsec”(w) + T R 16> w

11, / <x?;\f1 - \/ﬂ%%—csc(m)wt(w)) da

3_r.2
12. /<2522+42+tan(z)> dz

z
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Integracion por sustitucion

Permite calcular integrales indefinidas de la forma

t/ﬂﬁ@%dwww

Sea F'(x) una primitiva de f(x), es decir, F'(xz) = f(x), mediante un cambio de
variable, una integral poco conocida se puede convertir en una integral que se pueda
evaluar mediante las férmulas de integracién inmediata haciendo la sustitucién [1,
16,11, 3, 10],

u=g(z) = du = ¢ (z)dx

Por lo tanto:

t/ﬂﬂ@%dwww—/GWMM—PWO+C—F@@D+C

Ejercicios Resueltos

Resolver las siguientes integrales:

sen (Vz)
1. /de
Si

= dzi
fu\/§:>uQ\/E

Por lo tanto:

/sen(\/@ de — /sen(u)du

2z
= —cos(u) +c¢
= —cos (\/E) +c
2. /31’86_5:9 dx
Si
529 4528
=—— du = -— d
U - = U 7
7 _ .8
T du x° dx

35



Integral Indefinida

Por lo tanto:

Szg
/Smge_ 7 dx

2r—9

3. —_— dx
V2 -9z +1

Si

u=12>—9x+1

Por lo tanto:

/ 2 —9
—_— dx
Vaz -9z +1

csc(3z)cot(3x)

. x
/9 — 4esc?(3z)

Si

= du
_du
3

u = cse(3x)

Por lo tanto:

/ csc(3x)cot(3x) i
9 — 4esc?(3x)

36

=  du= 2z —9)dz

du
Vu

= /u_; du

ul/?

= — +c

1/2

= 2Vu+c

= 2

22 —-9x+1+c¢

= —3csc(3x)cot(3x) dx
= csc(3z)cot(3x) dx

_1/du
3J V9 — 4u?

_1/du
6 9
/1‘

u?

1 2u n
—— arcsen | — c
6 3

1 2csc(3x) n
—— arcsen | ———= c
6 3



4
-2
. [ 2224
(3 —2z2)

Si

Despejando z, se tiene

Por lo tanto:

6/ dx
) 1+2yx

Si

dzx

Departamento de Ciencias Exactas

u=3-2x = du = -—-2dx
d
_?u = dx

9 u’ v
1 [ (3—u)*—32
—5 —u7 du
1 [ 81— 108u+ 54u2 — 12u3 + u* — 32
B — du
32 u’
1 [ 49 —108u + 54u? — 12u% + u?
- du
32 u’

49 _7 27 _6 27 _5
T U du+8/u du 16/u du +

1
+3/u4du— — [ w3du

8 32
9 o 27 o 2T . 1 4 1 _,
2 a0 et TeY Tttt
49 27 n 27 1 n 1 n
- - — c
192u8  40u®  64u?  Sud  64u?
49 27 n 27
192(3 — 22)6  40(3 — 2z)5  64(3 — 22)°
1 1

T83-207 4@ —202 €

dx
u=14+2yz = du = —
NZT
Vrzdu = dx
-1
u2 du = dz
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Por lo tanto:

N

142z u
1 fu—1

= — d

2/ U “

1
:/du1 du
2 2 U

11
= §u—§ln(u)+c

1+2 1
_ 1teve \/E—fln‘l—l-?\/ﬂ-ﬁ—c

2 2
= %—i—f—%ln‘l—i—?ﬁ}—i—c

= ﬁ—%ln‘l—i—%/ﬂ—&-cl

7 / dzx
' ver+1
Si
W=e"+1 = 2udu = € dx
2u d
wdu g
e$
2u du
o = dz
Por lo tanto:
2u du

/ dx B /u2—1
v+ 1 U

8. /2(0053(96)3005(90)) senS(:c)dx

Si

u=cos*(x) —3cos(x) = du = (—3cos’(z)sen(z)+ 3sen(z)) dx

du = 3sen(z) (1 —cos’(z)) d
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du = 3sen(z) sen’(x) dx
du = 3sen®(z)dx
d?u = sen®(z) dz

Por lo tanto:

5 1
[ oy = 1 [
2
 31In(2) ¢
2(0053($)—3cos(w))

- 3in(2) ¢

Ejercicios Propuestos

Resolver las siguientes integrales:

62:):
1. —_—
/ 1—e2 du

2. /(295 —N)(2® =Tz +5)" dz

2 Ay —2

3. bz i dz

Vad—a2—ax+7
senh(2x)

) /16 = 3senh?(x)
242 4

/ In®(x) — 7in3(z) + 9

xln(z)

dzx

o~

*

i

7 / cos(3x) g
sen?(3x)y/csc?(3x) + 11

8. / asen(p) Vb2 — a?tan(p) dp

cos®(p)
25 +3
9. / m dx
10 tan(4z)in(sec(4x))

" J /25 1n%(sec(4x)) + 64

oln(z)+3
11. /93(21"(12)*6 —g

12
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Integracion de potencias naturales de funciones

trigonométricas

Caso 1. Integrales de la forma [ sen™(x)dz 6 [ cos”

a) Sim es entero positivo PAR, entonces m = 2r; r € Z* [11, 16, 2]

/ sen™(z)dr = / sen?" (z)dx / cos™(z)dz = / cos?" (z)da

- / (sen(z))"da - / (cos*(z))" da

G C

Ejercicios Resueltos si m es par

Resolver las siguientes integrales:

1. / sen’(x) dx

Dado que m = 2r = 2 = r = 1, entonces:

/sen2(q:) de = /1_6(;8(290) dx

_ ! /(1 — cos(2z))dx

= /d —/cos 2x)d
1 1 sen(2x)
= c

2 2

1
- Zsen(Q:v) +c

2"
L,
2"

2. /0084(23: —5)dx

Dado que m = 2r = 4 = r = 2, se tiene que:

/0054(2x _5)ds = / (1 + 008(243” - 10)>2 da

1

4

40|

1+ cos(2x)

2

"(x)dx

)dw

= / (1 + 2cos(4z — 10) + cos? (4x — 10)) dx
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1 1
= 4/daz+/cos(4x—10)dw+
+

1 1+ cos(8z —20) e
4 2
1 +1 sen4m—10 /d+
= —X —
4 2
1
—1—8/608(830 —20)dx
1 1 1 1 sen(8x —20)
= o+ -sen(de —10) + -z + - - T T )
4x+8$en(x 0)—1—833—1—8 3 +c
3 1
= 3 + gsen(élx —10) + —sen(Sx —20)+c

b) Sim es entero positivo IMPAR, entonces m = 2r + 1; r € Z* [16,3, 11, 2]

Para el seno se tiene
/senm(w)d:c = /senQrH(ac)d:z:
= /sen%(aj) - sen(x)dz
= /(SenQ(az))T - sen(z)dx
_ /(1 — cos*(z))" - sen(x)dz
Haciendo la sustituciéon

u = cos(x) = du = —sen(z)dz

/senm(fn)d:p - /(1 ) du

Mientras que para el coseno se tiene

/ cos™(z)dz =

se sigue que

/ 05" (z)dx

/cos2T(x) - cos(x)dx
/(0052(m))7" - cos(x)dx

/ (1 = sen?())" - cos(x)da
Haciendo la sustitucion

u = sen(z) = du = cos(z)dz
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se sigue que

/cosm(x)da: _ /(1 ) du

Ejercicios Resueltos si m es impar

Resolver las siguientes integrales:

1. /sen5(a:) dx
Dadoquem =2r+1=5=r=2

Entonces
/senS(x) dx = /(senz(ac))2 - sen(x)dx
= /(1 — cos*(x))? - sen(z)d;
Haciendo la sustitucion:
u = cos(x) = du = —sen(z)dz
Se tiene que:

/ sen(z)de = — / (1 u?)2du

= —/(1 — 2u? + u*)du

23+u5 n
= —|u—-u — c
3 5

2
= —cos(z)+ gcosg(x) — 50085($) +c

2. /0087(333 —1)dx
Haciendo la sustitucién:
z=3r—-1=dz=3dx
Se tiene que:
7 1 7
/cos Brxr—1)dx = 3/608 (2) dz.
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Ahora bien, dado que m = 2r + 1 =7 = r = 3, se sigue que:

1

/ cos’ (3 —1) dr = 3 / (cos?(2))? - cos(z)dz

— 1/(1 — sen?(2))? - cos(z)dz;

3
Realizando la sustitucion:
u = sen(z) = du = cos(z)dz

se obtiene:

/0037(3x—1) do = ;/(1—u2)3du

3
= 1<u—u3 BUE’—M>—I-C

3 ) 7
_ sen(z) sen’(z) N 3sen’(z) B sen’(z) Yo

3 3 15 21
_ sen(3z—1) sen*(3z—1)  sen’(3z —1)
3 - 3 - 5 -
B sen”(3x — 1) Le
21

Caso 2. Integrales de la forma [ tan?(z)dx 6 [ cot?(x)dx

a) Sip es entero positivo PAR, entonces p =2+ 2r; r e Z" [1,11, 2]

Recordando que:

tan®(z) = secX(x)—1 A d(tan(z)) = sec?(z)dx
cot?(z) = es(x)—1 A d(cot(z)) = —cscd(z)da
se tiene:
/ tan?(z)de = / tan?*?" (z)da
= / tan?(z)tan® (x) dx

= /(secQ(m) — 1)tan® (x) dz
= /(5602(m)tan2r(az) — tan® (x)) dx

= /(secQ(:E)tanQT(:r:) —tan®T?*(2)) dz; donde 2r =2+ 2k
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— /(seCQ(m)tanz’"(x) — tanQ(x)tanZk(w)) dz

= /(secQ(w)tanzT(m‘) — (sec(z) — V)tan*(z)) dz

= / (secQ(x)tan2T(:c) — sec(x)tan® (x) + - + tanQ(x)> dx
= / (secQ(a:)tanZT(a:) — sec(x)tan®(x) + - + (sec*(z) — 1) dx
Haciendo el cambio de variable:
u = tan(z) = du = sec?(x)dx
Se tiene que:

/tanp(x)dx = /uQrdu — /u%du—l— et /(8602(95) —1)dx

De la misma manera se puede realizar la | cot?(z)dz con p par.

Ejercicios Resueltos si p es par

Resolver las siguientes integrales:
1. /tan6(m) dx

Sea I la integral propuesta y dado que: p = 6 = 2 4 2r = 2r = 4, se sigue

que:

[ / tan® (z)dz = / tan?(z)tan’ (z) do
por lo tanto,
I - / (sec?(z) — V)tan’(z) do
- / (sec?(z)tan*(z) — tan*(z)) do
_ / (sec?(z)tan*(z) — tan®(2)tan*(z)) do
_ / (sec?(z)tan™ (@) — (sec(x) — 1)tan2(z)) dz
_ / (sec(x)tan’ () — sec(x)tan®(z) + tan®(z)) dz

= / (secQ(w)tan4(x) — sec®(z)tan?(x) + sec?(z) — 1) dx
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= /secQ(w)tan4(a:) dx — /3602(m)tan2(x) dx + /8602(.%') dx —
— / dz
Haciendo el cambio de variable:
u = tan(z) = du = sec*(x)dx
Se tiene que:

I:/tanﬁ(a?)da: = / 4du—/u2du+/du—/daz
u

+u—x+c

w\g

)
t tan®
= cm5(x ang(a:) +tan(z) —xz + ¢

~—

. /cot8(x) dz

Sea I la integral propuesta y dado que: p = 8 = 2 4+ 2r = 2r = 6, se sigue

que:
cot®(z)dx = / cot?(z)cotb(z) dz
por lo tanto,
[ = / (csc(x) — 1)cot®(z) da
_ / (csc?(w)col®(z) — cot®(x)) da
_ / (e ()cot®(z) — cot?(a)cot (x)) du
_ / (es ()cot®(z) — (esc?(x) — 1)eot*(z)) da

(esc®(z)cot® (x) — esc?(z)cot*(x) + cot? (z)cot*(z)) dz

= (csc®(z)cot’(z) — csc?(z)cot? (z) + (esc?(z) — )cot®(z)) da
(csc Yeot®(z) — esc?(z)cott (z) + esc®(x)cot? (x) — cot? (z)) dx
= (csc Yeot®(z) — esc?(z)cott(z) + esc®(x)cot? (x) — esc®(z) + 1) dx

Il
—— — — —

6862(1')00t6($)d1‘—/CSCQ({L‘)COt4( )dx+/csc (z)cot? (z)dx —

—/cch(m)dx—i-/d:r:
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Haciendo el cambio de variable:
u = cot(z) = du = —csc*(x)dx

Se tiene que:

I—/cotg(ac)dm = —/uﬁdu+/u4du—/u2du+/du+/daﬁ

u7+u5 u3+ +x+
= ——+——-——+tut+zxr+c
7 5 3
t7 o 3
- @ 7@) 0 5@)—00 g(x)+cot(x)+x+c

b) Si p es entero positivo IMPAR, entonces p = 2r +1; r € Z" [16,11, 2]

46

/tanp(x)dx = /tan”“(x)da:
= /(tanQ(af,‘))’"tan(m) dz
_ / (sec®(z) — 1)) tan(z) da

Se desarrolla el binomio (sec?(x) — 1)" y aplica d(sec(z)) = sec(z)tan(z) dz.
De la misma manera se puede realizar la [ cot?(z)dz con p impar.

Ejercicios Resueltos si p es impar

Resolver las siguientes integrales:

1. / tan’ (2) dx

/ tan (z)dz = / (tan? ())*tan(z) dx
_ / (sec®(z) — 1)*tan(z) dz
_ / (sec®(z) — 3sec'(z) + 3sec () — )tan(x) d
= / sec®(x)tan(z)dx — 3 / sec* (x)tan(z)dx +
+3 / sec ()tan(x)dz — / tan(z)dz
- / sec(x) - sec(x)tan(x) dx — 3 / sec (@) - sec(x)tan(z) dx +

+3/sec(x) - sec(x)tan(x) dx — /tan(a:) dz
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Haciendo el cambio de variable:
u = sec(x) = du = sec(z)tan(x)dx

Se tiene que:

/tan7(a?)dx = / du / 3du+3/udu—/tan
w
6
sec

- 3. “Z +3— +ln|cos( )|+e
6
- 6(:6) — %sec‘l(:c) + ;seCQ(m’) + In|cos(z)|+c

. /etcot5(et) dt

Primera forma de solucion.

Sea I la integral y por el cambio de variable, se tiene:

.1‘:€t

de = éldt

Se tiene que:

I= /etcotE’(et) dt = /cot5(x)d:v

Ahora bien, resolviendo esta integral, se sigue que

= / cot®(2)dz = / (cot?(2))Pcot(z) da
_ / (es(x) — 1)%cot(z) da
_ / (cscM () — 2esc(x) + 1)cot(z) da
- / csch(z)cot(x) d — 2 / csc?(z)cot(x) dx + / cot () da

= /cscg(ac) - ese(x)cot(z)dr — 2 / csc(x)ese(x)cot(z)dr +

+ / cot(z)dx

47



Integral Indefinida

Haciendo el cambio de variable:

u = csc(x)

du = —csc(z)cot(x)dx

Se tiene que:

I = —/ugdu—}—Z/udu—i—/cot(az)daz
2

u

= -7 2. % + In|sen(z)|+c

4
_ _0504($) + csc®(z) + In|sen(z)|+c

Regresando a la variable original ¢, se obtiene:

4( .t
I= /etcot5(et) dt = 0864(6 ) + csc?(e!) + In|sen(e!)|+c

Segunda forma de solucién
También se puede resolver este tipo de integrales con el método utilizado cuan-

do p es par.

Sea I la integral y haciendo el cambio de variable:

r = et

de = éldt

Se tiene que:
_ / et cot® (e di = / cot? () dz

Ahora bien,

/ cotd(z)dx = / cot? (z)cot3(z) dz

_ / (cs(z) — 1)cot?(z) da
_ / (csc?(x)cot(z) — cot®(z)) do
_ / (csc?(z)cot’(x) — cot?(z)cot(x)) da
_ / (esc(x)cot(x) — (es(x) — 1)cot(z)) da
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= / (esc?(z)cot® (x) — esc®(x)cot(z) + cot(x)) da
= /cch(x)cot?’(a:)dx - /cch(aj)cot(m)dm + /cot(:c)d:z:
Haciendo el cambio de variable:
u = cot(x) = du = —csc?(x)dx

Se tiene que:

/cot5(x)da: = —/u3du+/u du+/cot(m)dm
2

u4 u

= —Z+?+ln|sen(:c)]+c
¢4 t
= -2 4(:E) © 2(93) + In|sen(z)|+c

Regresando a la variable original ¢, se obtiene:

4t 20t
I= /etcot‘r’(et) dt = _cot4(e ) + cot2(e ) + In|sen(e')|+c

Nota: el lector puede demostrar que la primitiva obtenida es equivalente a la

encontrada con la primera forma de solucién.

Caso 3. Integrales de la forma [ sec!(x)dz ¢ [ csc(x)dx

a) Si q es entero positivo PAR, entonces ¢ =2+ 2r; r € Z* [11, 10, 2]

/ seci(z)de = / 56 (2)do
_ / sec? (z)sec?(z) da
_ / (sec?(z))" sec(z) da
= / (1 + tan?(z))"sec*(x) da

Se desarrolla el binomio (1 + tan?(z))" y se aplica d(tan(z)) = sec?(z) dx.

De la misma manera se puede realizar la [ c¢sc?(x)dz con g par.
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Ejercicios Resueltos si g es par

Resolver las siguientes integrales:

1. /secﬁ(x) dx

/secﬁ(x)daz = /(5602(:1:))25602(95) dx
= /(1 + tan®(z))%sec? () dz
_ / (1 + 2tan®(z) + tan’ (2))sec(z) dx
= /5602(1') dx + 2/tan2(x)5602(m) dx + /tan4(3:)5602(1‘) dz
Haciendo el cambio de variable:
u = tan(z) = du = sec*(z) dx
Se tiene que:

/secG(as)dac = /du+2/u2du+/u4du
ud b

= 2. 4
u -+ 3+5+c

2 tan®
= tan(z)+ gtan?’(az) + an5(x) +c

2. /cscw(:z) dz
Llamando I a la integral propuesta, se tiene que:
I = /csclo(x) dz
= /(0502($))4csc2(a€) dx
= /(1 + cot?(z)) esc? (z) dx
= /(1 + 4cot? (z) + 6cot () + 4cot®(z) + cot®(x))esc® (x) da
= /0502(1‘) dr +4 / cot?(x)esc®(x) dx + 6 / cot*(x)esc®(z) dx +
+4 / cot®(x)esc?(z) dx + /cot8 (z)esc?(x) dx
Haciendo el cambio de variable:
u = cot(x) = du = —csc*(z) dx
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Se tiene que:

I = —/du—4/u2du—6/u4du—4/u6du—/usdu
U3 5

u u” U
= wu—4-——-6-——4-— — —
4 6 4 t9
= —col(s) — seor*(x) — Deor’(z) — Feor’(x) - L 4o

b) Si ¢ es entero positivo IMPAR

Para resolver las integrales [ sec?(z)dx 6 [ csc?(xz)dz con ¢ Impar se utiliza el
método de integracién por partes, el cudl serd estudiado més adelante en este

capitulo.

Ejercicios Propuestos

Resolver las siguientes integrales:

1.

2.

N
— S S S S S S S~

®

10.

11.

12.

/sen4(:n) dx
secS(4x) dx
tan'®(7z) dz
cos't(z — 2) dx
tan'3(6x — 13) dx
csc?(1 — x) da

cos® <g> dx

2
6 <§L> du

tan®(5x — 9) dx

Q
S
~

sen®(3p) dp

w
S

g™
Q
o)
&0

% (%) dz

~
Q
S
ot
—~
B
~
IS
8

B
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Integracion de producto de potencias naturales
de funciones trigonomeétricas

Caso 1. Integrales de la forma [ sen™(x)cos"(x)dx

a) Si los dos exponentes (m y n) son PARES, es decir si m par A n par, se baja el

grado de m y n utilizando las férmulas [1, 2, 16, 4]:

1 — cos(2
sen2(ac) = CZS( 7)
1 2
cos?(z) = H;SW

Ejercicios Resueltos si m y n son pares

Resolver las siguientes integrales:

1. / sen?(x)cost(x) dx

/senQ(x)cosA‘(a:) dx = /senQ(ac)(cosz(:v))2 dx

() (g

= ;/(1 — cos(22)) (1 + cos(2z))? da
= ;/(1 + cos(2z))(1 — cos?(2x)) da

= ;/(1 + cos(2x))sen*(2z) dx

(2
1
:8/sen (2z) dx + = /sen (2z)cos(2x) dx

1 1-—

_ / < cos(4x)> i
8 2
1 2

+ 3 | sen (2z)cos(2x) dx
Haciendo el cambio de variable:

u = sen(2z) = du = 2cos(2z) dx

para la segunda integral, se tiene que:

1 1
/senQ(x)cos4(:c) dx = T dx — T cos(4x) dm—i—/u du
_z 1 sen(4a:)+i ui’_i_
"6 16 4 16 3 °©

_ . sen(4x) n sen3(2x)
16 64 48

+c
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2. /sen4(aﬁ)cos4(a:) dx
/

sent(x)cost(x) de = /(senQ(x))Q(cos2(a:))2 dz

(e ey,

= % (1 — cos(22))? (1 4 cos(2z))? da

- (1 — cos?(2x))? da

= /sen 2x))

1_ 2
_ < cos(4x) ) I
16 2

1
= & (1 — 2cos(4z) + 6082(4{[})) dz
1 1 1 [ 14 cos(8z)
- ~ |4 dz) do + — | 20T
61 ) 40 g [ costim)de i 2

dzx

T 1 sen(4z 1 1
= @ 3 i )+128/d +@ cos(8x) dx
x  sen(4x) x 1 sen(8z)
64 128 128 128 8
ix _ sen(4z) | sen(8z)
128 128 1024

b) Siuno de los dos exponentes (m o n) es IMPAR, ésto es para los casos:

mpar A nimpar
mimpar A npar

mimpar A nimpar

Se separa un sen(x) o cos(z) de la funcién trigonométrica que tenga el expo-
nente impar y lo que sobra se lo escribe mediante la cofuncién utilizando las
férmulas [16, 11, 2]:

sen?(x) = 1 — cos®(z)

cos?(x) = 1 — sen?(x)
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Ejercicios Resueltos si m 6 n es impar

Resolver las siguientes integrales:

1. [ sen®(z)cos'S(z) dz
/sen5(:v)coslﬁ(x) de = sen*(x)cos'®(z) - sen(x)dx

/
= /(senz(x))zcoslﬁ(x) - sen(x)dx
/

(1 — cos?(z))%cos®(x) - sen(z)dx
Haciendo el cambio de variable:
u = cos(x) = du = —sen(z) dx

Se tiene que:

/56715(:5)00816(33) dx = — /(1 —u?)2ulbdu
= —/(1—2u2+u4)u16 du
— _/ (ulﬁ _ 2’LL18 +U20) du
W7 W0 2!
= (== 9. —— 4 =
< 17 19 721 ) e

17 21
_cos(x) 2 cos* ()
=T Tt @t

2. /senlz(x)cos7(x) dx

2(2)cos%(z) - cos(z)dx

/56n12(x)0057(33) dx = sen

sen'?(z))(cos?(z))? - cos(z)dx

sen'?(z))(1 — sen®(z))? - cos(z)dx

Il
—— —

Haciendo el cambio de variable:
u = sen(x) = du = cos(z) dx
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Se tiene que:
/senu(x)cos7(x) dex = /u12(1 —u?)3du
= /u12 (1- 3u? 4 3u? — u6) du

= / (u12 — 3u + 3u!% — uls) du

W13 uls W7
S Y
13 O VA TR
sent3(x)  sen'S(z) 3 . sent?(z)
R F B A G T

Cuando los dos exponentes son impares se puede separar cualquiera de ellos. Si
los exponentes son diferentes es mejor separar un sen(x) o cos(z) de la funcién
trigonométrica que tenga el menor exponente y si los exponentes son iguales lo

mejor es separar un cos(z) [16, 2].

Ejercicio Resuelto si m y n son impares

Resolver la integral: / sen® (x)cos” (z) dzx

/seng(:ﬂ)cosg(:c) dr = sen®(x)cos® (z) - cos(x)dx

sen®(x))(cos?(x))* - cos(z)dx

sen®(x))(1 — sen?(x))* - cos(x)dx

Il
—

Haciendo el cambio de variable:
u = sen(zr) = du = cos(x) dx

Se tiene que:

/seng(:v)cosg(m) dex = /ug(l —u?)du
= /u9 (1—4u2+6u4—4u6+u8) du

= / (u9 — 4+ 6ut® — 4u® + u”) du

ulO u12 u14 u16 u18

Y e A B R
10 2 0 6 18 ¢

seni®(z)  sen'?(x)

16 18
sen T sen T

_ 3. 14
= + —sen*(x) 1 IS

10 3 7
55
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Caso 2. Integrales de la forma [ tan(x)sec?(x)dx &
[ cott(x)esc(x)dx

a) Si g es entero positivo PAR sin importar el valor de p, esto es para los casos:

ppar A gqpar
pimpar A qpar

Entonces ¢ = 2r +2; rcZ"
/tanp(x)secq(x) dr = tanP (x)sec® T2 (x)dx

tanP (x)sec” (x)sec?(z) dz

tanP (z)(1 + tan?(z))"sec®(x) da

Il
—— —

Por el cambio de variable [11, 10, 2,

\O

]:
u = tan(z) = du = sec?(z) dz
Se tiene que:
/tanp(:n)secq(x) dr = /up(l + %) du
De la misma manera se puede realizar la [ cot?(z)csc?(x)dz recordando que, si:

u = cot(z) = du = —csc*(x) dx

Ejercicios Resueltos si g es par

Resolver las siguientes integrales:

1. /tanll(:c)secs(:v) dx
Sea
I= /tann(:v)secS(z) dr = /tanu(x)secﬁ(x)sec2(x) dx
/tanu(m)(l + tan®(x))3sec?(z) dx
Haciendo el cambio de variable:

u = tan(z) = du = sec*(z) dx
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Se tiene que:
I = /U11<1+U2)3 du
= /u11(1 + 3u? + 3ut + ub) du

= /(u11 + 3u!® 4+ 3u® + u'T) du

B 12+3 u14+3 u16+u18+
C12 14 18
tan'?(zx) 3 3. 16 tan'®(x)
= 2y ¢ =
13 aten () + qglant@) £ T e
. /cotM(a:)csclO(x) dz

Sea

ot'(x)esc®(x)esc (x) da

I= /cotM(x)csclO(:c) dr = /
= / ot () (1 + cot?(x)) esc® (x) dx
Haciendo el cambio de variable:

u = cot(z) = du = —csc*(x) dx

Se tiene que:

I = —/u14(1—|—u2)4 du
= —/u14(1—|—4u2+6u4+4u6—|—u8) du

= — /(u14 + 4u'0 + 6u'® + 40?0 + u??) du

ul® w7 uwl? w2l 23
= —(15+4 T7+6 ﬁ+4 —|—23>+C
¢1o 4 6 4 ¢
- @ 15(x) - ﬁcotn(x) — Ecotlg(aj) - ﬁcotm(m’) S 23(:6) +c

Nota: este método también se puede utilizar para resolver integrales del ti-
po: [ tan?(z)sec!(x)dz 6 [ cot? (x)csc?(z)dx cuando p es cualquier nimero

racional.
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3 / sect (In(x)) i

x tan3/? (In(z))

Sea I la integral y por el cambio de variable:

u:ln(x)édu:di
x

Se tiene que:

= sec4(ln(a;)) T = an =32 (u)sec (u) du
=/ j o= [ tan = psect (o) d

x tan3/2 (In(z

Ahora bien:
I= /tan3/2(u)sec4(u) du = /tan3/2(u) sec?(u) sec?(u) du
= /tan_3/2(u) (1 + tan®(u)) sec*(u) du
Por el cambio de variable:
z = tan(u) = dz = sec*(u) du
Se tiene que:
I = /2_3/2 (1+2%) dz

= /(2_3/2 + z1/2) dz

S—1/2 ,3/2

= 1 +T+C
2 2
2
= —2tan"?(u) + gtan3/2(u) +c
2

_ 2, 32
= T hani) + gtan (u) +c

De ahi que:

_ sec* (In(x)) - 2 9
I= / 2 tan® (In(z)) dx = ~tan 2 (in(z)) + gtan?’/z((ln(x)) +c

b) Sip es entero positivo IMPAR sin importar el valor de g, esto es para los casos:

pimpar A qpar

pimpar A g¢impar

58



Departamento de Ciencias Exactas

Entoncesp =2r+1; reZ*
/tanp(x)secq(x) dex = /tanQrH(x)secq(m)dx
= /(tanQ(a:))rsecq_l(:U).sec(:n)tan(:r) dx
/(secQ(:r) — 1) sec? ! (x).sec(x)tan(x) dz
Por el cambio de variable [11, 16, 2]:
u = sec(x) = du = sec(z)tan(x) dx

Se tiene que:

/ tan? (z)sec(z) dw = / (12 — 1)ru dy

De la misma manera se puede realizar la [ cot?(z)csc?(x)dz recordando que, si:

u = cse(x) = du = —csc(x)cot(x) dx

Ejercicios Resueltos si p es impar

Resolver las siguientes integrales:
1. /tanu(:n)seCS(:n) dx

Sea

I= /tanll(x)secg(:c) dex = tan'®(x)sec” (x).tan(x)sec(x) dx

Por el cambio de variable:
u = sec(x) = du = sec(z)tan(z) dx
Se tiene que:

I = /(u2 — 1% du

= /(ulo — 5u® + 10u® — 10u* 4 5u® — 1)u” du

(sec®(z) — 1)°sec” (z).tan(x)sec(z) dx

59



Integral Indefinida

60

= /(u17 — 5u’® + 10u® — 10u!t + 5u° — u") du

18 u16 14 12 10 8

u u u u u
- 55— 410 — ——10- — 4+ 5 — — —
18 16 V1 270 gt
18 10 8
5 5
= 86618(:6) - —1636016(33) + ?86014(1') - 686012($) + 5602 (z) _ Secg(x)

2. /cot7(x)cscl7(:r:) dx
Sea
I= /cot7(:v)cscl7(x) de = cot® (x)esct® (z).cot(x)ese(x) dx

/
_ / (s (2) — 1)esc®(2).cot(z)ese(x) da

Por el cambio de variable:
u = csc(x) = du = —csc(x)cot(x) dx
Se tiene que:
I = —/(u2 —1)%u!0 du
:—ﬂf%ﬁ%ﬁJW%u
_ /(u22 ~ 302 1 3u!® — %) du

23 21 19 17
_ _<u_3 u+3.u_U>+c

23 7 21 19 17
escB(z)  esP(x) 3 cscl7(z)
= ——93 T T g0se () + - T¢

Nota: este método también se puede utilizar para resolver integrales del tipo:

[ tan?(z)sec?(z)dz 6 [ cot?(x)csc(x)dz cuando g es cualquier ntimero racional.

tan3(x)

\/sec(x)
/tan3(x)sec_1/2(x) dx =

dzx

/tanQ(x)sec_3/2(x) - tan(x)sec(x) dx
/(5602(:5) —1)sec™®?(z) - tan(z)sec(x) dx

Por el cambio de variable:

u = sec(x) = du = sec(z)tan(z) dx
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Se tiene que:
/tan3(x)sec_1/2(x) dex = /(u2 —1)u=?? du

= /(u1/2 — u_3/2) du

= §u3/2 +2u™ Y2 4

2
= 58603/2(33) +2sec”?(z) + ¢
2 2
= —vsed(x)+ ———=+c¢
3 (=) sec(x)
92 2
_ 2sec (x)+6 Le
3/ sec(x)
2 2
_ (sec*(z) + 3) e
3 \/sec(x)

Observacién: el caso, p impar A ¢ par, puede ser resuelto utilizando cualquiera

de los métodos propuestos en los literales a) y b).

El lector puede comprobar que las primitivas obtenidas al resolver la integral

[ tan (z)sec®(x)dz por los dos métodos son equivalentes.

c) Sip es entero positivo PAR y ¢ es entero positivo IMPAR

Para resolver las integrales [ tan?(z)sec?(z)dz 6 [ cot?(x)csc?(x)dz donde p es
par y ¢ es impar se utiliza el método de integracién por partes, el cudl serd

estudiado mds adelante en este capitulo.

Ejercicios Propuestos

Resolver las siguientes integrales:
1. /0039(2) sen'3(2) dz

/tan z +3) sec®(z + 3) dx
/sec ) tan®(4z) dx
/csc (2 — 3z) cot(2 — 3z) da
/sen cosS(p) dp
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6. /sen7(5 + z) cos' (5 + ) du

3z 3z

4 [ 24 4 [ 2
7./030(2)cot<2>dm

8. /00512(u) sen'®(u) du

9. /seclo(:ﬁ) vtan(x) dx

cos™ (w)

V/ sen(w)

11. /395 cot* (3%) esc® (3%) dx

10. dw

1. /sen5(ln(:z:)) cos®(In(x)) de

T

Integracion de producto de Funciones Trigono-
métricas de angulos multiples

Se refiere a la solucion de Integrales de la forma:

/ sen(az + b)cos(cx + d)dx
/cos(ax + b)sen(cx + d)dz
/cos(aa: + b)cos(cx + d)dx

/sen(aw + b)sen(cx + d)dx

Para resolver Integrales de este tipo se utilizan las siguientes identidades trigonomé-
tricas [1, 11, 16, 2]:

sen(a)cos(f) = % sen(a + B) + sen(a — B)]
cos(a)sen() = % [sen(a + 8) — sen(a — B)]
cos(a)cos(B) = % [cos(a+ B) + cos(a — B)]
sen(a)sen(8) = —% [cos(a + ) — cos(a — 5)]
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Ejercicios Resueltos

Resolver las siguientes integrales:

1. / sen(2z) cos(3z) dz

/sen(Qa:) cos(3x) dx = ;/[sen(Qx + 3z) + sen(2x — 3z)] dx

1

- 2/[sen(5x)+sen(—$)] dz

Dado que el seno es una funcién impar; es decir, sen(—x) = —sen(z), se tiene

que

/sen(Qa:) cos(3zx) dx = ;/sen(Sx) dx — ;/sen(x) dx

_ % (ﬂo‘;(‘:’x)) + %cos(:c) te

1 1
= —ﬁcos(fm) + icos(x) +c

2. /sen2(2a§ +1) cos(4x — 3) dx

Sea

entonces

I= /sen2(2x + 1) cos(4x — 3) dx,

/ <1 ot 2)) cos(dz — 3) d

1 1
3 / cos(4x — 3) dx — 5 /005(41’ + 2)cos(4x — 3) dx

2 4 2

1 sen(dr—3) 1 / [605(81‘ - 12) + 608(5)] dr

sen(drx —3) 1 005(5)/
— 3 4/003(83; 1) dx 1 dz

sen(dxr —3) 1 sen(8z—1) cos(5)
— s i 3 iote

sen(dx —3)  sen(8x —1)  cos(5)
8 32 4

xr—+c
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3. /21 sen (271 —4) sen(2* +9) d

LLamando I a la integral y haciendo el cambio de variable:
p=2"=dp=2%In(2)dz
Se tiene que:

1
I= /2“c sen (2“‘1 —4) sen(2® +9) do = Q) / sen(2p — 4) sen(p+9) dp

Ahora bien, resolviendo esta integral, se sigue que

I = lntQ) / —% [cos(3p + 5) — cos(p — 13)] dp

= g | D) o+ s [eosto—13)dp

1 ) 1
= — _sen(3p +5) + -sen(p —13) + ¢

2 In(2) 3 21n(2)
~ sen(p—13) B sen(3p +5) ny
T 2In(2) 6 In(2)

De ahi que

7 - sen (2* —13) sen(3-2%+5)
- 20n(2) 6In(2)

Ejercicios Propuestos
Resolver las siguientes integrales:

1. /cos(?:n) cos(11z) dz

2. /003(433 + 1) sen(z) dx

W

. /sen(le +13) sen(13z — 4) dx

/0052 (%) cos(3z + 2) dx

n(6x + 5) cos*(2 — 3x) dx

-

o1
\

sen?(3x +7) cos(2x — 7) dx

/sen< ) e () o

N
—

N
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8. /sen2(4x +3) sen?(z — 7) dx
9. /[608(81‘) + cos(z)]? da
10. / 3 sen(2w) 4 2 sen(5w)]* dw

11. /e” cos(9e”) sen(3e”) dx

1. /sen(ln(m)) sen?(In(x) + 1) dx

T

Integracion por completacion de trinomios
Se pueden presentar los siguientes casos:

Caso 1. Cuando el numerador es un niimero Real y el denominador contiene un tér-

mino cuadrético de la forma Az? + Bz + C [11, 7, 5, 10].

Si el integrando contiene un expresion de la forma Az? + Bz + C, se puede

completar el trinomio de la siguiente manera:

[ B C
Az’ + Bx+C = A-I‘Q—FAI‘—FA]

— A_ 2+§ _|_B72 + g_i?
I A R V7P A 4A2

_ A_ +£ 2+ g_B72
- o4 A 1A?

para a continuacién hacer la sustitucion:

B
u-x+ﬂ:>dU—d:E

Ejercicios Resueltos caso 1

Resolver las siguientes integrales:
1 / dz
") 22 —62+25
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dzx

/332—2534—25:/(
-/

Haciendo el cambio de variable:

22 —6x+9)+(25—-9)
dx

z—3)2+ 16

u=x—3=du=dzx

Se tiene que:

/ dx B / du
22 —6x+25 u? + 42

et (u) n
= —arctan \ — C
1 1

1 . z—3 n
= —arctan | —— c
4 4

2 /2dm
V3z2 -z -7

/ﬁdw:/

Haciendo el cambio de variable:

1
u:x—éédu:dx

Se tiene que:

2
—_—dx =
/\/31‘2—:13—7

= —n

V3

66‘

36
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2_7
uU+1/u 36
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Regresando a la variable original, se obtiene

/Qdac = lln (m—1>+ (x—1>2—85+c
Va2 -7 /3 6 6 36

Simplificando
/ 2 p 2 1 +\/2 v, 18
—_ = — - = -+ —-—=|+c
Vi —z-7 B \" 6 3736 36
2 1
= ;/glnx—fi—i- x2—§—§+c
23 1 V3a2—z-7
= 29y _z
3 n|x 6+ /3 +c

NOTA: Este método también se puede utilizar para resolver una integral que

tenga la raiz cuadrada del trinomio en el numerador.

Ejemplo:

Resolver: / \/m dx
Iz/mdx - ﬁ/,/ggg;xzdx
= ﬁ/\/(§+§é>—<$2+gx+§g>d:§
B ()

Haciendo el cambio de variable:

u:x+g:>du:dm

Se tiene que:

4
I = \/g/\/gg—quu
u 149 49 6u
_ R B B hdad
\/3[2 36 U +72arcsen<7>

+c
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Regresando a la variable original, se obtiene

3 5 49 5\? 493 62 45
I = §<x+6> \/36_<x+6> + 7\2[arcsen<x7+ >+c

3 5 493 6 5
= \g(ﬁ +5) g 3%~ x2 + 7\2[arcsen<x7+ >—|—C
4
— <6$1;—5> 2 —5x — 3x2 4+ 9\/3 arcsen<6x;_5>+c

Caso 2. Cuando el numerador es un término lineal y el denominador contiene un tér-

mino cuadratico de la forma Az2 + Bz + C.

Si el numerador es un término lineal, a la integral dada se le separa en dos in-
tegrales, la primera que contiene en el numerador la derivada del término cua-
drético y la segunda que tiene en el numerador un niimero real para resolverla

por el método del caso 1 [11, 16, 2].

Ejercicios Resueltos caso 2

Resolver las siguientes integrales:

3x —7
1. | ———5——=d
/ 522 3546
Debemos empezar buscando el diferencial del término cuadrético, esto es,
Si:
z =522 — 3x + 6 = dz = (10x — 3)dx

A continuacién, separamos la integral en dos: una que contenga en el nu-
merador la derivada del término cuadrético y la otra que tenga en el nu-

merador un ntimero real, es decir:

10x——

I:/?de — / dr
522 —3x+6 5:1:2—33:+6
70
3 10z-3+3——
= / 3 dr
10 2_3x+6
B 3/ 103:— 61/ dx
10/ 522—-32+6 10 ) 522 —3x+6
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Ya tenemos dos integrales, la primera la resolvemos por sustituciéon y la

segunda completando el trinomio, de ahi que:

SEYEN O
- 1w0/) =z 50/ 4, 3 6
e ——-xr+ -

Haciendo el cambio de variable:

3
u-a:—l—o:>dU—d:U

se tiene que:

3 9 61 du
I = Eln!fm —3x+6\—50/ S I
U+ —
100
3 61 1 U
= —In|52® — 3z + 6|—— - ———arctan | — | +¢
10 | | 50 V111 V111
10 10
61111 10
= %ln|5x2_3x+6|— Per arctan(&)—l—c
614111 10z — 3
= %ln!5x2_3x+6\— Fer arctan( fm >+c

In(x)
> / z /1 — 4din(x) — 4ln%(x) o

Dado que el diferencial del in(x) se encuentra en la integral, empezamos

haciendo la sustitucion:
dx
p=lIn(x)=dp=—
X

Por lo tanto:

- In(x) R S
I_/m\/1—4ln(a:)—4ln2(az)d B /mdp

Buscando el diferencial del término cuadratico, ésto es:
z=1—4p—4p* = dz= (-4 —8p) dp
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y separando la integral en dos; una que contenga en el numerador la de-
rivada del término cuadrético y la otra que tenga en el numerador un na-

mero real, se tiene que:

I =

p
P g4
/\/1—4p—4p2 P

1 —8p—4+4
— p— 4t dp

8 V1 —4p—4p?
—8p—4 1 dp

Jherer L v
= —— —dp_f -
8 1—4p — 4p2 2 1—4p — 4p?

Ahora resolvemos la primera integral por sustitucién y la segunda com-

pletando el trinomio, de ahi que:

1 dZ_l/d@
8) vz 4) N1
T

p2
dp

I =

Haciendo el cambio de variable:
1
u=p+ 3= du =dp

en la segunda integral, se sigue que:

7 = gﬂ_l/du

2
2
B V1—4p—4p% 1 u
= —f—zarcsen e +c
V2
1—4] — 4In? 1
= —\/ n(::) n(x)—4arcsen<\/§u)+c

1—41 — 4in? 1
= — v n(z) (@) 7 aresen

4

B V1 —din(z) — din2(z) 1

(
<

B V1 —din(z) —4n2(z) 1
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Caso 3. Cuando el numerador es un Polinomio de grado mayor o igual a 2 y el denomi-

nador contiene un término cuadratico de la forma Ax? + Bx + C.

Si el numerador es un polinomio de grado mayor o igual a dos, se empieza
dividiendo el numerador para el denominador del integrando, ésto da como
resultado una parte entera y una fraccién propia la cual se resuelve utilizando
el método del caso 2[4, 9, 5].

Ejercicio Resuelto caso 3

Resolver la siguiente integral:

/2x3—3x+5dx
2 — br — x2

Dividiendo el numerador para el denominador, se tiene que:

23 3z 45| —22—-5x+2
—2z%  —1022 44z —2x 4+ 10

—1022 +r 45

1022 +50z —20

+51z —15

Por lo tanto: 5
22° — 3z + 5 51z — 15
o T (22 4+ 10)
2 — by — x2 (=22 + )+2—5x—3:2

Ahora bien, llamando I a la integral, se sigue que

213 —
;o / T 33:+5dx
2 — by — x2

5lx — 15
= -2 1 ——| d
/[( T 0)+2—5:17—a:2] ’

ple — 15
= /[—2x+10—2f5] dx

5lx — 15
= =2 d 10 [ dx —
/m T / o /x2+5x—2

x? 51
= —-2.-—+4+10x—-51 | ———==—d
2+ o /x2+5m—2 o
30
- 2?10 2 d
SR 2/ 2+ bx — 2 v
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Separando en dos integrales

51 245 285 dx
I = 224102 —-= | ————da+ 2= | ———
v 2/332—1—53:—2 T 2 /x2—|—5x—2
= —:L’2+10m—51/2$+5 JH—@ d
N 2 ) x2+5x—2 2 5\2 33
Tty) 7%
Haciendo los cambios de variable:
z=a? +5x—2=dz= (22 +5)dx
y
5
u=x+ B = du = dzx
en la segunda y tercera integral, respectivamente, se tiene que:
51 [dz 285 du
— 2 _ 2, 22 B
I = —2°4+10z 5 z+2/u2_33
4
V33
51 285 1 Ty
2 2
= —z°" 4+ 10z — —In|z|+— - In +c
2 A V33 V33
2-— |u+—
2 2
51 285 V33, (2u— /33
2 2
= —2°+ 10z — —In|z” + 5z — 2|+ In +c
2 | | 66 2u++v33
51 95 V33 2z +5— V33
= —2% 4102 — =in|z® + 5z — 2|+ In |25 c
2 22 2z + 5+ V33

P,
NOTA: Las integrales del tipo / (z) dx 6 / P,(x) V Az? + Bz + cdx,
VAz?+ Bz +c

donde P, () es un polinomio de grado mayor o igual a dos serdn estudiadas

en el Capitulo 4.

Ejercicios Propuestos

Resolver las siguientes integrales:

/ dx
1. _—
2224+ x+5

2_/2“16596

|

622 + 3z — 2
3. ——d
/3x2—6x+4 v

4. /\/4—4:5—1‘2(11:
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a1

. /(3x—7)\/16+6x—x2dx

-7

6. —_— dx
V2 4z +3
. z4—2z3+522—22+4d2
22 —922+4

8. /4d:c
V7 — 8z + 322
./\/33;4—6x3—2a;2d:z:

10e%*
10, [ ——
0 /262$—36$—7 de

NeJ

In(x) =7

11. / z(3In?(x) — 2in(x) — 8) de

sen(2x)

12.
V4 + 3sen(z) — sen?(x)

Integracion por partes

La técnica de integracion por partes es la aplicacion de la integracién de la deriva-

da de un producto.

Para obtener la formula que se utiliza para resolver los ejercicios mediante esta
técnica de integracién partimos de la propiedad 3 de las propiedades de la integral

indefinida revisada en el capitulo I, esto es
[ 7@ 90)+ £@) - g @) da = £(2) - g(0) +
Aplicando la propiedad de la integral de la suma de dos funciones, se tiene
[ #@-g@)ds+ [ £ (@) do = (@) gl
De ahi que,
/f(w)-g’(ﬂf) dr = f(z) - g(x) - /g(ﬂf) - f'(@) dx (%)
Ahora bien, sean u = f(x) y v = g(x) dos funciones diferenciables en la variable z, tal
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que:

Siu= f(x) = du = f'(z) dz (1)
siv = g(z) = dv = g'(x) dz (2)

Reemplazando (1) y (2) en (), se obtiene

/udv:u-v—/vdu

Esta férmula se utiliza para resolver las integrales mediante la técnica de integra-

cién por partes [1, 11, 16, 10, 3].
Observaciones:

1. El célculo de / u dv es reemplazado por el cdlculo de / v du, razén por la cual
hemos de procurar que esta dltima integral sea mds facil de resolver que la

inicial.

2. Esta técnica de integraciéon se utiliza normalmente para integrar funciones
trascendentes, productos de funciones trascendentes e integrales de la forma
sec™(ax + b) dz 6 / csc™(ax + b) dr, donde m es un ntimero impar; sin
embargo, también se puede utilizar para integrar otro tipo de funciones que no

sean de estos tipos [11, 10, 2, 13].

Ejercicios Resueltos

Resolver las siguientes integrales:

1. / ze® dx

Empecemos escogiendo v y dv de la siguiente manera, sea

U=z = du = dzx;

dv = e"dx = v:/exdxzex
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Aplicando la férmula de integracion por partes, se obtiene

/:Eex dx = zet — /em dx

= zet —e¥ + ¢

= (x—1)e"+¢
2. /:L‘Zln(x)dx

Para resolver esta integral empleamos integracién por partes. Sea:

d
u=lIn(x) = du= ?‘T;

3
dv = z2dx = v:/dex:xg

Aplicando la férmula de integracién por partes, se tiene que

3

/azQZn(x)dx = %ln(az)—

3
3 2

= mln(:z)—/xdx
3 3

3 dx

3 3
= %ln(w) - % +c
3. /ln(x—i— 1+ 22)dx
Empleamos integracién por partes. Sea:
2z
14—
u=In(z+\V1+22) = du=—2V1+2° 4,
r+V1+a?
q Vi4+z?+x i
u =
V1422 (z+ V14 2?)
d ! d
U= ————=dx
V14 x?
dv = dx = V= /dm =z

Por lo tanto,

/ln(w—l— 1+aj2)dx:$ln(x+ 1—1—:132)—/\/f:l_iw2
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Ahora bien, resolvemos la integral:

/ zdr
V14 22

d
Sea:m = 1+ 2? = dm = 2xdz, de ahi que dz = Q—m Reemplazando en la
x

integral anterior, se tiene que

/ zdr
V142 2) vm

2
= Vm+ec
= 1+22+c¢

Sustituyendo en (x)se obtiene:

/ln<x+ 1+x2)dx:a:ln(a:+ 1+x2>— 14+224¢

4. /sen(2z + 3) senh(2z + 3) dz

Llamemos I a la integral, esto es
I= /sen(QZ + 3) senh(2z + 3) dz

Al ser un producto de funciones trascendentes, empleamos la técnica de inte-

gracion por partes para resolverla. Sea

u = sen(2z + 3) = du = 2 cos(2z + 3) dz;
2
dv =senh(2z+3)dz = v= /senh(Qz +3)dz = cosh(;—i—iﬁ)
Por lo tanto,
1
I = Qsen(Qz + 3) cosh(2z 4+ 3) — /cos(2z + 3) cosh(2z + 3) dz (%)

Ahora bien, llamemos I; alaintegral [ cos(2z+3)cosh(2z+3) dz, y resolvamosla
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por partes. Sea

u = cos(2z + 3) = du = —2 sen(2z + 3) dz;
h(2 3
dv = cosh(2z+3)dz = v = /cosh(?z +3)dz = sen(;—i—)
De ahi que,
1
L = 5003(22 + 3) senh(2z + 3) + /sen(Qz + 3) senh(2z + 3) dz
1
L = 5003(2,2 +3)senh(2z+3)+ 1
Reemplazando el resultado anterior en (x), se sigue que
1 1
I = 5861@(22 + 3) cosh(2z 4+ 3) — 5608(22 +3) senh(2z+3)— I +c
Pasando a sumar I al lado izquierdo, se tiene que
1 1
2 = isen(Qz + 3) cosh(2z + 3) — 5003(22 +3) senh(2z+3) + ¢
Despejando I se obtiene
1 1
I = Zsen(Qz + 3) cosh(2z + 3) — 1005(22 +3) senh(2z+3) + 1

.le’f“day
| &=

Llamemos I a la integral, y escribamosla de la siguiente manera

T

Empleamos la técnica de integracioén por partes para resolverla. Sea

U=z = du = dx;
T

dvzmdx = 'U_/(xQ_l)zdx

Haciendo la sustitucién p = 22 — 1 = dp = 2zdz y reemplazando en la integral

anterior, se tiene que

!
T Ty

B 1
YT Tam o
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78

Ahora bien, aplicando la férmula de integracién por partes, se sigue que

- "\ T2@zon) T2 w21

Simplificando y aplicando la férmula 28 de las férmulas de integracién inme-

diata, se obtiene

. /sec5(az) dx

Escribamos la integral de la siguiente manera

/5605(1‘) dr = /secg(x) - sec?(x) dx
Ahora bien, sean

u = sec’(z) = du = 3sec’(z)tan(x) dz;

dv = sec*(x) dzx = v= /5602(l’) dx = tan(x)
De ahi que,
/3605(33) de = sec®(x)tan(z) — 3/3603(m)tan2(m) dx
= sec®(x)tan(z) — 3/860 (z) (sec*(z) — 1) da
= sec’(2)tan(z) — 3/566 ) dx + 3/866
Reduciendo términos semejantes y despejando, se obtiene
4/8605(96) dr = sec(z)tan(z)+ 3 / sec®(x) dx
/3605(x) dx = isec?’(x)tan(a:) + 2/8603(30) dx (%)

Ahora, resolvamos la integral de la sec3(z) aplicando nuevamente la técnica
de integracién por partes. Empecemos escribiendo la integral de la siguiente

manera
/secg(:v) dx = /sec(m) - sec?(x) dx

Ahora bien, sean
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u = sec(x) = du = sec(x)tan(z) dz;

dv = sec*(x)dx = v = tan(x)
Aplicando la férmula de integracién por partes, se tiene que

/5603(:1:) dr = sec(x)tan(x) — /sec(m)tanZ(:U) dx
— sec(z)tan(z) — / sec(x) (sec?(x) — 1) da
= sec(x)tan(z) — /5663(:17) d:v—i—/sec(x) dz

Reduciendo términos semejantes y despejando, se sigue que

3 = sec(x)tan(x sec(x) dx
2/sec(a:)dx = (x)t ()+/ (x)d
/5603(33) dx = %sec(x)tan(m) —i—;/sec(x) dx
= %sec(as)tan(m) + %ln |sec(z) + tan(z)| + ¢

Reemplazando este resultado en (x), se obtiene

/3605(33) de = isecg(aﬁ)tan(m) + z <;sec(x)tcm(x) + %ln |sec(x) + tan(z)| + c>

1
= 18603(1’)75@71(1’) + gsec(x)tan(x) + %ln |sec(z) + tan(z)| + ¢

. Resolver la siguiente integral mediante el método tabular:

/(43:2 — 2z —3)e" dx

Este tipo de integral se puede resolver utilizando el método tabular de inte-
gracion por partes, ideal para integrandos del tipo P(z)e*”, donde P(z) es un

polinomio.

A continuacién, se identifican las partes

m oy =42 -2 —3

m dv=¢e"dx

Ahora bien, derivamos u de forma consecutiva hasta llegar a obtener el valor de
0, mientras que integramos consecutivamente dv, hasta llegar a la misma altura

del 0, con lo cual, se construye la siguiente tabla
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Derivadas de u | Integrales de dv = e* dx
42% — 22 — 3 e’
8 — 2 e’
8 e’
0 e’

Los productos se realizan en diagonal, con signos alternados [10, 11, 16]:

+’ ) +7 Ty e

De este modo se obtiene el siguiente resultado
/(41:2 — 20 —3)e®dr = +(4a*—2x—3)e" — (8 —2)e” +(8)e” +c
Simplificando se obtiene:

/(4x2—2x—3)6xd:c—(4m2—2m—3—8x+2+8)ex+c

= (422 =10z +7) " + ¢

. Resolver la siguiente integral mediante el método tabular:

/(a:3 — 2z + 1)sen(2x) dx

Empecemos llamando I a la integral, esto es
I= /(alf3 — 2z + 1)sen(2x) dx
Este tipo de integral se puede resolver utilizando el método tabular de inte-

gracién por partes, ttil para integrandos del tipo P(x)sen(ax) o P(x)cos(ax),

donde P(x) es un polinomio.

Sea:

= Derivamos: v = 23 — 22 + 1

» Integramos: dv = sen(2z) dx

Se construye la tabla:
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Derivadas de u | Integrales de dv = sen(2x) dz
23 -2z +1 sen(2x)
9 1
3x° —2 —5003(23:)
6 [sen(2e)
XL 4S€n X
6 Jcos(22)
—COS\ 4T
8
0 Gsen(22)
1gSen(2e

Los productos se realizan en diagonal, con signos alternados:

+7 ) +7 Ty v

De este modo se obtiene el siguiente resultado

1 1 3
I = —5(933 — 2z + 1)cos(2z) + Z(3x2 —2)sen(2x) + 11‘608(2%) -

3
—gsen(Zx) +c

Simplificando se obtiene

3 1 3 3 1 3
I = ([-=—+z—=+° 2 e 2
( 5 T 2+4£L')COS( ZL‘)+<41’ 5 8>sen( x)+c
= —x—3+z ~ 1) cos(2e) + 3T (22) +
= 9 456 9 COS\ 2T 4{L‘ 8 Sen\ Lx C

1 1
= (22° — Tz + 2) cos(2z) + 3 (62° — 7) sen(2z) + ¢
En conclusién, el método tabular de integracion por partes se utiliza cuando se tiene

un producto de funciones donde una de ellas es un polinomio y la otra es una funcién

del tipo a”, sen(ax +b), cos(ax +b), senh(azx + b) o cosh(ax + b).
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Ejercicios Propuestos

Resolver las siguientes integrales:

1. / (22° — 32 +6) cos(3x) dx

/ dz
2. _
sen’(3z — 5)

/ac (x + 3) arctan(x) dx

w

4. /(31:2 —4)In (V1-2z) dz

arcsen (\/f
t

dt

cosh(9z) sen(9z) dx

4x2—8x—5
:13

10.

N
]
e
: /8 20 )
[
[

2
11. /3‘”2 dz
(2 4+1)

x
d
/xﬁarccos( x—l—l) T

Integracion de funciones hiperbdlicas

12.

N

Las funciones hiperbélicas son andlogas a las funciones trigonométricas, pero se
definen en términos de exponenciales. Suelen aparecer en problemas de geometria,

fisica y ecuaciones diferenciales [1, 11, 16, 4].
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Definiciones.- Las funciones hiperbélicas bésicas se definen como [1, 11, 10]:

x —Z

senh(x) = %,
x —Z
cosh(z) = %,
tanh(z) = senh(z) e* —e™*
"~ cosh(z) e*+e %’
coth(z) = cosh(r) e"+e™®
~ senh(z) e¥ —e ¥’
1 2
h, = =
sech(z) cosh(z) e*+e @’
1 2
csch(zx) = =

Identidades hiperbdlicas [1, 11, 2]

cosh*(x) — senh?(z) = 1
sech®(z) + tanh?*(z) = 1
coth®(x) — esch®(x) = 1
senh(2x) = 2senh(x)cosh(x)
cosh(2z) = cosh*(x) + senh?(x)
senh (g) _ cosh(;v) 1
cosh (g) _ cosh(;v) +1
senh(z+y) = senh(x)cosh(y)+ cosh(z)senh(y)
cosh(x +vy) = cosh(z)cosh(y) + senh(x)senh(y)
tanh(z +y) = tanh(x) + tanh(y)

1 + tanh(x)tanh(y)
Derivadas de las funciones hiperbélicas

isenh(x) = cosh(z)

dx

%cosh(ﬂ:) = senh(z)
%tanh(m) = sech®(z)
%coth(aj) = —csch®(x)
%sech(m) = —sech(x) tanh(x)
%csch(m) = —csch(zx) coth(x)
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Ejemplos
1. Calcule la derivada de senh(3x).

d
%senh(?)a:) = 3cosh(3x).

2. Calcule la integral de cosh(4x).

1
/cosh(4x) dx = Zsenh(élx) +c.

3. Verifique que tanh?(x) + sech?(x) = 1.

h*(x) 1

. h2 h2 _ sen

anh”(z) + sech”(z) cosh2(z) | cosh?(z)
_ senh’(z) +1
- cosh?(x)

Dado que senh?(z) = cosh?(z) — 1, se obtiene

2 _
tanh?*(x) + sech?(x) cosh”(z) —1+1

cosh?(x)
_ cosh?(z)
"~ cosh?(x)
=1
Ejercicios Resueltos
Resolver las siguientes integrales:
1. /xsenh(:c) dz
Sean
u=x = du = dx;
dv = senh(x) dx = v = cosh(z)

Aplicando la férmula de integracién por partes, se tiene que

/acsenh(x) dx = xcosh(x) —/cosh(x) dx
= xcosh(xz) — senh(z) + ¢
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2. /cosh4(a:) dx

Para resolver esta integral usamos la identidad de argumento doble

cosh(2z) + 1

h?(x) =
cosh”(x) 5

por lo tanto,

[ / cosh(z) dx = / (cosh?(z))? dz

_ /<cosh(22x)+1>2 o

= le/ (cosh2(2:z) + 2cosh(2z) + 1) dx

4 1
Reaplicamos la identidad a cosh?(2z): cosh?(2z) = W. Sustituyendo
y simplificando, se obtiene
1 cosh(4z) + 1
I =3 / (f + 2cosh(2z) + 1) dz

1
= 3 / (cosh(él:c) + 4cosh(2z) + 3) dx
1 1 3
= /cosh(4a:) dx + /cosh(Qm) dx + /de’
8 2 8
1

1 11 3
= 3 Zsenh(élx) + 5 §Senh(2x) + 3% +c

1 1 3
= ﬁsenh(élm) + Zsenh(2x) + 3% +c

3. /(5x2 + 3z — T)cosh(2x) dx
Sean

u=>52+3x -7 =  du= (102 + 3) dz;

1
dv = cosh(2x) dx = v = isenh@x)

Llamando I a la integral y aplicando la férmula de integracién por partes, se

tiene que
I = /(53:2 + 3z — 7)cosh(2x) dx
1, 1
= 5(556 +3x —7) senh(2x) — 5 (10z + 3) senh(2z) dx
Ahora bien, resolviendo la integral que nos queda otra vez por partes, esto es
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Sean

u=10x + 3 = du = 10 dzx;
1
dv = senh(2x) dx = v= icosh(2x)

Aplicando nuevamente la férmula de integracién por partes, se obtiene

1 11
I = 5(59102 + 3x —7) senh(2x) — 5 5(10x + 3) cosh(2x) — 5/cosh(2x) dac}
1, 1 5
= 5(51’ + 3z — 7) senh(2z) — Z(l()x + 3) cosh(2x) + 1 senh(2x) + ¢
1 1 5
= 1(101‘2 + 62 — 14) senh(2x) — Z(le + 3) cosh(2x) + 1 senh(2x) + ¢

1

1
= 1(10x2 + 62 — 9) senh(2x) 4(1056 + 3) cosh(2x) + ¢

i[(10x2 + 6x —9) senh(2z) — (10x + 3) cosh(2z)] + ¢
4. /tanhs(x) sech®(x) dx

LLamando I a la integral, se tiene que

I= /tanhg(x) sechb(z)dex = /tanhs(x) (sech?(z))? da
= /tanhs(m) (sech?(x))? sech?(z) dx
Utilizando la identidad fundamental sech?(z) = 1 — tanh?(z), se sigue que
I = /tanh8(x) (1 — tanh®(x))? sech?(z) dx
Haciendo la sustituciéon
u = tanh(x) = du = sech®(z) dx

se obtiene
I = /u8(1 —u?)? du

= /u8(1—2u2—|—u4)du

= / (u® — 2u* + u'?) du

Integrando término a término, se tiene que
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Regresando a la variable original  usando u = tanh(x), obtenemos

tanh® 2 tanh!! tanh'3
/tanhg(x)sech6(x)dx: anh’(z) _ 2tanh (z) 4 tan (z) Y

9 11 13
. /emcoth(z) dz
esc + 6—.’E

LLamando I a la integral, y reemplazando la identidad coth(z) = ——, se

ex_e_af
I:/emcoth(x)d:zz/ex‘mdx

ex_e x

tiene que

Haciendo la sustitucion

t=¢e% = dt = e"dx

se sigue que

- /(1+ 2 )dt
=L f

Utilizando la férmula 28 de las férmulas de integracién inmediata, se obtiene

I = ¢ 27174 ‘
+ t+1+c

:tzn{ ’
+t+1+

Regresando a la variable original x usando ¢ = €%, se tiene que

I=¢" —I—ln’ ‘—I—c

T —
et +1

xT . .. .
Dado que tanh <§> = , la solucién también puede escribirse como

I= /excoth(x) dx =e* +1In )tanh (g)‘ +c

87



Integral Indefinida

Ejercicios Propuestos

Resolver las siguientes integrales:

X

sech(x) tanh(x)
L / 1 + sech(x)

5 / dz
") senh?(z) + cosh?(z)
tanh® (x) sech®(z) dx

senh(2z) .
1 + cosh(2z)

i~

dx
5. [
(14 cosh(zx))
csch*(z) coth®(z) dx

dz
senh(x) cosh?(z)

10.

sech?(x)

11.
1 — 3tanh(x) + tanh?(z)

dx

tanh?(z)

12. —_—
1+ tanh(z)

dx
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Departamento de Ciencias Exactas

Una funcién racional es aquella que se presenta como una fraccién, donde el nu-
merador P(z)y el denominador Q)(x) son polinomios que no tienen factores comunes;

o sea que no admiten simplificacién, por lo tanto en esta seccién vamos a estudiar las
P(x
/ () .
Q(x)

1. Sila fraccion es propia, esto es, si el grado del numerador P(z) es menor que el

integrales del tipo [11]:

Ahora bien,

grado del denominador Q(x), se puede descomponer en una suma de fracciones

elementales (fracciones parciales) [16, 1, 3].

2. Si la fraccién es impropia, esto es, si el grado del numerador P(z) es mayor o
igual al grado del denominador Q(x), se debe empezar dividiendo el numera-

dor para el denominador [16, 1, 3].
P(z)
Q(z)

ner como la suma de una parte entera y una fraccién propia, esto es

[ = (e o) o

en donde la parte entera Z(z) es el cociente que se obtiene al realizar la divisién
R(x)

Y Qa)

sién.

Por el algoritmo de la divisién la fraccién impropia se puede descompo-

es una fraccion propia. Cabe sefialar que R(x) es el residuo de la divi-

Integracion por fracciones parciales

El método de Fracciones Parciales se aplica a la integracion de funciones racionales

-

cuando el grado del numerador P(z), es menor que el grado del denominador Q(z),

propias, es decir:

P(x

(@) .

Q()

caso contrario se debe primero realizar la divisién polinémica.

Para resolver este tipo de integrales el polinomio Q(x) que se encuentra en el
denominador de la fraccion se debe poder descomponer en factores, es decir, debe ser
factorizable [1, 16, 11, 2].

Dependiendo de los tipos de factores que se tengan, se pueden presentar los si-

guientes casos:
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Caso 1. Factores lineales distintos

Si Q(z) tiene factores lineales distintos, de la forma (ax + b), es decir si Q(z) tiene
P(z)

raices reales y distintas, entonces la descomposicién en fracciones parciales de Q)
x

contiene términos de la forma: oS en donde A es una constante [1, 11, 16, 4, 9, 10].
ax

Con esta factorizacién se puede expresar la integral de la siguiente manera:

P(x) s

_ [P@)
I_/Q(x)d _/(a1$+b1)(a2ﬂ?+b2)(aa$+53)"'(an$+bn)

A su vez esta integral puede ser expresada como una suma de fracciones de la si-

guiente manera:
P(I‘) Al / A2 / An

I= dr = [ ————d ——dx - —d

/Q(a:) v /a1x+b1 v asx + by SR anz + by

Para resolver cada una de las integrales del segundo miembro se debe tener en

cuenta que:
dz 1
= —In|azx + b|+c
ar+b a

Ejercicios Resueltos

Resolver las siguientes integrales:

xr— 2
1. —dx
/ 2 +x—2
Empezar factorizando el denominador, esto es:

P rr—2=(x+2)(x-1)

En este caso el denominador tiene dos factores lineales distintos, entonces:

A B

x—2 _ n
-1 x42

(r—1)(x+2)

con Ay B constantes a determinarse. Ahora bien, obteniendo el m.c.m. en el
lado derecho se tiene que

Az +2)+B(x—1)

T —2
N (x —1)(x+2)

(x —1)(x+2)
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Igualando los numeradores, se sigue que
x—2=Ax+2)+ Bz —1)

Resolviendo por el método del valor numérico, es decir, dando los valores de 1
y —2 ala variable z, de tal forma que los factores lineales = — 1y « 4 2 se hagan

cero respectivamente, y reemplazando en la ecuacion anterior, esto es

Si z=1: ~1=34 = A:_%

4
Si rx=-2: _4=-3B = B:g

Se obtiene,

/ x—2 1/ dx 4/ dx
TS g = 2 42
(x—1)(x+2) 3) x—1 3) z+2

1 4
= —§Zn|x - 1|—|—§ln|x + 2|+c¢

1

(z+2)*
x—1

+c

2z -1
2. d
/ 2B —or
Aplicando Fracciones Parciales, se tiene que:

20 -1 2x —1 B é+ B n C
-9z x(z-3)(z+3) z -3 x+3

A(z? = 9) + Bx(z + 3) + Cx(x — 3)
x(z —3)(z+3)

Igualando los numeradores, se sigue que
2z — 1= A(x* — 9) + Ba(z + 3) + Cx(z — 3)

Resolviendo por el método del valor numérico

Si x=0: —-1=-94 = A:%
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5
Si =3: 5=18B B=—
1 T = 18
Si z=-3: -7=18C = C——l
N ’ N 18
De ahi que,
/ 2z — 1 1 fdx 5 dx 7 dz
dv = — | —+ — - —
x(x —3)(z+3) 9) =z 18) x—3 18 ) z+3

1 5 7
= §ln|x|+1—8ln|x - 3|7Eln|x + 3|+c

1
= 13 [2In|z|+5ln|z — 3|=TIn|z + 3|] + ¢
- inxQ(az—3)5 Yo
18 (z+3)7

3_22 -1
3./90 T+ d
222 —3x +1

Dividiendo el numerador para el denominador, se tiene que:

x3 =222 +r —1[222—-3z+1
I 1
—z3 —i—%xQ —%33 2T~
322 4+iz -1
2 o+l
1 3
—ir 71
Por lo tanto:
1 3
3 2 ——T— -
x° — 2x r—1 1 1
* =-r— -+ 4 4

De ahi que:

¥ —222 4z -1 11 it
dr = -+t |d
/ 2% 3z 41 " / Tog T o
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Ahora bien, resolviendo las dos primeras integrales y factorizando el denomi-

nador de la tercera integral, se tiene que

3 _ 942 -1 2 1
/:U e+ dr — xa:/ x+3 g (1)
222 — 3z +1 4 4 4) (z-1)(2x-1)

Resolviendo las Fracciones Parciales, se sigue que:

x4+ 3 - A n B
(x—1)2r—1)  x—-1 2zx-—1

AQ2zx —1)+ B(z —1)
(x —1)(2z — 1)

Igualando los numeradores, se tiene que
r+3=A2x—1)+B(z—1)

Resolviendo por el método del valor numérico

Regresando a (1), se obtiene

=22+ —1 2 r 1 4 7
de = -2~ - dx
22 — 3z +1 4 4 4 x—1 2x—1

B mj x dx +Z dx
4 4 r—1 4 ) 22—1

.1‘2 T

7
= T 1" In|x — 1H—§ln|2x — 1]+c

Caso 2. Factores lineales repetidos

Si Q(x) tiene factores lineales de la forma az + b, repetidos k veces, entonces la
()
Q(x)

descomposicién en fracciones parciales de contiene términos de la forma [1, 11,

2,10]:

A1 AQ Ak

b TR Ay =cte(Wi=1,-,k
(ax + b) + (ax +b)? ot (ax + b)k’ cte (Vi )
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Ejercicios Resueltos

Resolver las siguientes integrales:

/ 1222 — 522 + 81 .
' 323 — 1622 + 152 + 18

Factorizando el denominador, se tiene que
323 — 1622 + 152 + 18 = (3z + 2)(x — 3)?

De ahi que

120 — 520481 12z — 52z + 81
323 — 1622 + 150 + 18 (32 + 2)(w — 3)2

Aplicando Fracciones Parciales, se tiene que:

122 - 522481 A LB, _C

Bz +2)(x—3)2  3x+2 z-3 (xr-—3)?
1222 — 522481 Az —3)*+ B(3z +2)(z — 3) + C(3z + 2)
(3z+2)(x —3)2 (3z +2)(z — 3)2

Igualando los numeradores, se sigue que

1222 — 522 + 81 = A(z — 3)? + B(3z + 2)(x — 3) + C(3z + 2)

Resolviendo por el método del valor numérico

Si z=3: 33=11C = C=3
2 363 121
i =—c: —=—"A A=
Si =z 3 3 9 = 9
Si z=0: 81=94A-6B+2C = 81=81-6B+6 = B=1
De ahi que,

/ 1222 — 522 + 81 J / 9 N 1 N 3 J
r = XL
3x3 — 1622 + 15z + 18 3r4+2 x-3 (x—3)?

/ 1222 — 52z + 81 J 9/ dx +/ dx +3/ dx
r = _ -
3x3 — 1622 + 152 + 18 3z +2 x—3 (x —3)2
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Haciendo los cambios de variable

v=3z+2 = dv=3dx

se sigue que

1222 — 522 + 81 dv du du
de = 3% [ ®yg ™
/3x3—16x2+15x+18 v /v+/u+ /u2

3
= 3 ln\v[—l—ln\u|—a +c

3
= 3In|3x 4+ 2|+in|x — 3|——— +¢

-3
2 _
5 / 3z =247 d
(x— 12+ 1)2

Aplicando Fracciones Parciales, se tiene que:

322 — 20 + 7 A B C D

2 + 5 T - 2

(x —1)2(x+1) r—1 (z—-1)2 z+1 (z+1)

322 -2z +7  Ale—1)(z+1)*+ Bz +1)*+ C(z + 1)(z — 1)* + D(z — 1)?
(@—1)2(z+1)? (z = 1)*(z +1)?

Igualando los numeradores, se sigue que

322 — 20+ T=Alx - Dz +1)>+ B+ 1)?+Cx+1)(z — 1) + D(z — 1)

Resolviendo por el método del valor numérico

Si z=-1: 12=4D = D=3

Si z=1: 8=4B = DB=2

Si z=0: T=—-A+B+C+D = -A+C=2 (1)
Si z=2: 15=9A+9B+3C+D = 9A+3C=—-6

3A+C=-2 (2)

Despejando C' en la ecuacién (1), se tiene

C=2+A
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Reemplazando en (2), se obtiene

BA+2+A = -2
4A = —4
A= -1

Por lo tanto, C = 1.

De ahi que,
/3302—236—1-7 dx__/dx +/ 2 dx+/da: +/ 3 o
(x—1)%(x+1)2 B r—1 (x—1)2 r+1 (x+1)2

2 3
= —In|lz—1|———+injlz+1|———+c
r—1 Tz +1

2 3
= In|z + 1|-In|x — 1]|— <H+ x+1> +c

=
n:cfl 2 -1 ¢

:1:—{—1‘ 5z —1

Caso 3. Factores cuadraticos distintos irreductibles

Si Q(x) tiene factores cuadraticos irreductibles distintos, que tienen la forma:

ax? + bz + ¢, es decir, si el denominador tiene raices complejas, entonces la descom-
P(z)
Q(z)

Ax + B
ax? +bx +c’

contiene términos de la forma [1, 11, 16, 3]:

posicién en fracciones parciales de

donde A y B son constantes.

Ejercicios Resueltos

Resolver las siguientes integrales:

1 / gl do
) (@24 1) (22 422+ 3)
Aplicando Fracciones Parciales, se tiene que:

dx B Agc—i-B+ Cx+D
(@2 +1)(z2+22+3)  224+1  22+2r+3

4x _ (Az+B)(2* + 2z +3) + (Cz + D)(a* + 1)
(22 +1)(22+ 22 +3) (22 +1)(2? + 22+ 3)
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Igualando los numeradores, se sigue que
4o = (Az+ B)(2* + 22+ 3) + (Cz + D)(2* + 1)
es decir,
4z = Az® + 2A2” 4+ 3Ax + Ba® + 2Bz + 3B + Cz® + Cx + Da® + D
Agrupando coeficientes de potencias semejantes, se tiene que:
4r = (A+C)a + (2A+ B+ D)z® + (3A+ 2B + C)z + (3B + D)
Igualando coeficientes de potencias semejantes, se obtiene el sistema de ecua-

ciones lineales:

A+C=0
2A+B+D=0
3A+2B+C=14
3B+D =0

Resolviendo el sistema mediante el método de Gauss:

101 0]0 10 1 0]0
210 1[0 01 —2 1/0
32104?:3?_02—204F3—2F2_
03010/ ! 03 010/ F-3F
10 1 0]o0 10 1 0]o0
01 -2 10 o1 -2 1]o0 B
00 2 —2/4 |Fm/2 ~ |00 1 -1|2 -
00 6 —2|0) Fy/2 0 0 10 ) Fy—3F3
10 1 0]o0
01 —2 1]0
00 1 —1]2
00 2| -6
De ahi que,
2D=—-—6 = D=-3
C-D=2 — C=-1
B-20+D=0 — B=1
A+C=0 = A=1
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Por lo tanto,

4z r+1 z+3

(2 +1)(22+20+3) 22+1 22+2c+3

Luego,

/ iz dr = /x—i_ldq:—/mdx
(22 +1)(22 + 22 + 3) N 2 +1 x?+2x+3

z+1 z+3
L=[2""4 L= 212 g4
Sean I /:c2+1 voe /x2+2x+3 o

Resolviendo I3, se tiene que
r+1 xdx dx
L= ——do= [ ——— —
! /x2+1 v /x2+1+/352+1
siu = 2%+ 1 = du = 2xdx, y por lo tanto
P ET
Y 22 +1
1
L = §ln\u|+arctan(x) +c
1 2
L = §ln\x + l|+arctan(x) + ¢1
Resolviendo I, se sigue que
x+3 x4+ 3 (x+1)+2
2 /x2+2m+3 v /(x2+2a;+1)+2 v /(m—|—1)2+2 v
x+1 dx
L= —e—de+2 | ———
2 /(x+1)2—1—2 v /(:c+1)2+2

Sean:

u=(z+1)?+2=du=2+1)dxr,
v=x+1=dv=dx,

por lo tanto

I —1/d“+2/d”
2/ 02+ (V2)?

= —in|u —=qarctan —— C

1 2 rz+1
I, = =In x+12+2+arctan<>+c
= ginll + 12 2 ) e
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1 z+1
I, = =In|x? + 2 3 2arct N
9 Qn\x + 2z + H—farcan(\/i)—l—@

Dado que,

4z
I = de =1, — I
/<z2+1>(x2+2x+3> TR

se tiene que,

1 ! 1
I o= §ln\x2 + 1|4-arctan(z) 4+ ¢; — §ln\x2 + 2z + 3]—\/5 arctan (37;5) @
1 241 !
= 3 n‘#ﬁ}-{—i’)‘ + arctan(x) — V2 arctan (%) +c

/ da* + 423 + 4722 + 262 + 39
x4 + 223 + 1022 4+ 182 + 9

Sea[_/4x4+4x3+47x2+26x+39
B x4+ 223 + 1022+ 182+ 9

Dividiendo el numerador para el denominador, se tiene que:

dx* Az 44722 426 +39 | 2t + 223 + 1022 + 182 + 9
—4z* 83 —4022 -T2z -—36 |4
—4z3  +72%2 —46x +3

Por lo tanto:

4zt + 4a® + 472% + 262+ 39 A4z — Tx? 4 462 — 3
x4 4+ 223 + 1022 + 18z +9 x4 4+ 223 4+ 1022 4+ 182 + 9
De ahi que:

I =

/ 4_ 43 — 722 + 462 — 3 da
x4+ 223 + 1022 4+ 182+ 9

- 4/dx_/ 473 — T2 + 462 — 3 "
- x4+ 223 + 1022 + 18z + 9

Ahora bien, resolviendo la primera integral y factorando el denominador de la
segunda integral, se tiene que

3 =2 .
[ 43:—/4:6 Tx® + 46 — 3

(x +1)2(x2 +9) de (+)

Aplicando Fracciones Parciales en la segunda integral, se tiene que:
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473 — 72?4460 -3 A LB CetD

(x+1)2224+9)  x+1 (z+1)2  22+9

43 — T2? + 462 —3 Az +1)(2® +9) + B(z? + 9) + (Cz + D)(x + 1)?
(x 4+ 1)2(22 +9) N (x 4+ 1)2(22 +9)

4o —Tx? + 462 —3  (Az+ A+ B)(2? 4+ 9) + (Cz + D)(2® + 2z + 1)
(x+1)%(22+9) (x+1)%(22+9)

Igualando los numeradores, se sigue que

4o —T2? 4462 —3 = Ax®+Ar’ 4+ Ba® +9Ax+9A+9B+Ca’+ Da? +202° +2Dx+Cx+D
Agrupando coeficientes de potencias semejantes, se tiene que:

423 722 4462—3 = (A+C)23+(A4+B+2C+ D)z’ +(9A+C+2D)x+(9A+9B+D)

Igualando coeficientes de potencias semejantes, se obtiene el sistema de ecua-
ciones lineales:

A+C=4
A+B+2C+D=-7
9A+ C + 2D = 46
9A+9B+ D = -3

Resolviendo el sistema mediante el método de Gauss - Jordan:

1010/ 4 10 10| 4
112 1|7 |FR-FR 01 1 1]-11 B
9 0 1 2|46 | F5—9F 00 -8 2| 10 B
99 0 1|-3/) F-9F 09 -9 1|-39) F,—9F
10 1 0] 4 101 0| 4\ F—F;
01 1 1|-11 o111 1|-11 | R-F
00 -8 2 10 [-F/8 —[001 —3| -3 B
0 0 —18 —8| 60 ) —Fy/2 009 4[-30/)F —9F;

1 21 1 21 1

010 % -3 o100 2-|R-3FK

5 = i 5 =
000 %|-2/4F/25 000 1] -3
1000 6
01006
00102
000 1|-3
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De ahi que,
A = 6
B = —6
C = =2
D = -3
Por lo tanto,
43 — Ta? + 462 — 3 6 6 2x + 3

(z+1)2=2+9) z+1 (z+1)2 2249

Regresando a (*), se tiene que

6 6 20 + 3
I = 42— | ——d —d —d
o /m+1 x+/(1:—|—1)2 x+/m2—|—9 v
dr dzx 2x dzx
= 4y — d 3| ——
o 6/:c+1+6/(:c+1)2+/:c2+9 T /:C2+9

6
= 4z —6Injz+ 1]—? + In|z? + 9|+ arctan (%) +c
x

Caso 4. Factores cuadraticos irreductibles repetidos

Si Q(x) tiene factores cuadraticos irreductibles que se repiten k veces, entonces la

(z)

contiene términos de la forma [1, 11,

descomposicién en fracciones parciales de

Q(x)
16, 5]:
Arx + By Asx + By Apz + By '
A;j,Bi=ctes(Vi=1,---.,k
(ax? +bx +c)  (azx? + bz + c)? (az? + bz 1 O)F’ ctes (Vi )

Ejercicios Resueltos

Resolver las siguientes integrales:

dzx

. /2x4+17$2—4m+36
) x4 4+ 8x2 + 16

Dividiendo el numerador para el denominador, se tiene que:

2xt 41722 —4x +36 | 2t + 822+ 16
—2z%  —1622 —-32 2
R R

Por lo tanto,
20% + 172> — 4z + 36 2? — Az 44

x4+ 822 4+ 16 a +x4+8x2+16
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De ahi que,
4 2 274 4
/2:c + 17z 430+36d$ _ / 94 T T+ da
x4 + 822 + 16 x4+ 822 4+ 16
22 —dxr+4
= d dx 1
/‘TJF/ 2+ 822 + 16 (1)

Ahora bien, resolviendo la primera integral y factorando el denominador de la

segunda integral, se tiene que

/2x4+17x2—4x+36d 5 +/x2—4a:+4d
xr = X ——— aX
z* + 822 + 16 (22 +4)2

Aplicando Fracciones Parciales en la segunda integral, se tiene que:

x? —4dx+4 B Aa:+B+Ca:+D
(z2+4)2 2244 (22 +4)2

2 —4dz+4  (Az+ B)(a*+4) + (Cz + D)
(22 4+4)2 (22 4 4)2

2 —dz+4  Ax(a®+4)+ B(@?+4)+Cx+ D
(22 +4)2 (22 + 4)2

Igualando los numeradores, se sigue que
2 —4x+4=Ax(x* +4) + B(2* +4) +Cz+ D
Agrupando coeficientes de potencias semejantes, se tiene que:
2% — 4z +4 = A2 + Ba* + (4A + C)x + (4B + D)

Igualando coeficientes de potencias semejantes, se obtiene:

Reemplazando los valores de A y B en la tercera y cuarta ecuacion respectiva-

mente, se tiene

104



Departamento de Ciencias Exactas

De ahi que,

22 —dxr +4 1 4z

(22 +4)2  — 22+4 (a2 +4)2

Por lo tanto,

r? — 4z +4 dx x
———5—dz = — =4 | ——d
/ @+raz /:c2+4 /(w2+4)2 )
1 T T
= ia’rctan (5) — 4/ mdl'
Ahora bien, para resolver la segunda integral, hacemos la sustitucién :
p=x’+4 = dp=2xdx

Entonces,

2?2 —dx+4 1 T dp
————— dx = —arctan (—) -2 [ =
(22 + 4)2 2 2 P2

Integrando, se obtiene

/x2—4$—|—4d 1 y (m)+2+
——5  axr = —arcian\ — — C
(22 +4)2 2 2 P
L t (1‘) + 2 +c
= —arctan | = —
2 2 22 +4
Regresando a (1), se tiene que
2¢* 4+ 172% — 4z + 36 1 T 2
de = 21+ —arct (f) s
/ 822416 rhgerdan\y) T Eyg e
/ 3z — 923 + 1522 — 132 + 8 dx
x(z? — 22 4 2)?
Aplicando Fracciones Parciales, se tiene que:
3zt — 923 + 1527 — 13z +8 é—i— Bz +C Dzx+E
x(2? — 22+ 2)? oz 22 -20+2 (22 —2x42)2
3zt — 923 +152% — 132 +8  A(z? —22+2)? + (Ba+ C) 2(2? — 22 + 2) + (Dz + E)x
x(2? — 22 4 2)? B x(z? — 22 4 2)?
3zt — 923 +152% — 132 +8  A(z? — 2z +2)? + (Ba? + Cz)(2? — 204+ 2) + Da* 4+ Ex
x(x? — 22+ 2)? B x(z? — 2z + 2)?
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Igualando los numeradores, y desarrollando los términos, se sigue que

3zt —92% 4 152% — 132 +8 = A(z? +42% + 4 — 42® — 8z + 42°) + B(2? — 223 + 222) +
+C(23 — 22 + 22) + D2 + Ex

3zt —92% 41527 — 132 +8 = A(z? —42% + 822 — 82 4+ 4) + B(a? — 227 + 22%) +
+C (2 — 222 + 22) + D2* + Ex

Agrupando coeficientes de potencias semejantes, se tiene que

3zt —92% 4152 — 132 4+8 = (A+B)z'+ (—4A—-2B +C)2® + (8A + 2B — 2C + D)a? +

+(—8A+2C + E)z 4+ 44

Igualando coeficientes de potencias semejantes, se obtiene el sistema:

;

A+B=3
—4A-2B+C=-9
8A+2B—-2C+D =15
—8A+4+2C+FE=-13
4A =8

Despejando A de la dltima ecuacién, se obtiene A = 2. Reemplazando este valor
en la primera ecuacién, se obtiene B = 1. Reemplazando los valores de Ay B
en la segunda ecuacién, se obtiene C' = 1. Reemplazando los valores de 4, B
y C en la tercera ecuacién, se obtiene D = —1. Por dltimo, reemplazando los

valores de A y C' en la cuarta ecuacién, se obtiene E = 1.

4 3 1 2 1
Ahora bien, si llamamos [ a la integral / 3¢” — 9z + 16z 3z + 8 dzx, se tie-
x(z? — 22 4 2)?

dx z+1 1—x
I1=2 d —d
/ /x2—2x+2 x+/(az2—2x+2)2 v

Completando el trinomio en la segunda y tercera integrales, se sigue que:
dz x+1 x—1
I=2 — | /5 d
[+ et e

Haciendo el cambio de variable

ne

u=zcr—1 = du=dr,
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se tiene que:
dx u+ 2 u
I = — | 535 d
/ /u2+1 ! /(u2+1)2 !
du u
= 2| — ——— du+2 - d
/m +/u2—|—1 ut /u2+1 /(u2+1)2 “

Luego, haciendo la sustitucion:

v=u’+1 = dv=_2udu

se sigue que

fo o[l L[y e 1
- w2+1 2/ 02

1
= 2 ln]a;H- In|v|+2 arctan(u) + — + ¢

2v
2 inlal+ Infu® + 1142 arctan(u) + 57— +
= 2ln|z nlu arctan(u) + ———— +c¢
2(u? +1)
= 2ln[:r\+1ln‘(x—1)2—|—1‘+2arctan(:r—1)—|— ! +c
2 2((x—1)2+1)
= 21”|$|+lln‘$2—2$+2’+2arctan(:p—1)+;+c
2 2(22 — 2z + 2)

1
= ln}:ﬂQ \/x272x+2‘+2arctcm(ac71)+—+c

2(x? — 2z +2)
NOTA:

En los dos ejemplos anteriores, la integral que tiene el término cuadratico eleva-
do al cuadrado, contiene la derivada del término cuadratico en el numerador,

por lo que se resuelve con una simple sustitucién.

Cuando esto no sucede, este tipo de integrales se resuelven aplicando otras téc-
nicas de integracién como: “El método de Ostrogradski” que se estudiara a con-
tinuacién o "sustitucién trigonométrica”, la cual serd estudiada en el Capitulo
IV.

Ejercicios Propuestos

Resolver las siguientes integrales:

2x — 15
1. ——d
/2—$—6$2 o
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) /6x3—|—21:p2+17x+13
’ 203 + T2 + 7o + 2

2 —z+1
3. d
x4 =523 + 522+ 52 —6 v

2$5+5$4+2$3—4x2+4x—4d
yA
223 + 5x2 +4x +4

f

f

f
/
f
f
f

2t + 32245 d
x
x4 — 223 + 322 —4x 4+ 2

u+9 d
U

u® —ut + 18u3 — 18u2 + 81u — 81
12241
10. i
o —6t3 +t

11 /x4—2x3+2x2—2x—1dm
x4 — 223 + 22 — 22

xt + 323 + 1222 + 162 + 26
12. dx
(22 + 22 4 5)?

dt

Método de Hermite-Ostrogradski

Cuando en una integral racional el denominador presenta raices multiples, es po-

sible calcular la integral utilizando un método ideado por el propio Ostrogradski, evi-

tando asi la necesidad de descomponer la fraccion en multiples fracciones parciales
[4,9,2].

Este enfoque se basa en la resolucion de integrales de la forma:

A B
_ATEE . conn=1,2.3,
(22 + bx + )™

donde 22 + bx + c es irreductible (es decir, no se puede factorizar en ntimeros

reales). Para resolver integrales de este tipo, se descompone la fraccién en dos partes:

/ Az + B de — P(x) +/ Cx+ D de
(22 +brx+c)n (22 + bz + o)l 22+ br+c
donde:
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» P(z) es un polinomio de un grado menor que 2(n — 1).

= C'y D son constantes que se determinan derivando ambos miembros o compa-

rando coeficientes.

En general, el método de Hermite—Ostrogradski se utiliza para resolver integra-

les de funciones racionales propias de la forma ggi; , cuando el polinomio Q(x)
tiene factores con multiplicidad.
La integral
P(z)
dx
/o
puede expresarse como:
P(z) X(z) / Y(x)
dx = + dx 1
Jew = a0 | @ ”

donde:

* Qi(x) es el maximo comun divisor entre Q)(z) y su derivada.

. o) = Q)
Q:(@) Q1(z)

* X(x)y Y(z) son polinomios un grado menor a los de Q1 (x) y Q2(z), res-

pectivamente.

Los coeficientes de X (z) y Y (x) se determinan derivando ambos miembros de

la ecuacién (1) y comparando los numeradores [4, 2].

Ejercicios Resueltos

Resolver las siguientes integrales:

5
1. —d
/ (2 49)2 v

Utilizando el método de Hermite-Ostrogradski en donde el factor del denomi-
nador es: Q(z) = (2% + 9)2. se tiene que

» Q'(x) =2(2? +9)(22) = 4a(2% + 9)

. Qi(z) = MCD(Q(x),Q'(x)) = 2% +9

o Q)
Qa2(z) = @)

Entonces la integral se puede expresar de la siguiente manera

5 Ax+ B Cx+ D
/(x2+9)2dm: 2219 +/ 29 @

=2249
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Derivando la expresién anterior

5 _d Ax+ B Cx+D
(z2+9)2  dr \ 22+9 2 +9

Se calcula la derivada usando la regla del cociente

d (Ax—i—B) A(x? 4+ 9) — (Az + B)(27)

dr \ 2249 (2 +9)?
Entonces
5 _ A@®+9) - (Az+ B)(2z)  (Cz+ D)(2* +9)
(2 +9)2 (22 +9)? (22 49)?
5 _ A(2*+49) — 22(Az + B) + (Cz + D)(z* 4 9)
@R T+ 9

Desarrollando el numerador e igualando, se tiene que

5= A(2?+9) — 22(Az + B) + (Cz + D)(2* +9)
5= Az +9A — 2Ax? — 2Bz + Ca® + 9Cx + Dx* + 9D
5=C2%+ (—~A+ D)z® + (-2B +9C)z + (9A + 9D)

Igualando coeficientes, se obtiene

2. C=0
22 -A+D=0 = D=A
x: —-2B+9C=0 = B=0

5
término independiente: 94 +9D =5=184=5= A = 8

Entonces

Sustituyendo en la expresién original

/ 5 do — 5% L+ 3 / 1 e
(x24+9)27  18(z2+9) 18 ) 2249
Usando la identidad
dx 1 T
—5 5 = —arctan (—) +c
e +a a a
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Con a = 3, se tiene

/5@ _ b 5 lmtm@) Lo
(z2 +9)? 18(z2+9) 18 3 3
5T 5 x
= 718(:):2 9 5—4arctcm (3) +c

S+ a®+1
| e da
w7 =12
Como la fraccion es impropia debemos empezar dividiendo, para ello abramos
el denominador, esto es
(23 —1)2=2%—223+1

Dividiendo el numerador para el denominador, se tiene que:

x5 422 41 | 28 —22% +1
—g8 4273 -1|1
4223 422
Por lo tanto
20+ 2241 14 223 + 22
(% —1)2 (2% —1)2

Entonces podemos escribir la integral asi

/m(x—ls—il—i-l /d +/2x —i—a: (%)

A continuacién se procede a desarrollar la segunda integral de la expresién an-

terior mediante el método propuesto. Llamando I; a esta integral, se sigue que

213 + 22
I = —d
! /@;3_1)2 )

Utilizando el método de Hermite-Ostrogradski en donde el factor del denomi-

nador es: Q(z) = (23 — 1)?, se tiene

» Q(7) =62%(2® - 1)
s Qi(z) = MCD(Q(x),Q'(z)) = 2° — 1

Q(CU) 3
| ] xTr) = =X -1
QQ( ) Ql(x)
Entonces:
23 2 Ax? + B D2+ FE F
Ilz/mdm: x° + ZL‘+C+ ¢+ BExr + du
@ -1 @ =1 @ 1)
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Al derivar la expresion anterior, se tiene que

223 + 22

@ =17

(2Az + B)(z% — 1) — 32%(A2® + Bx + C)
@17

Di2+ Exz+ F
(a3 —1)

Al sumar las fracciones del lado de derecho de la expresién anterior, se obtiene

223 + 22

_ (24z + B)(2® — 1) — 32*(Az* + Bz + C) + (Da? + Ex + F)(2® — 1)
EEE

(23 —1)?

Igualando los numeradores y realizando las operaciones del lado derecho, se

sigue que

223 + 22 = 242% 4+ Ba® — 242 — B — 3Ax* — 3Ba® — 3C2? + D2’ + Ea* + Fa® —
—Da® — Ex — F

203 + 2> = D’ + (24 -3A+ E)x* + (B —3B + F)2® + (-3C — D)a® + (—2A — E)x +

(—2A— E)z+ (-B - F)

Igualando coeficientes, se obtiene el sistema

112 ‘

D=0 (1)
-A+E=0 (2)
2B+ F =2 (3)
—3C-D=1 (4)
24— E=0 (5)
—B-—F=0 (6)
Reemplazando (1) en (4) se obtiene C' = —%. Sumando las ecuaciones (2) y (5),

se obtiene A = 0y por lo tanto E = 0. Por tltimo, sumando las ecuaciones (3)

y (6) se obtiene B = —2 y por lo tanto F' = 2.

De ahi que,

Reemplazando I; en (x), se tiene que

2+ 2%+ 1 —2zr—1 2
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Finalmente resolvemos:

dx
I, —
2 /m3—1

Para ello utilizamos el método de fracciones parciales. Empecemos factorizando

el denominador, esto es

1 1
-1 (z—1D(224+z+1)

y por lo tanto,

1 B A n Bx+C
-1 x—-1 224z+1

1  A@*+z+1)+ (Br+C)(z—1)
-1 3 —1

Igualando numeradores, se sigue que
1 = A@*+2+1)+(Bzx+C)(z—1)

Resolviendo por el método del valor numérico

1
Si z=1: 1=34 = A:§
1 2
Si =0: 1==-C = (C=-—=
v 3 3
1 4 1
i r=-—1: l=-4+2B4+- = B=_-
Si =z 3+ +3 3
Entonces:
1 1 xr+2

-1 3(x—-1) 3@2+z+1)

De ahi que:

I_l/dx_l/ T+ 2 d
2 - 3) x—1 3) 2242+1

Resolviendo la primera integral y multiplicando por dos el numerador y deno-

minador de la segunda integral

1 1 [ 2244
I, = -lnle—1]—- [ 2272 4
2 gl =1 6/3:2+x—|—1 o
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Abriendo la segunda integral en dos integrales
1 1 2 1 1 d
A PRSI LIV g
3 6/ 22+z+1 2) 2+ax+1

En la segunda integral la derivada del denominador se encuentra en el nume-
rador, por lo que su solucién es el logaritmo natural del denominador, mientras

que completamos el cuadrado en la tercera integral, por lo tanto
dz

1 2 L3

"Ta) T

1 1 1 20+ 1
= lnx—l—lnx2+x+1—arctan< )—i—c
3l Hgh e V3 '

1 1 1

Finalmente, sustituyendo I en (xx*) se obtiene

20 + 2% 41 204+1 2 1 2 2z + 1
—— ——dr = z— ——— + ZIn|z — 1|—=In|z? l|———=arct e
/ 12 x x 3(x3_1)+9n\a: | 9n]a: +x+1] 3\/§arcan< 7 >—|—c
20 +1 1 (x —1)2 2v/3 2z +1
T 3(w3—1)+9nx2+x+1 9 arctan VA +c

3+ 11
3. | —————=d
/(:c2—2x+5)3 v

Utilizando el método de Hermite-Ostrogradski en donde el factor del denomi-

nador es: Q(z) = (22 — 2z + 5)3, se tiene

» Q'(z) = 3(2? — 22+ 5)%(2x — 2) = 3(2x — 2)(2% — 22 + 5)?

= Qi(z) = MCD(Q(z), Q'(x)) = (2* — 22 + 5)?

Q(x) 2
n Qoz) = =x°—2x+5
(z) @)
Entonces:
3+ 11 Ax® + Bx?2+Cx+ D FEx+ F
— dz = dzx
(22 — 2z +5)3 (22 — 2x +5)? 2?2 —2rx+5
Al derivar la expresion anterior, se sigue que
34+ 11 _ (342% 4+ 2Bz + O)(2? — 2z + 5)? B
(22 — 2z +5)3 (22 —2x 4+ 5)4
(Ax3 + Ba? + Cx + D)2(2? — 22 + 5)(27 — 2) N Ez+F
(2 — 2z +5)4 22 —2x+5
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Simplificando e igualando denominadores, se obtiene

3+ 11 (342 + 2Bz 4+ C)(a* — 22 +5)
(x2 — 2z +5)3 (22 — 2z + 5)3 a
(4r — 4)(A23 + B2? + Cx + D)  (Ex + F)(2? — 2z + 5)?
a (22 — 22 4 5)3 * (22 — 22 4 5)3

Multiplicando e igualando numeradores, se tiene que

22 +11 = 3Az* — 642> + 15A2° + 2B2® — 4B2? + 10Bx + Cx? — 2Cx + 5C —
—4Az* — 4Bax® — 4C2? — 4Dx + 4A23 + 4B2? + 4Cx + 4D + Ex® —

—A4Ex* + 14Ex® — 20Ex? + 25FEx + Fa* — 4F2® + 14F2? — 20Fz + 25F

Simplificando e igualando coeficientes de potencias semejantes, se obtiene el

sistema
E=0

—A—-4E+F =0
—2A-2B+14F —4F =1

1A —-3C —20E+14F =0

10B +2C — 4D 4+ 25E —20F =0
5C +4D + 25F =11

Reemplazando £ = 0 en la segunda ecuacién se obtiene A = F'. Ahora bien,

reemplazando £ = 0y A = F en las otras cuatro ecuaciones, se obtiene el

sistema
—-2B—-6F =1

—3C+29F =0
10B+2C —4D —20F =0
5C +4D + 25F =11

Resolviendo el sistema mediante el método de Gauss - Jordan:

-2 0 0 -6
0 -3 0 29

—F /2 1 0 0 3|-—3
0 -3 0 29| 0
0
1

_ o O =

10 2 -4 -20 10 2 -4 —20 F3—10F,
0 5 4 25|1 0 5 4 251

1 0 0 3|-3 10 o0 3]-%

0 -3 0 29 0 |-F/3 _[01 0 -2 0 B

0 2 —4 50| 5 Tl 02 —4 50| 5 |F5—2F

0 5 4 25| 11 05 4 25|11 ) Fy—5F



Integral Indefinida

10 0 3[-3 100 3|-—3
01 0 -%Z| 0 o010 -2] 0 B
00 -4 -2 5 |-F/4 | 001 2|2 N
230 240
00 4 |11 004 [ 11/, p
100 3|—3 100 3|-3\ Fi—3F
010 =21] 0 o100 -2 0 |R+Z2R
001 22 oo 22 RB-FF
128 3 3
000 |16/ 3K 000 1| 2
10002
0100 2
00102
3
0001 2
De ahi que, la solucién del sistema anterior es
1 2
B=- 3) CZE? D:_§7 :§a
8 8 8 8
y por lo tanto, la solucién del sistema original es
1 2
Acp_d g B o B, B g
8 8 8 8
entonces:
3, 13, 20 33 3
S g AT = X
(22 — 22 4 5)3 (22 — 22 4 5)? 22— 21 +5
32 — 1327 + 297 — 33 3/ dz
B 8(x2 — 2x + 5)2 8) a2 —2x+5
_ 32° 132 +292-33 3 / da
B 8(x2 — 2x + 5)2 8) (x—1)2+4
3x3—13m2+29x—33+3 L —1)
= — - —arctan | —— C
8(x2 — 22+ 5)?2 8 2 2

323 — 1322 + 292 — 33
8(x2 — 2z +5)?

Ejercicios Propuestos

Resolver las siguientes integrales:

2z
1. ——d
/(w2+x+1)2 v
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N

dx

/:U4+2:L‘2+2x—2
(22 — 22+ 2)?

./de
(zZ+1)3
4./@32_:18)2(11‘
5./@2_2’_2—;_51_5)2(1:5
6./@@:

/:L"3+2:c2+1
B e AL
(22 +x + 2)?

W

20+ 1
8. [ o g
/(x2—3x+5)3 v

/x6+x2+1
————dx
(23 +1)2

dzx
10. / RS

e
11. ——d
/(621 7eaz+1)3 x

©

dz
12 / x(2n2(z) + 2in(z) + 1)3

Integracion de Funciones Racionales con senos
y cosenos (Sustitucion de Weierstrass)

Una funcién racional con senos y cosenos es aquella funcién que tiene en el nume-
rador y/o en el denominador funciones trigonométricas. Para su estudio a este tipo

de integrales las vamos a notar como:
/ Q(sen(x), cos(x))dx
Para resolver este tipo de integrales se pueden tener los siguientes casos:

Caso 1.Si [ Q(—sen(z), —cos(z)) dz # [ Q(sen(z), cos(z)) dx

Si al cambiar el sen(z) por —sen(x) y cos(x) por —cos(x) en la integral original, la

x
integral cambia, para resolverla se utiliza la sustitucién ¢ = tan (5) [2, 4].
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Integral Indefinida

Ahora bien, si

_ z _ 1 o
t =tan (5) = dt = 5 5€C <2> dx,
despejando dzx, se obtiene

2dt
2 (T ) ’
sec < 5
o (X 5 (T .
reemplazando sec (5) =1+ tan (§>, se tiene que

2dt
do=—=%
1+ tan? <§>

dr =

es dedir,

24t
1422

Para determinar las formulas para el sen(x) y el cos(x), se utiliza el tridangulo tri-
. x
gonométrico, conociendo que ¢t = tan (7) , esto es

dzx

V14t

. ;

T t T 1
Sen = 3 cos| — ) =
(2) V1412 <2> V1+ 2

Utilizando las identidades trigonométricas sen(z) = 2 sen (g) cos (g) y cos(z)
o (T o (T .
cos (§> — sen (5), se tiene que:

() 2t () 1—¢t?
nxr) —= —m— 5 CosS\T) =
¢ 14¢2 14 ¢2
En resumen, las férmulas que se deben utilizar son
x 2t 1—¢2 2 dt
t =tan (5) ; sen(z) e cos(x) = e dr = e
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Ejercicios Resueltos

Resolver las siguientes integrales:

1 / dz
") 3sen(z) — 2cos(x) + 7

Empecemos demostrando que la integral pertenece a este caso. Reemplazando

el sen(x) por —sen(z) y cos(x) por —cos(z) se tiene que

/ dx B / dz
3(—sen(z)) — 2(—cos(x)) +7 —3sen(z) + 2cos(x) + 7

- _/ 3sen(x) —d;cos(a;) -7

Como se puede observar, la funcién cambia y por lo tanto, la integral pertenece

a este caso.

Ahora bien, llamando I a la integral que vamos a resolver y haciendo la susti-
tucion ¢ = tan (g), se tiene que
2t 1—¢? 2dt

sen(a:):m ; cos(w):1+t2 ; d:c:m

y por lo tanto,

[ / dx
N 3sen(z) — 2cos(z) + 7
2dt
_/ 1+12
B 2t 1—¢?
LI Y
3(1+t2> <1+t2>+7

2
) / mdt
6t 2 — 22
1+82  1+¢2

2

+7

dt

_ / 1+ 2
6t — 2+ 262 + 7+ Tt2
14 ¢2

/ dt
= 2 _—
9t2 +6t+5

_ 2/ dt
) 2 5
Iy g2

3 9
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Integral Indefinida

Completando el trinomio

t+ =
+3

2
;o / dt
9 1\%? 4
< )*9

1 .
Realizando la sustitucién v = ¢ + 3= du = dt, se sigue que

dx
2 / (2 + cos(x))(3 + cos(x))

Esta integral también pertenece a este caso, pues al cambiar cos(x) por —cos(x),

la integral cambia.

Ahora bien, llamando I a la integral que vamos a resolver y haciendo la susti-

. T .
tucién ¢t = tan (5), se tiene que

2t 11—t 2dt
sen(z) = o cos(x) = e dx = e
y por lo tanto,
[ / dx
N (2 + cos(x))(3 + cos(z))
2dt
_ / 1+ ¢2
B 1— ¢ 1—¢2
2
(+1ee) (34155
2

14 ¢2
— dt
L/<2+2ﬂ+1ﬂ><3+3ﬂ+1ﬂ>

14 ¢2 14 ¢2

:/ 20+
(

3+ 12)(4+ 282)

142
= / Groere

120



Departamento de Ciencias Exactas

Para resolver esta integral se emplea Fracciones Parciales, esto es:

1+ ¢2 _At+ B Cit+ D
(B+12)(2+12) 3+¢2 242

Entonces,
14+1% = At(2+ %) + B2+ t%) + Ct(3 +t*) + D(3 + t%)
Agrupando e igualando coeficientes de potencias semejantes, se sigue que:

1+t =(A+C)t° + (B+ D)t* + 24+ 3C)t + (2B + 3D)

B+D=1 (2
2A+3C=0 (3
2B+3D=1 (4

Multiplicando la ecuacién (1) por (—3) y sumando la ecuacién (3), se obtiene
como resultado A = 0y por lo tanto C' = 0. Ahora bien, multiplicando la ecua-
cién (2) por (—3) y sumando la ecuacién (4), se obtiene como resultado B = 2

y por lo tanto D = —1.

De ahi que,
1+t 2 1
(3+12)(2+12) 3+t2 242

Regresando a la integral, se obtiene
2 1
I = —— ——— | dt
/ (3 +12 2+ t2)
5 oreten () - gporeen (75) +
= arctan | — — —= arctan | — C
V3 V3] V2 V2

¢ x)

an |\ —
2
V2

T
tan (—) 2
\3[ arctan 2/ \2[ arctan +c

V3

cse(x) + cot(x) — 1
3 / cse(x) — cot(x) + 1 dx

Llamemos I a la integral y empecemos demostrando que la integral pertenece

a este caso, para ello expresamos la integral en senos y cosenos, esto es:
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122

1 cos(x)
+ —1
cse(x) + cot(x) — 1 B sen(z) = sen(x) N
/csc(a:) — cot(z) +1 de = / 1 cos(z) 1 d
)

sen(x)  sen(x

/ 1 + cos(z) — sen(x)

= dz

1 — cos(x) + sen(z)
Reemplazando el sen(z) por —sen(x) y cos(z) por —cos(z) en la tltima expre-
sién, se tiene

1+ (—cos(x)) — (—sen(x)) B 1 — cos(x) + sen(x) .
/ 1 — (—cos(z)) + (—sen(x)) de = / 1 + cos(z) — sen(x) d

Como se puede observar, la funcién cambia y por lo tanto, la integral pertenece

a este caso.
Ahora bien, llamando I a la integral original que vamos a resolver y haciendo
la sustitucion t = tan (5), se tiene que

2t 1—t 2dt

. — d
1+¢2 cos(z) 1+¢2 v 1+ ¢2

sen(x) =

y por lo tanto,

B 1+ cos(z) — sen(x) .
L= / 1 — cos(z) + sen(x) d

1—¢2 2
1+— - ——
_ 142 142 2dt
1—¢2 2t 1+41¢2
l——+—
1+¢2  14¢2

1482 4+1—t2—-2t

a 1+t2—1+t2+2t 1+1t2
1+12

22t
- 2/(2t2+2t)(1+t2)

2-2t
= ———— it
tt+1)(1 +t2)
Para resolver esta integral se emplea Fracciones Parciales, esto es:

2—-2t A B Ct+D

tt+1)(1+12) ¢t Tt are
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Entonces,
22t =A(t +1)(1 +t*) + Bt(1 + ) + (Ct + D)t(t + 1)
Desarrollando los productos del lado derecho, se tiene que
2—2t = At + At’ + A+ At* + Bt + Bt + Ct’ + Ct* + Dt* + Dt
Agrupando e igualando coeficientes de potencias semejantes, se sigue que:

2-2t=(A+B+C)W +(A+C+ D)’ +(A+B+D)t+ A

A+B+C=0 (1)
A+C+D=0 (2
A+B+D=-2 (3)
A=2 (4)

Reemplazando (4) en las otras ecuaciones, se obtiene el sistema

B+C=-2 (1)
C+D=-2 (2
B+D=—-4 (3)

Resolviendo este sistema mediante el método de Gauss - Jordan:

1 1 0]-2 1 1 0]-2\ F—Fy

01 1|-2 = 0 1 1|-2 =

10 1|-4)FR-F 0 -1 1|-2 ) B+5

1 0 —1 0 1 0 -1 0\ Fy+ F; 1 0 0|-2

0 1 1| -2 = 0 1 1| -2 | Fhy— F3= 01 0 0

0 0 2| -4 ) F3/2 0 0 1]-2 0 0 1]-2
Se obtiene

B=-2 ; C=0 ; D=-2

De ahi que,

2-2t 2 2 2

tE+ D)1+ t t+1 142

Regresando a la integral, se obtiene
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dt
=2
t

dt
t+1

dt
142

J :f
2In|t|—2In|t + 1|—2 arctan(t) + ¢

t
t+1

tan (g)
tan (g) +1
e 2
(tan (g) + 1)2
sen? (5)
(sen (5) +e0s (5))

1 — cos(z)

2ln ’ — 2 arctan(t) + ¢

2ln — 2 arctan (tan (m

2

In

—x+c

T

In —x+c

X

2
: N eos (2

sen? <g> + 2sen <§ 5

1 — cos(z)

In |22\
"1y sen(z)

— T+

)+c032(

Caso 2.Si [ Q(—sen(z), cos(x)) dz = — [ Q(sen(x), cos(x)) dx

Si al cambiar el sen(z) por —sen(x) en la integral original, la integral cambia por

el negativo de la integral original, se hace la sustitucién: t = cos(z) [2, 4, 5, 10, 9].

Dado que sen?(z) = 1 — cos?(x), se obtiene

Ahora bien, si

sen(z) = /1 —¢2.

t = cos(x) = dt = —sen(x) dx,

despejando dz, se tiene que

dp— dt 7
sen(z)
reemplazando sen(z) = V1 — t?, se obtiene
do — — dt
V1t
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Ejercicios Resueltos

Resolver las siguientes integrales:

L / sen(x)cftan(m)

Llamemos I a la integral y empecemos demostrando que la integral pertenece

a este caso, para ello expresamos la integral en senos y cosenos, esto es:

/ sen(x)cftan(x) - / dxsen(x)

sen(x) + cos(z)

B cos(x) N
B / sen(x) cos(x) + sen(x) d
B cos(x) N

B / sen(x)[cos(z) + 1] d

Reemplazando el sen(z) por —sen(x) en la Gltima integral, se tiene que

cos(z) o cos(x) .
/ (—sen(x)) (cos(x) + 1) dv = /sen(aj)(cos(az) +1) d.

Por lo tanto, la integral pertenece a este caso.

Ahora bien, haciendo la sustitucion t = cos(x) = dx = — en la integral,

dt
V1-— 2

se tiene que

dt
_ cos ) e - [ Vi
= / sen(x)[cos(z) + 1] d V1—12(t+1)

t
- [
t
- -/
t
- /(t—l)(t+1)2 a

Para resolver esta integral se emplea Fracciones Parciales, esto es:

t A B C

(t—1)(t+1)2 _t—1+t+1+(t+1)2

Entonces,
t=At+1)?+B{t—-1)({t+1)+Ct—1)
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Resolviendo por valor numérico,

i t=1: 1:4A:>A:i,
. 1
si t=-1: —1:—20:>C':§,
: 1
si t=0: OZA_B_CjB:_Z'
De ahi que,
t 1 1 1

-T2 40-1) a@+1) 2@ +1pe

Regresando a la integral, se tiene que

h= /éuflfn‘/wﬁl)*/z(titl)?

1 1

= Clpft—1—-lnft+1]- =
gl = U= ginlt+ 1=ga—y +e
1 |t-1 L

= —in —
R A R TO )

Ahora bien, regresando a la variable original, se obtiene

cos(z) — 1 1

[=gin cos(x) + 1‘ ~ 2(cos(x) + 1)

4

cot3(x)
2 /cotQ(m) — 4esc?(x) d

Llamemos I a la integral y empecemos demostrando que la integral pertenece

+c

a este caso, para ello expresamos la integral en senos y cosenos, esto es:

cos3(x)

/ cot®(x) P / sen3(x) "

cot?(x) — 4esc(x) cos®(x) 4

sen?(z)  sen?(x)
B cos3(x) .
N / sen(x)(cos?(x) — 4) d

Reemplazando el sen(x) por —sen(z) se tiene que

cos®(x) o cos®(z) .
/ (—sen(z))(cos?(x) — 4) de = /sen(m)(cos2(x) —4) de.

Por lo tanto, la integral pertenece a este caso.

126 ‘



Departamento de Ciencias Exactas

dt
V1—t2

Ahora bien, haciendo la sustituciéon ¢ = cos(z) = dz = — en la integral,

se tiene que

= / sen(x)c(ocZiggzl)—4) = / \/ﬁzﬁ—‘l) (_J%>
- _/<1—t2it2—4> “

t3
- /(1—t2>(4—t2> a

t3

= /(1+t)(1—t)(2+t)(2—t) di

Para resolver esta integral se emplea Fracciones Parciales, esto es:

t? A B _C D
A+t —-t)2+t)(2—t) t+2 t+1 1—-t 2—t

Entonces,

5 = At+1D)A-t)2-t)+BEt+2) 1 —t)2—t)+Ct+2)(t+1)(2—1t)+
+D(t+2)(t+1)(1 —¢t)

Resolviendo por valor numérico,

2
si t=-2: —8:—12A:>A=§,
. 1
si t=-—1: _1:6B:>B:_6'
. 1
S1 t=1: 1:6C:>C:6,
. 2
si t=2: 8:—12D:>D:—§.
De ahi que,
t3 2 1 1 2

QI+t)(1-t)2+t)(2—-t) 3(t+2) 6(t+1) * 6(1—t) 3(2—-1)
Regresando a la integral, se tiene que

;o 2 dt 1 dt +1 dt 2 dt
- 3)Jt+2 6)t+1 6J) 1—t 3) 2—t

2 1 1 2
= gln]t + 2|—6ln\t + ll—gln\l - t!+§ln|2 —t|+c
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Aplicando propiedades de los logaritmos, se sigue que
2 1
I = gln|4 - t2|—6ln\1 — t?|+c
Ahora bien, regresando a la variable original, se obtiene

2 1
I = glnlél — cosz(x)]—élnﬂ — cos*(x)|+e

2 1
= gln]4 —(1- senQ(x))]—gln\senz(:r)]—i-c

2 1
= glnB + senz(x)\—gln|sen(x)\+c

Caso 3.Si [ Q(sen(x), —cos(x)) dz = — [ Q(sen(x), cos(x)) dx

Si al cambiar el cos(x) por —cos(x) en la integral original, la integral cambia por el
negativo de la integral original, se hace la sustitucién: ¢t = sen(x) [2, 4, 5, 10, 9].

Dado que cos?(z) = 1 — sen?(z), se obtiene
cos(x) = V12,

Ahora bien, si
t = sen(z) = dt = cos(x) dz,

despejando dz, se tiene que
dt

cos(x)

dr =

)

reemplazando cos(xz) = V1 — t2, se obtiene

Ejercicios Resueltos

Resolver las siguientes integrales:

dz
L /cos(:x)(?)—i-sen(:c))

Reemplazando el cos(z) por —cos(z) se tiene que

dz dx
/ (—cos()) (3 + sen(z)) _/ cos(z) (3 + sen(z))’

Por lo tanto, la integral pertenece a este caso.
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Ahora bien, haciendo la sustituciéon t = sen(z) = dx =

dt
y llamando I a
V1—t?

la integral que se desea resolver, se tiene que

dt
- da - i
= / cos(@)(

3+ sen(x)) V1—12(3+1)
- dt
B /(1t2)(3+t)

B dt
n / (1—t)1+)(3+1)

Para resolver esta integral se emplea Fracciones Parciales, esto es:

1 A B C

A—00+0B+0 1—t 1+4f 331

Entonces,
1 = AQ+t)34+t)+B1—-t)3+t)+C(A1—-t)(1+1¢)

Resolviendo por valor numérico,

1

si t=1: 1=8A¢A:§,

. 1
si t=-—1: 1:4B:>B:Z’

. 1
si t=-3: 1:—8C’:>C:—§.

De ahi que,
1 1 1 1

A—00103+0 8(1—0) "20+6 3B+

Regresando a la integral, se tiene que

1—1 dt +1 dt 1 dt
8 ) 1—t 4) 1+t 8) 3+¢

1 1 1
= —glnll — t|—|—1ln\1 + t!—éln|3 +t|+c

1 1 2
= =in (1+%)

8 \a—ww’*
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Ahora bien, regresando a la variable original, se obtiene

B ln (1 + sen(zx))? .
L= 8l (1 — sen(x))(3 + sen(x)) +

3
5 / 3 tan’(z) + 2 sec(x) i
9 sec?(z) + tan?(x)

Llamemos I a la integral y empecemos demostrando que la integral pertenece

a este caso, para ello expresamos la integral en senos y cosenos, esto es:

3sen?’(gc) n 1
/3tan3(af:)+2sec(:z:) dr — / cos3 () cos(x) dx

9 sec?(z) + tan?(x) 9 1 sen®(z
(

cos®(x)  cos?(x)

_ / 3 sen(z) + 2 cos?(x) dr
cos(x)(9 + sen?(x))

Reemplazando el cos(z) por —cos(z) se tiene que

X.

/ 3 sen®(x) + 2 (—cos(x))? dx

3 sen3(x) + 2 cos®(x)
(—cos(x))(9 + sen?(x)) /

cos(x)(9 + sen?(x))

Por lo tanto, la integral pertenece a este caso.

dt
Ahora bien, haciendo la sustituciéon ¢ = sen(z) = dx = , se tiene que
) Vi-2 d
I / 3 sen3(z) + 2 cos®(x) dp — 3t3 +2(1 — 12) dt
] cos(x)(9 + sen?(z)) VI—t2(9+12) V1-1¢2

Simplificando

3 2_22
j / 3t° + t dt
1129+ )

B 3 —22+2
N / (1—=t)(1+t)(9+t2)

Para resolver esta integral se emplea Fracciones Parciales, esto es:

3t3 — 2t2 4+ 2 A B Ct+D

(1—t)(1+)(9+12) ¢t 1+t 9

Entonces,
363 — 2t + 2= A1+ t)(9 + %) + B(1 — t)(9+ %) + (Ct + D)(1 — t?)
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Desarrollando los productos del lado derecho, se tiene que

33— 2% +2 =94+ At>2 + 9At + At* + 9B + Bt> — 9Bt — Bt3 + Ct — Ot + D — Dt?

Agrupando e igualando coeficientes de potencias semejantes, se sigue que:

3t3 -2t 4+2=(A-B-C)*+(A+B—D)t*+ (9A— 9B+ C)t+ (9A+ 9B+ D)
A-B-C=3 (1)
A+B—-D=-2 (2)
9A-9B+C =0 (3)
9A+9B+ D =2 (4)

Resolviendo este sistema mediante el método de Gauss - Jordan:

1 -1 -1 ol 3 1 -1 -1 o] 3
1 1 0 —1[-2 110 -1 =2 |R”R-R
9 -9 1 0| 0 |Fs—9F |0 0 10 0|-27 | F3/10
9 9 0 1| 2/ Fi-9F 0 0 0 10| 20/ F/10
1 -1 -1 of 3 1 -1 -1 0| 3\FA+5
0 2 1 —1| =5 |F/2 0o 1 5 —3] -5
27 B 27 B

0o 0 1 o|-% 0 0 1 o0]-%
0o 0 0 1| 2 0o 0 0 1] 2
Lo~ b A\AB (100 G\ ALY

1 1 5 : 1 23
01 5 —3| -5 [B-% 010 —3|-5% |R+%
00 1 of-% 001 o0f-%
00 0 1| 2 000 1] 2

000 1] 2

3 3 27
20 __%’C__E
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Por lo tanto,

3t — 2t2 + 2 3 3 27t — 20

(1—t) 1 +1)(9+2)  20(1—t) 20(1+¢t) 10(9+t2)

Regresando a la integral, se tiene que

3 dt 3 [ dt 1 [27t—20
I = | — -2 = [y
20/ 1—¢t 20/ 1+t 10/ 9+

3 3 o7 [ ot dt
L T TR T T R R D By B
g0t — H=gginll + 4 20/9+t2 * /9—|—t2

= —%ln\l—tQ\—;—glnl9+t2]+§arctan (;) +c

= —%ln\l - senQ(:p)|—§—(7)ln|9 + senZ(x)|+§arctan (S@’I;(.I‘)) +c
= —%ln\COSZ(x)\—z—gln\Q + senQ(x)\—i-garctan <867;(x)> +c

= garctan (seg(:n)) - %ln|oos(x)|—§—(7]ln|9 + sen?(x)|+c

NOTA: los ejercicios de los casos II y III, también pueden abordarse mediante la sus-
titucién t = tan <§> No obstante, al aplicar esta sustitucién los célculos suelen vol-
verse mds extensos y complejos; por esta razon, resulta mds conveniente resolverlos

empleando las sustituciones especificas correspondientes a cada caso.

Caso4.Si [ Q(—sen(z), —cos(x)) dz = [ Q(sen(x),cos(x)) dx

Si al cambiar el sen(z) por —sen(x) y cos(x) por —cos(x) en la integral original, la

integral no cambia, para resolverla se utiliza la sustituciéon ¢ = tan(z) [2, 4, 5, 10, 9].

Ahora bien, si

t = tan(z) = dt = sec*(z) dr,

despejando dz, se obtiene
dt

dr = — %
7T el (x)’
reemplazando sec?(z) = 1 + tan?(x), se tiene que

dt

do= — & ___
v 1+ tan?(z)’
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es decir,
dt

12

Para determinar las férmulas para el sen(z) y el cos(x), se utiliza el tridngulo trigono-

dzx

métrico, conociendo que t = tan(x), esto es

V14t

[ X

1
t 1
sen(x) = e ; cos(x) = Ve
En resumen, las férmulas que se deben utilizar son
t =tan(xz) ; sen(x)= \/117752 ; cos(x) = \/114—7t2 ; dr = 1 jl_ttg

Ejercicios Resueltos

Resolver las siguientes integrales:

1 / dx
") 4sen?(z) — 25c0s?(x)
Empecemos demostrando que la integral pertenece a este caso, para ello reem-
plazamos —sen(x) por sen(z) y —cos(x) por cos(x) en la integral anterior, esto

es

/ dx B / dx
4(—sen(x))? — 25(—cos(x))2 4sen?(x) — 25cos%(x)
Como se puede observar, la integral no cambia y por lo tanto pertenece a este

caso.

Ahora bien, llamando I a la integral que vamos a resolver y haciendo la susti-

tucion t = tan(x), se sigue que

()= cosla) = s 5 do=
senaw-\/l_i_it2 ; cos(x) = = x_l—i—tQ
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y por lo tanto,

[ / dz
N 4sen?(x) — 25c082(x)

dt

_ 1+t
Bl t\’ 1\’
(ire) ()
V1t 1412
dt

/ 1+ ¢2
4t2 25

14+¢2 141¢2
dt

_ / 1+ 12
412 — 25

14 ¢2
B / dt
a 42 — 25

B dt
N /(2t—5)(2t+5)

Para resolver esta integral se emplea Fracciones Parciales, esto es:

1 A . B
(2t —5)(2t+5) 2t—5  2t+5

Entonces,
1=A(2t+5)+ B(2t —5)

Resolviendo por valor numérico,

5 1

i t=—: 1=10A = A= —,

. 2 10
5] 1

i t=—-: 1=-10B = B=—-——.

. 2 10
De ahi que,
1 1 1

(2t —5)(2t+5) 10(2t—5) 10(2t +5)
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Regresando a la integral, se tiene que

;o 1 dt 1 dt
10/ 2t—=5 10) 2t+5

1 1
= —In|2t — 5|——In|2t
50 n| 5] 50 n|2t + 5|+c

1 2t -5 np
= — (N | —
20 |2t+5

Ahora bien, regresando a la variable original, se obtiene

1 2tan(x) — 5

[ = —p|2202) =0
20 n‘Qtan(m) +5’ e
1 . |2sen(x) — 5cos(x)

= —in c
20 |2sen(x) + beos(x)
/ 18tan?(x) — 1
. dz
3+ 6sen?(z) — 2cos?(x)

Empecemos demostrando que la integral pertenece a este caso, para ello expre-

samos la integral en senos y cosenos, esto es:

sen?(x)

18— -1
/ 18tan?(x) — 1 dr — / 8 cos?(x) A
3+ 6sen?(z) — 2cos?(x) B 3+ 6sen?(z) — 2cos?(x)

Reemplazando el sen(z) por —sen(z) y cos(x) por —cos(x) en la integral ante-

rior, se tiene

18(—8677,(1'))2 . sen?(x) .
/ (—cos(z))? dr — / cos?(x) I
3+ 6(—sen(z))? — 2(—cos(x))? 3+ 6sen?(x) — 2cos?(x)

_ / 18tan?(x) — 1 "
B 3+ 6sen?(x) — 2cos?(x)

Como se puede observar, la integral no cambia y por lo tanto pertenece a este

caso.

Ahora bien, llamando I a la integral que vamos a resolver y haciendo la susti-

tucion t = tan(x), se sigue que

()= cosla) = s 5 do=
senac-\/l_i_it2 ; cos(x) = = x_l—i—tQ
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y por lo tanto,

18tan?( ) -1

d
3+ 6sen?(x) — 2cos?(x) v

18t2 — 1 dt

soo( i) ()
+ —
1+1¢2 1+1¢2

/
/

_ / 18t2 -1 dt
/

2 1+
1—|—t2 1+¢2
18t2 — 1 dt
34324+612—2 1412
14 ¢2

182 — 1
_ /dt
9t2 4+ 1

Dado que la fraccién es impropia, se divide el numerador para el denominador,

3
I = 2— ———
/< 9t2+1> dt

obteniéndose

1 t
9

= 2t L arctan | 2

= —g-Tarcan T +c
3 3

= 2t —arctan(3t) + ¢

Regresando a la variable original, se obtiene
I = 2tan(z) — arctan(3tan(x)) + ¢

5. / _cos’(@) g,
4 + sen(2x)
Empecemos demostrando que la integral pertenece a este caso, para ello utili-

zando la identidad trigonométrica sen(2z) = 2sen(z)cos(z) expresamos la inte-

gral en senos y cosenos del dangulo simple, esto es:

cos®(x) B cos?(x)
/4_|_sen(23;)dx - /4+2sen(x)cos(:r:) du

136 ‘



Departamento de Ciencias Exactas

Reemplazando el sen(z) por —sen(z) y cos(x) por —cos(x) en la integral ante-

rior, se tiene

/ (—cos(x))? dr — / cos®(z) d
4 4 2(—sen(z))(—cos(x)) B 4+ 2sen(x)cos(x)
Como se puede observar, la integral no cambia y por lo tanto pertenece a este

caso.

Ahora bien, llamando I a la integral que vamos a resolver y haciendo la susti-

tucion t = tan(x), se sigue que

@)= cosla) = s 3 dr=
sena:—\/l_i_it2 5 cos(x) = = x_l—i—tQ

y por lo tanto,

cos®(x)

L= /4+23€n(m)cos(aj) de

1 2
_/ <V1+t2> o dt
- t 1 1+1¢2
v ()
VI+2) \V1+1¢2
1
_/ 1+¢2 dt
- 2t 2
4 1+¢
1+ ¢2
1
_/ 1+¢2 dt
B 44412+ 2t 1412
14 ¢2

= dt
2] 22 +t+2)(1+12)

Para resolver esta integral se emplea Fracciones Parciales, esto es:

1 _At+B Ct+D
124+t +2)(1+12)  14+t2 224+t +2

Entonces,
1= (At + B)(2t* +t +2) + (Ct + D)(1 + t*)

Desarrollando los productos del lado derecho, se tiene que
1 = 2At3 + At?> + 2At + 2Bt*> + Bt + 2B + Ct + Ct3 + D + Dt?
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Agrupando e igualando coeficientes de potencias semejantes, se sigue que:

1=02A+0O)3+ (A+2B+ D)’ + (2A+ B+ C)t + (2B + D)

2A+C =0 (1)
A+2B+D=0 (2)
2A+B+C=0  (3)
2B+ D =1 (4)

Reemplazando la ecuacién (1) en la ecuacién (3), se obtiene como resultado
B = 0y por lo tanto D = 1. Ahora bien, sustituyendo la ecuacién (4) en la

ecuacion (2), se obtiene como resultado A = —1 y por lo tanto C' = 2.

De ahi que,
1 t 2t 4+ 1

(262 4+t +2)(1 + t2) ST e T write

Regresando a la integral, se tiene que
e [
= i e

1 1 1 dt
= 4ln|1+t2|+4lny2t2+t+2|+/

8 t
t2—|—§—|—1
_ 1ln'2t2—|—t—|—2‘+1/ dt
4 14 t2 8 1\? 15
<t+4> —l—E
1
= lln2t2+i2 +1-iarctan E +c
1+¢2 8 V15 V15
4
= 1ln 27 +1+2 + \/Earctan <4t+1> +c
4 1+¢2 30 V15

Regresando a la variable original, se sigue que

1, |2 tan? 2] V1 4 1
[T tan®(x) + tan(x) + n 5arctcm tan(z) + e
4 1+ tan?(x) 30 V15
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Utilizando identidades trigonométricas para simplificar la expresion anterior,

se obtiene
2$en2(x) sen(x) 4o sen(x)
2
I = 1ln cos*(z) 0203(1‘) + \/ﬁarctan _cos) +c
sen®(x) 30 V15
cos?(x)
2 2
_ lln 2 sen®(x) + sen(x)cos(x) + 2 cos*(x) N \/ﬁarctan <4sen(x) + Cos(:c)) e
4 cos?(z) + sen?(x) 30 V15 cos(x)

Jis <4sen(x) + cos(x>> te

1
= —Inl|2 + sen(x)cos(z)| + ——arctan
4 | (z)cos(w) 30 V15 cos(z)

1 V15 dsen(x) + cos(w))
= —Inl|4+ sen(2x)| + ——arctan c
il @)+ =35 ( V15 cos() '

Ejercicios Propuestos

Resolver las siguientes integrales:

1. / _0s’(x)

5+ sen(z)

dp
> / (sen(p) + ) (sen(p) — 1)

tan(z)
> / cos(2x) — 7 d

2cot(z) + 3esc(x)

IS

dzx

3cot(x) — 2csc(m)

csc3(x)
3esc?(x) — 2cot?(z) — 4

o)

dx

tan(z
> /tan2 +tcm( )+1dx

N

608(22)
/ sen?(z) — sen(2z) dz

/ 7 — 3cos®(z) + sen(2x) i
sen(2zx) + sen?(x)

%

he

/ Stan(x) — 3sec(x) — 2 s
2tan(x) + 2sec(x) + 5

10.

o

/ cos(x)(tan?(x) + 2) s
4sen?(x) + Hcos?(x)
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t t
11, / etcos(e’)

8 4 Tsen(et) — 4cos(et)

dx

3cot?(x) + 11lesc?(z) + 9
12 / tan?(x)(3csc?(x) + 2)
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Departamento de Ciencias Exactas
Integracion por sustitucion trigonométrica o hi-
perbdlica

Este método se utiliza cuando existen integrales que contienen radicales de la for-

ma:

\/a2 - u27 \/a2 + ’U,2, \/u2 - a27

donde u = g(z). El objetivo de estas técnicas es eliminar el radical, transforman-
dolo en una expresién trigonométrica o hiperbdlica que sea mds facil de integrar
[16,11, 1, 4, 10].

Para el caso de sustituciones trigonométricas, dependiendo del radical, se realizan

los siguientes cambios de variable:

Expresién | Sustitucion Diferencial Identidad utilizada
a? —u? | u=asen(d) | du = acos(#)db 1 — sen?(6) = cos®(9)
Va2 +u? | u=atan(9) | du = asec?(0)do 1+ tan?(0) = sec*(0)
u? —a? | u=asec(f) | du= asec(0)tan(0)df | sec*(0) — 1 = tan*(0)

Para el caso de sustituciones hiperbdlicas, para algunos radicales, las funciones

hiperbélicas permiten simplificar los célculos:

Expresion | Sustituciéon Diferencial Identidad utilizada

Va2 +u? | u=asenh(t) | du= acosh(t)dt | cosh?®(t) — senh?(t) =1
u? —a? | u=acosh(t) | du = asenh(t)dt | cosh?(t) — 1 = senh?(t)
a2 —u? | u=atanh(t) | du = asech?(t)dt | 1 — tanh®(t) = sech?(t)

Ejercicios Resueltos

Resolver las siguientes integrales:
L
Para integrales del tipo v/a2 — u2, usamos la sustitucién:
x = 3sen(f) = dx = 3cos(0) db.

Entonces
9 — 22 =9 — 9sen®() = 9cos*(0)

De ahi que
(9 — 22)3/% = 27c0s3(0).
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Al sustituir en la integral, se obtiene:

dx B dz B 3cos(0)
| o= oo~ | mana®

= ;/8602(9) de

= %tan(@) +c (%)

Para volver a la variable original x recordemos que z = 3sen(f), de donde
sen(f) = 3 con lo cual se puede armar el siguiente tridngulo trigonométrico,

donde ademas el cateto faltante tiene el valor de 9 — z2

V9 —x2

T

A partir del cual sabemos que tan(8) = . Reemplazando en (%), se tiene
p q (©) g p (%)
que
/ dx B 1 T iy
VO—22)3 9 V9 — a2
- 4o
99 — 22
2 _
5 2x 3x+5 dae
V2 —2x —z2

Reescribimos el radical:
22z — a2 = —(2* 4+ 22— 2)
Completamos el cuadrado:
2422 —-2=(2*+224+1)-3=(z+1)2?-3

Entonces:

V2—2x—22=+3—(x+1)2
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Ahora bien, llamando I a la integral se tiene que

222 —3x+5 262 —3x+5
= = | S dx
V2 — 2z — 2? V33— (z+1)?

Para integrales del tipo va? — u?, donde a = V3 y u = = + 1, usamos la sustitu-

I =

cion:
r+1=+V3sen(d) = x=+3sen(d) -1,

de ahi que
dz = /3 cos(0) db

Reemplazando en la integral, se sigue que

sen(f) —1)? — sen(6) —
R = Y
B 2(3sen?(0) — 2v/3sen(0) + 1) — 3v/3sen(d) +3 +5  feos
_ / N V3cos(6)d0

= / <636n2(0) — 7V3sen(f) + 10) db
- 3/(1 — cos(26)) d0—7\/§/sen(9) d0+10/ a0
= 30— gsen(%) + 7V/3cos(#) + 100 + ¢

= 130 — gsen(%) + 7V/3cos(0) + ¢ (%)

Para volver a la variable original z, utilizando z + 1 = V3 sen(6) , tenemos que:
(0) vtl 0 = arcsen (x +1
sen(f) = = i
V37 V3
triangulo, donde ademas el cateto faltante tiene el valor de /3 — (z + 1)2.

) con lo cual se puede armar el siguiente

x+1

3—(x+1)?

A partir del cual sabemos que:

3—(z+1)?
V3

2(x +1)y/3— (z+1)?
3

cos(f) = y sen(26) = 2sen(6)cos(9) =
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Reemplazando en (x), se obtiene

1
I = 13arcsen<m\—/%)—(33+1)\/3—(m+1)2+7 3—(z+1)2+c

T+ 1

V3

= 13arcsen <

In3(t)
> /t an(t)—éldt

LLamando I a la integral y realizando el cambio de variable

>—(m—6) 2—-2x—x22+c

1
u=In(t) = du= ;dt
se tiene que
I— / In3(t)
t\/In?(t) — VuZ =22
Para resolver esta integral se utiliza la sustitucién trigonométrica

u = 2sec() = du = 2 sec(0) tan(0) db

Reemplazando en la integral se sigue que

3
= _ Bsec’(6) -2 sec(0) tan(0) do

I / “y
== B — U =
Vu?Z — 22 4 sec?(0) —

/16868 (0)ta ( )dH
sec?(0) —

B 8 sec? (H)tan(e)
B / tan(0) 40

= 8 / sect(6) df

= 8 / sec?(0) sec*(0) do

= 8 / (1 + tan®(0)) sec®(0) do

= 8 / sec?(0) df + 8 / tan®(0) sec?(0) do

Para resolver la segunda integral, hacemos el cambio de variable
w = tan(f) = dw = sec*(0) df
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Por lo tanto,

I = 8tan(9)—|—8/w2 dw

3
= 8tan(9)+8~%+c

Regresando a la variable 6§, se obtiene

I = S8tan(d)+ gtang(ﬂ) +c (%)

Para regresar a la variable u, partimos de v = 2sec(), de donde se obtiene

u .
sec(f) = X En un tridangulo auxiliar resulta

u2 — 22

u2_22

tan(f) = 5

Sustituyendo en (x), se tiene

3
7 3 u2—4+8 u? —4 n
= . —_ C
2 3 2

= W dt AP e

Finalmente, al regresar a la variable original v = In(¢), se concluye que:

B In3(t) B 1
I_/tdt = 4V/In¥(t) —4+3 (In2(t) — 4)® + ¢

= Mng)_Zl-(12+ln2(t)—4)+c

= %(S—i—lng(t)) In?(t)—4+c
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T —2
4. d
/:c(:v2 — 4z +5)? v

Aplicando Fracciones Parciales, se tiene que:

x—2 A N Bx+C n Dz + E
r(z? —4r+5)2 oz 22 —4dax+5 (22— 4z +5)?

x—2 A2 -4z +5)* + (Bx + C) z(a? — 4z + 5) + (Dz + E)x
r(r? —4x +5)2 x(x? — 4z 4+ 5)?

x—2 _ A(a? — 4z +5)* + (Ba? + Cx)(2® — 42+ 5) + Dz? + Ex
(2?2 —4x +5)2 x(x? — 4z +5)?

Igualando los numeradores, y desarrollando los términos, se sigue que
-2 = A(z' 41622 +25—813 —4024+1022)+ B(2* — 423 4-52%) +C (23— 42°+52) + D2’ + Ex

-2 = Az —8234262% —4024-25)+ B(z* — 423 +52%)+C(2® 42> +-52) + D2’ + Ex

Agrupando coeficientes de potencias semejantes, se tiene que

-2 = (A+B)x*+(—8A—4B+C)2*+(26 A4+5B—4C+D)2* +(—40A+5C+E)x+25A

Igualando coeficientes de potencias semejantes, se obtiene el sistema:

A+B=0
—8A—-4B+C =0
26A+5B—-4C+D =0
—40A+5C+E =1
25A = -2

DespejandoA de la tltima ecuacién, se obtiene A = —22—5. Reemplazando este

valor en la primera ecuacion, se obtiene B = 2% Reemplazando los valores de

Ay B en la segunda ecuacién, se obtiene C' = f%. Reemplazando los valores

de A, By C en la tercera ecuacion, se obtiene D = % Por dltimo, reemplazando
3

los valores de Ay C en la cuarta ecuacién, se obtiene £ = —5

T —2
x(z? — 42+ 5)2

Ahora bien, si llamamos I a la integral / dz, se tiene
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7 2 dx+2/ x—4 d—i—l/ 22 —3 p
=—— | —t = | 5—F——dzx+ < | 55— —35 dx
25 ) = 25 ) 22—4x+5 5) (2% —4x +5)?
Completando el trinomio en la segunda y tercera integrales, se sigue que:
2 de 2 x—4 1 2z -3
I=—— | —4+= | ——do+ - | ——5d
25 :C+25/(x—2)2+1 x+5/((x—2)2+1)2 .
Haciendo el cambio de variable u =  — 2 = du = dx, se tiene que:
2 de 2 u—2 1 2u+1
I = —— | —+—=- | 5—du+- | ——5d
% ) = +25/u2+1 “+5/(u2+1)2 Y
2 dx+1/2udu 4/ du +1/ 2udu +1/ du
0 25) 2 25 ) w241 25 ) w241 5) (Ww2+1)2 0 5) (u?41)2
Luego, para la segunda y cuarta integral, hacemos la sustitucion:
v=u+1= dv=2udu,

y para la tltima integral, utilizamos la sustitucién trigonométrica:

u = tan(0) = du = sec*(0)df

de ahi que
2 [dx 1 [dv 4 du 1 fdv 1 sec?(0) df
=~ |t | v %l ecits ] 2 5] danzie 2102
25) = 25) v 25 ) w?+1 5 ) v?2 5 ) (tan?(0)+1)
2 1 4 1 1 [ sec®)
- _= Inlv|—— 4
o5 Ml g inlvi—gparctan(u) = 254 2 / sech()
2 1 4 1 1
= —%ln|x|+2—5ln|v|f%arctcm(u) ~ + R /0052(0) do

2 1 4
= ——In|z|+=In|v|-—arctan(u) — —

1 1/1+cos(2<9) 40

25 25 25 oV D 2
_ 2in|z| n In|u® + 1] _darctan(u) 1 n 1 0 sen(20) L
B 25 25 25 5(u2+1) 10 2
_ 2in|z| n In|u® + 1] _4darctan(u) 1 n 0 n sen(f)cos(6) te
B 25 25 25 5(u?+1) 10 10

Regresando a la variable u en los dos tltimos términos, como u = tan(6), utili-
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150

zando un tridngulo auxiliar, entonces:

1
tan(©) 0) = 0) =
an(f) =u, sen(d) = ———, cos(#) = ———=.
Vu? +1 u? +1
De ahi que:
7 = 2ln|x| n In|u? + 1| _darctan(u) 1 n arctan(u)
N 25 25 25 5(u? +1) 10

+1 U 1 n
100Vu2+1 Vu2+1

C

Regresando a la variable original, dado que u = = — 2, se obtiene

7 - _ 2in|z| n In|(z —2)% + 1| _ 3arctan(z —2) 1 n
B 25 25 50 5((z —2)2+1)
T —2

o(@—22+1 "¢

~ In|a? n In|z? — 4z + 5| _ 3arctan(z —2) 1 n
B 25 25 50 5(x% — 4z +5)
+ v +c
10(z? — 42 + 5)
1l 2 —4x+5 3a7“ctan(x—2)+ x—4 te
= —INn —
25 x? 50 10(z? — 4z + 5)
x4+ 4
—dzx
Va?+9

Empecemos llamando I a la integral, esto es

x4+ 4

——dx
vVzZ+9

Como el radical del denominador es del tipo vu? + a? con a = 3. Usamos la

I:
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sustitucion trigonométrica:
x = 3tan(0) = dx = 3 sec*(0) df

Reemplazando en la integral se sigue que

(3tan(9))? + 4

I = L .3 sec’(6)df
\/9tan?(6) + 9
9tan?(0) + 4 9

= /3360(0) -3 sec*(0)do
= /(Qtanz(ﬁ) +4) sec(0) df

Separando términos:
=9 / tan?(0)sec(8) df + 4 / sec(0) df
Recordemos que tan?(f) = sec?(6) — 1, entonces:
I =9 / (sec?(8) — 1)sec(8) df + 4 / sec(0) df
~ 9 / (sec3(0) — sec(8)) df + 4 / sec(6) db
=9 / sec3(0)df — 9 / sec(0) df + 4 / sec(8) db
= 9/3603(«9) do — 5/360(9) de (%)

LLamemos I; a la [ sec?(#) df y resolvdmosla utilizando el método de integra-

cion por partes, esto es:
L = /8603(9) do = /sec(@) - sec?() do
Ahora bien, sean

u = sec(f) = du = sec(f)tan(0) db;
dv = sec*(9) df = v = tan(6)

Aplicando la férmula de integracién por partes, se tiene que
I = sec(f)tan(h) — / sec(0)tan?(0) db
= sec(f)tan(f) — / sec(0) (sec®(0) — 1) do
= sec(f)tan(f) — / sec3(6) d + / sec() df
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Reduciendo términos semejantes y despejando, se sigue que
2l = sec(O)tan(0) + / sec(0) db
1 1
L = isec(G)tan(G) +3 / sec(0) do
1 1
= iseC(G)tan(G) + iln |sec(8) + tan(0)| + ¢

Sustituyendo en (x), se tiene que

I=9 %sec(@)tan(@) + %ln|sec(¢9) + tcm(@)@ — bln|sec(8) + tan(0)|+c
= gsec(ﬁ)tcm(@) + gln|sec(0) + tan(0)|—5in|sec(0) + tan(6)|+c
1
= gsec(H)tan(G) — §ln|sec(0) + tan(0)|+c
Para volver a la variable original, como x = 3tan(f), entonces tan(f) = g utili-

zando un tridngulo auxiliar, entonces:

3
249
tan(0) = =, sec(f) = x3+
Entonces:
2 /72
P e S T e D
2 3 3 2 3 3
o x2+9_}l r+vVa2+9
T2 2" 3 ¢
V2 +9 1 1
:%—iln‘x+\/l‘2+9’+§ln(3)+c

1
El término iln(B) se absorbe en la constante de integracién. Finalmente:

vz +9 1
I:%—iln‘x—i-\/x?—i-Q‘%-q
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6. Resuelva el ejercicio anterior utilizando sustitucién hiperbdlica.

Queremos resolver la integral

x? —|—4
‘/372

Como el radical del denominador es del tipo vu? + a? con a = 3. Usamos la

sustitucién hiperbdlica:
x = 3senh(u) = dr = 3cosh(u) du

Entonces:

h? 4
I = 9senh’(u) + - 3cosh(u) du

\/9senh?(u) + 9

9senh?(u) + 4
= /?)Cosh(u) . 3C03h(u) du

= / (9senh?(u) +4) du

= 9/senh2 du—|—4/du

cosh(2u) — 1
2

Usamos senh?(u) = , entonces:

I= 3/(cosh(2u) —1)du+ 4u
9/1
3 <2senh(2u) - u) +4u+c
9 1

= Esenh(Zu) bk +ec.

Par volver a la variable z, recordemos que:

2
senh(2u) = 2senh(u)cosh(u), senh(u) = %7 cosh(u) = a:TJFQ
De ahi que,
9 2
senh(2u) = @
9
Por lo tanto,
9 22v22+9 1
I=— —— — —u+c
4 9 2
2
< e () e
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Ademads, usando:

senh™1(t) = In (t + V2 + 1) ,

se obtiene
vz +9 1
[=——— — —n
2
V2 +9 1l
=" " _n
2
V2 +9 1l
=" " _n
2
Va2 +9 l
=" *_Zin
2
Va2 +9 l
=" *_Zin
2

z+VrZ+9
3

z+vVz2+9

z+V22+9

Que es la misma solucién obtenida mediante el uso de sustitucién trigonomé-

trica.

Ejercicios Propuestos

Resolver las siguientes integrales:

1 / dx
") V25 — 22
2. /x2x/$2—9d:z:
54
CT
V92 + 16
Tr + 1
4. I
V36 — 4922
5 / dzx
’ 2222 — 4
6 / dzx
' V2 — 22
202 + 22 + 3
7. R,
Vb — 1z — 22
3 / dx
) (41222 4 2242
In*(x)

dzx

> x/25 + In?(x)
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10. /(4—w)\/x2+6x+10daﬂ

62:):
11. / dzx
1 —4e* — 4e22

sen(x)

\/cos3(2x)

12. dx

Sustitucion por el reciproco

Consideremos la integral de una funcién irracional de la forma:

/ dz
(az +b)" Vea? +dx + e

donde ax + b es un término lineal y la raiz cuadrada contiene un término cuadratico
[2,9,5, 4].

Estas integrales son generalmente dificiles de calcularlas directamente, por ello se

emplean técnicas como la sustitucion por el reciproco.

La sustitucion por el reciproco consiste en realizar el cambio de variable:

1
ar+b=- otambiént =
t ar +b

Esto produce:

1
der = ——— dt
at?

y toda expresion en z se convierte en una funcién de ¢. La clave de esta técnica es
que algunas expresiones irracionales que son complicadas en z se simplifican en ¢,
permitiendo reescribir la integral como una integral racional o mds sencilla.Veamos la

solucion de algunos ejercicios.

Ejercicios Resueltos

Resolver las siguientes integrales:
1 / dx
) oava? ¥l

Empleamos sustitucion por el reciproco de la siguiente manera:

Sea

1 1
T=—=dr=——dt
t 12

155



Integral Indefinida
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Reescribimos la integral en funcion de la variable t:

/ dz _/ —pdt
xva? +1 1 /1
Vet
1
Y B
1+t
i
t2

La dltima integral es inmediata, esto es

dt
— :—ln’t+\/t2—|—1‘ = —senh ' (t) + ¢
/\/1+t2 ()

Regresamos a la variable original

dx 1
——— = —senh }(t) + ¢ = —senh™! () +c
/ zvr? +1 Q
/ dx
x2V/x? —4

Empleamos sustitucion por el reciproco de la siguiente manera:

Sea
1 1
r=- = dr=——dt
t 12
Ademas:
9 1
r = tf2,
y por lo tanto
1 — 4¢? V1 —4t2
22— 4= = Varoa=Y_—
t2 t
Reescribimos la integral en términos de ¢
1
da B / 2
x2/x2 —4 1 V1 —4¢2
t2 t
- tdt
V1 — 42

Empleamos integracién por cambio de variable
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Sea
u=1—4t> = du = -—S8tdt
du
tdt = ——
8
Entonces:
du
/ dx _ 8
22?2 — 4 U
1
= 8/u_1/2 du
1
= §Q¢E+c
1
= Z\/ﬂ—i—c

Regresamos a la variable original

L/“’ N T
x2\/x?2 — 4 4
1
— Z ]._ 2+C
x2—4+
= c
4x

3 / v g,
) (e 413V 42

Empleamos sustitucion por el reciproco de la siguiente manera:

Sea

[
I
8

I

1
1=
T + ;

dr = —-—=dt.

Reemplazando en la integral se obtiene

/(m+1)3 T T /<1>3\/(j >2+<1 > (_ﬂdt>

= — - -1
t t
1
7‘1’4 1
_ _/ t S di
1¢1 2 ) 1 )
BV 2 ¢ t
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- t(1+4t)dt
N N

Resolvemos la integral por cambio de variable. Sea

u=1—-t = du = -—dt
dt = —du.

Multiplicando el numerador y reemplazando la sustitucion en la integral, se

tiene que

/ r+5 J t+4t2dt
T = —
(x+1)3Va2 +x V1i—t

—u — u)?
_ _/(1 >+¢§(1 ) (—du)
B /(1u)+4(12u+u2)du
B Vu
_ /1—u+4—8u+4u2d
= \/ﬂ u
4u? —9u+5

= [T
\/qj u

= 4/u3/2du—9/u1/2du—|—5/u1/2du

= §u5/2 — 6u’/? + 104 /2 +c

Regresamos a la variable original. Como:

1
=1-t t=
Y y z+1
Entonces
1 x
u: —_ =
r+1 rz+1

El resultado de la integral es:

/ z+5 de — 8 T 5/2 6 T 3/2+10 T 1/2+
(z+ 1322+ S P z+1 z+1 ¢

Sacando factor comiin y simplificando
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+c

VR
8
+ls

/ xT+5 de —
(x +1)3Va? +x

1/2 T 2
8 T T

= —6 10
1> 5<3:—|—1> <x—|—1>+

2 7822 — 302(x + 1) + 50(z + 1)? .
5(x +1)2

I
VR
8
S

1

zl/2 822 — 3022 — 30z + 5022 + 100z + 50 N
C
(x+1)1/2 5(x 4 1)2

z'/2 (2822 + 70z + 50)
5(z +1)5/2

2+/7 (14z% + 35z + 25)
5v/(z+1)°

4. / V3 dz
(3x — 2)* V622 — 8z + 3

Empleamos sustitucion por el reciproco de la siguiente manera:

Sea

1 1+ 2t
3r—2 = - = x:L
t 3t

1

3de = ——=dt
t2
1

LLamando I a la integral y reemplazando se obtiene

e

t 3t 3t
1
/ ﬁ(‘?ﬁ?)
= : dt
1 1+ 4t + 4t 8 + 16t
#1\/6( 9¢2 >_< 3t >+3

V3
1 \/2+8t+8t2 8416t
t4 3t2 3t
V3

+3

- 3 ”
1\/2+8t+8t2—8t—16t2+9t2
t 3t2
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V3

= —/3t2 dt
l\/t2+2
V3t

t3
B
Vi2 42
Para resolver esta tltima integral separamos el numerador de la siguiente ma-

nera
2.t

V2 +2

Resolvemos la integral por cambio de variable. Sea

I=- dt

p = 242 = t*=p-2

dp = 2tdt
@ = tdt
2
De ahi que
1 -2
ORI L S
2] b

1
= —2/p1/2dp+/p1/2dp

1
= —§p3/2 +2p'% ¢

1/2
= %(6 —p)+c
1/2
= (6-p)- PT +c
Como p = t? + 2, se tiene que
2 4 9)1/2
I = (6—t2—2)-(+3)+c
t2 42
= 4-17)- LA
3
1
Ahora bien, regresando a la variable original, puesto que t = 35— %€ obtiene
1 2
2
/ A 1 \/(?m - 2) +
- ( _(3x—2)2)' 3 e

Simplificando
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C

 [(4Bz—2)? -1 1+ 23z — 2)2
L= < (3z — 2)2 > 3(3z — 2)

C

(362 — 48z + 16 — 1\ 1+ 1822 — 24z +8
B (3z —2)2 3(3z — 2)

(3622 — 487 + 15)V/1822 — 247 + 9 e

3(3z —2)3
~ 3(122% — 162+ 5) - V3 V622 — 8z + 3 e
B 3(3z —2)3
V322 -1) (6z—5) V622 — 8z +3 e
B (3z —2)3

Ejercicios Propuestos

Resolver las siguientes integrales:

dx
: / (22 — 3)2V/22 + 5

. / 8 dzx
V1 —4x — 1222
3 / dx
) (e+D)Val 2 +5

+ / (z — 3)C\l/xm

5 / dx
' vVl —z+1

dz
& / (x —1)3 Va? -2z

7/ dx
") 2z —1)V42? —4x -3

3 eTdx
) et a
9

. / sen(x) dx
cos(x)r/cos?(x) — 16

dx
10 /x(lnx)?’ (inz)? — 1
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11 / vl dw
) (2 —1)2v/222 ¥ 1 -2

sec?(z) dx
1= /tan(:p)\/tanQ(x) + 4tan(x)

Sustitucion por racionalizacion

Una funcién irracional incluye raices que involucran la variable de integracion.
El método de sustituciéon por racionalizacién, busca transformar una funcién con rai-
ces en una forma racional para poder integrar mediante métodos directos o técnicas
de integracién de funciones racionales. Las integrales que vamos a trabajar son de la
forma [11, 3, 2]:

b\ b
I:/R ., axr + 7 ar + da
cr+d cr + d
donde R es una funcién racional de sus argumentos, y P f, - son exponentes
qs

racionales.

Idea clave del método de racionalizacion:

Para racionalizar una integral de esta forma, se realiza el cambio de variable:

ar +b
= = 1
cr+d’ (1)

donde m es el minimo comiin miiltiplo de los denominadores de los exponentes racio-

pr
nales =, —, - -

q’ s

Asi, cada potencia fraccionaria se transforma en una potencia entera de ¢:

<a:z:+b>q =tF conkeZ.
cx +d

Ahora bien, despejando z en la expresion (1), se tiene

t"(cx+d) = ar+b

cxt™ +dt"™ = ax+b
cxt™ —ax = b—dt™
(ct™ —a)x = b—dt"™
b—dt™
€T =
ct™ —a
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Y por lo tanto,

b—dt™\’
dr = < ) dt
ct™ —a
Realizando las sustituciones correspondientes la integral original se convierte en una
integral racional en ¢, la cual puede ser integrada por métodos algebraicos clésicos.
Ejercicios Resueltos

Resolver las siguientes integrales:

x? +\/1+x
dx
\3/1—1—:1:

Determinamos el mcm de los indices de los radicales.
Vitz=0+2)"Y 1tz=Q0+z)?
mem(2,3) =6
Realizamos el cambio de variable y encontramos la diferencial.
=142 = do=06t"dt
Ademés, z = t° — 1 y por lo tanto
Vite=1t, J1t+z=1»
Reemplazamos en la integral, simplificamos e integramos.

- 6t° dt

I m+\/1+x _ /(t6—1)2+t3

V1+x t2

2t6+1+t3

- 6 0 dt

= 6

= 6/ (2 =204+ +1) P dt

(t"° — 2" + 10 4 ¢%) at

th 2t10 t7 t4
= 6Tt o)+

36 6l N 617 N 34 N
- s T - - —_— C
8 5 7 2
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Como: t = (1 4 2)!/9 el resultado de la integral es:

2+ 1+ v _ 80+ )3 6(14 x)5/3 N 6(1 + x)7/6 N 3(1 + x)%/3
A 8 5 7 2
3+’ 6142 6Y/(1+a)T  3Y/(1+x)?
- s 5 T 7  tT o Tt
V3r—-5-1
2. dx

V3r —5+V3x -5
Determinamos el mem de los indices de los radicales.

Bz —b=0Bz -5, V3z—5=0Bx-5"% Br—5=Bz-5)"3
mecm(2,3,4) = 12
Realizamos el cambio de variable y encontramos la diferencial.

2 = 3z-5
21245

T = 3 = dr=4z"Ydz

Por lo tanto
V3r—5=2% V3z—-5=25 /Br—5=2z"

Reemplazamos en la integral y simplificamos.

V3z—5-—1 31
I= < . dr = /264-4211dz
V3z —5+V3x—5 2%+ z
411 3_1
= /2 (2 )dz
2422+ 1)
0 _ 7
2V —z
= 4| ———d
/22+1 :
Dividimos, se obtiene:
10 _ 7
TR _8_.6_ .5, 4, .3 _ 2 z—1
,227—1-1_2 -z =204+ -z —z—|—1+22+1

De ahi que,

I = 4/ 28 _ 6 _ .5 4 3 2 z—1 d
2241
/8d2 /z6dz 4/ 5dz+4/ 4dz+4/23d2—4/z2dz—
d
/zdz—|—4/dz—|—4/ /22
22 ze4+1
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Resolvamos la integral / %dz, para ello realizamos el cambio de variable.
z
uw=z22+1 = du = 2zdz
Por lo tanto,
z 1 fdu 1 1. 5

y dado que

dz tan(2)
—— = arctan(z) + ¢
2241 2

Regresando a la integral se tiene que

4 4 2 4 4
I = §zg—?27—526—1—5254—24—323—222+4z+2ln‘22+1}—4arctan(z)+c

Como: z = (3x — 5)/12 el resultado de la integral es:

I = 5@z— 5)%/1% — G 5)7/12 — 33z — 5)%/12 4 (37— 5)%/12 4 (3z — 5)¥/12 —
4
5 (30 —5)*12 — 230 — 5212 4 4(30 — 5)'/12 + 2| (30— 52 + 1| -

—4 arctan <(3x - 5)1/12> +c

Escribiendo las potencias como radicales, obtenemos la solucién de la integral

4 - 4 2 4 4
I = 7\4/(3x—5)5—71\2/(3x—5)7—§\/393—5+51{/(3:1:—5)5+\3/3x—5—§\‘73$—5—

9 7
—2{“/33:—5—}—41\2/336—54—2[71‘\6/3;16—5—1—1‘—4arctan(1\2/3:v—5)—|—c
|4
. ——dx
Vr+1

La integral contiene raices con exponentes fraccionarios:
Jr =23 Jr = zl/?
Buscamos el minimo comtn mdultiplo de los indices de las raices 2 y 3:
mem(2,3) =6
Por lo tanto m = 6. Planteamos el cambio:
t=x
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Calculamos la diferencial

d
dr = —(t%) = 6t° dt
v=gt)

Reemplazamos en la integral original:
3 2
1:/‘V@ da :‘/ _etar
Ve+1 t3+1
67
= = dt
/ t3+1

Esta integral es racional, se puede resolver por fracciones parciales. Dividimos,

se obtiene:
t7
B+1

By
3 +1
Descomponemos en fracciones parciales la fraccién propia.

t t _ A Bt+C
B+1 (t+)E—t+1) t+1 2—t+1

Entonces
t=A{t*—t+1)+ (Bt +O)(t+1)

Desarrollando los productos del lado derecho, se tiene que

t = A?—At+ A+ B>+ Bt+Ct+C
t = (A+BE*+(-A+B+O)t+(A+0C)

Agrupando e igualando coeficientes de potencias semejantes, se sigue que:

A+B=0 (1)
—A+B+C=1 (2

A+C=0 (3)
Restando la ecuacién (2) de la ecuacién (1), se obtiene 24 — C' = —1. Sumando
esta ecuacién con la ecuacién (3) se obtiene A = —%. Ahora bien, sustituyendo

este resultado en las ecuaciones (1) y (3) respectivamente se obtiene como re-

sultado B=1yC = 1.

Por lo tanto,

t t+1 1

t+D)(2—t+1) 3(>2—t+1) 3(t+1)
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Regresando a la integral se sigue que

1 t+1
I=6/[(t"—t— dt
/( 3(t+1)+3(t2—t+1)>

Integrando término a término:

21 1 2t — 1 1 3
T=6(————-lnft+1ll4- | =——dt+> [ ————dt
(5 3 ~glltt |+6/t2—t+1 +6/t2—t+1 >

Completando el cuadrado en la dltima integral se obtiene

1\* 3
2 —t4+1=(t—= =
#1=(1-3) +3

De ahi que
6 5 2 2 1
t_f —
(:=3) +
65 .o ) 2 (275—1)
= =t =3t =2In|t + 1|+In|t* —t+ 1|+3 - —arctan | ——— | + ¢
i £+ 1]+in) 43 7
La solucion de la integral en la variable t es:
I = —t° =32 = 2nlt + 1|+n|t> — t + 1|+2V3 arctan | =——— | + ¢
5 V3
Como t = z21/%, el resultado final es:
5/6 2,1/6 _ 1
I = 6335—3x1/3—2ln)x1/6—|—1’—l—ln‘xl/?’—xl/G—i—l‘—|—2\/§arctan(x\/g)+c

6 . . . X 2vx —1
= §Vx5—3\“/:?—2ln‘\°/§—|—1‘+ln‘\‘75—\°/5+1‘+2\/§arctan<\/E>—|—c

\/g
o=

La integral se puede escribir de la siguiente manera:

I:/ w+2dx
V =z

Dado que solo se tiene la raiz cuadrada m = 2. Por lo tanto, realizamos la susti-

tucién
2 +2
pat
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Despejamos z y encontramos la diferencial

2z = z+2
z(t?—1) = 2
2
S PR |
At
dr = —————dt
! (2~ 1)2

Cambiamos la integral original en funcién de la variable t.

—4t t* :

Para la resolucién, empleamos fracciones parciales con factores lineales que se

repiten.
t? A, B _C D
(t—12t+1)2 t—1 (t—12 t+1 (t+1)2

Entonces
2=At -1t +1)?+Bt+1)2+Ct+1)(t—1)>+D(t—1)2

Resolviendo por valor numérico, se tiene que

( 1

Si t=-1: 1=4D=D=

Si t—1: 1-4B=B—~-
4y 1

Si t=0: 0=-A+ +C+ =>-A+C=—3 (1)
9 1 3

Si t=2: 4=9A+ +3C+1=94+3C=7 (2

Multiplicando por 9 la ecuacién (1) y sumando con la ecuacion (2), se obtiene

C = —i y por lo tanto A = T De ahi que

t2 ot v v 1
(t—12(t+1)2 4t —1) 4(t—1)2 4@t+1) 4+ 1)2
Regresamos a la integral:
1 1 1 1
L= _4/ <4(t— IR 4(t+1)2> dt

1 1 1 1
R (S PR (N ST (N SV (S
/t—ldt /(t—1)2 +/t+1 /(t+1)2

1 1
= —nt—1+——+Injt+1|+—
n| \+t_1+ n|t + !+t+1+c
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Aplicamos propiedades de los logaritmos y simplificamos

t+1 t+1+t—-1
I = In
-1 -1+ 1)
I t—|—1+ 2t np
= n|——
t—1 21

2
Ahora bien, como: t = 4/ i, el resultado de la integral original es:
x

x+2+1 5 x+2
I—/ [z +2 \/ x T

T -1 Zz
Simplificamos
VT +2+ 4z 2¢m
[z +2 B N VT
/ - dr = In \/ﬁ—\/f +$+2_x+c
VT z
o x+2 2\/§o\/x+2+c
VT + —\f 2

2/ - /7 + 2
= ln‘(\/x+2+\/§)2‘+\/52x++c1

= 2l |Ve+ 2+ Va| + Vel 422+ ¢

Ejercicios Propuestos
Resolver las siguientes integrales:

dx
Vr+x

2./ du

o+ 1
r—1

3 /\/4z— +z ds
Viz—1—2

1
4, /da:
Va2 +z+3
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o1

/ vV2x +1 g
Xz
20 —vV2xr +1+1

o)

dz

/\/x—3 vV —3

du

gy

o]

dx

5x2
'/\%E+1
./,/ 1: dx

r—>5

/ V+1+2
(r+1)2—Vz+1

\O

10. dz

11.

b
dp
/\/p+2+2 vVp+2-3
r+3

2 [ T
Método Aleman
El Método Alemén se aplica a integrales de la forma:
dx,

/ Vazr? +bx + ¢
donde P, (z) es un polinomio de grado n [2, 4, 13].

Se plantea la identidad:
dr = Qp_ \/ax2+bx+c+/\/ 1),
/\/ax2+bx+c Qn( \/ax2+bx+c M)

donde @,,—1(x) es un polinomio de grado n — 1 y A es un ndmero real.

A continuacion, se deriva la expresion (1) para determinar los valores de los co-

eficientes del polinomio Q,,—1(z) y de A.

Se reemplazan estos valores en la expresion (1) y finalmente se resuelve la integral

del segundo miembro de la ecuacién (1).
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Ejercicios Resueltos

Resolver las siguientes integrales:

22
1. /dx
Va2 —z+1

Se propone:
de = (Az + B)Va? —z+1 —I—)\/
/\/162—33-1- \/1'2—$+
Derivamos:

x? ACC+B)(2:L‘—1) A
7—14\/362—954— + .
2—z+1 2 —x+1 Va2 —z+1

Multiplicamos por 2v/z? — z + 1:

222 = 2A(z% — x4+ 1) 4 (Az + B)(22 — 1) + 2.

Desarrollando:

222 = 2A2® — 24z +2A + 242 — Az + 2Bz — B+ 2\
2¢7 = 4Ax* + (-3A+2B)z + (24— B+ 2)).

Agrupando e igualando coeficientes de potencias semejantes, se sigue que:

4A =2 (1)
—3A42B=0 (2)
24— B+2\=0 (3)

1
Despejando A de la ecuacién (1), se obtiene A = 3 Sustituyendo este resultado
3
en la ecuacion (2) se obtiene B = T Ahora bien, sustituyendo los valores de A

1
y B en (3) se obtiene como resultado A = —3

Sustituimos en la expresién inicial:

/ 72 p <1x+3) 2 w1 1/
—  dx — — — —_ — -
vz —xz+1 2 4 8 2 —x+1
1 1
= <x+3> a:z—a:+1—8/

2 4 x_l 2+§
2 4
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Para resolver la integral, hacemos la sustitucién trigonométrica

1
z—5= ?tan(@) = dr= ?secQ(H)dH

Por lo tanto,

3
T 1 3 5 1 {SeCQ(H)dH
—dx = (zz+- :E—:U—I—l—/
/ vz —z+1 (2 4) 8 3
ZtanQ(H) + —
1 3 1 [ sec*(f)
= (Ze+2)Var—ar1— - df
<2x+4> S 8/ sec(d)
1 3 1
_ (1,2 2 _ _ =
(2334- 4> 2 —x+1 5 /sec(@) e
1 3 1
= <2x+ 4> Vaz—x+1-— ln\sec( )+ tan(9)| + ¢
1 20 — 1
Como = — 3 = \ftan(ﬁ), entonces tan(f) = i 7 Ahora bien, dado que
sec?(0) = 1 + tan?(9), se tiene
12
sec?(0) = 1+ (2:U31)
2 _
sec(0) = 3+4r° —4x +1
3
2 _
sec(f) = 1/ o7~ dw +4 ;:E 4
2Va? —x+1
sec(f) = ————
V3

Reemplazamos en la integral

2\/x2—x+1+2x—1 N
V3 V3

x 2x+ 3 1
- d — A/ P2 1—=
/\/xQ_x—i—l v < 4 ) o 81n

Finalmente:

? 1 1
/ —— x 4(x+3)\/3: x + 8ln

1
x—2+\/x2—x+1‘+01.

e |
\/:z:2+2:z:+

Se propone:

a1
it s — (A2® + Ba + O)\Wa? + 20+ 2 +)\/

Va1 2c+2 \/x2+2x+
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Derivamos la identidad:

3 1 Az?> + B 2x + 2 A
w’—x+1  (Az°+ Bz +C)(22+ )+(2Am+B) e S
VaZ+2x+2 2vVx2 + 2+ 2 VrZ4+2r+2

Multiplicamos por vz? 4 2z + 2:

2 —r+ 1= (Ax* + Bz + C)(z + 1) + (24z + B)(2® + 22 + 2) + \.

Desarrollando:

2P or+1 = A3+ A2+ Ba? + B+ Cx + C 4+ 2A2% + 4A2% + 4Ax +
+Bx% +2Bx 4+ 2B + )\
= 3A23 + (5A+2B)2* + (4A+ 3B+ C)z + (2B + C + \).

Igualamos coeficientes de potencias semejantes

34=1 (1)
5A+2B =0 (2)
4A+3B+C =1 (3)

2B+C+A=1 (4)

1
Despejando A de la ecuacion (1), se obtiene A = 3" Sustituyendo este resultado
)
en la ecuacién (2) se obtiene B = ~& Ahora bien, sustituyendo los valores de
1
Ay Ben (3) se obtiene C' = 6 Finalmente, sustituyendo los valores de By C

en (4) se obtiene como resultado A = 7

De ahi que:
P —z+1 (1 5 1 5 dx
——dr = xQ—a:+) :B2+233+2+/
Va? +2x + 2 3 6 6 2) Va2+2zx+2
1 1 ) d
= <x2—5x+> x2+2x+2+/x
3 6 6 2 [(z+1)2+1

Para resolver la integral, hacemos la sustitucién trigonométrica

z+1=tan(d) = dz = sec*(0)dd
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Por lo tanto,

P —z+1 222 —5x + 1 5 5 sec?(6)df
S = (T Vet 2t [
Va2 + 2z + 2 6 2) /tan?(9) +1
1 5 [ sec’(0)
= —(222 -5r+1)Va2+20+2+ = do
6(95 r+1)VaZ+ 2z + +2/sec(9)
1
= 6(29v2—5gl:—1—1) x2+2x+2+g/sec(6)d9
1
= 6(291;2—5913—1—1) m2+2x+2+gln\sec(0)—|—tan(9)\+c

Como z + 1 = tan(f) y dado que sec?(0) = 1 + tan?(0), se tiene

sec’(0) = 14 (x+1)>2
sec’(f) = 14+224+2z+1

sec(d) = Va?+4+2zx+2

Reemplazamos en la integral

S_zr+1 1 5
rortl dr = — (222 —5z+1)V 22 + 2z + 2—|—fln‘:v +1+ Va2 +2zx+ 2‘+c.
Va2 +2x+2 6 2

2+ 1

——dx
V(z—3)2+2
Aplicamos el método Aleman:

2 T
1 dx:(Ax+B)\/(x—3)2+2+/\/\/(x_dgm.

V(e —=3)2+2
Derivamos la expresion:
2 F—
e+ 1 _ 4 (x_3)2+2+(Ax+B)(x 3)+ A .
(x—3)2+2 VE=32+2  /(z-3)2+2

Multiplicamos por /(z — 3)? + 2:

24+ 1=A((x -3 +2)+ (Az + B)(z — 3) + \.

Desarrollamos:
241 = A(@?—6x+9)+2A4+ Az? —3Ax + Bx — 3B + )

= Ax? —6Ax +9A +2A + Az®> —3Ax + Bx — 3B + \.
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Agrupando:
2% +1=2A2" + (-9A + B)z + (11A — 3B + \).

Igualamos coeficientes de potencias semejantes

24 =1 (1)
—9A+B=0 (2)
11A—3B+A=1 (3)

1
Despejando A de la ecuacién (1), se obtiene A = 3 Sustituyendo este resultado

9
en la ecuacion (2) se obtiene B = ok Ahora bien, sustituyendo los valores de A

y B en (3) se obtiene A = 9.

De ahi que:

241 _ (;Hg)mw/

dx
\/(x—3)2—|—2d$ V(z—3)2+2

Para resolver la integral, hacemos la sustitucién trigonométrica
t—3=+2tan(d) = dzr=+2sec?(H)dd

Por lo tanto,

2+ 1 1 9\ ————— V2 sec?(6)do
\/(x—3)2—|—2dx B <2$+2> (z=3)+2+9 V/2tan?(0) + 2

= ;(x+9)\/m+9/sec(9)d9

- %@+9%4x—@2+2+9mm%wy+mm®y+c

Como = — 3 = v/2 tan() y dado que sec?(0) = 1 + tan?(f), se tiene

sec(f) = 1+(“’”_23)2
sec’(f) = “(”;_3)2
sec(f) = 2+%J3V
secll) = Zi%f3p

175



Integral Indefinida

Reemplazamos en la integral

2+($—3)2+x—3
V2 V2

- %(:U—l—Q)\/(x—3)2+2+91n‘a:—3+\/(x—3)2+2’+01

1 1
i = S@+9V@=32+2+90n
/733_

+c

4 /<x2_z>md@«

Racionalizamos el numerador:

2 g2
IZ/(x2—2)V1—x—x2dx = /(x \/i)—(lsci—aﬁ )daz

B /a:2—x3—:c4—2+2x+2a:2dx
VT
— (2t 4 23 — 322 — 22+ 2)
I

dz.

Aplicamos el método Aleman, esto es

— (2 4+ 23 — 327 — 22 +2
/(x“” v o2t (Ax—i—B:v—i—Cx—i—D\/l—x—ﬂcQ—i-)\/

V1—2z—2z? */1—95—902'
Derivamos esta identidad
—(z*+ 2% — 32 —2042) (Ax3+Bx2+Cx+D)(—1—2:c)+
V1—x— 22 N1 — oz — 22
A
+(BA> +2Br+ )1l -2 — a2 + —
( ) V1—1x— 22

Multiplicamos por 2 V1 — z — 2%
-2 (223322 —22+2) = — (20+1)(A2*+ B2? +Cx+D)+2(3A2°+2Bx+C) (1—z—z%)+2).
Desarrollando:

—20 — 23 4 622 +4r —4 = —2Az* —2B2® — 202> — 2Dz — Az® — Ba? —Cx — D +
+6Ax? + 4Bz + 2C — 6Ax — 4Bx? — 2Cx — 6 Azt —
—4Bz® — 2022 + 2
= —8Az* + (—6B — TA)x® + (—4C — 5B + 6A)2* +
+(—2D —3C +4B)x + (—D + 2C + 2\).

Igualamos coeficientes de potencias semejantes
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(84 =2 (1)
—7TA—6B = —2 (2)
6A— 5B —4C =6 (3)
AB—3C—2D =4 (4)
2C — D +2\=—4 (5)

1
Despejando A de la ecuacion (1), se obtiene A = T Sustituyendo este resultado

1
en la ecuacion (2) se obtiene B = TR Sustituyendo los valores de Ay B en (3)

113
se obtiene C' = TR Ahora bien, sustituyendo los valores de By C en (4) se
29
obtiene D = BETT . Finalmente, sustituyendo los valores de C'y D en (5) se
11
obtiene como resultado A\ = —%. De ahi que:
1 1 113 29 115 dx
I -3 -2t Ay 1lop—g2_ % B
<4x * 24”5 96 " 192> TS oo

192

Para resolver la integral, hacemos la sustitucion trigonométrica

1 5 5
T+ - = £8612(9) = dr= £cos(@)d@
2 2 2
Por lo tanto,
V5
1 3 2 115 7608
I = @(4890 + 8 —226:r—29)\/1—x—:r2—128 -
1 fsenZ ()
V5
3 115 008(0)
= — (482° + 82 — 2262 —29) V1 — 2 — 22 — /d9
192 128 5
—cos(0)
2
1 5 115
= — (482° + 82® — 2262 —29) V1 — 2 — 22 —
192 128
1 115
= — (482° +82® — 2262 —29) V1 -2 — 22— — 0+
192 128
1 2z +1
Como x + 3= ?sen(&) = 0 =arcsen < x\/g >
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Reemplazando en la integral

1 115 2 1
I:—(48:E3+8:L‘2—226x—29) \/1—m—x2—arcsen< Tt >+c

192 128 V5

Ejercicios Propuestos

Resolver las siguientes integrales:

3 .2
1. Md:p
vz —4z + 8
2 _
5 3 Tx+ 2 d
V22 +4r+9
3. /(m3—4m)\/3—2x—x2dx
342041
4. M—‘T—i_dx
VAar? —d4x + 7
5 x2+1

. B —0
V(z—3)2+2
20 + 322 —x+4

6. \/m dx
. /(2352—3)\/6—31‘—;102 dx

% — 6z 49
") V2% —6x + 18
3xt — 222+ 7
' V2 +3zx+6
(22 + 42 — 5)
. ~— L dx
V2r2 —xz+4

4 2
11. vl g
V322 — 6z + 10

3 2
1. x° + 2x +3x+4d$

Va2 + 2z +2

N

dx

Ne)

dx

10
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Integracion del Binomio Diferencial
Estas integrales son de la forma
/mm(a+b$”)pdac,

donde a A b son ntimeros reales distintos de cero y m, n A p son ntimeros racionales

[1,11,2,4,9].

Para resolver este tipo de integrales se utilizan las condiciones de Chebyshev, las

cuales nos pueden llevar a uno de los siguientes casos:

Caso 1. Si p es un namero entero.

Si p es un niimero entero positivo para resolver la integral se utiliza el Binomio de
Newton y si p es un niimero entero negativo se utiliza la técnica de integracién por

racionalizacién obteniéndose la integral de una funcién racional [1, 11, 2].

Ejercicios Resueltos

Resolver las siguientes integrales:

14 Va?)’
1. /<\/x73>dx

Empecemos llamando I a la integral y expresando las raices como potencias,

esto es
5 3\ 6

I = /x_z (l—i—aﬂ) dx
Esta integral tiene la forma de la Integral del binomio diferencial, donde:
p =6.
Dado que p es un ndmero entero positivo, la integral pertenece a este caso.
Ahora bien, aplicando el Binomio de Newton, se tiene que

I = /m—i (14627 + 1507 + 2001 +150% + 627 +2%) da
= / (x_g + 6271 4+ 15+ 2021 + 1527 + 627 + :E3) dx
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Integrando término a término

I = /x_gdx—l—6/a:_idm+15/dac—|—20/xidx+15/x3dx—|—6/ajidac+

+ / 23dx
24 4

2% + 242} + 152 + 0t 4 6at 4 gt 4 Ly

— — 2 4 —T4 2 J— '] R s
2 80 . 24 , 4

= b UYT 150+ VT 6V + —VaB + Tt
NG 7 13 4

dx

180

Empecemos llamando I a la integral y expresando las raices como potencias,

esto es
2\ =3
I = /:p_l(l—x5> dz
Esta integral tiene la forma de la Integral del binomio diferencial, donde:
2
=—-1, n=2, p=-3.
m Y n 5 ) p

Dado que p es un nimero entero negativo, la integral pertenece a este caso.

5

Ahora bien, haciendo la sustitucién z° = 22, es decir # = 22 y por lo tanto

5 .
dr = 3 23 dz, se sigue que

5 5 3
I = /2_2(12)_3222 dz
5
2

Utilizando la sustitucion v = 1 — 2 = du = —dz en la integral anterior, se tiene

I _5/du
2) ud(1—u)

Para resolver esta integral se emplea Fracciones Parciales, esto es:

que

1A B C_ D
wd(l—u) uw w2 wd 1—u
Entonces,
1 = Au*(1 — u) + Bu(l —u) + C(1 — u) + Du?
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Desarrollando los productos del lado derecho, se tiene que

1= Au? — Au® + Bu — Bu?> + C — Cu + Du?

Agrupando
1=(-A+ D)+ (A-Bu*+ (B-Clu+C

Igualando coeficientes de potencias semejantes, se sigue que:

—A+D=0 (1)
A-—B=0 2)
B-C=0 (3)
C=1 (4)

Reemplazando C' = 1 en la ecuacién (3), se obtiene como resultado B = 1.

(
Sustituyendo este valor en la ecuacién (2), se obtiene como resultado A = 1y

sustituyendo este valor en la ecuacion (1), se obtiene D = 1.

De ahi que,
(N R N S
w(l—u) uw w2 uwd 1—u
Regresando a la integral, se tiene
o 5 fdu 5 fdu 5 [du 5 du
2w 2) W 2) w3 2) 1—u
D inful = + — 4 2nfl — ul+e
g —_— u _— —_— - -
2 2u  4du? 2
Dado que u = 1 — z, se sigue que
5 5 5 5
I = —=in|l- —|
A Trw Rl R L e

2 .
Y puesto que z = x5, se obtiene

5 2 5 5 5
I = —fln‘l—xﬁ + ~ + 2+fln T5|+ ¢
2 2(1 :1:3> 4(1_3,%) 2
5 . 5 i 5<2—2\/5£L'2+1)
= §ln VxQ‘filn‘lfvoleJr +c

4(1—(’/?2)2
5(2\"’/972—3)
7 tc¢

41— Va?
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r) m + 1
y —— €5

Caso 2. Si p es un namero fraccionario (p = —

S n

un ndmero entero.

En este caso para resolver la integral se utiliza la sustitucion z° = a + b2" [2, 4, 9].

Ahora bien, despejemos z, esto es

n 2 —a
TT Ty
B 25 —a\r
o ()
A (zs—la)n
b=

Tomando la diferencial a ambos lados de la Gltima expresion se sigue que

1 1 1
de = —-—-(z"—a) 52"V dz
bn n
s—1 .
drx = wil'(zs—a)ﬁ_l dz
nbn

A continuacion, se reemplazan x y dx en la integral original obteniéndose la inte-

gral de una funcién racional.

Ejercicios Resueltos

Resolver las siguientes integrales:

3 2_
WECEE
T

Empecemos llamando I a la integral y expresando las raices como potencias,

esto es

m—+ 1

Dado que p es un ntiimero fraccionario, determinemos el valor de , esto es

m+1:—3+1:—72:_1€Z7
n 2 2
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por lo tanto la integral pertenece a este caso.

Ahora bien, puesto que s = 3, haciendo la sustitucion 2% = 322 — 8, se sigue que

3
2 o +38
3
1 3 1
v o= @ +8) (1)

Obteniendo la diferencial de la dltima expresion, se tiene que

dv = (B 48) 3224z

N

N= N

dr =

22 (28 + 8)7% dz (2)

Reemplazando (1) y (2) en () se obtiene

NIE

I = /3}3 (z3+8)_% (%) %zQ (23+8)_% dz

W=

Simplificando

I = 3/2-22(23—1—8)_2 dz

3
_ {/zzdz
2) (3+8)

Para resolver esta integral utilizamos la técnica de integracion por partes, escri-

bamos esta tltima integral como

2
I:/ﬂz.ZVQM
2 (22+38)

Ahora bien, sean

2 2
dv:Lde = ’U—/SZZdz
(23 + 8) (23 + 8)

Para determinar el valor de v hacemos la sustitucién
_ .3 9.2
p=2"4+8=dp=3z°dz

por lo tanto
dp 1 1

Vv = —_—— T o —
p? P 2348
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Ahora bien, mediante la integracién por partes, se obtiene:

=t [ s (35)
o 2(2348) 2/ 23+8

d
Llamando I; a la integral / ﬁ, se sigue que

dz
I, — e
! /z3+8

B dz
N /(z+2)(222z+4)

Para resolver esta integral se emplea fracciones parciales, esto es:

1 A Bz+C

C12)(2—2:44) =242 Z_2:+44

Entonces,

1=A(z*~22+4)+ (Bz+C)(2 +2)

Resolviendo por valor numérico,

1
i =-2: 1=124 = A= —,
si z G
si 0 1 1+2C = C L
z = . = — :7’
3 3
si 1 1 1—FBB—Fl = B 1
i =1: = - =——.
¥ 4 12
De ahi que,
1 1 z—4

(z42)(22=22+4) 12(z+2) 12(22—2z+4)
Regresando a la integral I, se tiene que

7 1 dz 1 z—4 d
- A - T ——— a4z
! 12) 242 12) 22-2:+4

Reemplazando I en (xx), se obtiene
7 3z n 3|1 dz 1 z—4 d
= - — | — - _—— dz
2(z34+8) 2|12 ) z+2 12 ) 22-22+4
3z . 1 / dz 1 / z—4 d
= - — RN — _— dz
2(z3+8) 8) z+2 8) 22—-2z+14

SCRNE VR 1/ 2z — 2 d+3/
= —————+ =Injz —— | 5 dz+ <
2(z5 +8) ' 8 16 ) 22—22+4 8

184
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3z 1 1 3 dz
= 2 et 2-—lnf? -2 4 |
I I A T |+8/(z—1)2+3
_ (Z:f’i& 3zn\z+2\ ln\z+2[——ln!z s 4
43, t <2_1>+c
— - —=qarctan \ ——
8 \f V3
3z V3 z—1
- l 2——5 3 1 81+ aret 3
(z3+8) n|z + 2| n|z” + 8|+ arcan(\/§>+c (3)

La sustitucién realizada fue 23 = 322 — 8, despejando z en esta expresion, se

tiene
= (32° - 8)°
Reemplazando en (3), se obtiene
3(322 — 8)% 3 )
V3 (3:c —8)s —1
+—arctan | ——— | +¢
8 V3
/322 —
= _T v 312 — ‘ - —ln|3]—7ln|$]+
V3 \/ 322 -8 —1
+—arctan | — | +¢
8 V3
3 V322 — 8
pr —_— S 2 2‘ _—— 3 _——
16ln 3x 8+ ln T 572 +
V3 V3z2 —-8—1
+—arctan | ———— | + ¢
8 V3
Apicando las propiedades de los logaritmos, se obtiene
3 |v/322 - V322 -8 /3 V322 -8 —1
I = —lin - + —arctan | ———=—— | + 1
16 2 2x2 8 V3

5[ 1+ V/In(x)
xln?(x)

Esta integral se puede escribir como

JpE
In?(z) x
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186

Haciendo la sustitucion ¢ = In(x), dt

dr . . . .
= —, laintegral anterior se puede escribir

x
s[14 v

//—f—\/{;‘dt
t2

Llamando I a la integral y escribiendo las raices como potencias, se tiene

I = /t§ (1+té)"l’ dt (%)

Esta integral tiene la forma de la Integral del binomio diferencial, donde:

, . . . m +
Dado que p es un nimero fraccionario, determinemos el valor de

2
m+1  ~ztl

_1
p=:

1
,estoes

n

=3¢7,

n

|
at] =lot] w

por lo tanto, la integral pertenece a este caso.

Ahora bien, puesto que s = 5, haciendo la sustitucién 2° = 1 + t3, se sigue que

ts = -1

t = (F-1) 1)

Obteniendo la diferencial de la dltima expresion, se tiene que

dt = 5(2°=1)*-521dz

dt = 252%(2°

—1tdz (2)

Reemplazando (1) y (2) en (x), se sigue que

I = /[@5_1)5}

22 -1 dz

(25)é 25 24(2° —1)* dz
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Integrando cada término, se obtiene

25 50 25
;o= 206 29 11 29 6
67 1° T Te
25
= @26(33210—9625—#88)—%6 (3)

. .z . 1 . <z .
La sustitucion realizada fue z5 = 1+t5, despejando z en esta expresion, se tiene

z = <1+té)g

Reemplazando en (3), se obtiene

I = 52258(1+té>§ {33(1+t§)2—96(1+t§>+88} te

9% . 6
= ot (1+€/Z) (33+66€/%+33W—96—96\5/%+88)+c

- % (1+%)6(33€/F2—30€/i+25)+c

Dado que t = In(x), el resultado de la integral es

I:%"’ (1+W>6<33€/W—30{’/M+25>+c

. ) . . r m+ 1
Caso 3. Si p es un numero fraccionario (p=—-)y ——+p
S n
es un numero entero.
. . . a+ bx™
En este caso para resolver la integral se utiliza la sustitucién z* = [2,4,11].

xn

Ahora bien, despejemos z, esto es

2°x" = a+ba"
a
no_
T z5—b
N
€T =
z5—b
ar
r = :
(=~ )
x = a» (2°=0b)"n

Tomando la diferencial a ambos lados de la Gltima expresion se sigue que
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1 1 1
dr = an <—> (2 =b)T s 25 de
n

1
dr = —a—nszsfl(zs—b)fifl dz

n

A continuacion, se reemplazan z y dx en la integral original obteniéndose la integral

de una funcién racional.

Ejercicios Resueltos

Resolver las siguientes integrales:

1.

188

dz
/ 22 /(4 — T23)°

Empecemos llamando I a la integral y expresando las raices como potencias,

esto es
I - /wQ (4-72%) 75 do (%)

Esta integral tiene la forma de la Integral del binomio diferencial, donde:

1
,estoes

. . . . m +
Dado que p es un nimero fraccionario, determinemos el valor de

m+1 241 1

=—— 427
n 3 3¢’

por lo tanto la integral no pertenece al caso 2. Ahora encontremos el valor de

m—+1
—— +p,estoes
n

de ahi que, esta integral pertenece al caso 3.

Ahora bien, puesto que s = 3, haciendo la sustitucion 2 23 = 4 — 723, se sigue
que
3 4
24+ 7
r = 45 (z*+7)"

W=
~~
[\)
N—



Departamento de Ciencias Exactas

Obteniendo la diferencial de la dltima expresion, se tiene que
1 1 _4
de = 45 (—3) . (z3+7) 5.32%dz
dr = —45 22 (23 + 7)_% dz (3)

Reemplazando (1), (2) y (3) en (x) se obtiene

2 2 28 -5 1 4
h= /4 C () <4_z3+7> (-4) 2 (410

Simplificando

_ _[4tr 2.3 -2 [ 42 E
I = /4 z (z +7) <23+7> dz
. [((B347)8
= /4_; 22 (23+7)7g (m> dz
43 25
1 24T
= ‘w/zsdz

_ _t dz_7/dz
16 16 J 23
z 7
T 16 322
22347

TR @

La sustitucién realizada fue 23 23 = 4 — 723, es decir

W=

_ 3 _ 3):
a4 gx _ 22(4 72?)
xT x

Reemplazando en (4), se obtiene

4 — 3
2( §x>+7
x

I = +c

32 <(4 _x72x3)§ )

—8 + 1423 + 723

3
= L +c

32(4 — 723)3
12
2123 — 8
322(4 — T23)5
2123 — 8

+c
32x~/ (4 — Ta3)?
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5 / dz
) cos?(z) V1 + tant(x)

190

Esta integral se puede escribir como

sec?(z)

v 1+ tant(x)

dx

Haciendo la sustitucién v = tan(x), du = sec?(x) dz, la integral anterior se

puede escribir
/ du
V14 ut
Llamando I a la integral y expresando las raices como potencias, se tiene

I = /uo (1—|—u4)_i du (%)

Esta integral tiene la forma de la Integral del binomio diferencial, donde:

. . . . m+1
Dado que p es un ntiimero fraccionario, determinemos el valor de

,estoes
n

m+1 0+1 1

- g7
n 4 4¢’

por lo tanto la integral no pertenece al caso 2. Ahora encontremos el valor de

m+1
7—1— + p, esto es
n

m+1 1 1
—_— =-——-=0€Z%,
n T PT171
de ahi que, esta integral pertenece al caso 3.

4

Ahora bien, puesto que s = 4, haciendo la sustitucion z* u* = 1 + u*, se sigue

que

1
4
u* = ] (1)

_1
v = (f-1)"3
Diferenciando la expresién anterior, se tiene que

du = —i (24—1)7%-423d2’

o

du = —2° (2*=1)"% dz (2)
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Reemplazando (1) y (2) en (x) se obtiene

I - /<1+Z41_1>3‘ (%) (= 1) de

- / +1D)(z—1)(2+1) dz

Para resolver esta integral se emplea fracciones parciales, esto es:

— 22 A B Cz+ D

(z+1)(z—=1)(22+1) BT

Entonces,
—2 = Az - D) +1)+ B+ 1) (22 + 1)+ (Cz+ D)(z+ 1)(z — 1)

Resolviendo por valor numérico,

1
si z=-1: —1=—44 = A:L
. 1
si z=1: —1=4B = B:_Z'
1 1 1
. = : :_7_7_D D:—*
si z=0 0 11 = >
5 15 3
i =2: —4=—--——46C—-- = C=0.
si oz 1 4+ 5
De ahi que,
—2 1 1 1

+1D(z—1)(22+1) 4(z+1) 4(z—1) 2(z2+1)

Regresando a la integral, se tiene
- 1 / dz } / dz 1 / dz
o 4) o z4+1 4) 2—1 2] 2241

= Y =tims 1= Larctan(z) +
= 47’LZ 4nZ QGTCCZnZ C

1
= —n

1
1 — —arctan(z) + ¢ (3)

2

z+1
z—1
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La sustitucion realizada fue z* u* = 1 + u*, es decir

4
A 1—54u
4y3
. (1+u)
U

Reemplazando en (3), se obtiene

(Lt ut)t 1
1 o T (1+u?)s
I = -In|—————| — —arctan| ——— | +¢
4 (1+u4)1 2 U
” _

1 V1+ut+u

= —In
4 11+ ut —u

Puesto que u = tan(z), regresando a la variable original, se tiene

V' 1+ tan*(x) +tan(z)| 1 v 1+ tan*(z)
- iarct(m — ) | t¢

V 1+ tan*(z) — tan(z) tan(z)

u

1 vV 1+ ut
— iarctan — | +c

1=

1
4

Ejercicios Propuestos

Resolver las siguientes integrales:

1. /\/mdx
./W(1W+2)4 dp

_VE
S

N

/ a6 \4/(2d:i 9z4)3
5. /3'1\;;\4/6 du

Vit

o))

y
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9./\3/:}\4/1+de

10./ do
i’/m2,/(1+2x5/:?)17

nﬂw”

/In3

dx

sen ()

2 | Ve (14 Veor®)

Departamento de Ciencias Exactas

193



Integral Indefinida

Miscelanea

/ dx* — 11z + 3
4z + 1223 + 92

N

/sen4(ac) cos?(z) dz

V3u—4—+3u+4
du
V3u—4++3u+4

T
4. | ——=d
/(;v2—x+1)3 *

©®

5 /e”d
) 9 debz ¢
6 /286??,2(1')—0082(.%')+5 da
") 4cos?(x) + 3sen?(x) — 1
ot — 22°% — 3z 4+ 12
7. d
/ B ra213z—5
8. /cot9
dac
9.
IEs
10. / 423 + 22 da
VI+ (x—1)?
11 /sec
12/
$/sent(x)
13/ ot — 2
V2t2 4+ 3t +2
14 /3sen y) — 2cos(y) — 7d
3sen(y) + 2cos(y) + 7 4
dz
15. —
/6x2+7x+2
16./ d
-1
17. /mdx
V15 + 22 — 22

194 ‘

1

o]

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32

33.

35.

. / sech(9w) duw
1+ cosh(9w)

dzx

/4ﬁ+4m?—mx+m
(2x —1)%2(22 — 3z +5)

/ac?’\/ar:‘1 + 222 +5dx
1
/ln( + cos(x)) I

sen?(x)

/(953 — 4)cos?(4z) dx

dt

cos(4+5\/f) 005(4\/E+5)
/ i

dx
23

/m

/ dx
rV3x2+x+4
sen(x)

\/m

2t — 313 + 22 — T+ 8
€3w

dzr

J/taancz)dx

du
/ u[4 + tan(In(u)) + 4cot(In(u))]

dz
2c0s>(x)

Ve (o) 1"

/ sech3(x) d

1 + tanh(z)

x+2
V3 —

/ dx
(222 +1)vVz? +1

4+ 1
/\/x_ldx
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_ -2 1
/1 r—9 " 49, / z? x? + dr
Vats N
/ sen(z+ 1) sen(l — z) dz 50. / sec(x) d
3sec(x) + tan(z) + 2
. /c s3(1 — ) dzx
51. [ xsech®(ax)dx (a #0)
/ e’ dx
(e + 1)Vesr +2¢ +10 52. [ [2 sen(3z) — cos(4x)]? dx
=\ 7
(1- %)
/ S dt 53, 44z +3)
¢ T(4x + 3)
/ 17 du
Szt + 2322 + 12 n(z) + In?(z)

54. dz

z+/1 —In2(z)

. /tan4(2x) secd(2x) dx

. /senlo(Qa: — 1) cos't (2 — 1) dx

55.

co

+1
23 + 2)2

: / V/escd(v) cot®(v) dv 57.
3420)V4—x—a2de

. / cos3(x) de 58
cos*(x) + bsen?(x) — 5

. /sen15(4 — 3w) dw 59

/ dx
' 60

Ve 1+ Vede

dx

81
x—1)6v222 —22+5

922 — 52 — 10
— b3 — 922 — 250 — 70

dx

/

/i

| s

/o

feon

s /sen 15+ cos(r ) o
=

]

|

.

x
(2
x
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Uso de ChatGPT

Introduccion

@ ChatGPT

Es un modelo de inteligencia artificial desarrollado por OpenAl. La inteligencia artifi-
cial (IA) se basa en algoritmos, modelos matemaéticos y redes neuronales que permiten
a los sistemas procesar datos, reconocer patrones, mejorar su rendimiento y generar

respuestas coherentes y contextualizadas en conversaciones con el usuario [14].

Caracteristica de esta IA

Los prompts son mensajes para ChatGPT. Deben ser claros, especificos, bien estruc-

turados. De esa manera, se obtendran respuestas precisas y ttiles [14].

Extensién Estilo y formato

Claro - preciso Contextualizado adecuada especifico

Ejercicios resueltos con ChatGPT

Vamos a resolver algunos ejercicios propuestos en este texto, empleando esta IA. Co-
menzamos resolviendo integrales directas.
Escribe en la entrada de ChatGPT el siguiente prompt y agrega la foto de cada ejerci-

cio:

”Actiia como un experto en la resolucion de integrales indefinidas empleando las reglas
de integracion inmediatas. Explica paso a paso la resolucion del ejercicio de la imagen, consi-
dera la explicacién para estudiantes universitarios. Las cuatro integrales deben ser resueltas
mediante férmulas de integracion inmediata. En la tercera integral aplica la férmula con el
término de x"\2 positivo. Muestra la informacién organizada. Entrega la solucién simplificada

lo mds posible”.

199
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Integral Indefinida

Claro. La integral de la imagen es

; 7
f ( z13 — cos(z) + 132 + Qtan(:c)) dz

La resolveremos usando linealidad de la integral, es decir, separando en cuatro integrales inmediatas:

VaBdz — [ cos(z)dz + T dz + [ 9tan(z)dz
4 — 3z?

1) Primera integral
f\/ﬁd:‘c

Paso 1: escribir la raiz como potencia

T 3:13 — 9313/7

I
f$13‘7 dr

Paso 2: aplicar la formula de potencia

Entonces:

Usamos:

Aquin = % por tanto:

T 20 T 7.
Dividir por = es multiplicar por 55

2) Segunda integral

- f cos(z) da

] cos(z) dz — sin(z)

Usamos la férmula inmediata:

Entonces:

ffcos(m) dz = —sin(z)
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3) Tercera integral

7
f4—3z2d$

Como pediste, aqui aplicaremos la formula con el término z” positivo.

Paso 1: transformar el denominador

Factorizamos —1 para que quede de la forma 2% — a®:

432 = (32 — 4)

Entonces:

Ahora factorizamos el 3:

Por tanto,

Asi, la integral queda:

f T 7[ dz
1-32"7 73] @2 1

Paso 2: identificar la formula inmediata

Usamos la formula:

dz 1 T—a
= —1 c
fm2,a2 2a,n:c+a+
Aqur:
o 4 - o 2
3 V3
Entonces:
2
dz 1 -7
21,72 Mz +Z
Simplificamos el coeficiente:
( 2 ) 4 1 V3
2 —_— = — = _— = —
Vi) V3 a/v3 4
Asi,
2
] de V3. [T 7
2_4 7 4 2
x — 3 4 T+ 5
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202

Paso 3: multiplicar por la constante

LT3 V3
3 12
Por tanto:
2
r— 2
— 3z GL’—}—ﬁ

Una forma equivalente, mas cémoda y positiva, es invertir la fraccién dentro del logaritmo:

r—a r+ta

=1In

—In

r+a Tr—a

Entonces también se puede escribir como:

7
f r dm:ﬂln

Y multiplicando numerador y denominador internos por V3

wJF% _ 3z + 2
z— =2 V3r—2

&

Asi queda mas simplificada:

V3z + 2

o222
" V3z —2

f 7 V3
dr = —=
4 322 12

4) Cuarta integral
/ 9tan(z) dz
Sacamos la constante:
9 [ tan(z) dz
Usamos la formula inmediata:
fta.n(:c) dz = —In|cos(z)| + C
Entonces:

than(w] dz = —91n|cos(z)|

También podria escribirse como 9 1n | sec(x)|, pero la forma con cos(z) es muy usual.
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Paso 3: multiplicar por la constante

Vi T3

4 12

T
3

Por tanto:

7 V3
f4f3$2d‘”—*ﬁl

T+ 2
+ Vi
Una forma equivalente, mas cémoda y positiva, es invertir la fraccion dentro del logaritmo:

Tr+a

L —a

r—a
r+a

=In

—In

Entonces también se puede escribir como:

r+ 2
fcl 732dm=7fhl E
Y multiplicando numerador y denominador internos por V3
T+ % _ V3z +2
T — \% 3z —2
Asi queda mas simplificada:
f 7 \/§$ +2
4 — 3z? N V3z—2

5) Resultado final

Sumamos los cuatro resultados:

7 7
/13 _
f ( z cos(z) + 1322 + Qtan(az)) dx

! W7 _ sin(z) 7\/_ ‘\/gm—i—Q —9In|cos(z)| + C

= 30" RIS R by

Respuesta final simplificada

V3zr+2

Va2 —91In|cos(z)| + C

7 7 7 / \f
13 _ _ 2007 s
f ( z cos(z) + 1322 +9tan(:c)) dz = 207 sin(z) + In

Si deseas, también te la puedo presentar en formato de “procedimiento para cuaderno”, mas limpio y listo

para copiar.

Como podemos observar esta IA nos arroja el mismo resultado.

203



Integral Indefinida

Ahora vamos a realizar una integral por cambio de variable, la resolveremos con

esta inteligencia artificial. Escribimos en la entrada de ChatGPT el siguiente prompt:

"Actiia como un experto en la resolucion de integrales indefinidas, emplea la técnica de
cambio de variable o sustitucién y explica paso a paso la resolucion, considera que esta expli-
cacion es para estudiantes universitarios de ingenieria. Muestra la informacién organizada de

forma detallada”.

# Integral dada

[=] Paso 1: Cambio de variable

Observamos que aparece cos(x) en el exponente y sen(x) en el diferencial.

Tomamos:
u = cos(x)
Derivando:

du = —sen(x)dr

2] Paso 2: Reescribir la integral

Primero descomponemaos:
sen®(z) = sen’(z) - sen(z)
Usamos la identidad:
sen’(z) = 1 — cos’(z)

Entonces:
sen’(z) = (1 — cos’(z)) sen(z)

Sustituyendo u = cos(z):
o cos(z)=u
+ sen(z)dr = —du

La integral queda:

f 2031 (1 _ ?)(—du)

=— s/bQU‘La“}[l —u?)du
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& Paso 3: Segunda sustitucion

Definimos:
v=1’—3u
Derivando:
dv = (3u® — 3) du = 3(u® — 1) du
Despejamos:

(1—u?)du = —=dv

2] Paso 4: Sustitucion completa

_fQ“[l —u?)du = —fzf-' (—%dt:)

Paso 5: Integracion

Entonces:

& Paso 6: Volver a la variable original

v = cos®(z) — 3cos(z)

[ Resultado final

2ms"(.r] —3cos(z)

3In(2)

+C

Como podemos observar esta IA nos arroja el mismo resultado.

Ademas, esta IA verifica si es correcta la resoluciéon por derivacién y entrega una
sugerencia diddctica que puede ayudarte al momento de resolver este tipo de inte-

grales, tal como se muestra en la imagen.
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Verificacion rapida por derivacion

1 .
Sea F(r) = Qcos’ 2-3c08 2 Entonces

~ 3In?2

I 1 [x) v ' 'I'n (z) o
F'(z) = m?}’- 'n2-g¢'(z) = iz-‘;" 'g'(x),

con g(x) = cos® x — 3 cos x. Ahora
g(z) = 3cos’ z(—sinz) — 3(—sinz) = 3sinx (1 — cos® x) = 3sin’ z.
Asi,

1 i T 4 1 1
r x) o 5% cos sl
F(z) = 52-‘?' . 3sin®p = 2% T e gint g,

que coincide con el integrando. «*

Comentario didactico

El truco clave fue elegir u = cos = para convertir sin® = en —(1 — u?)du y notar que —(1 — u?)du =
1 .
—dt cont = u* — 3u, que es exactamente el exponente de |a potencia de base 2. Con esto, |a integral se

reduce a una forma elemental fZ’dt.

Continuamos con esta IA para resolver integrales de potencias naturales de fun-

ciones trigonométricas.

Escribimos el siguiente prompt:

"Tii eres un experto en cdlculo y en la resolucion de integrales indefinidas de funciones
trigonométricas elevadas a potencias naturales. Explica paso a paso la resolucion del ejercicio
que se muestra en la imagen, de manera que un estudiante universitario de ingenieria pueda
entender no solo el procedimiento, sino también el razonamiento detrds de cada paso. Presenta
la informacion de forma organizada y clara, incluyendo:

1. La identificacion del tipo de integral y la estrategia mds adecuada.

2. Cada paso de la resolucion con explicaciones detalladas de las formulas y reglas aplica-
das.

Justificacién de simplificaciones o transformaciones utilizadas.
Posibles alternativas de resolucién o consejos para evitar errores comunes.

Un resumen final con la integral resuelta y la interpretacion de los resultados si aplica.

S

Asegiirate de que el contenido sea comprensible, visualmente ordenado y 1itil para el
aprendizaje.”

La inteligencia artificial, arroja la siguiente imagen:
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Integral
fcos'-:_:].r 5)dz

1) Identificacion y estrategia
* Tipo: potencia par de una funcion trigonométrica cos™( - ) con zrgumento lineal,
= Estrategia dptima: uzar formulas de reduccidn de potencia (identidades de angulo doble) para escribir
cos? como combinadén lineal d= cosenos de multiplos del éngule, v luego integrar término a tErmino.
Reccrdatorio dave:
L+ cos(26)

cos® # = — = cosfl = (l'_'l'_ltiz 19)2

2) Desarrollo paso a paso
Paco 1: Reducir la potencia.

Seal = 2x — h.Entonces

1+ cos 28
2

2
L 1 .
cos'f = [cos” §)F = ( ) = —1(1 b 2 cos 20 -+ cos® 29)

Aplicames de nuevo cos? @ = L2232 on g = 26,

. sl
oos® 90 — 14 D;L“JIH]‘

Sustituyendo:

1 1+ cos 48 3 1 1
A T oo Lo TET =5 = e R o .
cos @ = n 1+ 2cos20 2 = 3 gcu.s {1 ﬁ{:u:.'i.Ei'

Paso 2: Reemplazar § = 2r — A

cos'(2r — 5) = = 4 .—llc'ns(Z(Er 5)) 4 %mﬂ (4(2r — 5)) =

3 - eos(dr — 10) + — ens(B

']

3 1
-]
Paso 3: Integrar término a términe.
1
U;amosfcus{a;r t b)dr = —sinfaz + b) +
i
A _ 3 1 1 i
cos (2x — 5)dr = i Ecua{i:ﬂ 10) + Ecm{ﬂr 20} | dx

1 . 1 1 . o .
-qam(-l.r lﬂ}lg-gbmt_&:, 200 + ¢,

Resultado:

fmﬁ"{?r 5)dr = ;;T : %s‘-in{d:r. 10) 4 ;Tlﬁin(ﬂx 2004+ 0C

También presenta la justificacion de las transformaciones, consejos para evitar errores

comunes, un resumen final y la verificacién rdpida por derivacién. Observa la imagen.
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3) Justificacion de las transformaciones

+ Las identidades de potencia transforman una potencia par en una suma de cosenos, que es integrable
de forma inmediata.

» El argumento es lineal (2x — 5): al integrar cos{ax + b) aparece el factor é por la regla de la cadena.

4) Alternativas y consejos para evitar errores

« Alternativa equivalente: primero hacer u = 2z — b (de modo que du = 2 dx, dx = %du] y resolver
j‘ cos* u %“ aplicando la misma reduccion de potencia. El resultado coincide.

+ Otra via (mas pesada): expandir cos? @ con férmula de De Moivre/identidades de suma (llega a la
misma combinacion g — % cos 20 - % cos 44).

+ FErrores comunes:

% sin(ax + b) (se suele perder el factor 1/a).

+ Confundir la identidad: cos” @ = 1—"-3635' (no 1+cl‘znsﬂ)l

« Omitir la constante de integracion +C'.

+ Olvidar que [ cos(az + b)dz =

5) Resumen final

+ Estrategia: reduccion de potencia con cos? repetida y luego integrar cos(kx + ¢).

+« Solucion:

' 3 1 1
4 e . DU S R L0
j cos (2x — 5) dx 3213 sin(4z — 10) o sin(8z — 20) + C

» Comprobacién rapida: derivando, reaparece % + 5 cos(4z — 10) + £ cos(8z — 20), que es

::054{2.7: — 5) por la reduccion de potencia, asi que la primitiva es correcta.
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Uso de Perplexity

Introduccion
perplexity

Es un motor de bisqueda impulsado por IA, disefiado para transformar la manera
en que encuentras la informacién. Al actuar como un asistente de investigacién in-
teligente, Perplexity te permite ahorrar tiempo valioso en la obtencién de respuestas

precisas [15].

Caracteristica de esta IA

Perplexity busca en internet y luego proporciona una respuesta conversacional, verifi-
cable y basada en fuentes. Ademads de proporcionar informacién sugiere documentos,

videos, libros y otros enlaces, donde puedes seguir investigando rapidamente [15].

Analisis
estadistico

ol

=

=£

B

@

o

c Sugerencias

& — Datos histdricos —— Planificaciones — . —— Programacion |—
‘C creativas g
=]

(=

2

[= N

o

=

C

Ejercicios resueltos con Perplexity

Vamos a resolver algunos ejercicios propuestos en este texto, empleando esta IA.
Comenzamos con integrales por completacion de trinomios, desarrollaremos un

ejercicio propuesto en el texto.
Escribimos en la entrada de Perplexity el siguiente prompt:

”Actiia como un experto en resolucion de integrales indefinidas utilizando la técnica de
completacion de trinomios. Explica detalladamente cada paso del proceso, asegurdndote de que
la explicacion sea clara y accesible para estudiantes universitarios de ingenieria. Presenta la
informacion de manera organizada y estructurada, destacando los fundamentos matemdticos,

el procedimiento completo y los resultados finales”.
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Perplexity, arroja la siguiente informacioén:

Si observas la imagen, en la parte superior aparece la palabra Perplexity. Esta he-
rramienta ofrece enlaces a videos explicativos que profundizan en el tema, asi como
referencias a paginas web confiables donde se puede consultar informacién adicional
y ampliar los conocimientos sobre el material. De esta manera, no solo se facilita la
comprension, sino que también se proporciona acceso a recursos verificados para un

aprendizaje mds completo y detallado.

1paso completado  »

La integral indefinida dada es f T Esta se resuelve completando el cuadrado en el
denominador para transformarla en una forma estdndar que involucre arctangente.

i imagec.jog

Fundamentos matemarticos

El denominador ° — G + 25 es un trinomio cuadritico con discriminante negativa: b
dae = II—ﬂ:I2 —4(1)(25) = 36 — 100 = —64 < 0, por lo que no tiene raices reales y se
completa el cuadrado para expresarlo como (x — h]z + k con & = (. Esto permite usar la
férmula Eat.inddrf = == —arcLan { ] + C, donde a = vk. @ insge.ira

Procedimiento paso a paso

1. Completa el cuadrado en el denominador:
P br+25=2"-62+9-9+25=(z—3)*+16.
2 5y 2
Aqui, {i:}l = {_Th} =0, v se ajusta la constante: 25 — 9 = 16, @ inage.3pa

2. Sustituye en la integral:

f dx
(=3P +16"
Haz la sustitucidn u = » — ? entonces die = I".t'l." Y la 1nt:—.~gml se convierte E'l'.lf TF .

u=

@ image.irg

3. Integra usando la fdrmula estandar:

i ?‘%r 7 arctan { ] + .

Sustitu}rendu devueltanw =2 — 3: ﬁarctan {T?] + . Esto equivale a
4 mftaﬂ I:—] - —j + ( i image. jog

Resultado final

La integral indefinida es - 1 alctan { 1 ) + . Puedes verificar diferencidndola: la derivada

del resultado da E:-:an_tamente @ image. jog

x? —ﬁ: +25°
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Uso de M365 Copilot

Introduccion

Microsoft
A 365 Copilot

-

Es una herramienta de inteligencia artificial (IA) integrada en las aplicaciones de
Microsoft 365, como Word, Excel, PowerPoint, Outlook y Teams. Esta disefiada para

ayudar a las personas a trabajar de manera més rdpida, eficiente y creativa [12].

Caracteristica de esta IA

M365 Copilot usa una tecnologia llamada modelo de lenguaje de inteligencia artifi-
cial, que ha sido entrenada con muchisima informacién para entender lo que escribes
y responder de forma dtil. Funciona como una conversacion: ti escribes lo que ne-

cesitas y Copilot te responde con sugerencias o directamente hace el trabajo por ti [12].

Realiza
presentaciones
en PowerPoint

| -

Ejercicios resueltos con Copilot

Vamos a resolver algunos ejercicios propuestos en este texto, empleando esta IA. Co-
menzamos con integrales por partes, desarrollaremos un ejercicio propuesto en el

texto.

Escribimos en la entrada de Copilot el siguiente prompt:

”Actiia como un experto en la resolucion de integrales indefinidas utilizando la técnica de

integracion por partes. Resuelve el siguiente ejercicio, explica cada paso del proceso de manera
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detallada, clara y accesible, enfocindote en estudiantes universitarios de ingenieria. Organiza
la explicacién de forma l6gica y progresiva, asegurando una comprension completa hasta llegar

al resultado final”.

Esta inteligencia artificial arroja la siguiente informacién con la integral propuesta:

iPerfecto, Lucia! Vamos a resolver la integral:
[ #in(x) dx

Esta integral involucra el producto de una funcién algebraica P y una funcién logaritmica
In(x), lo que la convierte en una candidata ideal para integracién por partes. Vamos paso
a paso como lo haria un profesor de célculo para estudiantes de ingenieria .

@ Paso 1: Recordar la formula de integracion por partes

La formula es:
Iudv= ur — jvdu

Debemos elegir:
+ ula funcién que se deriva facilmente

= di: la funcign que se integra facilmente

£ Paso 2: Elegir uy dv
Vamos a tomar:

* u= In(x)=> porque su derivada es sencilla
« dv = x°dx - porque se puede integrar facilmente
Ahora derivamos e integramos:

1

o du=-dx

x

. p= fxzdx=r?

Paso 3: Aplicar la férmula

Sustituimos en la férmula:

¥ 1
dx

[ x*In(x) dx = In(x)- = _ [=-=
3 3 x

Simplificamos la integral:

_x3_| 13d
-?n[_x'} I? %
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.. Paso 4: Resolver la integral restante

[ Paso 5: Escribir la solucién final

3 3
[ *%n(x) dx = %In(r) = % +C

Donde C es la constante de integracidn.

& Conclusién

Este tipo de integral es comun en ingenieria, especialmente cuando se trabaja con
funciones que modelan fenémenos fisicos. La clave estd en elegir bien u y dv, y aplicar la
formula con cuidado. Si te interesa, puedo mostrarte cémo esta técnica se extiende a
integrales mas complejas o como se aplica en problemas reales de ingenieria.

ZQuieres practicar otra integral o ver cémo se usa esto en contextos como energia,

estructuras o sefales?
Este tipo de inteligencia, coadyuva con el aprendizaje de la técnica de integracion

por partes, lo importante es elegir adecuadamente las funciones para simplificar el

proceso.
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Uso de KIMI

Introduccion

m K. .
A NEW Al

) KIMI 15 FRONTIER
Es un sistema de inteligencia artificial (IA) avanzado desarrollado por Moonshot
Al una empresa con sede en China. Este modelo se destaca por su capacidad para
gestionar multiples tareas simultdneamente, y por soportar hilos de conversacion
extremadamente largos, esto le permite mantener contextos complejos durante inter-

acciones prolongadas [8].

Caracteristica de esta IA

Una de sus caracteristicas mds notables es su habilidad para procesar y generar
contenido en diversos formatos, incluyendo texto, imagenes, audio y video, que lo
convierte en una herramienta muy versétil. Abre el link https://www.kimi.com/, su
entorno es muy parecido al chat GPT. En la parte izquierda se visualizan las consultas
que vas realizando, para que accedas cuando lo necesites. En la parte derecha, se ubi-
ca el cuadro de didlogo para realizar las consultas. Se pueden adjuntar archivos desde
tu computador, haciendo clic en el icono de clip o copiando una imagen y pegéndola

en el cuadro de didlogo [8].

| Imégenes |

|Video I

Ejercicios resueltos con KIMI

Vamos a resolver algunos ejercicios propuestos en este texto, empleando esta IA. Co-
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menzamos con integrales racionales por fracciones parciales.
Escribimos en la entrada de KIMI el siguiente prompt:

”Actiia como un experto en la resolucion de integrales indefinidas utilizando la técnica de
integracion por fracciones parciales. Explica cada paso del proceso de manera detallada, clara
y accesible, enfocdndote en estudiantes universitarios de ingenieria. Organiza la explicacion
de forma l6gica y progresiva, asegurando una comprension completa hasta llegar al resultado
final”.

Obtenemos la siguiente informacion:

Q Vay a resolver esta integral paso a paso usando fracciones parciales. Primero, analizare la estructura
del problema.

Analisis del Problema
Tenemos la integral:

f 3" 1:-7::_| dr

(z—1F(z+1

Observacion clave: El denominador tiene factores cuadraticos repetidos: (z l]2 y (x4 1)3 . Esto

significa que necesitaremos cuatro términos en la descomposicién de fracciones parciales.

Paso 1: Descomposicion en Fracciones Parciales

Para factores lineales repetidos de la forma (az + b)" , debemos incluir términos con todas las

potencias desde 1 hasta i

Paso 2: Encontrar los Coeficientes A, B, Cy D

Multiplicamos ambos lados por (z — 1)*(z + 1)*:
32 -2z 4+ 7T=A(z - 1)(z + 1)* + B(z + 1)* + C(z + 1)(z — 1)* + D(z — 1)*
Método de valores especificos (sustitucion estratégica)

Cuandoxr =1:

3(1)2 - 2(1) + 7= A(0) + B(2)? + C(0) + D(0)

3-2+7=4B b
8§8=4B — B=2
Cuandox = —1:

3(—1)2 — 2(~1) + 7= A(0) + B(0) + C(0) + D(—2)?
34+2+7=4D

12=4D — D=3
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Para encontrar A y C, usamos otros valores convenientes

Cuandox = 0:

7T=A(-1)(1)* + B(1)* + C(1)(-1)* + D(-1)*

T=-A+B+C+ D
T=-A4A4+2+C+3
T=—A+C+5
2=-A+C .. Ecuaciénl)

Cuandozx = 2:
3(4) — 2(2) + 7= A(1)(9) + B(9) + C(3)(1)* + D(1)*
12-4+7=944+9B+3C+ D
15=94+9(2)+3C+3
15=94+18+43C +3
15=94+3C +21

6=94+43C

2=34+C ..(Ecuacién 2)

Resolviendo el sistema de ecuaciones

DelaEcuacion 1: C =2+ 4

Sustituyendo en la Ecuacién 2:
2=34+(2+ 4)
2=44+42

Porlotanto: C =2+ (—1)= 1

Paso 3: Verificacion de Coeficientes

Muestra descomposicion es:

=1 2 1 3
-1 t {z—1)* t 241 { (z+1)*

Verificacion rapida (combinando los términos):

e Términos con (z — 1)*(z + 1)* en denominador comtin
* Numerador: —1(z — 1){z + 1)* + 2(z + 1)* + 1{z + 1)(z — 1)* + 3(z — 1)*

Expandiendo y simplificando se obtiene 3z% — 22 + T
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Paso 4: Integracién Término por Término

)

-1 (z—1)* r+1 (z+1)*

L 2 Ly ]d:r

1
Integral1:f dr=—-In|z - 1|
r—1

2
Integralz:fi,,dz
(z — 1)

Usando sustitucionu = — 1, du = dzx:

J2u?du=2-2 =

2 Ins
H
I
-

Integrals:f ! dr =In|z + 1|
r+1

3
Integral 4:fmdz

Usando sustitucionv =z + 1, dv = dx :

. 1 . 3

2 3., — L
[avidv=37=-34= —r
Paso 5: Resultado Final

Combinando todos los términos:

[T e = —Inje -1 -2 +Injz+1] - 2 +C

(z—1P(z+1)"

Forma simplificada:

z+1 2 3
In - - + C
x—1 xr—1 xr+1
O eguivalentemente:
41 2z+1)+3z-1) _ z+1 hr—1
ln|ﬁ 1)z +1) |C_1D|zl =1+ C
Resumen de Puntos Clave para Recordar
Table D &
Aspecto Importancia
Factores repetidos Cada factor (ax + b)™ genera n términas con potencias 1, 2, ..., n
Coeficientes Usar valores que anulen términos para simplificar el algebra
—g )t -
Integrales de potencias [ ﬁdr ['r]ijﬂ paran # 1
Valor absoluto Siempre en logaritmos de expresiones lineales
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Uso de Gemini

Introduccion

¥ Gemini

Gemini es un modelo de IA multimodal que integra texto, cédigo, imagenes y video.
Funciona como un asistente de investigacién avanzado con razonamiento légico para

generar codigo y entregar respuestas verificables [6].

Caracteristica de esta IA

Gemini es un modelo de IA multimodal de Google que procesa texto, c6digo, image-
nes y video. Funciona como un asistente de investigacién avanzado para comprender

instrucciones complejas y generar soluciones o contenido directamente [6].

Genera Contenito
— Creativo Creativo y

Guiones
Provociciaa Respestes
Verificiables de
Google Search

Ejercicios resueltos con Gemini

Vamos a resolver algunos ejercicios propuestos en este texto, empleando esta IA. Va-
mos a resolver integrales de funciones irracionales.

Escribe en la entrada de Gemini el siguiente prompt:

”Actiia como un experto en la resolucion de integrales indefinidas, emplea la técnica de
sustitucion trigonométrica o hiperbélica. Explica paso a paso la resolucién del ejercicio de
la imagen, considera la explicacion para estudiantes universitarios. Muestra la informacién

organizada”.

Obtenemos la siguiente respuesta de la IA.
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Analisis v

La integral a resolver es f ﬁdﬁ Como experto, utilizaré |la sustitucién trigonométrica,

ya que la expresion 4/ a® — 22 es caracteristica de esta técnica.

& Analisis e ldentificacién de la Sustitucién

La integral contiene la forma /a2 — 2, donde a2 = 9, lo que implica a = 3.

Para este patron, la sustitucion trigonométrica ideal es la que involucra la funcion seno.

Sustitucion a Aplicar:
s Sustitucién:z = asinff — x = 3sinf

« Diferencial: do = %{3 sinf)dd — dx=3cosfdf

& Paso 1: Transformacion de la Expresién Subradical

Sustituimos # = 3 sin @ en la base de la potencia, (9 — z°):

Vo -22P = (92"

1. Dentro del paréntesis:

9—z2 =9 — (3sinf)>

9—2>=9—9sin’#

9 — z? = 9(1 — sin’ #)

Aplicando la identidad pitagérica cos # = 1 — sin® 6:
9— 22 =9cos’d
2. Enel denominador completo:
(9 — 22)? = (9cos’ 6)*/?
(9 — 22)3 = 9%2(cos? §)%

(9 —22)3 = (V9)* - | cosO|®

V(9 —x2)3 = 27 cos® 0

(Asumimos cos > (), lo que corresponde a un rango adecuado para la sustitucion, como
—w/2 <8 <mf2)
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Paso 2: Reescribir y Simplificar la Integral

Sustituimos la expresion transformada y el diferencial da en la integral original:

1

1
I= | ———(3cosfdd
f27c0538{ o8 )

Simplificamos la constante y las potencias de cos #:
3 cos#
I= | ————d#
27 cos? @

1 1
I== [ ——af
9 f cos? @

Utilizando la identidad cTsl'-'_E — sec?f:

1
I= §f5ec29d9

. Paso 3: Resolver la Integral de ¢/

La integral de sec? fl es una integral fundamental:
1
I= E(tanﬁ) +C

I:ltanﬁ-e—C
9

. Paso 4: Retornar a la Variable Original (x)

Debemos expresar tan £ en términos de x a partir de |la sustitucién inicial z = 3 sin f.

=

De la sustitucion, sin ! = ¢

Construimos un tridngulo rectangulo donde # es un angulo agudo.

. _ Cateto Opuesto __ z
« sinf = Hipotenusa ~ 3

+ Cateto Opuesto: =

* Hipotenusa: 3

« Cateto Adyacente (por Pitagoras): v/32 — 22 = /9 — z2

Ahora encontramos tan # en términos de z:
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Cateto Opuesto T
tanf = =

Cateto Adyacente /9 — 22

Sustituimos esta expresion en la solucion de I:

1
I= atanﬂ—l-(_?

.7 Solucién Final

La solucién de la integral indefinida es:

T

1
f V(9 — mijﬁdm - 94/9 — z*

1

Como podemos observar esta IA nos arroja el mismo resultado.
Continuamos con esta IA para resolver integrales mediante la sustitucién por el
reciproco.

Escribe en la entrada de Gemini el siguiente prompt:

”Actiia como un experto en la resolucion de integrales indefinidas, emplea la técnica de
sustitucion por el reciproco. Explica paso a paso la resolucion del ejercicio de la imagen, consi-

dera la explicacion para estudiantes universitarios. Muestra la informacion organizada”.

Obtenemos la siguiente respuesta de la IA.

4 GoogleSearch v

iPor supuesto! La integral ]' = % es un ejemplo clasico donde |a sustitucion por el reciproco
| =

simplifica drasticamente el problema, transformandolo en una integral fundamental.

(9 Analisis de la Integral

La presencia de un factor z fuera de la raiz y la forma y/22 + a2 (donde a = 1) en el

denominador, hacen de la sustitucion reciproca un método muy eficiente.
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i+, Paso 1: Establecer la Sustitucion Reciproca

La sustitucion que aplicaremos es:

1 1
X=— =3 u=—
u

A partir de esto, necesitamos reescribir todos los componentes de la integral en términos de u:

1. Diferencial (dz):

Derivamos la sustitucién z = u~1:

2. Raiz (a,/m2 +1):

Sustituimos z = 1/u en la raiz:

$$\sqrt{x*2 + 1} = \sgrt{Meft(\frac{1H{ulright)*2 + 1} = \sgrt{\frac{1{u"2} + 1}$$Homogenizamos la
fraccion dentro de la raiz:$$\sgrt{x"2 + 1} = \sgrt{\frac{1 + u*2}{u"2}} = \frac{\sqrt{u"2 + 1}}
{lu[}$$Asumiendo $x > 0% (o $u > 0%) para simplificar la integral, nos queda:$$\mathbf{\sqrt{x*2
+ 1} = \frac{\sgrt{u”2 + 1}}{u}}$$

&) Paso 2: Reescribir y Simplificar la Integral

Sustituimos z, dz, y v/z2 + 1 en la integral original I:
o /’ dx

vz £1
f —Lldu

I=| —*——

)

Simplificacion del Denominador:

1) (\/13—!—1) _ Vul+1

Denominador = | — 5
u u u

Sustitucion y Cancelacion:
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Los términos u” se cancelan por completo:

-1
= ——du
f vul+1
I— f du
VvuZ +1

Paso 3: Resolver la Integral de u«

La integral resultante es una integral fundamental que se resuelve directamente usando la

. . e N | .
funcion seno hiperbdlico inverso (sinh ~ o arsinh):

[ gz = s ()

Cona =1:

d
f\/uziuﬁ = sinh™(u)

Sustituimos esto en la expresion de I:

I =—sinh Y(u)+C

Paso 4: Retornar a la Variable Original (x)

Finalmente, volvemos a la variable original = usando la relacionu = 1 /x:

I=—sinh™ (1) +C
r

Como podemos observar esta IA nos arroja el mismo resultado. Adicionalmente
nos proporciona una forma alternativa de expresién mediante Logaritmos.
Forma Alternativa (Logaritmica)

Recordando que sin_h_l{z) =In {z +vz2 + 1), podemos expresar la solucion en términos de

logaritmos:

1 fifaN?
1:—111——\;(—) 11]+c
r X

1+vz2 11
TR, N e i | (ORY,
T
I=hn +C
1++vz2+1

[ Solucién Final

La solucion, en la forma concisa utilizando el seno hiperbélico inverso, es:

dz e ( 1 )
———— = —sinh -|+C
f evz? + 1 T
Continuamos con esta IA para resolver integrales mediante la sustitucién por ra-
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cionalizacion.

Escribe en la entrada de Gemini el siguiente prompt:

”Actiia como un experto en la resolucion de integrales indefinidas, emplea la técnica de
sustitucion por racionalizacién. Explica paso a paso la resolucion del ejercicio de la imagen,

considera la explicacion para estudiantes universitarios. Muestra la informacién organizada”.

Obtenemos la siguiente respuesta de la IA.
4 Analisis v

Como experto en el calculo integral, procederé a resolver la integral indefinida mostrada
utilizando la sustitucion por racionalizacion. Esta técnica es ideal cuando el integrando

contiene raices de un mismo argumento lineal.

La integral a resolver es:

2 +v1+z

Vvi+z

I= dx
1. Identificacién y Sustitucién por Racionalizacion

Observamos que la expresion contiene 4/1 + x y 4/ 1 + z. Para eliminar ambas raices
simultaneamente, debemos sustituir la cantidad sub-radical (1 + ) por una nueva variable
elevada a un exponente gue sea el minimo comun multiplo (MCM) de los indices de las raices

(que son 2y 3).

EIMCM(2, 3) es 6.

Sustitucion:

Seau’ =1+ z.

Calculo de z y dax:
1. Despejamos T:
r=uf—1
2. Diferenciamos para encontrar dz:

d.. o
dr = —(u® — 1)du
du

dr = 6u’du

Expresion de las Raices en Términos de u:

1. Raiz cuadrada:
VI+z=+vub=u"? ="
2. Raiz cubica:

\'}1+:]}:V:lu6:11.63:u2
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2. Transformacion de la Integral

Sustituimos z, 4/1 + z, v/1 + z y dz en la integral original I:

= f wmlﬁdu)

3. Simplificacién y Expansion del Integrando

El objetivo ahora es simplificar la expresion antes de integrar.
wb —1)2 L ud
I=6 j i e ) udu

Simplificacién de 1 en el cociente:

1= ﬁf ((w® = 1) +v®) Zdu

uw

= ﬁf ((uﬁ —1)? —i—u3] utdu

1= ﬂj ([ufi —1)° +u:‘) uldu
Expansion del Binomio Cuadrado:
(uf —1)? = () — 2 (1) + 12 =u? — 2% +1

Sustitucion de la Expansion:
I= ﬁf ((u'? - 2u® + 1) + u*) ubdu

I= ﬁf (u® = 2u® + 0 + 1) wPdu

Distribucion de u®:
I:6/(uu‘ug—2uﬁ-u-3+u3>u3—1-u3)dﬂ-

I:G/(u15—2u9—uﬁ—u3)du

4. Integracion

. . . . - . - n+l
Ahora integramas término a término usando la regla de la potencia j udu = L

n+1
I:ﬁ{ful‘r’du—Q/'ugdu+fuﬁdu+fuadu}

5+ + +
|: 1-‘:'1.) 1 uﬂ+1 uﬁ.l 3+1

+C:

u
1501 9%1 "G40 @ 341

|-e

’Lt.lﬁ ul[] ,u'r' u4
Izﬁ{ﬁ_gm'* el 4}*0
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Simplificacion de Coeficientes:

% 5 7'd

Distribuimos el 6:

6 6 6
i 16 1050 L C
16 5 i
3 6 3
T=Suts_ 2,00, W +zut+C

5. Retorno a la Variable Original

Regresamos a la variable original z. De la sustitucion u® = 1 + z, tenemos que u = /1 + = =

(1 +2)1/0,

Sustituimos u = (1 + )% en la expresion final para I:

Solucion Final:

=]

I=S(1+2) - _](1+.r)"'3—?(1—:r-}' "+ (1+2 40

=

o

También se puede expresar en términos de radicales:

E 6r 3 P
Vi(l+z) + ?\’,-'(1+x) + -y (1+2)2+C

[ i =r]
(SRR

I= g\‘/u—m)s—

Como podemos observar esta IA nos arroja el mismo resultado.

La ética de la |A en el aprendizaje de integrales
indefinidas

El uso ético de la inteligencia artificial en el estudio del cdlculo integral requiere
que estas herramientas se empleen de manera responsable y transparente, funcionan-
do como un soporte para potenciar la comprensién légica y no como un sustituto
del pensamiento critico[14, 12, 6, 15, 8]. En la resolucién de integrales complejas, es
fundamental que el estudiante utilice la IA para verificar procedimientos y explorar
visualizaciones dindmicas, garantizando siempre la privacidad de sus datos y la ren-

dicién de cuentas sobre sus propios resultados [14, 12].

Un enfoque ético asegura que la tecnologia sea un puente hacia el conocimiento
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profundo, evitando que los sesgos algoritmicos o la automatizacién irreflexiva reem-
placen el esfuerzo intelectual necesario para dominar las reglas fundamentales del
calculo [14, 6, 12].

Bajo esta premisa, la implementacién de la IA en este texto se concibe como un
recurso para promover una educacién inclusiva y socialmente responsable. Al en-
frentarse a problemas de aplicacién en ingenieria o fisica, tanto educadores como
alumnos deben comprometerse a utilizar la IA para validar modelos matematicos de
forma informada, respetando la integridad académica y los valores humanos. Al final
del dia, el calculo integral es una herramienta para entender el cambio y la acumu-
lacién en nuestro mundo; utilizar la IA con ética significa asegurar que este avance
tecnolégico contribuya al desarrollo sostenible y al fortalecimiento de las capacidades

analiticas que definen a un profesional integro.

La IA es excelente para procesar datos, pero tu eres el responsable de interpre-
tar los resultados. En el desarrollo de los ejercicios propuestos en este texto, puedes
corroborar las soluciones empleando cualquier recurso digital, sin embargo, sera tu
criterio técnico y de conocimiento, mas no un algoritmo, el que valide la solucién de

la integral propuesta [14, 12, 15, 6, 8].
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Integral indefinida
Técnicas de integracion
PASO A PASO

Este texto es una obra académica disefiada para acompanar a los estudiantes de ingenieria
en el estudio y dominio de la integral indefinida. El libro presenta un enfoque claro,
progresivo y sistematico que permite comprender la integral indefinida como la operacién
inversa de la derivacion y el desarrollo de las diversas técnicas tratadas con rigurosidad
cientifica y paso a paso.

La obra desarrolla de manera estructurada los conceptos fundamentales de la primitiva y
de la integral indefinida, introduciendo primero sus definiciones, propiedades y principios
basicos. Posteriormente, se abordan las principales técnicas de integracién mediante
explicaciones detalladas y procedimientos resueltos de manera clara y didactica que facilitan
la comprensién del método y fortalecen el razonamiento matematico del lector.

A lo largo del texto se estudian las técnicas clasicas del calculo integral, entre ellas
la integracion por sustitucion, la integracion por partes, la integracién de funciones
trigonométricas e hiperbdlicas, la integraciéon de funciones racionales mediante fracciones
parciales y el método de Ostrogradski, asi como diversos métodos para integrar funciones
irracionales, incluyendo la sustitucion trigonométrica, la sustitucion por el reciproco,
la sustitucion por racionalizacién y el binomio diferencial. Cada tema se acompafia de
numerosos ejercicios resueltos y propuestos que permiten consolidar las habilidades
analiticas necesarias para el estudio avanzado del calculo.

Ademas, el libro incorpora una perspectiva contemporanea al analizar el papel de
la inteligencia artificial como herramienta de apoyo en el aprendizaje y verificacion de
procedimientos matematicos, promoviendo un uso ético y critico de estas tecnologias
dentro del proceso formativo.

Esperamos que esta obra se convierta en un valioso recurso académico para estudiantes
y docentes en el aprendizaje y la ensefianza de la integral indefinida en las carreras de
ingenieria.
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