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Introduccion

El Algebra Lineal es una rama fundamental de las matematicas que se ocu-
pa del estudio de espacios vectoriales, transformaciones lineales y sistemas de
ecuaciones lineales. Su importancia se extiende a una amplia gama de campos,
desde la fisica y la ingenierfa hasta la informatica y las ciencias sociales. Este
libro tiene como objetivo proporcionar una introduccién sélida a los conceptos
basicos del algebra lineal y su aplicacién en diversos contextos.

En los primeros capitulos se profundiza en los fundamentos del dlgebra li-
neal, explorando temas como vectores, matrices, sistemas de ecuaciones linea-
les y espacios vectoriales. A medida que se avanza, se aborda conceptos mas
avanzados, como diagonalizacién, espacios vectoriales con producto interno,
y aplicaciones a problemas del mundo real.

Este libro esta disefiado para ser accesible, tanto para aquellos que se es-
tdn introduciendo por primera vez en el campo del dlgebra lineal, como para
aquellos que desean profundizar en sus conocimientos. Cada capitulo incluye
una variedad de ejemplos, ejercicios y aplicaciones para ayudar a los lectores
a consolidar su comprension y desarrollar habilidades préacticas.

Ya sea que estés estudiando 4lgebra lineal como parte de tu formacién aca-
démica o como una herramienta para tu carrera profesional, esperamos que
este libro te proporcione una base solida en este campo fascinante y ttil de las

matematicas.
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Matrices

Las matrices se entrelazan con numerosas disciplinas y han evolucionado a
lo largo de los siglos para convertirse en una herramienta fundamental en una
amplia gama de campos.

En la antigiiedad, los chinos, egipcios y babilonios utilizaron métodos ma-
triciales rudimentarios para resolver problemas de célculo y llevar registros
de datos. Sin embargo, no fue hasta tiempos més recientes que la teoria de las
matrices empiezan a formalizarse. Durante el Renacimiento, mateméticos co-
mo Gottfried Wilhelm Leibniz y Seki Kowa comenzaron a explorar conceptos
relacionados con matrices y determinantes. Leibniz, en particular, contribuy6
significativamente al desarrollo de la teoria matricial.

En el siglo XIX, matemaéticos como Arthur Cayley y James Joseph Sylvester
realizaron avances significativos en la teoria de matrices, definiendo formal-
mente las propiedades y operaciones fundamentales de las mismas. Las ma-
trices se convirtieron en una herramienta fundamental en el Algebra Lineal,
siendo utilizadas para resolver sistemas de ecuaciones lineales, estudiar trans-
formaciones lineales y caracterizar espacios vectoriales.

En el siglo XX, las matrices encontraron aplicaciones importantes en la fisi-
ca tedrica, especialmente en la formulacién matemaética de la mecénica cuénti-
ca. Las matrices se utilizan para representar operadores lineales que describen
observables fisicos y evolucion temporal en sistemas cuédnticos.

Con el avance de la tecnologia y la evolucion de los computadores en el pro-
cesamiento de datos, las matrices se convirtieron en una herramienta esencial
en dreas como el procesamiento de sefiales, la inteligencia artificial, el procesa-
miento de imdgenes y el aprendizaje automatico. En informaética, las matrices
se utilizan para representar datos estructurados, realizar operaciones de trans-
formacion y resolver problemas de optimizacion.

En resumen, la evolucién y aplicacién de las matrices en diversas discipli-
nas, desde las matematicas puras hasta las ciencias aplicadas y la informatica,
ha demostrado su versatilidad y poder para representar y resolver problemas

en diferentes areas.
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Definicién de Matrices:

Una matriz es un arreglo rectangular de filas y columnas, que agrupa sus
elementos dentro de un paréntesis, estos elementos se los puede definir sobre
el campo de los Reales (R) o sobre el campo de los Complejos (C).

Para la identificacion de las matrices se utilizan letras mayusculas del alfa-
beto, y los elementos, de las matrices, se identifican con la misma letra, pero
en mintdsculas. Una matriz en el campo de los reales se la identifica como:

A € Mat(R),, .,y se la representa de la siguiente manera:

a1; Q12 A1z ... daip
Q21 Q22 A23 ... dgp

A = asy a3 as3 Ce asny, (11)
m1 Am2 Am3 ... (m;mn

En la matriz A, la m representa las filas y la n representa las columnas.

A = (i)) g,
Donde:

a;; : representa el elemento.

ij: representa la posicién del elemento.

i:la fila; j : la columna.

m: indica el nimero de filas que tiene la matriz.

n: indica el nimero de columnas que tiene la matriz.

Orden de una matriz

Si una matriz tiene m filas y n columnas se dice que tiene un orden man. El

orden de la matriz es el nimero de filas y columnas que tiene la matriz.

Ejemplo 1 Indique el orden de la siguiente matriz:

1 -2 4 6 —6
-4 -1 5 23 12
11 =7 0 18 20

-21 3 13 -3 8

A:

La matriz A, tiene orden 4x5, 4 filas y 5 columnas.
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Ejemplo 2 Sea la matriz A definida sobre el campo de los reales.

1 -2 4 6 -6
-4 -1 5 23 12
11 -7 0 18 20
=21 3 13 -3 8

A:

Cudl es el orden de la matriz?:
Su orden es: m,n = 4x5
Cudles son los elementos a3 Y ass
El elemento a3 es 4

El elemento az4 es 18

Matrices en Scilab

De la misma manera, para crear un vector o una matriz. El delimitador

que se usa para filas es ”;” y para filas se puede dejar un espacio o también

4

podemos utilizar ",".
Creacion de un vector x que va desde -1 a 1 con intervalos de 0.2:

—>x=-1:.2:1
Xx=-1. -0.8-0.6 -0.4 -0.20. 0.20.4 0.6 0.8 1.
011 2
Creacibn deunamatrizA = |1 2 3 4
20 20

->A=[0 11 2;1 2 3 4;2 0 2 0]
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Igualdad de Matrices

Sean A =(a;;), .y B =(b;), ., matrices definidas sobre el campo de los
Reales R , se dice que A y B, son iguales (A = B), si y solamente si sus ele-

mentos son iguales en su respectiva posicion a;; = b;;.

Ejemplo 3 Matrices Iguales.

1 -2 —6 1 —4+2 -6
-3 -1 12 -3 —1 943
A= B = *
14 7 20 T+7 9-—2 20
-21 3 8 —21 3 8
4x3 413
a1z = b2
—2=-—4+2

Transpuesta de una matriz

Sea A € Mat(R), .,
A' € Mat(R), , , que se obtiene a partir de la matriz A al intercambiar las

tal que A =(ajj), .., su transpuesta A, es la matriz

mx

tilas por las columnas.

1 2
Ejemplo 4 Determinar la transpuesta de la siguiente matriz A =| —3 0

4
32

1 -3 4
Su Transpuestas es: A'=
2 0.6/,

Propiedades de la transpuesta

Dada una matriz, siempre existe la transpuesta y esta es tinica.
Sean Ay B € Mat(R),,.., Yo € R

1. (AY'=A

2. (A +B)'=A"4+B!
3. (@A) =aA!

4. (AB)'=B'A!
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5. (A7) '=(AhH™

En Scilab, para obtener la transpuesta de una matriz, se utilizard el apos-

“"y 7

trofo tal como se indica en el siguiente ejemplo.

Matriz Original
->A=[1 -2 4 6 -6;-4 -1 5 23 12;11 -7 0 18 20;-21 3 13 -3 8]

A =
1 - 2 4. 6 - 6

- 4. - 1. 5. 23. 12.

11. - 7. 0. 18. 20.

- 21 3 13 -3 8

Matriz Transpuesta
->A=[1 -2 4 6 —-6;-4 -1 5 23 12;11 -7 0 18 20;-21 3 13 -3 8]’

A =
1 - 4. 11. - 21.

- 2 -1 - 7. 3

4. 5. 0. 13.

6 23. 18. - 3.

- 6 12. 20. 8.

Algebra de Matrices

Suma de Matrices

Sean A y B € Mat(R)
A + B, se define como:

maxn’

tal que A =(a;;),... y cB=(b;), .. La suma

A +B =(ai;),,,.. + (i),

A+ B = (a; + by)

mxn

A + B € Mat(R)

mxn
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Ejemplo 5 Dadas las siguientes matrices

1 0 7 -1 2 6 -1
A=|3 2 |,B=|5 —aflym=[-1 2 o0
—6 —2 8 9 4 -2 9

Determinar: A+ By B+ M

Las matrices A y B son de orden 322, mientras que la matriz M es cuadrada
de orden 3z3. Por lo tanto, no se puede calcular la suma de B + M.

Si se puede sumar A y B ya que tienen el mismo orden.

1 0 7T -1
A+B=|3 2 |[+]|5 —4
-6 -2 8 9
1+7 0-1
A+B=]| 3+5 2—-14
—6+8 —2+9
8§ -1
A+B=| 8 -2
-2 7

Por lo tanto, la suma de matrices se puede realizar iinicamente si las matrices

tienen el mismo orden.

Propiedades de la Suma de Matrices

Sean: A,By C € Mat(R)

nrm

i. Cerradura (A + B) € Mat(R)

nrm

ii. Conmutativa (A + B)=(B + A)
iii. Asociativa (A +B)+C = A+ (B + C)

iv. Existencia del Elemento Neutro

d¢ € Mat(R), . ;VA € Mat(R)

mxn’

A+ p=0p+A =A

mxn
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¢ = Matriz Nula

v. Elemento Opuesto (Inverso Aditivo)

VA € Mat(R),,:3(—A) € Mat(R), . : A+ (—A) = (—A) +A =¢

maxn’ maxn”

Multiplicacién de un Escalar por una Matriz

Sea A € Mat(R)

se define de la siguiente manera:

y a € R, lamultiplicacién de un escalar por una matriz

mxn

aA =a(a;;)
aA = (oai;)
1 0
Ejemplo 6 Dadala matriz A= | 3 2 | ya =3, encontrar cA
—6 -2
1 0 3-1 3-0
aA=313 2 |=| 3-3 3-2
-6 -2 3-(-6) 3-(-2)
1 0 3 0
aA=313 2 |=| 9 6
—6 -2 -18 —6

A y B € Mat(R)

mIn

Propiedades del Producto por un Escalar

SeaAyBeMat(R) yvaAfeER

mIn

1. Cerradura: (¢A) € Mat(R),, ..
2. Distributiva respecto a la suma de matrices: a (A + B) =aA+aB
3. Distributiva del producto de la suma de escalares por una matriz: (o + 5) A =aA+5A

4. Asociativa. (o) A =a (BA)

5. Elemento neutro 1.A = A
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Producto Matricial

Se denomina matriz producto de la matriz A = (a;;),,,, por la matriz B =

(bjk )y, @ una matriz C = (cy5),,,,,, cuyos elementos son de la forma:

AB=C

Donde:
p
Cij = Zk:l ik
b3 1 25
Ejemplo 7 Sean, A = |2 -1 yB=< > , determinar AB
0 4 -2 0 23
3x2
1 3 L9 s -7 2 14
AB= 1|2 -1 =10 4 7
-2 0 3
4 -8 0 12

2
Cas = g 21 by3
=1

2
023 = Z agkbkg :a21b13 + agzbgg =2 5 + (-1) . 3 = 7
k=1
**Dos matrices se pueden multiplicar s6lo cuando el nimero de columna

de la primera matriz es igual al namero de filas de la segunda matriz.
Propiedades del producto Matricial
i. Asociativa
A(BC)=(AB)C; VA BAC: A e M,;,; Be M, 1, ANC € My,
ii. Elemento neutro (Es la matriz unidad)
I € Mat(R),,, VA € Mat(R),, .- AL=1A
iii. Distributiva mixta

Sean:
A€ Mat(R)mm 7 BACe Mat<R)mxp

A(B+C)=AB+ AC
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Algebra de Matrices Utilizando Scilab

Hay que recordar que para realizar las operaciones entre matrices existen

restricciones, estas hay que tener en cuenta cuando se definen las matrices.
Suma de Matrices:

->A=[1 -2 4 6;-4 -1 5 23;11 -7 18 20;-21 3 13 -5]

A=
1. - 2. 4. 6.

- 4. - 1. 5. 23.

1. - 7. 18. 20.

- 21. 3. 13. - 5.

->B=[0 2 -3 7;4 98 -8;-1 -3 -5 8; 1 0 3 -7]

B=
0. 2. - 3. 7.
4. 9. 8. - 8.
- 1. - 3. - 5. 8.
1. 0. 3. - 7.
->A+B
ans=
1 0 1. 13
0. 8. 13. 15.
10. - 10. 13. 28.
- 20. 3. 1le. - 12.

Si el resultado se quiere guardar en una nueva matriz basta con poner:

->C=A+B C =
1 0 1. 13
0 8 13. 15
10. - 10. 13. 28.
- 20. 3. 16. - 12.
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Para la multiplicacién se utiliza el comando *:

->A%B
ans =
- 6. - 28. - 21. 13.
14. - 32. 48. - 141.
- 26. - 95. - 119. 137.
- 6. - 54. 7. - 32.

Sino se cumple con la condicién de multiplicacién nos dard un error en la

operacion:

->A=[1 -2 4 6;-4 -1 5 23;11 -7 18 20;-21 3 13 -5]

A =
1. -2 4. 6.

- 4. - 1. 5. 23.

11. -7 18. 20.

- 21 3 13. - 5.

->B=[0 2 -3 7;4 9 8 -8;-1 -3 -5 8]

B =
0. 2. — 3. 7.
4. 9. 8. - 8
- 1. - 3. - 5. 8.
—>A*xB

l—error 10

Multiplicacién inconsistente.

En este caso el niumero de columnas de la matriz A es diferente al nimero

de filas de la matriz B .
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EJERCICIOS RESUELTOS
Ejemplo 8 Realizar las siguientes demostraciones:

1. La propiedad conmutativa de la suma de matrices en el campo de los reales.

2. La propiedad clausurativa (cerradura) del producto por escalar, en el campo de
los reales.

Desarrollo:
a. La propiedad conmutativa de la suma de matrices en el campo de los
reales

Sean A y B € Mat(R) PDA+B=B+A

maxn’

1. A+B=A+B Axioma Reflexivo

2. A+ B =(ay),,,, + (bij),.. Definicién de Matrices

3. A+B =(ay +by),,.. Definiciéon Suma de Matrices
4. A+ B =(b;; + ai;),, .. Axioma Conmutativo

5. A+ B =(by;), .+ (a;), Def. Suma de Matrices

6. A+B=B+A

b. La propiedad clausurativa del producto por escalar, en el campo de los reales

Sea AyB e Mat(R), yvaoaeR,PDaA e Mat(R)

mxn mxn

I. A =aA Axioma Reflexivo

II. aA =a(aij;) Definicién de Matrices

mxn

L. aA =(aa;)) Definicién Producto por Escalar

mIn

IV. (aa;j) € Mat(R)

mIn
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Ejemplo 9 Sean las siguientes matrices, definidas en el campo de los complejos, (Cue-

vas 2009):
1 i 3 s a1 —
— —1
A=| -2 0 4—i|,B=|" Jyc=] 4
_ , , - 0 1-3:
1+3i —1 1 -3 1
Determinar: (—2A'+B!'C?)’
Desarrollo:
Aplicando las propiedades de la transpuesta se tiene:
(—2A+BCY) '=(—2A") +(B'C!)’
(24T BIC)'= 2(A1) "+ () (BY)'
(—2A'+B'C!)'= —2A + CB
Por lo tanto las operaciones se reduce a: —2A + CB
-1 [ 3 -1 2 ‘
, 3 =3 1-—1
2| -2 0 4-i |+| 4 6 , ,
L . , - 0 1-3
1+3i —1 1 -3 1
-1 [ 3 —0-34+2-—1 —i-—3+2-0 —i-(1—i)+2-(1—30)
2| -2 0 4—i |+| 43+6-—i 4-—-3+6-0 4-(1—i)+6-(1—30)
1+3i —i —3-3+i-—i —3--34+i-0 —3-(1—i)+i-(1—3i)
2 -2 —6 —o1 3t 1-T
4 0 —-8+2 |+ | 12—-6¢ —12 10— 22
—2—-61 2 —21 -8 9 41
2 — 51 { —-5—=Ti

16 —-6: —12 2 —20
—10—-6¢ 9+ 2 21
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Operaciones elementales en una matriz

Se pondran atencién en tres operaciones entre filas de una matriz:
1. Intercambio de filas de una matriz f, <> f; , s At € ZT ,s A\t #0

2. Multiplicacién de un escalar diferente de cero a una fila de una matriz.

afs.

3. Sumar a una fila de una matriz otra fila de la misma matriz multiplicada
por un escalar, fs + af;, s,t Ao € R, s,t Ao # 0. Enla operacion f, + af;,
la respuesta de la operacién se pondrd en la fila f,

Matrices equivalentes

Sean A y B € Mat(R),, ...
A, (A L B), si la matriz B se obtiene de A al aplicar una o més operaciones
elementales de fila (Del Valle, 2011).

La matriz B es equivalente por filas a la matriz

1 -2 -6
Ejemplo 10 Sea: A = | —3 —1 12 |, realice las siguiente operaciones elementa-
14 7 20
les'.lef2/2f2/f3_3f2'
1 -2 -6 -3 -1 12 -3 -1 12
A=|-3 -1 12|fA<f| 1 -2 6|22 2 -4 —12
14 7 20 14 7 20 14 7 20
-3 0-1 12
fs=3f[2 -4 -12
8 19 56

Esta tltima matriz B, es equivalente a la matriz A por filas.

-3 -1 12
B=1]|2 —4 -12
8 19 56

Las operaciones anteriormente indicadas también se pueden aplicar entre co-

lumnas.
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Matriz Escalonada

Una matriz A € Mat(R)

guientes caracteristicas:

se dice que es escalonada si cumple las si-

mzxn 7/

= El ntimero de ceros iniciales de izquierda a derecha aumentan al pasar

de una fila a otra.

= Los primeros elementos diferentes de cero de izquierda a derecha en cada

tila son iguales a uno.

= Si existen filas completas de cero (nulas), estas se encuentran en la parte

inferior de la matriz.

Ejemplo 11 Matriz escalonada

10 2 -1 4

01 -3 5 2
A —

0 0 1 -1

0 0 0 0

Matriz escalonada reducida

Una matriz A € Mat(R),,,.., es escalonada reducida si los ‘1’ iniciales de
cada fila son los tnicos elementos diferentes de ‘0’ en su columna. Asi, por

Ejemplo:

Ejemplo 12 Matriz escalonada reducida

o O O =

o O = O
&

o = O O

Rango de una matriz

El rango de una matriz, rang() , es el niimero de filas no nulas (diferentes

de cero) de una matriz reducida por filas equivalentes a la matriz original.
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Ejemplo 13 Rango de una Matriz

10 2 0 4
01 -3 0

A —
0 0 1 -1
0 0 0 0
rang(A) = 3

Para obtener el rango de una matriz se utilizan las operaciones elementales

de fila de una matriz.

Teorema 1 Toda matriz A € Mat(R)
B € Mat(R)

es equivalente por filas a una matriz

man’

escalonada por filas.

man’

Operaciones elementales con Scilab

Con el Software Scilab se pueden realizar estas operaciones utilizando los

siguientes comandos: Se crea una matriz aleatoria:

—>A=rand (4, 4)

A =
0.2113249 0.6653811 0.8782165 0.7263507
0.7560439 0.6283918 0.0683740 0.1985144
0.0002211 0.8497452 0.5608486 0.5442573
0.3303271 0.6857310 0.6623569 0.2320748
-—>A(2,2)=0 Se modifica el segundo elem. diagonal de A
A =
0.2113249 0.6653811 0.8782165 0.7263507
0.7560439 0. 0.0683740 0.1985144
0.0002211 0.8497452 0.5608486 0.5442573
0.3303271 0.6857310 0.6623569 0.2320748
—>A(2:3,1:2)=1 La submatriz A(2:3,1:2) se llena con unos
A =
0.2113249 0.6653811 0.8782165 0.7263507
1. 1. 0.0683740 0.1985144
1. 1. 0.5608486 0.5442573
0.3303271 0.6857310 0.6623569 0.2320748
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Instrucciones especificas para las operaciones entre filas de una matriz:

Se define la siguiente matriz:

->A=[1 -2 4 6 -6;-4 -1 5 23 12;11 -7 0 18 20;-21 3 13 -3

8]
A =
1 - 2 4. 6 - 6
-4. - 1. 5. 23. 12.
1. - 7. 0. 18. 20.
- 21. 3. 13. - 3. 8.

La operacion f, + 4f, en Scilab, se lo implementa de la siguiente manera:

—>A(2,:)=A(2,:)+4*xA (1, )

A =
1. - 2. 4. 6. - 6.
0. - 9. 21. 47. - 12.
1. - 7. 0. 18. 20.
- 21. 3. 13. - 3. 8.
Donde:

A (2, :),Indica que el resultado se pondra en la fila 2.

A(2,:)+4%A (1, :) Indica que a los elementos de la fila 2 se les sumara

cuatro veces los elementos de la fila 1.

Se puede observar que en la operacién anterior se estd utilizando la ope-
racion de multiplicar un escalar por toda una fila 4«2 (1, : .). El objetivo de

esta operacion es introducir “0” en la posicion ay; .

Para seguir introduciendo ceros en la primera columna de la matriz dada,
es suficiente seguir realizando operaciones elementales asi: si se quiere intro-
ducir un cero en la posicién as; basta con poner:

—>A(3,:)=A(3,:)-11+A (1, :)
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A =
1. - 2. 4. 6. - 6.

0 -9 21. 47. - 12.

0 15 - 44. - 48. 86.

- 21. 3. 13. - 3. 8.

Tipos de Matrices
Matrices Cuadradas

Sea A € Mat(R),, ., A es una matriz cuadrada, si el nimero de filas es

iguala al nimero de columnas (m=n).

Ejemplo 14 Matriz cuadrada de orden 3

1 -2 -6
A=1-3 -1 12
14 7 20

A una matriz cuadrada de la representa de la siguiente manera, A = (a;), ,
donde n representa el orden de la matriz.
En este tipo de matrices, al conjunto de elementos formados por los a;;, se

les conoce como la diagonal principal.

a1 a2 A1z ... QAip

21 G2 (23 ... Q2p
A=

Ap1 QAp2 Ap3 ... App

En la matriz A, la diagonal principal estara formada por los siguientes ele-

mentos:

11, @22, A33, ..., Anp
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Matriz Simétrica

Sea A = (ay;),, la matriz A se dice que es simétrica si:

A=A’
Ejemplo 15 Matriz Simétrica
-3 5 6
A=|5 1 12
6 12 0
-3 5 6
A'=15 1 12
6 12 0

Ejemplo 16 Sean A y B dos matrices simétricas del mismo orden. Pruebe que
AB + BA es una matriz simétrica.

H: Se conoce que A y B son matrices simétricas, por lo tanto: A =A'y
B =B’
P:D: (AB+ BA)=(AB +BA)

1. (AB+BA) = (AB +BA)' Axioma Reflexivo

2. (AB+BA)' = (AB)' +(BA)’ Propiedad de la Transpuesta

3. (AB+BA)' = B'A’ + A'B! Propiedad de la Transpuesta

4. (AB+BA)'=BA  AB Por hip6tesis

5. (AB+BA)'= AB + BA Pro. Conmutativa suma de Matrices

Matriz Antisimétrica

2

Sea A = (a;),, la matriz A se dice que es antisimétrica si: A* = —A ¢
A=A
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Ejemplo 17 Matriz Antisimétrica

0 1 —2
A=|-10 =3
2 3 0
0 —1 2
Al = 0
-2 -3 0
0 1 —2
At=—1-1 0 -3
2 3 0
A=At

Matriz Triangular superior

Una matriz A = (a,;),,, es triangular superior ssi: a;; = 0,Vi < j.

Ejemplo 18 Matriz triangular Superior

1 -1 =2
A=10 2 =3
0 0 -1

Matriz Triangular Inferior

Una matriz A = (a;;),, es triangular inferior ssi: a;; = 0,Vi < j .

Ejemplo 19 Matriz triangular inferior

1 0 0
A=[3 2 o0
—6 -2 —1
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Matriz Diagonal

Una matriz A = (a;;),, es diagonal si: a;; = 0,Vi # j.

Ejemplo 20 Matriz Diagonal

I
o O =
O NN O

o O

Matriz Escalar

Una matriz A = (a;;),, es escalar, si es diagonal, en los cuales los elementos
de la matriz diagonal son los mismos. a;; = kVi = j A a;; =0V i # j.

Ejemplo 21 Matriz Escalar

-3 0 0
E=10 -3 0|,k=-3
0O 0 =3

Matriz Identidad (I,,)

Una matriz A = (a;;), se denomina identidad si cumple las siguientes con-

diciones: A es una matriz escalar, con £ = 1. A la matriz identidad se le identi-
fica con la letra 1.

Ejemplo 22 Matriz Identidad de orden 3

[
w
I
o O =
S = O
_ o O

Matrices Elementales

Se dice que una matriz E € Mat(R), es una matriz elemental si se ob-

tiene de la matriz identidad I,, € Mat(R),, por medio de solo una operacién
elemental de fila.
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Las matrices siguientes son matrices elementales porque todas ellas se ob-
tuvieron a partir de la matriz identidad I3 por medio de la tinica operacién

elemental de fila:

fo fa, i —2fs v 3fs

respectivamente.

Ejemplo 23 Matrices elementales

1 00 1 0 -2 100
0O01,{01 O0fy|lO0 30
010 0 0 0 01

Matriz Nula
Se dice que una matriz es nula, si todos sus elementos son cero.
Q5 = 0v Z,j

Ejemplo 24 Matriz Nula
000
¢=10 0 0
000
Potencia de una Matriz Cuadrada

En este apartado se exponen distintas técnicas para hallar las potencias na-
turales de matrices cuadradas.

Esta cuestion es de gran importancia y tiene muchas aplicaciones précticas.
En algunos casos se podrd encontrar una expresion que represente la potencia
n-ésima de una matriz.

La potencia de una matriz cuadrada se define de la siguiente manera:

Sea A € Mat(R),, talque A = (a;;), yre NJAT=A-A....- A

r veces
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1 -1
Ejemplo 25 Sea A = (a;j),, tal que A = (2 0 ), encontrar A®

Matrices Cuadradas Il Tipo

Matriz Nilpotente

Una matriz A = (a;;),,, es nilpotente de orden r, si existe un » € N tal que
A" = ¢, ¢ (matriz nula), donde r es el menor entero positivo que cumple con

la condicion.

Ejemplo 26 Matriz Nilpotente de orden 2.

)

o

A? =
Matriz Idempotente

Una matriz A = (a;;),, es Idempotente si A = A.

Ejemplo 27 Matriz Idempotente
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Matriz Involutiva

Una matriz A = (a;;),, es Involutiva si A* = L.

()
et

Una matriz A = (a;;),, es Ortogonal si A'A = 1.

Ejemplo 28 Matriz Involutiva

Matriz Ortogonal

Ejemplo 29 Matriz Ortogonal
_[sin(f) —cos(0)
cos(f)  sin(6)
Las matrices ortogonales de orden 2 son de la forma:
a b
A = < Va?+b2 \/a2+b2>
b a
Va2 VaZ+b?
a b
A = (\/a2+b2 Va?+b2 )
b a
Va2+b2 a2 +b2

Formas de encontrar la potencia n-ésima de una matriz cua-
drada

Es conveniente encontrar estrategias adecuadas que permitan calcular de
modo eficiente las potencias naturales de matrices cuadradas, especificamente
si se pide potencias muy grandes.

Ejemplo 30 Determinar la potencia n-ésima de la matriz dada.
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Desarrollo:

Se conoce que, A* = A - A -...- A por lo tanto:
—_—

r veces

wenas (G- ()
weas (G ()
(G )(0)

Se puede identificar un patrén en la posicion aq;, es el mismo valor de n,
pero con signo negativo.

A* =A% A

1
Por lo que se concluye:A™ = (

—n
quier valor de n, por lo que se procederd a demostrar mediante la induccién

que la expresion anterior cumple para cualquier valor de n.

Paran =1 )
Al 1 0 _ 1 0
-1 1 -1 1
A — 1 0
—k 1

AR = ! 0 1.2)
—(k+1) 1

Para determinarn =k + 1

Aa_ [ O [1 0
C\—k 1) -1 1
AR L 0) _ 1 0 13
—k—1 1 —(k+1) 1 '

Esta ultima expresion [[.3|deberd ser igual a 1a[l.2l Como se puede observar

se cumple con la igualdad, por lo tanto, la expresion encontrada, representa la
n — sima potencia de la matriz A.

) . Esta expresion debe cumplir para cual-

Paran =k

Paran =k +1,
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El segundo método para encontrar la potencia n — sima de una matriz esta
condicionado a encontrar una matriz B Nilpotente, ya que esta matriz ha cierta
potencia da como resultado la matriz nula.

Esta matriz se la encuentra de la siguiente manera: B = A — ol.

B=A-—-al

1 0 10
B = -« ra=1
-1 1 01
0 0
B=
-1 0
***La matriz A deberd tener los mismos elementos en su diagonal principal caso
contrario no se podrd encontrar la matriz nilpotente, para este caso los elementos de su

g2 (00
00

Para este caso, la matriz B es nilpotente de orden de nilpotencia igual a 2,

diagonal principal son o = 1.

(r = 2). Por lo tanto, la matriz A se le puede reescribir de la siguiente manera:
A=B+al
A" = (B + al)"

Para desarrollar la potencia de ese binomio, se utiliza el binomio de New-

ton:

(oI + B)" = Y (”) (D) " B’

(ol +B)" = (Z) (oI)" B+ (T) (oI)" ' B+ (Z) (al)" > B*+.. 4 (Z) (aI)’ B"

Como B2 = <0 0) , entonces desde B?, todos los siguientes términos se pue-

den considerar como cero.

(ol +B)" = (g) ()" B+ (T) (oI)" ' B+ (g) ()" *B*+ ... + (:) (aI)’ B"
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Por lo tanto:

A (75) v <ZL> (aI)"' B, recuerde que B = I

n! n!

n___ " . nyntl n—1 — B
A" = 0!(n_0)!a I +—1!(n_1)!04 B, recuerde que: I" =1y 0! =1
A" n! "4 n! -1g
n! (n—1)!

nin—1 |
ATL = nI N T B
@ (n—1)! “

A" ="l +na"'B

10 0 O

An — Oén + nanfl
0 1 -1 0
AT — « 0 n 0 0
0 o” —na™ 1t 0

Tipos de Matrices en el campo de los Complejos
Matriz Conjugada

Sea A € Mat (C)

pero con sus elementos conjugados.

la conjugada de A, es otra matriz del mismo orden,

mxn’

A= (a_ij)m:m
Ejemplo 31 Matriz Conjugada

1—¢ 2430

A=| 4 5-2i

0 4—i

I14+¢ 2—-3

A= 4 5+2i

0 4+
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Propiedades de la conjugada:

Sea AyB e Mat (C), -

mxn

iii.
iv.

1—2 3 1 24+ 3t
Ejemplo 32 Sean: y A = B = comprobar gue
jemp Y < 0 2+i>y <1+z’ 1—2’) P 1

(AB)=4.T

1—2: — 1+2
A— t 3 T +2 3
0 2+1 0 2—1
1 243 — 1 2—-3
B— T LB = '
1+: 1—2 1—2 1+
A.B— 1—-2¢ 3 1 243 _ 447 11 -4
0 2+ 1+7 1—2 143t 3—1
A B 4—1 1144
1-31 341
1.5 1+2¢ 3 1 2-3% _ 4—5 1144
0 2—1 1—7 142 1-3¢ 341
Por lo tanto, se comprueba que, (A-B) =A- B

Matriz transpuesta conjugada

Sea Ay B € Mat (C)
(&) = A

la matriz transpuesta conjugada se la representa

mxn’
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Propiedades de la transpuesta conjugada
Sean Ay B € Mat (C), .-
i (AT =A

ii. (?/A)T=aAT;aeC
iii. (A+B)*=A*+B*
iv. (AB)* = A*B*

Ejemplo 33 Demostrar la cuarta propiedad.

Sean A y B € Mat (C), _, por demostrar que (AB)" = A*B*

i. (AB)" = (AB)" Axioma Reflexivo

ii. (AB)" = (ﬁ)t Definicion de transpuesta conjugada
iii. (AB)" = (E)t Propiedades de la Conjugada

iv. (AB)" = (A)" (B)' Propiedades de la transpuesta

v. (AB)" = A+B* Definicién de transpuesta conjugada

Matriz Hermitica

Sea A € Mat (C),, se dice que A es Hermitica si cumple: AT = A

1 2+
! , comprobar que A es hermitica:
241 1

K:<1 Q—v
247 1

A T
M)_@—i 1)

AT =A

Ejemplo 34 Sea A = (
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Matriz Antihermitica

Sea A € Mat (C),, A es antihermitica, si AT = —A

—1 2—1

Ejemplo 35 Dada la siguiente matriz, A = ( 0 .
—4Z —1 1

), determinar si la ma-

triz es antihermitica.

Ejemplo 36 Sea A € Mat (C),. Determinar cudl de las siguientes expresiones da
como resultado una matriz hermitica.

1. AAT+ATA
Por demostrar que: (AA* + ATA)" = AAt + ATA

i. (AAT+ATA) = (AAT +ATA)T
ii. (AAT4+ATA) = (AAH)T + (ATA)T
iii. (AAT+ATA)" =(A)TAT+ AT (AT

iv. (AA* + ATA)" = AA+ + AT A, Matriz hermitica

2. AAT—ATA
Por demostrar que: (AA+t — ATA)" = AAT — ATA

i. (AAT —ATA)" = (AAT —ATA)T

H (AA* — ATA)Y = (AAT)" — (ATA)T
iii. (AA* — A*A)" = (AH)" A+ — AT (AH)*
iv. (AAT —ATA)" = AAT — ATA
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Ejemplo 37 Demostrar que A € Mat (C), ,es una matriz hermitica si A se forma
de la siquiente manera, A = B+1iC, donde: B € Mat(R),, B =B*, C € Mat(R),
yC=-C¢

i A=A"

i, At = AT

iii. AT =(B+iC)*

iv. AT = (B)* + (iC)*

v. At = (B) + (iC)!
vi. AT =B+ (i)(C)!
vii. At =B+ (—i)(—C)
viii. A* =B+ (i)(C)

ix. At =B +iC

Inversa de una matriz

En Algebra Lineal, una matriz cuadrada A de orden n se dice que es in-
vertible o inversible (invertible o no singular), si existe otra matriz cuadrada B
del mismo orden tal que AB = I, si se cumple la igualdad, la matriz B, es la

inversa de A y se representa como A, tal que:

AATT=ATA =1,

Una matriz no invertible se dice que es singular o degenerada.

Una matriz es singular si y solo si, su determinante es cero, |A| = 0

Propiedades de la matriz inversa
Sean A y B € Mat (R),, einversibles, se cumple las siguientes propiedades:
i. (AB)'=B'A"!
ii. (AH™ = (A7)
iii. (@A) =1A"1
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iv. (A7) '=A

La inversa de una matriz, si existe, esta es tinica.

Métodos para obtener la inversa de una matriz

Se pueden aplicar dos métodos para obtener la inversa de una matriz:
i. Mediante operaciones elementales de filas
ii. Aplicando Determinante A~ = ﬁ adjA

Mediante operaciones elementales de fila

Sea A € Mat (R), se cumple que (A ] In> ~L <In | A‘1>.

1 2
Ejemplo 38 Sea A = (3 4) encontrar la inversa de A.

1 201 0 1 2
_3
(3401>f2 f1<0—2

1 1 2
—h
2 0 1

Y[
=
N |
~_—
=
|
N}
o
VR

Mediante Determinantes

Este método se vera luego de estudiar el tema de el determinante de una

matriz.
adjA

51



Apuntes de Algebra Lineal

EJERCICIOS PROPUESTOS

il.

iii.

iv.

52

1.

*

Una fébrica produce dos modelos de lavadoras: A y B, en cada uno de los
tamafios grande, pequefia y mediana. Produce diariamente 400 grandes,
200 pequenas y 50 medianas del tipo A, 300 grandes, 100 pequefias y 30
medianas del tipo B, la del tamafio grande gasta 30 horas de taller y 3
horas de administracién, la del tamafio pequefio gasta 20 horas de taller
y 2 horas de administracion, la del tamafio mediano gasta 15 horas de

taller y 1 hora de administracién, represente la informacién en matrices.

Una empresa de muebles fabrica tres modelos de estanterfa: A, B, y C en
cada uno de los tamarfios grande y pequefio. produce diariamente 2000
estanterias grandes y 4000 pequerias del tipo A, 5000 grandes y 3000 pe-
quenas del tipo B, 4000 grandes y 6000 pequefia del tipo C. Cada estante-
ria grande lleva 20 tornillos y 6 soportes y cada estanteria pequefia lleva
12 tornillos y 4 soportes, en cualquiera de los tres modelos, represente

esta informacidén en matrices.

[lustrar cada una de las propiedades de las matrices estudiadas con un

ejemplo.

Bajo qué condiciones se dan las siguientes igualdades.
(A+B)?=A%+2AB + B?

(A—B)> =A% - 2AB + B2
A?-B*=(A-B)(A+B)

(AB)* = A2B?

Demostrar que, si AB = A y BA = B entonces A y B son matrices

Idempotentes.
Si A y B son matrices conmutativas demostrar que A'B’ conmutan.
Hallar una matriz A € Mat (R),, tal que a;; =i + j.

Demostrar que si una matriz A € Mat (R), , satisface la ecuacién
A? —3A +1=¢ entonces A~!=3I—- A.

Cuales de los enunciados siguientes es verdadero. Justifique su respuesta

desarrollando el ejercicio o poniendo un contraejemplo.



10.

11.

12.

1
. La matriz A = (

. La matriz A = (
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. (ABC)'=C'B'A!

(ABC)' = C'B'A!

. A A’ es una matriz simétrica.
. Si A y B son matrices simétricas entonces (AB)" = BA

. Si A y B son matrices simétricas entonces (A + B) es simétrica.

A + A! es una matriz simétrica.

A — A! es una matriz antisimétrica.

0 1) , es involutiva para b € R cualquiera.
cos (A) —sin(0)

. , €s una matriz ortogonal.
sin (6)  cos ()

A - cos (f) —sin (9)>,entonces An — (COS (nf) —sin (n9)>

sin ()  cos (0)

sin (nf)  cos (nd)

100 1 0 O
.SIA=10 2 0],entoncesA™"= 10 2 0
00 3 0 0 3"
. Si A y B son matrices invertibles entonces A + B es una matriz invertible.

. Si A ! existe, y AB = AC entonces B = C.

1 2 3
SiA= |1 5 3|,hallar A1,
1 0 8
1 2 3 2
) 1 -3 4
Si A= 5 3 1 ,B=|3 5] yC=]1 0] Calcular:
2 0 -1 4

B+C, AB, BA, CA /A(3B-20C)
Sabiendo que A y B son conmutables y que ademas:

A es idempotente y B es involutiva, pruebe que
(A +B)’ + (A —B)® = 8A.
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b.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

54

A es Involutiva y B es Idempotente, pruebe que
(A+B)’+ (A -B)’ =8B

Hallar los valores de £, tal que A es Idempotente:
k-0 0
A=10 k ©0
0 k+4 0
0 0 k+2
A= k- k kK
E+2 0 0

0
Sea A = (p ), donde p es un escalar e i es la unidad imaginaria, veri-
vt p
ficar que A? = 2pA — p*I, obtenga A™.

Demostrar que, si A y B son matrices cuadradas simétricas conmutativas

de un mismo orden, entonces la matriz: C = ABAB...ABA es simétrica.

Demostrar que el producto de dos matrices simétricas es una matriz si-

métrica, si las matrices dadas son conmutativas.

Demostrar que el producto de dos matrices antisimétrica es una matriz

simétrica si y sélo si, las matrices dadas son conmutativas.

Demuestre que A y B conmutan, si y solo si A — kI y B — kI, conmutan

para cierto escalar k.

Si A conmuta con B, demuestre que la transpuesta de A conmuta con la

transpuesta de B.

Si A y B son matrices cuadradas y A es no singular, verifique que:
(A+B)A"'(A-B)=(A-B)A'(A+B)

11
Hallar todas las matrices que conmuten con la matriz: A = (0 1) .
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DETERMINANTES

Histéricamente la teoria de los determinantes precedi6 a la teoria de ma-
trices, y muchos resultados familiares de la teoria de matrices fueron original-
mente formulados en términos de determinantes.

Los determinantes son una herramienta fundamental en el dlgebra lineal
que se utilizan para estudiar y resolver sistemas de ecuaciones lineales, trans-
formaciones lineales y propiedades geométricas de espacios vectoriales.

Los antecedentes de los determinantes se remontan a los antiguos mate-
maticos chinos, que utilizaban métodos para resolver sistemas de ecuaciones
lineales. Sin embargo, la formalizacion de los determinantes como los conoce-
mos hoy en dia comenzé en el siglo XVIIL

Los matemadticos europeos, como Gottfried Wilhelm Leibniz y el japonés
Seki Kowa, realizaron contribuciones importantes al estudio de los determi-
nantes en el siglo XVII y XVIII. Leibniz, en particular, introdujo el concepto
de determinante y desarroll6 algunas de sus propiedades basicas. Gabriel Cra-
mer, un matemadtico suizo del siglo XVIII, desarroll6 el método de Cramer para
resolver sistemas de ecuaciones lineales utilizando determinantes. Este méto-
do proporciona una forma elegante de encontrar soluciones tinicas a sistemas
de ecuaciones.

En el siglo XIX, matemdticos como Carl Friedrich Gauss y Augustin-Louis
Cauchy contribuyeron a la formalizacién de la teoria de determinantes. Gauss,
en particular, desarrollé métodos para calcular determinantes y establecié mu-
chas de sus propiedades fundamentales. En el siglo XX, los determinantes en-
contraron una amplia gama de aplicaciones en campos como la fisica tedrica,
la ingenieria, la informaética y la estadistica. Los avances en el algebra abstracta
y la teoria de matrices han ampliado atin mds nuestro entendimiento de los

determinantes y su papel en el dlgebra lineal.
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Definicion de Determinantes:
El determinante es una funcién matematica asociada a una matriz cuadrada
que proporciona informacién sobre ciertas propiedades de la matriz.
El determinante de una matriz A € Mat(R),,, A = (a;;),, notado det(A) o |A]
es la funcion:
det : Mat(R), — R

A = det(A)

Meétodos de para obtener el determinante de una matriz

Determinante de una matriz de orden dos.

Sea A = (a;),, el determinante queda definido de la siguiente manera.

a11 Qa2
A=
Q21 A22

ailr aig
Al =

= Q11 * Q22 — Q21 * A12
ag1 A2

1

2
Ejemplo 39 Sea A = ( 5 5) , encontrar su determinante.

1 2
A| = —1:5-2-(=3)
-3 5
A| =5+6
A| =11

Determinante de una matriz de orden tres

Sea A = (a;;),, para obtener el determinante de una matriz de orden 3, se
aplica el método de Sarrus, que consiste en aumentar las dos primeras filas al
altimo de la matriz, o las dos primeras columnas en la parte derecha de la ma-
triz, asi:

i1 a2 413

Sea A = | ay; ag ass |,sudeterminante aplicando el método de Sarrus que-

a3 azz2 as3
dard de la siguiente manera:
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i. Aumentando las dos primeras filas.

a1 a2 a3

21 22 a23

|A| =  as asz a33

Q41 Q42 a43

’ ’ ’ ’
/
’ ’ 7 7
v . . .
’ ’ ’ ’
/
’ ’ 7 7
v . . .

51 as52 as53

|A| = A11°022.0433F021°A32°A13FG31°G12°G23—G13°G22° 031 — (2332011 — 033 A12 021
ii. Aumentando las dos primeras columnas.

a1 Q12 a13 a11 12
|A| = a 22 Q23 a21 22
hl /‘l /‘I

a3 a32 a33 a3 a32

-,

-

|A| = Q11°G22.A433F021°G32°A13+031°A12°A31 —G13 A22° (31 —A23 032011 —A33° (12 A2]

1 3 -1
Ejemplo40 Sea A= | 2 4 5 |,encontrar su determinante.
-3 0 -2
13 -1
2\/4\/5
Al= 3" "0 o
ALK
1\ 3\ —1
2 4 5

[A] = (1)(9)(=2)+(2)(0)(=1) +(=3)(3)(5) = (=1)(4)(=3) = (5)(0)(1) = (=2)(3)(2)
Al = —84+0—45-12—0+12
|A| = —53
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Método por menores para encontrar el determinante de una
matriz

Este método es general, y puede ser utilizado para matrices de cualquier
orden. Este método esta definido por:

1. Sl n = 1, det(au) = a1

2. Sin > 1, las siguientes son dos formas equivalentes de definir el det(A)

a. El desarrollo del determinante por menores por la r-ésima fila de A.

n

A=) (1) ay A},

j=1
Donde A7 es la matriz n-1 que resulta de quitar de la matriz A la fila r y la
columna jpara j =1,2,...,n.

b. El desarrollo del determinante por menores por la s-ésima columna deA.

n

A=) (—1)" ai |A]

=1

Donde A es la matriz n — 1 que resulta de quitar de la matriz A la fila i y la
columna sparai=1,2,...,n.

En este método se puede identificar los siguientes elementos:

s Elemento a,;
= Menor de la matriz |Al|

= Cofactor (—1)""° |Al]

Se llama menor de la matriz del elemento a;; de una matriz A de orden
n, al determinante |A’| de orden n — 1 que se obtiene al eliminar la fila i y la

columna s de A.

Se llama cofactor del elemento a;; del determinante de una matriz A, al

menor |A?| con el signo (—1)""* y se denota A?, esto es

(3

AL = (1) |Ag]

(3
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Ejemplo 41 Determinar el determinante de la matriz A.

1 3 1
A=12 -1 2
0 4
A=Y (-1 a,;|A7

j=1
Para este ejemplo se desarrolla con la fila 2 (r = 2)
3

Al =Y (-1)" ay | A2

J=1

|A| = (—1)2H Q21 ‘Aﬂ + (—1)%2 ag2 \A§| + (—1)%3 Q23 ‘A§|

1 3 1
|Af| =12 —1 2
0 4 3

La columna 1y la fila 2, que se encuentran en rojo, son las que se eliminan.

31
4 3

11
0 3

13
0 4

A= (=027 (P2 ()| (1) 2

A| = —21

Para agilizar el cdlculo de un determinante, es preferible hacer el desarrollo
por menores por la fila o la columna que tenga mayor cantidad de ceros.
Determinantes con Scilab

Definir la matriz y utilizar el comando: —>det (A), para obtener el deter-

minante de la matriz dada.

A =
1 - 2. 4
- 4 - 1. 5
1 - 3. 8
->det (A)
ans =
- 15.
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Propiedades de los determinantes

Sean Ay B € Mat (R),

ii.

iii.

iv.

Vi.

Vii.

Viii.

iXx.

xi.

[A[ = |A]

Si B se obtiene de A intercambiando dos filas (o columnas) (fs <> f;)

cualquiera entonces: |B| = — |A|

Si B se obtiene de A sumando una fila de A con otra fila de A multipli-

cada por un escalar (f, = fs + a.f;), entonces: |B| = |A|

Si la matriz A es triangular (superior o inferior), su determinante es el

producto de los elementos de la diagonal principal, |A| = a1y - a2 - - Gy
Si A tiene una fila (o columna) de ceros (nula), entonces;|A| = 0
Si A tiene dos filas (o columnas) que son iguales, entonces: |[A| = 0

Si A tiene dos filas (o columnas) que son multiplos entre si (fs = af:) ,

entonces |A| =0

Si A es cualquier matriz y o es cualquier escalar, y este escalar se multi-
plica por una sola fila (o columna) (« f;), entonces su nuevo determinante

serd: a|A|
Si A es cualquier matriz y a es cualquier escalar, entonces : ¢ A| = o™ |A|

El determinante de un producto de matrices es el producto de los deter-

minantes de cada una de las matrices: |[A; - Ay - ... - A, = |Ay| |Ag|. .. |A,]

|A"| =|A|",donden € R

Adjunta de una Matriz

Sea A € Mat (R),, una matriz cuadrada, sobre un campo R. La adjunta

de A, denotado por adj (A), es la transpuesta de la matriz de cofactores de la

matriz A.

Se denomina cofactor c;; del elemento a;; al producto de (—1)

" por el de-

terminante de la matriz menor {Az ‘:
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La adjunta cumple con:

1 2 -1
Ejemplo42 Sea A= |0 -3 2
2 1 5

Los cofactores de los nueve elementos de A son:

-3 2 0 2 0 -3
c1y = (_1)1+1 Cly = (_1)1+2 C13 = (_1>1+3
1 5 2 95 2 1
2 —1 1 -1 1 -1
Cop = (_1)2+1 Coy = (_1>2—|—2 Coz = (_1>2+3
1 5 1 5 1 5
2 -1 1 -1 1 2
3 = (_1)3+1 Cao = (_1>3+2 Cy3 = (_1>3+3
-3 2 0 2 0 -3
C11 — —17 Cig2 = 4 C13 — 6
Cy1 — —11 Co9 — 7 Co3 — 3
c31= 1 c3p=-2 c33=-3
—17 4 6
Matriz de Cofactores: C= | —11 7 3
1 -2 -3

Por lo tanto, su adjunta es:

17 11 1
adj(A)=| 4 7 -2
6 3 -3

Teorema 2 Sea A € Mat(R),, entonces Aadj(A) = adj(A)A = det(A)I,.

Propiedades de 1a Adjunta

Sean A A B € Mat (R),,
i. adj (A?) = adj(A)’
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ii. adj(AB) = adj(B)adj(A)

iii. adj(I) =1

iv. adj (@A) = a" 1adj(A);a € R
v. adj (adj (A)) = |A[" - A

vi. |adj (A)] = |A["

Inversa de una matriz aplicando determinantes

Sea A € Mat (R),, con la siguiente expresion, A~' = | A|adJ(A), se puede
obtener la inversa de la matriz dada.
Donde: adj (A) es la transpuesta de la matriz de cofactores, (Adjunta de la
matriz).
Cuando la matriz tiene més de tres filas, estd férmula no es muy eficiente y

conduce a largos célculos.

1 2 -1
Ejemplo43 Sea A= |0 -3 2 |,encontrar A~}

2 1 5

1 2 -1
Al=l0 -3 2|=-15
1
17 4
Como de la matriz A ya se encontr6 su adjunta: adj(A) = [ -11 7 3 |,
1 -2 =3

la inversa es;

—17 4
.
15

] -17 —-11 1
—15
17 11 1
15 15 15
-1_ |1 _4 _7T 2
AT = 15 15 15
_6 _3 3
15 15 15
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Inversa de una Matriz mediante Scilab
Se procede como en el caso de obtener la potencia de una matriz, pero su

exponente es -1, de tal forma que se obtiene la inversa. Asi, por ejemplo:

A =
1 0.
- 1. 1
->A"-1
ans =
1 0.
1 1.
Recuerde que AA"' = ATA =1
Ejercicios Resueltos
a+1l a+2 a+3
1. Calcula aplicando propiedades de los determinantes: | 1 1 1
1 2 3
a+1l a+2 a+3 a a a |1 2 3 1 11
1 1 I |=/1 1 1j+|1 1 1|=a|l 1 1|+0=0a,0+0=0
1 2 3 12 3 |1 2 3 1 2 3
1 1 1
2. Desarrolla dando el resultado en forma de producto de factores.|a b ¢
a? b A
1 1 1 1 1 1 b 11
—a c—a
a b c|=10 b—a c—al|= bb—a) of )z(b—a)(c—a)
—a) c(c—a c
a> v A |0 BP—ab *—ac

=((b—-a)(c—a)(c—0)
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-1 0 1 1
) 1 0 0
3. Calcula el determinante A =
2 -1 0 1
1 -1 0
-1 0 1 1
1 0 1 0 R
A= = (=D A3 +1|Ad=]1 1 0|]=—2—-4=-6
s 1 o 1= DAl +1]A
2 01
1 1 -1 0

EJERCICIOS PROPUESTOS

a b c
1. Si|d e f|=—6,Hallar:
g h 1
2a 2b 2c g h 1 a+g b+h c+1 —a
a)|3d 3e 3f|=,b) la b c|=,¢)| d e f |=d)|d
g h 1 d e f g h 7 g

2. Si Az v |A| = 2; caleular: a)|A];b)|A~!| ;c) 2A7Y ;d) | (2A) 7|

b+c c+a b+a

3. Demostrar que: | a b c |=0
1 1 1
1 1 1
4. Demostrarque: |a b c¢|=(b—a)(c—a)(c—0)
a> b?

a+b b+c c+d a b c
5. Demostrar que: | 1 1 1 |=1111
b+1 c+1 d+1 b ¢ d
3 1 0
6. Considere que: A = | —2 4 3 |, hallar:
5o 4 =2

a) adj(A), b)adj(A™1), c)Atadj(A™?)
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

. Calcular

. Calcular
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. Para que valores de o, la matriz A tiene inversa

—-a a—1 a+1
A= 1 2 3
2—a a+3 a+7

w o N O
_ w O O

N O N

-5

3a+b 3a—5
3a—b 3a-+b

1 cos(a)  cos(2a)

Calcular | cos(a)  cos(2a) cos(3a)

cos(2a) cos(3a) cos(4a)

1 1 1

Calcula | log3 log 30 log 300 |, determinante de Vandermonde.

(log3)* (log30)? (log300)?

T 0 4 0 0
1 0 T 0 0
DadalamatrizzA= |5 24+3 5 z+2 z—1
2 -1 2 1 rz—1
3 1 3 z+1 0

Verificar que |A| es un polinomio en z y sus raices son: —3, —2,

a—b—c 2a 2a
Demostrar que 2b b—a—c 2b = (a+b+¢)’
2c 2c c—a—>

Sea A = (a;;), A € Mat(R), tal que a;; = 2m={i7}, Hallar |A|.
Sea A = (a;;), A € Mat (R),, tal que a;; = min{ij}. Hallar |A|.
Sea A = (a;;), A € Mat(R), tal que a;; =max{:j}. Hallar |A]

1 si,i=j=1
0 S
Sea A = (aij), A€ Mat(R)n tal que a;; = SZ_, .Z j
si, 1<}
1 si, P>

Demostrar que |A| =1

-1,1, 2.
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18. Calcular los siguientes determinantes:

1 2 3 4 .. n—1 n
-1 0 3 4 .. n—1 n
-1 -2 0 4 .. n—1 n
a)l . .
-1 -2 -3 —4 .. 0 n
-1 -2 -3 -4 .. —(n—=1) 0
1 10
1
01 1
b) o
1 1
1 1
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Sistemas de Ecuaciones Lineales

La historia de los sistemas de ecuaciones lineales se remonta a la antigtie-
dad, donde se encontraron pruebas de su uso en diversas culturas para resol-
ver problemas précticos, como la distribucién de tierras.

Los sistemas de ecuaciones lineales tienen sus raices en las civilizaciones
antiguas, como la babilénica y la egipcia. Se han descubierto tablillas de arcilla
babilénicas que muestran problemas de sistemas de ecuaciones lineales, como
la division equitativa de tierras entre agricultores.

Los matematicos griegos como Euclides y los mateméticos arabes como Al-
Khwarizmi contribuyeron al estudio de los sistemas de ecuaciones lineales en
la antigtiedad y la Edad Media. Al-Khwarizmi, en particular, escribié sobre
métodos para resolver sistemas de ecuaciones lineales en su obra ”Al-Kitab
al-Mukhtasar fi Hisab al-Jabr wal-Mugabala”, que fue traducida al latin como
"Liber Algebrae et Algoritmi de Numero Indorumz que dio origen al término
"adlgebra".

Durante el Renacimiento, matemaéticos como Cardano y Tartaglia trabaja-
ron en métodos para resolver sistemas de ecuaciones lineales. Sin embargo, fue
durante el siglo XVIII y XIX que se desarrollaron técnicas mas avanzadas para
el estudio sisteméatico de sistemas de ecuaciones lineales, como el método de
eliminacién de Gauss y la teorfa de matrices. En el siglo XIX, con el desarrollo
del &lgebra lineal y la teoria de matrices, los sistemas de ecuaciones lineales
fueron formalizados mateméticamente. Los matematicos establecieron reglas
para la manipulacién algebraica de sistemas de ecuaciones, lo que permitié un
tratamiento mds riguroso y sistemético de estos problemas.

A lo largo del siglo XIX y XX, los sistemas de ecuaciones lineales encon-
traron una amplia gama de aplicaciones en ciencia e ingenieria. Se utilizan en
areas como la fisica, la ingenieria, la economia y la biologia para modelar y

resolver problemas que involucran relaciones lineales entre variables.
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Sistemas de Ecuaciones Lineales

El estudio de sistemas de ecuaciones lineales es una parte fundamental de
las matematicas y tiene aplicaciones en diversas disciplinas, incluyendo la fi-
sica, la ingenieria, la economia, la estadistica y la ciencia de la computacién,

entre otras.

Ecuaciéon Lineal

Se denomina ecuacién lineal a aquella que tiene la forma de un polinomio
de primer grado. Las incégnitas no estdn multiplicadas entre si, ni se encuen-
tran en el denominador.

Una ecuacién lineal tiene la forma:
a1r1 + asxo + ... +ap,x, = b

Donde:
a;: constantes, a; € R
x;: incognitas

b: término independiente, b € R

Sistemas de ecuaciones lineales

Un sistema de ecuaciones lineales es un conjunto de ecuaciones lineales de

la forma:

a1171 + a12%2 + 1373 + ... + a1,T, = by

2171 + A22%2 + A23T3 + ... + G2 Ty = bo

U121 + Ama®s + Ap3®s + ... + G ®p = by,
En este caso se tiene m ecuaciones y n incognitas
Donde:
a;; se denominan coeficientes
z; se denominan incégnitas (o ntimeros a determinar), y

b; se denominan términos independientes.

Resolver el sistema consiste en calcular el valor de cada una de las incégni-

tas para que se cumplan TODAS las igualdades del sistema simultdneamente.
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Representaciéon matricial de un sistema de ecuaciones lineales

Un sistema de ecuaciones se la representa de forma matricial de la siguiente
manera, AX =B
Donde:
A, es la matriz de los coeficientes. X, es la matriz de las incégnitas B, es la

matriz del término independiente.

a1; Q12 A13 A1n X by
Q21 Q22 A23 Q2n, X2 bo
A= X = y B =
Am1 Am2 Qm3 Amn Tn bm
AX =B

a1x a2 as Q1n X by

Q21 Q22 A23 Q2n, X2 by

Am1 Q2 Am3 Amn Tp bn

Una representacion matricial de un sistema de ecuaciones lineales que se
ocupa en uno de los métodos para encontrar la solucién es su representacion
mediante una matriz aumentada. (A|B), la misma que consta de la matriz de

coeficientes y del término independiente.

ailz a2 Az a1y | by

ag1 Ag22 A23 Az | b2
(A[B) =

Am1 Am2 Am3 Amn bn

Solucién de un Sistema de Ecuaciones Lineales

La solucién de un sistema de ecuaciones lineales es un conjunto de valores

que, al reemplazarlos en las ecuaciones, que forman el sistema, satisfacen la

igualdad.

El conjunto solucién se lo representa de la siguiente manera: S = (s1, s2, S3, ...

,5n)"

Si el conjunto es solucién, se debe cumplir que: AS = B
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Sistemas Lineales Homogéneos

Un sistema de ecuaciones lineales AX = B se llama homogéneo si B = 0,
es decir: AX = 0. Si, B # 0 el sistema se llama no homogéneo.

El siguiente sistema, es un sistema homogéneo.

a1 + ajoxg + a13%3 + ...+ a1, = 0

2171 + Q2% + A2373 + ... + Agpy, =0

Am1T1 + ApaT2 + Arp3T3 + ... + Ay, = 0

Tipos de sistemas de Ecuaciones Lineales

Al resolver un sistema de ecuaciones lineales, no siempre se tendrd una
Unica solucidn, podria presentarse que el sistema no tenga solucién o que ten-
ga infinitas soluciones.

Dependiendo de las soluciones que tenga un sistema, estos se pueden clasifi-

car en:

INCOMPATIBLES (No tiene solucién)
DETERMINADOS (Solucién tnica)

COMPATIBLES (Tiene solucién) o i
INDETERMINADOS (Infinitas soluciones)

Sistemas de ecuaciones de dos incégnitas

Los sistemas mads sencillos son aquellos en los que sélo hay dos incégnitas

y dos ecuaciones, éstos son de la forma:

a1121 + a12x2 = by

a21%1 + as2s = by
Hay varios métodos para resolverlos, los mas habituales son:
i. Reducciéon
ii. Igualacién
iii. Sustitucion

iv. Gréfico

74



Apuntes de Algebra Lineal

Sistemas de ecuaciones de tres incégnitas
En este tipo de sistemas se tiene tres incognitas, éstos son de la forma:

a1171 + 1272 + a13x3 = by
2171 + Q22%9 + A23T3 = by

az1T1 + a3z + azzrs = b3
y los métodos mds habituales, para encontrar su solucién, son:
i. Eliminacién Gaussiana.
ii. Método de Cramer.

iii. Grafico (Interpretacion Geométrica de las ecuaciones.)

Eliminacion Gaussiana

Este método consiste en llevar la matriz aumentada del sistema a su forma

escalonada o escalonada reducida (Gauss - Jordan).

Ejemplo 44 Resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales

2r4+y—2 =11
r— 3y =20
4o +2y+52z =8

La representacién matricial es:

2 1 —1]11
(AB)=| 1 =3 0 |20
4 2 5|8

Teorema 3 Sea el sistema lineal de m ecuaciones con n incégnitas cuya repre-

sentacion matricial es AX = B.

1. Siram A < ram(A|B), el sistema no tiene solucién.

2. Siram A = ram (A|B) = r, el sistema tiene solucién, r € Z*
Sir = n, la solucién es tnica.
Sir < n, el sistema tiene ntiimero infinito de soluciones con r — n paré-

metros.
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El andlisis también se puede resumirse a lo siguiente:

i. Si en el proceso de eliminacién Gaussiana, se presenta una fila de la for-

ma: <0 0 ... 0] k), k € R, el sistema no tiene solucion.

ii. Si en el proceso de eliminacién Gaussiana, se presenta una fila comple-
tamente nula, <O 0 ... 0] 0), a esta se le ubica en la dltima fila, y se
continua con la eliminacién, hasta llegar a la forma escalonada. Esta fila

nula indica que existen ecuaciones redundantes.

iii. Al llegar a la forma escalonada, se escribe el sistema escalonado, y si, el
namero de ecuaciones es igual al nimero de incégnitas, el sistema tie-
ne Unica solucién; mientras que si el sistema tiene mds incégnitas que

ecuaciones el sistema tiene infinitas soluciones.

Ejemplo 45 Resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales utilizando el método

de Gauss.
TH+y—2=95
20 —3y+2=0
—r—y+z=-95
Lo-tfs N, (11 ]S ARk
2 =3 10 |2 7'l o0o -5 3|-10 |-cf| 01 =22
s+ 5
1 -1 1|5 00 00 00 010

En este caso se puede observar que el rango de la matriz es 2, por lo tanto,

el sistema tendrd infinitas soluciones que se obtienen de la siguiente manera:

i. Se escribe el sistema escalonado, que se obtiene de la matriz aumentada,

sin tomar en cuenta las filas nulas:

r+y—z=295

y—%zzQ

ii. De la altima ecuacion se despeja cualquier incégnita, para este caso se ha
despejado la incognita z".

3
= - 2
Y=gzt
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n_mn

iii. Esta tltima ecuacién queda en funcién de la incégnita "z", la misma que
se reemplaza en la primera ecuacién para encontrar la incégnita "x.*" fun-

n_mn

cién de "z".

xﬁ—%z%—?—-z::5

—q_2
r=3 =2

Por lo tanto, la solucién es:

2 3
x::3——gz, y::gz+—2 z=2z

Una de las infinitas soluciones se obtiene dando valores a la variable 7 z”,
entonces para z = 1, se obtiene:
13 13
T = —, Yy=— z=1
5 5
Esta tltima expresion, representa una de las soluciones del sistema.

Los sistemas de ecuaciones lineales, se pueden resolver mediante herra-
mientas computacionales, una de esas herramientas es Scilab, a continuacién,

su aplicacion utilizando el método de eliminacién Gaussiana:
i. Para llevarle a su forma escalonada se necesita aplicarle operaciones ele-
mentales a esta tiltima matriz:

En este espacio se expone como realizar las operaciones elementales de fila, con
el objetivo de escalonar una matriz, la cual es la representacion matricial de un

sistema de ecuaciones lineales.

-> A=[2 1 -1 11;1 -3 0 -20;4 2 5 8]

A:
2. 1 -1 11.
- 3. 0. -20.
4 2. 5 8.

A:
1 0.5 - 0.5 5.5
1 - 0 -20
4 2 5. 8
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i.

78

—>A(2,:)=A(2,:)-A(1, )

A =
1. 0.5 -0.5 5.5
0. - 3.5 0.5 - 25.5
4. 2. 5. 8.

->A(3,:)=A(3,:)-4"A(1,:)

A =
1. 0.5 - 0.5 5.5
0. - 3.5 0.5 25.5
0. 0. 7. - 14.

=>A(3,:)=(1/7)*A(3,:)

A =
1. 0.5 - 0.5 5.5
0. - 3.5 0.5 - 25.5
0. 0. 1. - 2.

El sistema escalonado queda de la siguiente manera:

L1 5
TTY T 57Ty
71 29

YT T Y

z= -2

Por lo tanto la variable z = —2, para encontrar el valor de la variable y,

se deberd remplazar el valor encontrado en la ecuacion:

Tl
Y T T

con estos valores de z e y, se puede encontrar el valor de x.
La solucién del sistema es (z,y, z) = (1,7, —2).

Existen instrucciones o comandos especificos en cada una de las herra-
mientas computacionales que permiten resolver sistemas de ecuaciones

lineales.
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Método de Cramer

Sea el sistema AX = B, el método de Cramer esté definido por X = A™'B,
este método se aplica tinicamente en sistemas que tengan el niimero de ecua-

ciones igual al nimero de incégnitas, (m = n)

2r4+y—2 = 11
Para el ejemplo anterior, r—3y = 20, aplicando el método de

dr +2y +5z = 8
Cramer, se obtiene:

2 1 -1 T 11
A=[1 -3 0 |;X=]y| vyB=]20
4 2 5 8
-1
T 2 1 -1 11
=11 -3 0 20
z 4 2 5 8

Utilizando Scilab:

->A=[2 1 -1;1 -3 0;4 2 51; Matriz de coeficientes

—>B=[11;20;87; Matriz de términos independientes
->X=(A " -1)*B
X =
47/17.
-31/7.
- 2.

Andlisis del Método de Cramer

s E]l método de Cramer se utiliza tinicamente en sistemas de ecuaciones

lineales que tienen el mismo ntimero de ecuaciones y de incégnitas.

» Si|A| =0, existe la posibilidad que el sistema no tenga solucién (Incom-

patible) o tenga infinitas soluciones (Indeterminado).
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Ejemplo 46 Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

(a+Dzx+y+z=1
r+(a+ly+z=1
r+y+(a+1l)z=1
Determinar el valor del pardmetro a para que el sistema tena:
a. Unica solucién.
b. Infinitas Soluciones.
c. No tenga solucion.
Bastard con analizar una de las incégnitas, para dar contestacioén a las cues-

tiones planteadas en el ejercicio. Para este caso se encuentra el valor de la in-

cognita .

1 1 1

1 a+1 1

1 1 a+1 a?

o a+l 1 1 | a®+3a?

1 a+1 1

1 1 a+l

Oé2 062

a3 +3a2  a(a+3)

Si o = 0, entonces © = 8, por lo tanto el sistema tendria infinitas soluciones.
Si o = —3, entonces © = %, el sistema no tiene solucion.

Sia#0 A a# —3, el sistema tiene tnica solucién.

**En el andlisis de este ejercicio, se recomienda no simplificar los factores que
contengan el pardmetro en andlisis, ya que se pierde el andlisis de las infinitas

soluciones.

Método Grafico

El método grafico se puede utilizar para obtener la solucién de sistemas de
ecuaciones lineales de dos y tres incognitas.
Una de las mayores complicaciones es graficar en R?, y aun mas su interpre-
tacion, debido a que al tratar de graficar a mano, no se puede apreciar los
puntos de corte de los planos resultantes. Para lo cual es recomendable utilizar

un software que nos ayude con la representacién grafica de cada una de las

80



Apuntes de Algebra Lineal

ecuaciones, de tal manera, que resulte mucho maés fécil la interpretacién de los

resultados.

Utilizando Scilab

Resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

2r4+y—2z=11
x—3y =20
4o +2y +52 =8

Hay algunas formas de graficar planos en Scilab, una de las més sencillas

estd expuesta de la siguiente manera:

1. Lo primero que se hace, es despejar la incégnita "y” de cada una de las

ecuaciones dadas. Para nuestro caso especifico se tiene:

y=11-2x+=z

No necesariamente se deberia despejat la incégnita ”y”

2. Los comandos en Scilab, para obtener cada una de las gréaficas de las

ecuaciones, quedan de esta manera:

[x,z]=meshgrid(-10:0.4:10);//Definimos el rango de x y z
y1=11-2«x+z;//definimos la primera ecuaciédn.

mesh (x,yl,z,"Edgecolor’,’red’)//comando utilizado para graficar,’red’
indica que el plano tomara el color rojo.

y2=(x-20)/3;//segunda ecuacidn

mesh (x,y2,z,"Edgecolor’,’yellow’)//plano color amarillo
y3=(8-4%x-5%z)/2;

mesh (x,y3,z,"Edgecolor’, " blue’)

xtitle ("Solucidén Gréafica de un S.E.L","x",z","z")//Titulo del gréafico

xgrid()
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3. El resultado es la interseccién de los planos, en el gréfico se observa que

los tres planos se intersecan en un solo punto.

Solucion Grafica de un S.E.L

Figura III.1: Interpretacion Geométrica de la soluciéon de un sistema de ecua-

ciones lineales de tres ecuaciones con tres incognitas

4. Se puede rotar la figura con el objetivo de apreciar de mejor manera el

resultado del sistema de ecuaciones lineales.

Solucidn Grifica de un S.E.L

Solucidn

Figura III.2: Interpretacion Geométrica de la solucién de un sistema de ecua-

ciones lineales de tres ecuaciones con tres incégnitas
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En el andlisis gréfico se pueden presentar los siguientes casos: i. Si los
planos que representan a cada una de las ecuaciones del sistema no se cortan en

un punto comiin, el sistema no tiene solucion.

---------------

------------------

***********

L E T |

T T Lo =
0 12 14 qe \Ia zID 52 :I-t els 2‘8 EID ;2
Y

Figura IIL.3: Interpretacién Geométrica un sistema de ecuaciones que no tiene

solucion

ii. Si los planos se intersecan en un conjunto de puntos comunes, que puede
ser una recta en comiin, o se sobrepongan los planos entre si, el sistema tiene

infinitas soluciones.

Figura II1.4: Interpretacion Geométrica un sistema de ecuaciones que no tiene

infinitas soluciones
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Calcular las soluciones de los siguientes sistemas de ecuaciones lineales:

20 —y+3z2=1
—dr+2y+2=3
—2r+y+4z2=14
10z — 5y — 62 = —10

(2x—3y—|—4z—t:3
rT+2y—z+2t=1
3r—y+22—-3t=4
([ 3r—y+z-Tt=4

1.

(r+y+z2=1
T—y+z2=0
r+y+-—z=1
(2 —y+32=0

1ii.

(x+y—32:—1

2v+y—2z=1
r+y+z=3

\x+2y—3z:1

iv. ¢

(Zx—y+3z:3
3r+y—952=0
dr—y+2z=3
(z+ 3y — 132 = —6

(x+3y—|—2z:0
20 —y+32=0
3r—by+4z=0
2+ 17y +42 =0

Vi.

r+y+zt+tut+ov="7
3r+2y+z+u+3v=-2

Y+ 224 2u+ 6v =23
(0T + 4y + 32+ 3u—v=12

vi.
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. Las ecuaciones para hallar las intensidades de corriente i, iy e i3 en un
determinado circuito de tres mallas son:
30y — iy + dig = 2
Zl+322—613:8
2, — iy — 2i3 = 0

Hallar i17 ’L.Q e i3

. Hallar los valores de la constante o para que el sistema:

i. Tenga solucién tnica
ii. No tenga solucién

iii. Tenga infinitas soluciones

r+y—z=1
20+ 3y +az =3
rT+ay+3z=2

r+2y+a=1
' 20+ oy +8z=3

( rT+y+az=2
r+4dy+ 2z =«
(22 +3y —3z=1

(

TH+y—z2=2
rT—=2y+z2z=3
lz+y+(a?=5H)z=a

(ax —y+2z=a+1
r+ay—z=-—1
[ rtytz=a

4

(a+lz+y+z=1
r+(a+ly+z=1
L(a+3)z+ 2a+4)y+ (1 —a)z=2

. Discuta los valores de o y 3 del siguiente sistema de ecuaciones.

r+y+z=1
20 —ay+z=1
=3z + (a—1)y+pz=28
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Espacios y Subespacios Vectoriales

Los conceptos que eventualmente darian lugar a los espacios vectoriales
tienen raices en la geometria y la fisica de la antigua Grecia y otras civiliza-
ciones antiguas. Los griegos, por ejemplo, estudiaron relaciones geométricas y
magnitudes fisicas, que son conceptos relacionados con los vectores.

Durante la Edad Media y el Renacimiento, hubo un resurgimiento del in-
terés en las matemadticas y la fisica, con matematicos como Descartes y Fer-
mat desarrollando métodos para representar geométricamente las cantidades
fisicas utilizando coordenadas y vectores. Durante el siglo XVIII, matemaéticos
como Euler y Lagrange hicieron contribuciones significativas al estudio de las
transformaciones lineales y los espacios vectoriales. Estos estudios sentaron
las bases para la formalizacién de los espacios vectoriales como una estructura
algebraica.

En el siglo XIX, matematicos como Grassmann, Hamilton y Gibbs desarro-
llaron formalmente la teoria de los espacios vectoriales. Grassmann, por ejem-
plo, introdujo conceptos como los espacios vectoriales de dimensién finita e in-
finita, mientras que Hamilton desarroll6 los cuaterniones, una extensién de los
nimeros complejos que se pueden representar como vectores en un espacio de
cuatro dimensiones. En el siglo XX, con el advenimiento del dlgebra abstracta
y la teoria de conjuntos, los espacios vectoriales se estudiaron de manera mas
generalizada y abstracta. Matematicos como Hilbert, Banach y von Neumann
realizaron contribuciones fundamentales al estudio de los espacios vectoriales
normados, los espacios de Hilbert y los espacios topoldgicos vectoriales.

La historia de los espacios vectoriales es una historia de evolucién mate-
matica, desde sus origenes en la geometria antigua hasta su formalizacién mo-
derna como una estructura algebraica fundamental. Su estudio y aplicacién
contintian siendo vitales en muchas dreas de la ciencia y la tecnologia moder-
nas

El estudio de espacios y subespacios vectoriales es fundamental en mate-
maticas y en una amplia variedad de disciplinas por varias razones impor-
tantes como el modelado de fendmenos naturales, muchos fendmenos en la
ciencia y la ingenieria pueden ser modelados de manera eficaz utilizando con-
ceptos de Algebra Lineal y espacios vectoriales. Por ejemplo, el movimiento de
particulas en fisica, la transferencia de calor en ingenieria o la propagacién de
sefiales en comunicaciones se pueden describir mediante sistemas de ecuacio-

nes lineales en espacios vectoriales.
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Espacios Vectoriales

Sea V un conjunto de elementos (vectores) no vacio, sobre el cual se han
definido dos operaciones, la suma (+) de dos elementos del conjunto V y el
producto (-)de un escalar , a € K, por un elemento de V, se dice que V es un
espacio vectorial (V, K, +, ) si cumple con las siguientes propiedades (Espi-
noza, 2006):

En esta seccién se trabajara en el campo de los Reales, (R)

Seanu,vAweVyaASeR
iut+tv eV Ley de Composicion Interna
ii.u+v =v +u Axioma Conmutativo

iii. u+ (v+w)=(u+v)+w Axioma Asociativo

iv. u+ ¢ = u; ¢ vector nulo Existencia Elemento Neutro
V. u+(—u)=9¢ Existencia Inverso Aditivo
vi. au eV Ley de Composicion Externa
vii. a(u+v)=au+av Axioma Distributivo 1
viii. (a+ f)u = au+ fu Axioma Distributivo 2

ix. a(f)u=(af)u Axioma Asociativo
X. lu=u

A los elementos de un espacio vectorial se los denomina vectores.

Los Espacios Vectoriales, para los diferentes ejemplos y ejercicios propues-

tos, son:

i. Matrices de cualquier orden : Mat (R), ..
ii. Vectores propiamente dichos, n representa la dimensién: R"
iii. Polinomios de grado menor igual a n: P, (z)

iv. Funciones Reales: F
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Ejemplo 47 Demostrar el axioma conmutativo en el espacio vectorial de las funciones
reales F € Ja, b|

Por demostrar que:
(f+9) (@)= (g+f)(2) si f(z), g(x) AR(z) € F, aNGER

i (f+9)(x)= (f+9)(z) Axioma Reflexivo
ii. (f+g)(x)= f(z)+gx) Def. Suma de funciones
iii. (f+g)(x)= g(z)+ f(x) Axioma Conmutativo de Suma de Funciones.

iv. (f+g)(x)= (9+ f)(x) Def. Suma de funciones

Ejemplo 48 Demostrar el axioma asociativo en el espacio vectorial R"

Por demostrar que: u+ (v+w) = (u+v) +w.
Seanu,vyw € R", tal que:
u = (u17u27“' 7un)/V = (U17U27'” 7Un)YW = (w17w27"' 7wn)/

Por demostrar que: u+ (v+w) =u+ (v+w)
l.u+(v+w)=u+(v+w)

2. u+ (V4+w) = (u,ug, -+, uy) + (01 + wy,v9 + wa, -+, 0, + W)
3. u+ (v4+w) = (ug,ug, -+ ,up) + (01,09, ,0,) + (wy,we, -+, wy)
4.ou+ (v4+w) = (ug +vr,up + 02, Uy Uy) + (Wi, w0 W)

5 u+(v+w)=(u+v)+w
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Ejemplo 49 Demostrar el axioma del producto de un escalar por la suma de vectores
en el espacio vectorial de los polinomios de grado n con coeficientes reales (Garcia,
2005).

Por demostrar que: a[Q,,(z) + R,,(z)] = aQ,(z) + aR, ().
Sea Q,.(z) AR, (z) € P,(z), o € R, tal que:
Q.(z) =ap+arx+ -+ a,2™, Ry (z) = by + byx + - - - + byz™

i. aQ,(z) + aRy,(z) = aQ,(z) + aR, ()
ii. aQu(z) +aR, () = alag+ a1z + - - + ap2™) + a(by + iz + - - - + bya™)
iii. aQ,(z)+aR,(z) = (aag+aaz+- -+ aa,z"™) + (abg + abix + - - -+ ab,x™)
iv. aQ,(x) + aR,(z) = aap + aby + ca1x + abyx + - - - + aax" + ab,z"
V. aQ,(z) + aR,(z) = alag + by) + a(ar + b))z + - - - + aan, + by)z"
vi. aQn(x) + aR,(z) = af(ag + bo) + (a1 + b))z + -+ + (an + by) 2"
vii. aQ,,(z) + aR,(z) = af(ag + a12 + - - - + apa™) + (bg + byx + - - - + bya™)]

viii. aQ,(z) + aR,(z) = a[Q.(z) + R,(2)]

Subespacios Vectoriales

Se llama subespacio vectorial, de un espacio vectorial definido sobre un
campo R, (V, R, +, e), a cualquier subconjunto S, S C V, no vacio, tal que S es

un espacio vectorial con las mismas operaciones definidas sobre V.

i. Si S es un espacio vectorial, S C Vy S # ¢, entonces:

u+veSVuves

ii. S es subespacio vectorial de V &
au € S;Vae KyueS

Ejemplo 50 Determinar si el conjunto W = {(x,y) € R? : y — 2z = 0} es un

subespacio de R?

Sean:uyv € W, tal que u = (z1,221) y v = (29, 222)

Para que sea subespacio vectorial debe cumplir los siguientes axiomas:
lLL.u+veW

2. cu e W
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Axioma reflexivo

ii. u+v = (x1,221) + (29, 222) Definicion de vectores
iii. u+v = (1 + 29,221 + 229) Def. Suma de Vectores
iv. u+v = (21 + z2,2(x1 + z2)) Axioma recolectivo de la suma de R

V. u+v=(z,2x)

2. au e W

ii. au = a(z,2r1)
iii. au = (axy, 02xq)
iv. au = (axy,2ax;)

v. au = (x,2x)

Axioma reflexivo
Definicion de vector
Definicién de producto por escalar

Axioma conmutativo del producto de R

El espacio vectorial R? se lo puede representar como el conjunto de todos

los vectores que se encuentren en el plano z, y, y el subespacio vectorial como

el conjunto de vectores que cumplen la condicién y — 2z = 0. Esto se puede
representar en forma gréafica, Figura IV.1, es decir el sub espacio W, se repre-

senta por todos los vectores que se encuentran sobre la recta punteada.

Lo que se acaba de probar es que: si se toman dos vectores que se encuen-

tren sobre la recta que representa el conjunto W y se lo suman, su resultante

debe caer en el mismo conjunto W, para este caso en la misma recta (cumplir

con y — 2z = 0), de igual forma, si se multiplica un escalar por un vector que

cumpla la condicién dada, el resultado debe seguir cumpliendo la condicién.
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A
Vv
X

Figura IV.1: Rotacién de un vector

Ejemplo 51 Determinar cudl de los Subconjuntos son subespacios vectoriales de R*:

a. Sy ={(z,y,2) e R®:2—2y+2=0}

Del conjunto dado se puede obtener que: + = 2y — z, por lo tanto los

vectores para la demostraciéon de las propiedades son:
u= 2y —z2,y1,21) Yy v=_2y2— 22,92, 72)
l.u+ve Sl

Lu+v=u+v

ii. u+v =2y —21,y1,21) + (2y2 — 22, Y2, 22) Def. de vectores
iii. u+v=_2y; — 2 +2y2 — 22,01 + Y2, 21 + 22)  Def. suma de vectores
iv. u+v = (2y; +2ys — 21 — 20, Y1 + Yo, 21 + 22) Conmutativo suma de R

v. u+v =2y +y2) — (21 + 22),y1 + Yo, 21 + 22| Axioma recolectivo
vi.u+v=_2y—2zvy,2)

2. au €Sy
i. cu=oau Axioma reflexivo
ii. au=a(2y; — 21,y1,21) Definicion de vectores

iii. au = (201 — azy,ay1,az1) Definicion Producto por escalar
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iv. au = 2y — 2,y, 2)

Se puede observar que el conjunto S;, si cumple con los dos axiomas
anteriormente indicados, por lo tanto el conjunto S;, es un subespacio

vectorial de R3.

. Se={(z,y,2)eR®:x+y=2—1}

El conjunto S, no es un subespacio vectorial de R?, ya que no posee ele-

mento neutro.

EJERCICIOS PROPUESTOS

1.

Enelev. (R* R, +,e0):

. Enuncie y compruebe la propiedad conmutativa de la suma.

. Enuncie y compruebe la propiedad asociativa del producto por escalar.
. Enelev. (R* R, +,e):

. Enuncie y compruebe la propiedad asociativa de la suma.

. Enuncie y compruebe las propiedades distributivas del producto por es-

calar.

. En el ev. (Mat(R)», R, +, ). Enuncie y compruebe la propiedad del

inverso aditivo, asumiendo la existencia del neutro aditivo.

. Enel ev. (F,R,+,e), el e.v. de funciones reales sobre el campo de los

reales. Enuncie y compruebe las propiedades distributivas.

¢Cudles de los siguientes conjuntos son s.e.v. del e.v. R* sobre el campo
de R? (Justifique su respuesta)

Si ={(z,y,2) ER®: 2z +y >z}

Sy = {(z,y.2) €R*: [a| = |y + z[}

1 1 —=z
. S;={|zr,y,2| € R®/|A| =0},donde A= [ -1 2 =z
-1 2 vy

(Cuales de los siguientes conjuntos son s.e.v. del e.v. de las matrices

Mat(R),, sobre el campo de los reales R? (Justifique)
S, = {A € Mat(R), : 2|4| = 0}
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b. S; = {A € Mat(R),, : Tr(A") =0}

c. S3={A € Mat(R), : a; =0}

d. Sy ={A € Mat(R), : A = A"}

e. S; = {A € Mat(R),, : A matriz diagonal}
f. Sg = {A € Mat(R), : AB = ¢}

7. ¢(Cudles de los siguientes subconjuntos son s.e.v. del e.v. (F, R, +, @)?
(Justifique)

a. Sy = {f/f espar}

b. S, = {f/f es decreciente}
c. S3 = {f/f es inyectiva}
d. S, = {f/f es derivable}

e. S5 = {f/f(0) = f(1) +2}

Combinaciones Lineales

Sea V un espacio vectorial (V, R, +,e),yU C V ,talque U = {u,us,...,u,};
se llama combinacién lineal de los elementos del conjunto U, a todo vector que

se pueda formar por la combinacién de los elementos del conjunto U:
Z?:l o;u; = aquy + asus+, ..., +a,u, =V, donde oy € R A v,u; € Vv

Se dice que el vector v es una combinacién lineal del conjunto U, si existen

los escalares «; de la siguiente ecuacion:

vV =qou; + Oé2112+, ey +anun, o; € R

Ejemplo 52 Determine si el siguiente polinomio py (x) = 32> — x + 1, es un combi-
nacion lineal del conjunto A = {ry (z),ts (), q2 (x)} tal que: ro (z) = 2* — 1;
ty(z) =x+5y q(z) = 22?4 3a.

Lo que se quiere saber es si: po(z) = ary(z) + Sta(x) + dga(x)

30 —z+1=a(2®— 1)+ B(z+5)+6 (22° + 3z)
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322 —x 4+ 1 =az? — a+ fr + 56 + 202° + 36x
3P —x+1=(a+20) 2> +(B+38)x—a+50

El sistema a resolver es:

a +20=3
B+35=—1
—a+58 =1

Resolviendo el sistema se obtiene:

57 14 -9

a=3 =i 13

Como existe solucion, el py(z), es una combinacién lineal del conjunto A
Ejemplo 53 Determinar el valor de “a” para que el vector v sea combinacion lineal
de vy y vy, si:v=1(a,0,0);, vy =(0,1,1); vo = (1, —1,1).
(a,0,0) =« (0,1,1)+ B (1,-1,1)
(G,O, 0) = (O,CY,O() =+ (67 _576)
a=04+p8 = a=p
O=a—-f8 = 0=a-p
O=a+p =0=a+p

Resolviendo por eliminacién Gaussiana:

0 1 0 1 0 1 0 1|a
—110 | fa—fa| 1 =10 %3 1 =10 |fo+fs] 1 00
1 1 0 2 0 1 0 1]0

0 1| a

fa=—fil 1 0] 0

0 0|—a

Para que el sistema tenga solucién a = 0. Sia = 0 el vector v es combinacién

lineal delos vectores v; y vs.
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Conjunto Generador

Un conjunto de vectores {vy, vs, - -- v} de un espacio vectorial V, toma el
nombre de conjunto generador de V, si todo v € V, se puede expresar como
combinacion lineal de los vectores v, va, - - - V.

El espacio generado también se lo define como el conjunto de todas las combi-

naciones lineales que se pueden realizar con un conjunto dado.

Capsula de un Conjunto

Sea V un espacio vectorial cualquiera y S subconjunto de V (S C V).
S # ¢ (vacio). La capsula (S) el conjunto formado por todos los elementos de
v que puedan expresarse como una combinacién lineal de S (S es el conjun-

to de todas las combinaciones lineales de dichos elementos que pertenecen a S)
(S); Cdpsula
(S) = {v eV: Zaivi = a1V1 + aoVo+t, ..., +a, v, a; € R}

i=1

Ejemplo 54 Determinar la capsulade S = {1 +x,1+ 2%, 1+ 23} ; S C P3(x)

a(l+z)+81+2%) +6(1+2°) = ao + a1z + apa® + aza’
a+axr+ B+ B’ + 6+ 02> = ag + a1z + asx® + aza®
(a+B+0)+ (a)z+ (B)2* + (0) 2° = ap + a1 + asa® + aza®

El sistema a resolver es:

a+B+d=ag
« = ay
ﬁ = a2
§:a3
1 1 1]ag 1 1 1 ao 1 1 1 ao
1 0 Ofa 0 -1 —-1|a;—a 0 —1 -1 a; — a
" h O et b
01 0]ae 0 1 0 Qo 0 0 —-1|as+a;—ag
0 0 1]as 0 0 1 as 0 0 1 as
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1 1 1 ag

0 -1 -1 a1 — Qg
Ja+ f3

0 0 —1 ao + a1 — ag

0 0 0 as + as +a; — ag

Para que en el sistema planteado exista solucién se debe cumplir:
as + az + a; — ap = 0, por lo tanto el espacio generado por el conjunto dado,
son todos los polinomios que cumplan con la condicién: as + az + a; — ag = 0;
donde «a; son los coeficientes reales de los polinomios.

El espacio generado se puede representar como:

S = {ag + a1z + ayx® + asx® € P3(x) : as + ay + a1 — ag = 0}

1 — —
Ejemplo 55 Encontrar la cdpsula del sigquiente conjunto: S = { (2 31> ; <i 03> }
1 -1 2 -
Q + B ’ = (" ’
2 3 1 0 c d
a -« n 26 =38\ [a b
200 3« B0 ) \cd

El sistema a resolver es:
4

a+260=a
—a—36=0
20 + B=c
\304 =
1 2 la 1 2 a 1 2 a
ol [ BT e L e 0 —a—b | fa+fo
2 1 fi=2il o gle o0 [TV 0 3] el aa Fi+ 61
30 fa=30\ o 6| d-3a 0 —6|d—3a
1 2 a
0 1 —a—2b
0 0| —5a—3b+c
0 0|—9a—6b+d
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—5a—3b+c=0
—9a —-6b+d =0

Por lo tanto, su cdpsula es:

El espacio generado se puede representar como:

b —ba — 3b =0
s={(" ") eMat(r),,: V"¢
c d —9a —-6b+d=0
Una forma de comprobar si estd bien realizado el ejercicio, es verificar si los

vectores del conjunto dado cumplen con las condiciones encontradas.

I -1 2 -3 1 -1
Del conjunto S = ; , la matriz cumple con
2 3 1 0 2 3

las condiciones encontradas:
—5a—3b+c=0—-5(1)—-3(-1)+2=0

—9a—6b+d=0——9(1)—6(—1)+3=0

De la misma forma, se deberia comprobar con el otro vector (matriz) del con-

junto S.

Dependencia e Independencia lineal

Sea V un espacio vectorial, (V, K, +,e¢)y A C V, talque A = {u;, uy, ..., u,};
se dice que el conjunto A es Linealmente Independiente (L.I) si el siguiente

sistema homogéneo:
xXiui+ Xgug + ... +O(nun:07

tiene como tnica solucién, la solucién trivial es decir oc;= 0; Vi € Z™.

Si el sistema tiene infinitas soluciones, el conjunto es Linealmente Dependien-
te (L-D).

Ejemplo 56 Determinar si el siguiente conjunto es linealmente independiente.
W = {1+2z—32% -2+ 3z +2%z—52°} CPy(x)

oc(1+2x—3x2)+6(—2—|—3m—|—a72)—|—7(x—5x2):0
x +2 o x — 3 o< 2® — 28+ 3Bx + B+ yx — 5y2z® =0

(¢ =2B) + (2 x +38+ )z + (B —3 ¢ =5y) 2> =0
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El sistema homogéneo a resolver es:

x —20 =0
2x+38+v=0
—3x+5—-5y=0

Un sistema homogéneo tiene dos posibilidades de solucién; tnica e infini-

tas soluciones.

1 -2 0
A=\ 2 3 1 |;Matriz delos coeficientes.
-3 1 =5
0 -2 0
0 3 1
0O 1 5 0
X= = = 0
1 -2 0 —30
2 3 1
-3 1 =5
0
= - O
= 30
0
= — = 0
B —30
0
= — = 0
7T 30

El conjunto, W = {1 + 2z — 322, =2 + 3z + 2%, 2 — 52?} C Py(x), es Lineal-
mente Independiente.

Al aplicar el método de Cramer en la resolucién del sistema se puede ob-
servar que, basta con analizar el determinante de la matriz de los coeficientes
(matriz A) , ya que el determinante del numerador siempre sera igual a cero,
debido a que siempre tendrd una columna nula. Por lo tanto, se puede concluir

que:

Si|A| =0, el conjunto el Linealmente Independiente, (L.I)
Si|A| # 0, el conjunto el Linealmente Dependiente, (L.D)
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Considerando el ejercicio anterior, se tiene: A = | 2 3 1] =-30,1lo

que indica que el conjunto es Linealmente Independiente.

“_7

Ejemplo 57 Sea S C Py(z) . Determinar el valor de “a” para que el conjunto S sea
linealmente independiente. S = {1 + ax + 2, —1 + 2%; (1 + a) + '}

x(l+ar+2*)+8(-14+2*)+7((14+a)+z)=0

x—F+(1+a)y=0

a o< +v=0
x +f3 =0
1 -1 1+4+a
S=la 0 1 |=a(l+a)—1-1
1 1 0
a?+a—-2=0
(a+2)(a—1)=0
a=—-2ya=1

LLVaeR—-{-2,1}
LD.Sia=-20a=1

Wronskiano

Sean fi, fs,..., f, funciones reales n—1 veces diferenciables. El Wronskiano
de estas funciones es la funcién con dominio de la interseccién de los dominios

de todas las f; definida por:

fAl) fle) o fal@)
flx)  fole) o fi@)

w(z) =

_ -1 —
) BTN TN )
Para determinar si el conjunto dado de funciones es Linealmente Depen-

diente o Independiente, se analiza el determinante formado por sus diferen-

ciales; es decir si:
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= 0; El conjunto es L.D.

PH) 7). SN

fAlx)  fle) o fal@)
filx) o) o @)

# 0; El Conjunto es L.I.

1) TN ()
Ejemplo 58 Determinar si el siguiente conjunto {e*, e~*,cosh (x)} es L.D o L.I.

xT

e’ e * cosh(x)

e* —e® sinh(z)| =0

xT

e e *  cosh(x)

Como se tiene dos filas iguales (f; = f3), eso significa que el determinante

es 0; por lo tanto, el conjunto dado es Linealmente Dependiente.

Base y Dimensiéon
Base:

Un conjunto de vectores {v;, Vs, ..., vi} de un espacio vectorial V, es una
base de este espacio, si y solo si, todo vector v € V se puede expresar como

combinacion lineal tinica de los vectores vy, vo, ..., V.

Sean (V, K, +,e) un espacio vectorial y B C V. El conjunto B es una base
del espacio vectorial V, si y solamente si, B es linealmente independiente y B

generaa V.

B es una base de V, si y solo si:
1. B es Linealmente Independiente.
2. (B) genera el Espacio Vectorial.
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Dimension:

La dimension de un espacio vectorial (V, K, +, ), es el nimero de vecto-

res que posee la base del espacio vectorial.

Bases Canodnicas

La base canodnica o base usual del espacio vectorial K" sobre un cuerpo K
es el conjunto de los n vectores cuya tnica coordenada distinta de cero vale 1.

Es decir, consta en el siguiente orden de los vectores:
Bgr» ={(1,0,...,0);(0,1,...,0);...;(0,0,..., 1)}

Dentro de las bases canénicas, de los espacios vectoriales a ser utilizados, se

pueden destacar las siguientes:

i. Bre = {(1,0);(0,1)}

ii. Bp,,, = {1, z,2%}

o= {(0 000 (6)

Ejemplo 59 Determinar una base del siguiente subespacio espacio vectorial.

b —b+3c=0
w=1(% ") eMat (r): “ T
c d 20+b+d—-c=0
Los vectores (matrices) que pertenecen al subespacio W, cumplen con las

condiciones:
a—b+3c=0
204+b+d—c=0

Para encontrar una base, se debe resolver el sistema formado por las condicio-

)

nes de anteriormente expuestas.

1 -1 3 0]0 1 -1 3 0
fo—2f
2 1 -1 10 0 3 -7 1
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Sistema Escalonado resultante:

a—b+ 3c =0
3b—Tc+d=0

Como el sistema escalonado tiene mds incognitas que ecuaciones, el sistema

tiene infinitas soluciones, las cuales, para este caso, quedaran en funcién de b

y c.
a=0b-—3c

d=—-3b+Tc

Al encontrar la solucién general se tiene que:

ab_b—3c b _bb+—3cO
c d) c —-3b+ Tc ~\o —3b c Tc

Por lo tanto, una base del espacio dado es:

=16 ) (03

La dimensién del subespacio W es “2”, ya que la base tiene 2 vectores (matri-

ces).

Ejemplo 60 Determinar una base del siguiente subespacio dado:

W = {a+br+cz’ € P(z);a—b+3c=0}

De la condicién: a — b + 3¢ = 0, se puede despejar cualquier variable, para este
caso a + 3¢ = b.
Al plantear la solucién general, considerando que el subespacio es de polino-
mios, se obtiene:

a+ bx + ca®

a+ (a+3c)x + ca?
a(l + ) + c(z® + 3x)

Sia =1y c =1, unabase del conjunto dado es: Bp,(,) = {1+ z;3z + 2?}
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Ejemplo 61 Dado el conjunto S = {(1,—2); (-3, 6)},S € R>. Hallar:
a. (S).
b. Elvector (2,3) pertenecea (S ) ?

Para determinar ( S ), se plantea una combinacién lineal con los vectores

del conjunto S.

a. (S).
(a,b) = a(1,-2) + 5 (-3,6)

a —3B0=a
—2a+668=10
1 —-3ja 1 -3 a
+ 2
<-a 6 b)ﬁ ﬁ(o 0 m+b>

Para que el sistema tenga solucién, b + 2a = 0.

(S):b+2a=0
Subespacio generado por el conjunto S:

S ={(a,b) € R*: 2a+b=0}

b. El vector (2, 3) pertenecea (S ) ?

Para analizar si el vector (2, 3), pertenece a ( S ), se verifica si cumple la
condicién b + 2a = 0
3+2(2) =0

740

Como el vector (2, 3), no cumple la igualad, el vector no pertenecea ( S )
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Ejemplo 62 Sea S = {1+t —1t% 2+t —3t% 1+ 3t + t2, 1 + 2t} un subconjunto
del espacio vectorial Py (t). Hallar el subespacio vectorial generado por (S '), ademds
determinar una base.

a+bt+ct? = al+t—1*)+B2+t—3t°) +y(1+3t+t*) +0(1+21)

a+bt+ct? =(a+28+7+0)+ (a+B+3y+20)t+ (—a—368+9)t

a+28+v+0=a
a+[f+37v+20=0

—a—30+v=c
1 11aff1211a
11326f2+f10—121b—a
1 =31 0le/) """\ 0 =1 2 1]a+e
1 2 11 a

fs—fol 0 -1 2 1 b—a
0 0 0 0|2a—b+c
(S) ={a+bt+ct* € Py(t): 2a—b+c=0}
b=2a+c
Bs = {a+ (2a + ¢)t + ct*}
Bs = {a + 2at, ct + ct?*}
Bs = {1+2t, t +t°}
Ejemplo 63 Demostrar que el subespacio de R® en el que se encuentran los vectores

vi =(1,0,-1), vy = (0,2, -2), vs = (0, —2,2) es el plano x +y+ z = 0. Y verifique
si el vector (1,1, —2) se encuentra en dicho subespacio.

Se plantea la combinacién lineal, igualando al vector més general del espa-

cio R?

(:Cv Y, Z) = O{(]_, 07 _1) + 5(07 27 _2) + 7(07 _27 2)

1 0 0 |z 1 0 0 T
0 2 =2y |fs+f]0 2 =2 y
-1 -2 2 |z 0 -2 2 |z+=z
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1 0 O T
fs+fo| 02 =2 Yy
00 0 |otytz

Se verifica que el plano generado por los vectores dados esel, t +y+ 2 =0

El vector (1,1, —2) pertenece al subespacio generado por los tres vectores,
ya que cumple con la ecuacién, x +y+2=0—1+1+(—-2) =0.

Ejemplo 64 Dado el conjunto S = {14+x—1?, 3x—42?, 1-22+327}, S € Poy(x),
hallar (S) y establecer una base para el subespacio generado.

Se plantea la ecuacion lineal:
a+br+cr’ = all +x—2°) + B(3r — 42?) + (1 — 22 + 327)

a+br+cr® = (a+7)+ (a+38 —2y)x + (— a — 48 + 37) 2
& +v=a
a+38—-2y=0
—a—48+3y=c

1 0 1 |a e f 1 0 1 a L 1 0 1 a
13 —2|b f2+f1 0 3 —3|b—ua f}f 0 1 —1]&
1 -4 3 |c¢) TN 0 —4 4 jate ) ~1 1 |l
10 1
=fith| 01 —1] G5
0 (—a+4b+3c)
12

Para que el sistema tenga solucién: —a + 4b+ 3¢ = 0, Span(S): —a+4b+3c =0

S ={a+bxr+cx’ € Py(x): —a+4b+ 3c=0}
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Para determinar una base, se parte de: a = 4b + 3c
a+ bx + cx?

4b + 3¢ + bx + cx?
——

a
(4b + bz) + (3¢ + cz?)

Sib=1yc=1
Bs = {4+ ;3 + 2%}

Ejemplo 65 Dada el s.e.v W = {a + bx + cx® € Py(z)/ p'(0) = p(—1)} del e.v.

P,(x) sobre R. Determinar un conjunto generador de W.

p'(0) = p(-1)
b=a—-b+c
a—2b+c=0 (Iv.1)

W = {a+bx+cx® € Py(x)/a—2b+c=0}

De la expresion se puede despejar una de las variables, en este caso
se despeja a y se reemplaza en el vector general a + bz + cz?, quedando la

expresion:

2b — ¢ + bx + cx?

Para determinar la base se agrupan los términos que tengan las mismas

variables:
2b + bx — ¢ + cx?

(2+2)b ; (~1+a%)c

porlotantosib =1y c=1,labase es:

Bw = {2+z, —1+2?}, que puede ser considerado como un conjunto generador
de W
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Ejemplo 66 Analizar la dependencia o independencia lineal de los siguientes conjun-
tos. En caso de ser linealmente dependiente, hallar una relacion de dependencia a:

a. S={(1,-1,-2,3),(1,-1,0,2),(-2,0,1,—-1),(0,1,0,1)}
<O707070) = (1? _17 _273) + /8 (17 _17072) +’Y(_27 07 17 _1) + 5 (07 1707 1)

Aplicando eliminacién Gaussiana al sistema aumentado:

1 1 -2 010 1 -2 010
—1 -1 0 1|0 | R+AloO —2 1/0
9 010 | fs+2A ] 0 3 0/0
3 110/ fi-3\0 -1 5 1]0
1 1 =2 010 1 1 =2 010
0O -1 5 110 0O -1 5 110
%
fa=da) g —3oof+2f0 7 2|0
0 2 110 /)" o 2 1]0
1 1 -2 0]0 1 1 -2 010
Lot s 1o 0 -1 5 10
7 0 1 20 0 1 2o
0 -2 1|10 ) f1+2f;\ 0 0 210
El sistema escalonado resultante es:
a+pf—-2y =0
—B+5y+d=0
2
—6=0
11
—0=0
7
El sistema tiene la solucién trivial por lo tanto es linealmente indepen-
diente.
b. S = {-1,2¢*, 12>}
Aplicando el Wronskiano y analizando el determinante.
_1 2€2x $2€2x
4e%* 2xe?® + 2x2e?
w(x) =0 4e* 2we?” 4 2x%e?® =—

) ) N 5 o 8e?®  2e2T 4 8xe®® + 4x2e®
0 8e*® 2e** 4 8re”® + 4x“e”
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4e%®  Qxe®® 4 2x2e”

0 2e%% 4 4xe®®

= (-1
( )ﬁ—2ﬁ

= —4e” (26*" + 4we*) = —8e* (1 + 2x)

El determinante es diferente de 0, w(z) # 0, por lo tanto, el conjunto

S = {—1,2¢e**, 2%¢*} es linealmente independiente.

c. SeaS = {1+2zx—2? —1+ar+B2*, -2 —4z+ (a® + a)z?}.

i. Para que valores de oy 3 es 1.d. ? Hallar una relacién de dependen-
cia en cada caso.

0= 6(1+2z—2%) +0(—1+ az + B2°) + ¢(—2 — 4z + (® + a)z?)

0=(0—0—2¢)+ (26 + abf — 4¢)x + (=0 + B0 + (& + a)¢)a?

1 -1 —2 0
2 « —4 0
-1 B8 (®*+a)|0
-1 -2 1 -1 -2
wx)=|2 « —4 | = fo—=2f]0 a+2 0

-1 B8 (a®+a) fs+fi 0 =1 (®>+a—2)

o+ 2 0
-1 (a®*+a—2)

=(a+2)(a*+a—-2)=(a+2)(a+2)(a—1)

(a+2)2(a—1)=0

f € R puede tomar cualquier valor no influye en la relacién de depen-
dencia

Cuando oo = —2 0 o = 1 el sistema es linealmente dependiente.

ii. Para que los valores de o y 8 es 1.i.?
f € R puede tomar cualquier valor no influye en la relacién de indepen-
dencia. Cuando a # —2, a # 1 el sistema es linealmente dependiente.
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iii. Hallar (S) en cada caso de la parte (a)
Cona=-2ypB=0

1 -1 =210
2 =2 —4\0
-1 0 2|0

Aplicando eliminacién Guassiana, (Se deja para el lector realizar la elimi-
nacién) (S) : b —2a =0

S={a+br+c®€Py(z):b—2a=0 }

Cona=1yps=1

1 -1 =210
2 1 —410
-1 1 2|0

Aplicando eliminacién Guassiana, (Se deja para el lector realizar la elimi-

nacion) (S) : ¢=0

S={a+br+cr’*cPy(x): c=0}

Ejemplo 67 Sea M = {(pq) eMat(R)y:p—q—7r=0 A p—i—q—s:O}.

Demostrar que M es un s.e.v. de (Mat(R),, R, +, ®) Determine una base, diga su

rs
dimension.

Desarrollo

Partiendo de las condiciones dadas en el conjunto M

p—q—r=0 p+q—s=0
r=p—(¢ s=p+q
U= b1 q1 V — b2 q2
PL—q@p1ta P2 — q2P2 + @2

Por demostrar que: U+ V e My aU € R
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. U+VeM
U+V=U+V
_ b1 q1 I b2 q2
PL— @1 p1+q1 P2 — q2 P2+ Q2
_ p1+ P2 Q1+ q2
P1L—q¢1+pP2—q p1+q+p2+q
. D1+ P2 G1 + g2
pAp—(+e) p+a+p+ae
i. aU e R

aU =aU

b1 q1
=
(pl —q1p1+ Q1>
_ api aqr
o (p1 —611) 04(p1+Q1)

_ api aq
apy —aqr  ap; + aq

El conjunto M, es un subespacio vectorial de Mat (R),

Para determinar la base se parte de las condiciones dadas: » = p — ¢,

S (R
SR PR CHIEETS
= {0 G}

s=p+q
Por lo tanto:
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Suma e Interseccién de Subespacios Vectoriales
Interseccion de Subespacios Vectoriales:
Sea (V, R, +, ) un espacio vectorial cualquiera con W, y W, subespacios
vectoriales de V, la interseccion se define como (Cuevas, 2009):
WlﬂWQI{’UEVIUGWI/\WQ}

Se denomina interseccién de los subespacios vectoriales W; y W, al con-
junto de todos los vectores pertenecientes simultdneamente tanto a W; como
a Wg.

r

Teorema 4 Sea (V,R,+,e) un espacio vectorial cualquiera con Wy y W
subespacios vectoriales de 'V, la interseccion W1 N Wy, es otro subespacio vec-
torial del mismo espacio vectorial

Suma de Subespacios Vectoriales:

Dado un espacio vectorial (V, R, +, e), y dos subespacios suyos W; y Wy,
se denominan suma de dichos subespacios, y se representa por W; + Wy, al
conjunto de todos los vectores de V que pueden expresarse como suma de un
vector de W, y otro de W.

W1+W2:{V€VZW1 + Wy =V, W1€W1/\W26W2}

Para tomar en cuenta:

= Obsérvese que, tanto la intersecciéon como la suma de subespacios siem-
pre son conjuntos no vacios, ya que les pertenece a ciencia cierta el vector

nulo del espacio vectorial V.

» Para encontrar la interseccién de subespacios, se formara un sistema de ecua-

ciones con las condiciones de los subespacios dados.

» Para encontrar la suma de subespacios vectoriales se necesita las bases de

cada uno de los subespacios, con las bases se formara una matriz y mediante

la eliminacion Gaussiana se elimina los vectores redundantes. Los vecto-

res que no se anulan forman la base de la suma.

114



Apuntes de Algebra Lineal

» Si Wy N W, = ¢ (¢ elemento neutro), se dice que los conjuntos son
disjuntos. Se debe recordar que para que un conjunto sea considerado
subespacio vectorial debe contener el elemento neutro, por lo que este

elemento va a estar presente en todo subespacio.

Suma Directa:

Dados un espacio vectorial (V, R, +, ®), y dos subespacios suyos W; y Wy,
se denominan suma directa de dos subespacios, y se representa por W; & W,

siv =u+ w tal que si 3lu € W, y 3lw € W,, da como resultado v =u + w.

Wl@WQZ{VGVZ(H!UEW1)(3!W€W2), V:u+W}

» La suma directa se presenta cuando: W; N W, = ¢, es decir los

subespacios son disjuntos.

» Si W; y W, son disjuntos, estos subespacios toman el nombre de

subespacios suplementarios.

Ejemplo 68 Dados los siquientes subespacios

S ={(z,y,2) €R®*: 2 -2y + 2 =0}

T={(z,y,2) e R® : 2 +y— 5z =0}

Determinar:

i sSNT

i. S+ T

iii. S®T

i. SNT
Para determinar la interseccién, se plantea un sistema de ecuaciones con
las condiciones de cada uno de los subespacios, de tal manera que la
solucion de este sistema forma el conjunto de los vectores comunes para

los subespacios dados.
rT—=2y+z=0

r+y—95z=0
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1 -2 1o 1 -2 1
(1 1 -5 o>f2_f1<o 3 6

Reescribiendo el sistema escalonado:

)

r—2y+z =0
3y —6z=0

El sistema tiene infinitas soluciones, por lo tanto: y = Gg—z =2z;x =3z

La solucién general del sistema es: (z,y, z) = (32,22, 2),si 2 = 1,
(r,y,2) = (3,2,1)

Que representa la base del subespacio interseccion.

La interseccién presentada como subespacio:

—32=0
SﬁT:{(x,y,z)ERgzm : }
y—22=0

Una base de la interseccién: Bgnr {(3,2, 1)}, y su dimensién es uno “1”
ii. S+ T
Para encontrar la suma se necesitan las bases de cada uno de los subes-

pacios:

Base del subespacio S:
S={(zr,y,2) eER®: 2 — 2y + 2 =0}

r—=2y+z2z=0
T=2y—=z
(2y—2’,y,2)

BS = {(27 170); (_1707 1)}

Base del subespacio T
T ={(v,y,2) e R®: 2 +y — 5z =0}

r4+y—>5z=0

T =—y-+5z
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(_y + 5Za Y, Z)

BT = {<_17 170); (5707 1)}

Para obtener la suma:

2 1 0

-1 0 1
S+T=

110

5 0 1

Mediante la eliminacién Gaussiana se eliminan los vectores multiplos o

redundantes, dando como resultado los vectores linealmente indepen-

dientes.
2 10 1o—f2f10—1
_101f<—>(1)f 2 1 ;+f101 9
11 0| 1211 f35;01—1
5 01 5 0 00 0 6
10 —1 10 —1
01 2 01 2
- )
TR PO PR T7% et
00 6 00 0

Por lo tanto, la base de S + T, es Bs.t = {(1,0,—1);(0,1,2); (0,0, —-3)}

Esto indica que la suma S + T, da como resultado todo R?

iii. ST
La suma no es directa ya que Bsnr{(3,2,1)}

Ejemplo 69 Se consideran los subespacios:

a b c d
Matm)z:vl:{( >a,beR}va{< >c,e,deR}.
-b a e —c

Encuentre una base de los espacios V1; Va; Vi + Va; Vi N V.

Base de los espacios V1 'y V,
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Para hallar una base de los espacios de V; y V3 se realizan los siguientes

cdlculos: Base para V;

Ahora bien, como:

a b a 0 0 b 10 0 1

= + =a +b

()= (o) ) ()
10 0 1

Una base para el subespacio V;: By, = { ( : }

d
Una base para V,: By, = { (C ) c,e d € R}
e —C

01 -1 0
Como:

c d c 0 0 d 0 0 1 0 01 0 0
= + + =c +d +e
N ) ) Y ) VY B O

Una base para el subespacio V,
1 0 01 0 0
By, = ; ;

Para la Interseccion, se ocupa las siguientes condiciones que se pueden deducir

de los conjuntos dados:

b —d=
vi=d[® Vaverl ol Y uper @
—b a c d b+c=
Vy = men m,n,p € Ry = men m,n,pANqe R m+q=20
p —m p q

Si el conjunto Vs, se lo escribe en funcién de las mismas variables del V;,

se tiene:

a b a b
V, = a,b,ce R} = a,b,chde R:a+d=0
c —a c d

Para determinar la interseccién V;NVy, se resuelve el sistema formado por las

condiciones de los subespacios dados:
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a—d=0
b+c=0
a+d=0
Aplicando el método de Gauss:
1 00 —-1/0 100 —-11]0
011 0|0 |fs=A]011 0
100 110 000 —=2]0

Escribiendo el sistema escalonado se tiene:

a —d=0
b+ c =0
—2d=0

d=0 ; b=—c ; a=0

Por lo tanto, el subespacio interseccién es:

=0
a b ¢
VlﬂVQZ d EMat(R)Q:b:—c
¢ d=0
0

1
La base de la Interseccién es: By, nv, = { ( . 0) }, y su dimensién

dim(BVlmvg) =1.

Para la obtencién de la suma V| + V5, se utiliza las bases:

s (00
{006 (09}

Se arma una matriz con cada uno de los elementos de las bases de los subes-

acios V; v Vs, se aplica eliminacién gaussiana, para eliminar los vectores
y

multiplos.
10 0 1 10 0 1 10 0 1
01 -1 0 01 -1 0 01 —1 0
0 1 fs=/1]0 0 2 fi—f2]0 0 0 -2
1 0 0 1 0 00 1 0
0 0 0 1 00 0 1
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10 0 1 10 0 1 10 0 1
01 -1 0 01 -1 0 01 —1 0
fa<rfsl0O 0 0 1 [faexfulO O 1 0 |[fs+2f{0 0 1 0
0 0 0 00 1 0 0 1
00 0 =2 00 -2 0 0 0

La base de la suma V; + V5, es:

o 10 o 1\ (o o\ (o o dimensic
1 - 3 3 3 , Su dimension es cua-
VitVa o 1/°\=10)\1 o)/ o1

tro, lo que indica que la suma da como resultado el espacio vectorial Mat (R),

Teorema de la Dimension:

Teorema 5 Sean S y T, dos subespacio de un mismo espacio vectorial V, se
cumple que:

dim(S + T) = dim(S) + dim(T) — dim(S N 'T)

dim(SNT)=0,siSNT = {¢}

Considerando el teorema de la dimensién, en el Ejemplo 69 se puede ob-

servar que se cumple:

4=2+3-1

4=4

Ejemplo 70 Dados los s.e.v.

W1:{<a Z)GMat(R)Q:b:c/\b—c:d}y

c

W, = {(1 0) , <O L ) , <_1 _1> } del e.v. (Matsy (R), R, +, o). Hallar:
0 1 1 -1 -1 2

a) Una base para el s.e.v. W1 N W
b) La cdpsula de W, y su respectiva base

Desarrollo
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1 0 —-1ja 1 0 -1 1 0 -1 a

0 1 —11|b 0 1 -1 fs—frl 01 —1 b
fa—=h

0 1 —1]ec 0 1 -1 4—|—f2 0 0 c—b

1 -1 2 |d 0 -1 3 0 0 d+b—a

Para que el sistema tenga solucién: ¢ —b = 0, por lo tanto el subespacio W,

queda definido de la siguiente manera: W, = { ( ) € Mat (R),:c—b= O},

}
{5 0)-C )0 0]
SRUBLEE)

Para determinar la base de la interseccion de W; N W, se arma el sistema

y su base es:

ve
g

I
—
Y
> R
Q. o

o o

—_

con las condiciones de los subespacios dados.

b—c—d =0

b—c =0

—b+c =0
1 -1 =110 1 -1 —-110 1 -1 —-110
1 -1 010 |fs+fo]l 1 =1 0|0 |fo=filO 0 110
-1 1 010 0 0 010 0 0 010

Escribiendo el sistema escalonado
b—c—d=0

d=20

Se observa que: d = 0y b = ¢, por lo que el subespacio interseccién, queda

representado de la siguiente manera:
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b
WlﬂW2:{<a d) EMat(R)2b:C/\d:O}

C

Y la base se determina al separar las variables del conjunto dado, { (a ;) }

c
a 0 0 c
B(mez)Z{(O O);(C O)},azl/\bzl
10 0 1

La dimensién de la interseccion es: dim(W; N Wy) = 2

b) Una base B para el s.e.v. W1 + Wy

(") i, o)
{3}
{3 31
{9 )
{6 )

La suma de subespacios vectoriales se obtiene eliminando los vectores que
presentan multiplicidad o son combinaciones lineales de otros vectores, para
lo cual se arma una matriz con cada una de las bases de los subespacios dados

y se procede a realizar la eliminacién gaussiana:
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1000 1001
0110 01 10
toool® o000
0110|0000
000 1 000 1

o= {0 0)- ()0 )

Una forma de comprobar si el ejercicio propuesto estd bien realizado, es

mediante le Teorema de la Dimension:

dim(W1 + Wy) = dim(W1) + dim(Ws) — dim(W; N'Wy)
3=2+3-2

3=23

Vectores Coordenados

Sea (V,R,+,e) un espacio vectorial de dimension finita con base B =
{Vv1,Va,...,v,}, para cada v € V existen escalares Gnicos «;,qs,..., v, tales que:
V = a1V, aaVa, ..., o, vy, El vector en R™ cuyas componentes son los coeficientes
de v expresado como [v]g, se llama vector de coordenadas o vector coordena-

do de v con respecto a B:

Observar que [v]y se modifica cuando cambia la base B (ver figura [[V.2).
También [v]g depende del orden de los elementos de B. Se mantendra fijo este
orden cuando se tenga una base ordenada. Se debe recordar que en la defini-
cién matematica de conjunto, el orden de los elementos no afecta el conjunto,

sin embargo, en la definicién de base ordenada el orden es importante.
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Figura IV.2: Representacion de dos sistemas coordenados

Vector de Coordenadas y R™

Teorema 6 Sea B una base ordenada de un espacio vectorial V de dimension
finita. Sean v, Vs, ..., v, vectores en V. Entonces, v es una combinacion
lineal de vy, va,...,v, en 'V, si y solo si [v|g es una combinacion lineal de

Vilg, [Valgs-- -, [Valg en R". Ademds, para los escalares (aq, oo, ..., o)

V =o1V] + QaVy + ... + @, V,
si y solo si:

Vlg = a1 [Vilg + az[valg + ... + o [Vi]g

Ejemplo 71 Determine el polinomio p(x) sabiendo que su vector de coordenadas res-
—6
pecto ala base: B = {1 — Tx; =5 — 4x}, [p (2)|g = )
Por definicién: u = cyuy + coug + ... + ¢y, se tiene que:
u=—6(1—-"7x)+2(-5—4ax)
u=—16 + 34z

Ejemplo 72 En el espacio vectorial de los polinomios P(x), determine el vector de
coordenadas del polinomio p(x) = —2 — bz respecto a la base ordenada B = {2 —
dr;4 + x}.

—2—br=qa;(2—4r)+ s (4+ 1)
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Planteando el sistema de ecuaciones:
—2 =201 + 4oy

—5 = —4o; + ap

Sus coordenadas seran

EJERCICIOS PROPUESTOS
1. Exprese (—2, —8, —6) como combinacién lineal de (1, —1,1) y (2, 3,4).
2. Dado el conjunto S = {(1, —2); (—3,6)}. Hallar S.
3. Dado el conjunto S = {(—1,—1,1); (—8,1, —4); (2, —1,2)}. Hallar S.
4. Dado el conjunto S = {(—1,1);(2,—3)}. Hallar S.
5. Dado el conjunto S = {(2,1, —4)}. Hallar S.
6. Dado el conjunto S = {1 + = — 2%, 3z — 42?, 1 — 2z + 32*}. Hallar S.

7. Dado el s.e.v. T = {A € Mat(R);/A es antisimétrica} del e.v. Mat(R)s.

Determinar un conjunto generador de T.

8. Dado el s.ev. W = {p € Py(z)/p'(0) = p(—1)} del e.v. Py(x) sobre R.

Determinar un conjunto generador de W.

9. Analizar la dependencia o independencia lineal de los siguientes con-
juntos. En caso de ser linealmente dependiente, hallar una relacién de

dependencia.
i S={(1,1,-2,3),(1,-1,0,2),(~2,0,1,-1),(0,1,0,1)}.
1 -1 1 —
1 -1 0 2 -1 3
iii. S={1,V3} sobreele.v. (R,R+,e).
iv. S={1,V3} sobreele.v. (R, Q+,e).

S = {1, sin(2z), cos(2x)}.
vi. S = {1,sin*(z), cos?(z)}.

=

<

vil. S = {—1,2e?® 2%},
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10. Sea S = {1+ 2z — a?, —1 4 az + B2?, —2 — 4x + (o 4+ a)2?}. El campo es

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

1

\O
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a) ¢(Para qué valores de a 'y 3, S es 1.d.? Hallar una relacién de depen-

dencia en cada caso.
b) ¢(Para qué valoresde ay 3, Ses1i.?

c) Hallar (S) en cada caso de la parte (b).

Seaw = qyu;+ajus+...+a,u,, o; € R.Demostrar que: {u;, us,...,u,}

es Li.siaw # 0.

Sean W; y W3 s.e.v. de un e.v. V sobre K, de dimension finita, tal que:
V = W, & W,. Demostrar que:

i. SiS = {111,113,..‘,1171} g W1YT = {Vl,Vg,...,Vn} g WQ SOI'll.i.,

entonces {u;, v;} es Li.

Sean W; y W, dos s.e.v. de R* y {e1, 2, e3,€,} la base canénica de R*.

Sea W1 = {62782 —e3 + 64} y W2 = {63, €, —e3 — 64}.

a) Hallar las ecuaciones generadoras de W, y de W,

b) Determinar W; N W,
SeaS = {1—1t—2t%2+t—t*t+t*}. ;S es base de Py(t)?
Sea S = {(1,2),(2,3),(=5,7)}. ¢S es base de R*?

Sea W = {(z,9,2) /x +2y — 2 =0;x — 22 = 0}, un s.e.v del e.v R?. De-

terminar una base de W, diga su dimension.

Sea W = {A € Mat (R), /AM = 0}, un s.e.v de Mat(R),. Determinar

-1 1
una base de W, donde M = < . 3) .

1
Sea W = {p(x) € P3(m)// p(z)dr = O} , un espacio vectorial de P3(x).
-1

Calcular una base de W.

SeaM:{<p q) /p—q—rzo}.
r s) ptqg—s5=0
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a) Demostrar que M es un s.e.v. de (Mat(R),, R, +, ) . Hallar una base
de este s.e.v. y diga su dimension.

b) Demostrar que (VA € Mat(R);, A # 0): A es invertible. Hallar la
inversa de A.

¢) ¢La matriz A~! pertenece a M? En caso de que sea falso, ;qué con-

dicién hay que afiadir sobre p y ¢ para que A~ pertenezca a M?

d) Sea N = {A € Mat(R)y/A™' € Mat(R)2} U {¢2}. (N es un s.e.v. de

M?
3 -1 1
20. Dada lamatriz A = |0 3 2 |Determinar el s.e.v. de menor dimen-
0O 0 3

sién de (Mat(R)3, R, +, ®) que contiene a todas las matrices I, A, A? ... A"
Dar una base y diga su dimension.

21. Sea W = {p(z) € Ps(x)/p(x) = a + bx — bx?* + 2a — bx3,a,b € R} un s.e.v.
de P3(x).

a) Calcular una base B para W y diga la dimensién de W.

b) Dar una base del e.v. P;(z) tal que contenga la base B.
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Espacios Euclideos

La historia y la teoria de los espacios euclideos estan estrechamente li-
gadas al trabajo del matemadtico griego Euclides y a su obra fundamental
”Elementos”, escrita alrededor del 300 a.C. Esta obra estableci6 los fundamen-
tos de la geometria euclidiana, que es el estudio de las propiedades geométri-
cas del espacio euclidiano.

Euclides, un matematico griego que vivié en el siglo III a.C., escribi6
"Elementos”, una obra que sistematiz6 gran parte del conocimiento matemati-
co de su tiempo. En "Elementos”, Euclides presenta los axiomas y postulados
que forman la base de la geometria euclidiana, incluida la nocién de espacio
euclidiano y las propiedades de las figuras geométricas en este espacio.

Alo largo de los siglos, los principios establecidos por Euclides en ” Elementos”
continuaron siendo fundamentales en el estudio de la geometria y la geometria
euclidiana se convirtié en un campo central en las matematicas.

Los espacios euclidianos tienen una amplia gama de aplicaciones en ma-
temaéticas, fisica, ingenieria y otras disciplinas. Por ejemplo, se utilizan en la
geometria analitica para estudiar figuras geométricas y resolver problemas
geométricos utilizando coordenadas cartesianas. Ademas, los espacios eucli-
dianos son la base de la fisica clésica y se utilizan para modelar el movimiento
de objetos en el espacio tridimensional

Técnicamente un Espacio Euclideo es un espacio vectorial en el cual se ha

definido un producto interno.
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Producto interno

Sean (V, R, +, e) un espacio vectorial cualquiera. Un producto interno so-
bre V es una funciéon: VoV — k, k € R, si cumple con los siguientes axiomas
(Cuevas, 2009):

Seanu,v A we ViaeR

1. Linealidad: (u+v)-w) = (u-w)+ (v-w)
2. Homogeneidad: (cu-v) =a(u-v)

3. Simetria: (u-v) = (v-u)

4. Positividad: (v-v) >0, v#0

A la estructura de espacio vectorial junto con un producto interno se le

denomina espacio con producto interior.

Productos Internos definidos, en diferentes espacios vectoriales:

i. (R%R,+,e)
Sean: u = (z1,22) y v = (y1,42); uy v € R?

(u-v) =x191 + Toyo

ii. (R R,+,e)
Sean: u = (Z‘hxg, l’g) yv= (yl, yQ,yg),' uyv € RS
(u-v) =z1y1 + T2yo + 23y3

iii. En general para (R", R, +, o)
Sean: u = (21,22, ....,2,) YV = (Y1, Y2, ..., Yp); uy v € R"
(W-v) =z1y1 + Toy2 + ... + TnUn

Por lo tanto: (u-v) = Z Tl = T1Y1 + Toys + ... + Tpln
i=1
iv. <Mat(R)mxn7 R7 +, .>
Sean: A y B € Mat(R).n,
(A -B) =tr (ABY)
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v. (F, R, +, ) (Espacio vectorial de las funciones reales)
Sean f (x)y g (z) € Fa, b

b
<f-g>=/ f (@) g () de

vi. (P<, (z),R,+,e) (Espacio vectorial de las funciones reales)
Sean: p (r) = ap+ a1x + - +apa”  q(x) =bo+ b1z + -+ by
p(z)yq(z) € Py ()

(p-q) = aobo + arby + - -+ + anb,

n

<p'Q> :Zaibi=a0b0+a1bl+...+anbn

=0

Ejemplo 73 Determinar si la siguiente expresion (u - v) = a1by —agby —a1ba+2asby
puede ser considerada un producto interno, si: u = (ay,az), v = (b1,b); u,v € R%
(Garcia, 2024)

Para que la expresiéon dada sea considerada un producto interno debera

cumplir con los axiomas anteriormente expuestos:

1. Linealidad:((u+v) - w) = (u-w) + (u-w)

(u+v)-w)=((u+v) w) A. Reflexivo
= ([(a1,a2) + (b1, b2)] - (¢1,¢2)) Def. vectores
= ((a1 + by, as + b3) - (c1,¢2)) Def. Suma vectores
= (a1 + b1)er — (ag + ba)er — (ag + by)es + 2(ag + be)ey

Hipotesis
= aqc; + bieg — ase; — bacy — ajce — bicy + 2a909 + 29y
A. Distributivo
= (a101 — agscy — a162 + 2a9¢2) + (byeg — bacy — bycg + 2b9cs)
A. Asociativo
= ((a1,a9) - (c1,¢2)) + (b1, b2) - (1, ¢2)) Hipétesis
=(u-w)+(v-w)
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2. Homogeneidad: (cu-v) =a(u-v)

(ou-v) = (au-v) Axio. Reflexivo
= (a(ay, az) - (b1, b9)) Def. vectores
= ((cvaq, aag) - (by, by)) P. P. Escalar
= aa1b; — aasb; — aa1bs + 2cuaqsby Hipdtesis
= a(a1by — asby — arby + 2aby) Axio. Recolectivo
= ((a1,a2) - (b, b))

a{u-v)

3. Simetria: (u-v) = (v-u)

(u-v) =(u-v) Axio. Reflexivo
= ((ay,as) - (by,b2)) Def. vectores
= a1b; — asby — a1bs + 2a9b9 Hipotesis
= bia; — bias — beay + 2bsas Axio. Conmutativo
= ((b1,b2) - (a1, az)) Hipétesis
=(v-u)

4. Positividad: (u-u) >0, v#0

(u-u) = (u-u) Axio. Reflexivo
= ((ay,a9) - (a1, az)) Def. vectores
= a1a] — Q201 — Q1G9 + 20209 Hipotesis
= a1? — 2a1a9 + a9’ + as> Suma de escalares
= (ay — a»)” + ay? Def. Producto Notable

= (a1 —a2)2 +CL22 >0

Espacio Euclideo

En mateméticas, el Espacio Euclideo es un tipo de espacio geométrico don-
de se satisfacen los axiomas de Euclides de la geometria.
Sea V un Espacio Vectorial cualquiera, (V, R, +, o) este espacio toma el nombre
de Espacio Euclideo si en este espacio se ha definido un producto interno.
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Meétricas en un Espacio Euclideo

Para las métricas que se definen a continuacién considere (V, R, +, o)

Norma (médulo)

La longitud de un vector v, v € V, a menudo se denomina norma de uy se

denota por ||v]||.

La norma de un vector se define de la siguiente manera:
Vil =v{v-v) (V1)

Un vector de norma 1, ||v|| = 1 se denomina vector unitario.

Ejemplo 74 Determinar la norma de los siguientes vectores:

i. Seau= (3,4);u € R?

[luf] = /{u-w)
[lul] = ((3,4) - (3,4))
Jul| = v25

[luf] =5

1 2
ii. Sea A = (3 2) ;A € Mat(R),

Al = V(A -A)
Al = Vir(AAf)

wi- o0 2 (2

5 —1
[|A|] =, |tr
\ -1 13

IAll = V18 =3v2
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iii. Sea f(x) = e*; F[1,2]
f@)I =V {f-f)
@)l = \/ / fla

If @)l = / 2y

2

621‘

@)l =1/ S

1

@)l =/ 5~ e2)

Propiedades de 1a Norma

1. |jul| >0 Positividad
2. |lou|| = au,a € R Homogeneidad
3. [Ju+v| < |ul| + ||v]] Desigualdad Triangular

Un espacio vectorial V en el que hay definida una norma se denomina es-

pacio vectorial normado.

Distancia entre Vectores

Sean u,v € V, la distancia entre dos vectores, es una métrica que se lo
puede calcular de la siguiente manera.

Por motivos de explicacion se considerara dos vectores del espacio vectorial
de R?, tal como se muestra en la Figura
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Figura V.1: Representacion gréfica de la distancia de vectores

La suma de vectores, graficamente se puede definir como:
v=u+uv

Despejando uv, se tiene:
w=v-u

Como la distancia es una métrica, se obtiene la norma, por lo tanto:

[luv][ = [|v —ul (V.2)

Ejemplo 75 Determinar la distancia entre los vectores dados: u = (1,3) ;v = (2,5)

[w|| = V(w-w)
Wl = V{(1-2)-(1-2))
Wl = V{(v—u)-(v—u))
lw|| = V5

Paralelismo

Sean u,v € V,(V, R, +,e) un espacio vectorial cualquiera, se dice que uy

v son paralelos si Ja € R tal que: au = v

Perpendicularidad

Sean u,v € V,(V, R, +,e) un espacio vectorial cualquiera, se dice que u'y

v son perpendiculares si (u-v) =0
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Ejemplo 76 Supdngase que u, v y w son vectores tales que: (u - v) = 3,
(v-w) = =5, (u-w) =6,||ul| =2, ||[v|]| = =2, ||w|| = 4. Determine el valor de
las siguientes expresiones ( Garcia, 2004):

1. ||5w — 2v]||
2. (u—v—-3w-5v+2w —u)
Solucion:

a. |[5w — 2v]||

5w — 2v|| = /{(5w — 2v) - (w — 2V))

5w — 2v]| = /25 (w-w) —10(v-w) — 10 (v - W) +4 (v - V)

5w — 2v|| = /25 (w - w) —20 (v - w) +4 (v V)

Se conoce que:

Wl = V(W - w);
Por lo tanto:
[w][* = (w-w); (w-w) =16
[[ull* = (u-u); (u-u) =4
vIl" = {v-v);
VI[P = v v)s (vov) =4
Con estos valores reemplazando en la expresion anterior se tiene:

5w — 2v|| = /25 (16) — 20 (=5) + 4 (4)

5w — 2v|| = /400 1 100 + 16
||ow — 2v|| = /516

b. (u - v — 3w -5v + 2w — u)
(u—v—-3w-5v+2w —u) =5(u-v) = 5(v-v) —15(v-w) +...
2w w) + —2(vew) —6(w-w) — (u-u) + (u-v) + 3(u-w)
(u—v—-3w-5v+2w—u)=6{(u-v) —5(v-v) —17(v-w)...
o= (u-w) —6(w-w) — (u-u)
(W—v—3w-5v+2w—u) = 6(3) — 5(4) — 17(—5) — 4
(u—v—3w:5v+2w —u) = —23
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Proyeccion de vectores

Sean u,v € R?, (R? R, +, e), la proyeccion se lo puede representar grafica-

mente tal como se muestra en la Figura

d

S

oV \'%

Y

n
o

Figura V.2: Proyeccién de un vector u sobre un vector v

Para determinar la proyeccién del vector u sobre el vector v, se debe de-
terminar el valor de o y este valor multiplicarlo por v, de tal forma que la

proyeccion queda definido por:
Proy (vy) = av
Para determinar « se considera la suma de vectores:
u+p=av

Al realizar el producto interno en ambos lados, con el vector v, de la igualdad

se tiene:
(v-u+p)=(v-av)

(veu)+(v-p)=a(v-v)

(v-p) =0, yaque vy pson perpendiculares.

Por lo tanto:

{v-v)

La proyeccion del vector u sobre el vector v, queda definido:

Proy (vy) = %V (V.3)
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Angulo entre vectores

Sean u,v € R?, (R? R, +, ), el dngulo entre vectores se lo puede represen-

tar graficamente tal como se muestra en la Figura

d

B ——

.
P

Figura V.3: Proyeccion de un vector u sobre un vector v

Considerando un tridngulo rectdngulo formado por los vectores u,vy a v,

como se puede observar en la Figura se tiene que:

lavil _ Jef V]l

cosf = =
|[ul| |[ul|

(u-v)
(v-v)

Se conoce que: o =

Por lo tanto se tiene que:

) i
lu]

Y se conoce que: ||v|| = /(v - v), por lo tanto ||v||* = (v - v), reemplazando en

la ecuacion anterior:

o~ LV IV
[IVI[™ [ul|

0089:<u'—V> (V.4)
V][ {full

Por lo tanto, la expresion para calcular el &ngulo entre vectores, partiendo

de cosf = %Y. queda definido como:

[[vIllull”
6 = cos! (’<u—v>> (V.5)

V{1 ull
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Proceso de Ortogonalizacién

En matematicas, el término ortogonalidad es una generalizacién de la no-
cién geométrica de perpendicularidad. En el espacio euclideo convencional, el

término ortogonal y el término perpendicular son sinénimos.

Proceso de Gram — Schmith

Sea B; un subconjunto linealmente independiente B; = {u;,uz,...,u,},
B, € V,donde V es un espacio vectorial cualquiera; del conjunto B, se puede
obtener un conjunto ortogonal B, = {wy, ws,..., Wy}, con el siguiente proce-

SO:

1. W1 = WUy

2. Wo — Ug — <<vli21vv‘\//11>)
3. Wy = ug — (w1 — (2w,

Generalizando paran vectores , Se tiene:
n—1

Wn = Uy — Z Mwi (V.6)

= (wiowi)

Ejemplo 77 Sea B una base del Subespacio Mat (R),,

1 0 0 1 01 )
B, = : : obtener una base ortogonal a partir de
2 -1 -1 3 2 0

esta base.

Desarrollo:

De By, se tiene que:

Aplicando:
n—1
(up - wy)
Wnp = U, — W
1 Wi - Wi>
W1 = U1
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Para w:

. (uz'W1>
Wo =Ug2 — 57— W3
(W1 - wy)

Recordar que para matrices, el producto interno estd definido por:

(A-B) = tr(ABY)

), para este caso (u-w) = tr(uw’),

\)

) %)
()6 2)
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32

_ 41 41
Ws= | 15 _ 3
41 41

Por lo tanto, la base ortogonal es:
’ 1 ! 1
2 ~1 o/ \i
Ejemplo 78 Ortogonalizar el siguiente conjunto: S = {(1,2,—1);(0,1,3);(1,0,5)},
SeR?

Wi Slot

Para este caso se analiza si el conjunto dado es linealmente independiente:

a(1,2,—1) + £(0,1,3) + (1,0,5) = (0,0,0)

Se puede anilazar la dependencia e independencia lineal, analizando el de-
terminante formado por los vectores dados, pero para este ejemplo se aplica la

eliminacién gaussiana

1 010 110 10 110
2 100 |f-2n]01 20 01 —2]0
1350/ 4+ \03 610/ f;—3HL\00 120

Como el sistema tiene tnica solucién, y esta es la trivial, el conjunto es

linealmente independiente; por lo tanto, se puede ortogonalizar.

wi = (1,2,-1)
Wo = Ug — u2‘vVl>W1
(w1 - wi)
"= (019~ S 2 D
wy = (0,1,3) — —(1,2,—1)
ws = (0,1,3) + (%%—é)
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1 4 17
W2 = | Z,5,
63 6

Wo g W) (U W)
<W1 : W1> <W2 : W2>
ws = (o) @2y o (1505) (5,5, 5)) (1417
“@MH@:w@um“z”«%%M%%»@’G

4 B 147
=(1,0,5)+-(1,2,-1) =3 (=, =, —
W3 (77>+6(77 ) %(67376)

2 42 86 344 731
= (1 (=2 ) - =, =, —=
wa = (1,0,5) (3’3’3) (354’177’177)

o (5136 12
® 7 \59" 59759
El conjunto ortogonal es:

s,— {21 14 17\ (84 36 12
VT T 67376 ) \597 59759

EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Responda verdadero o Falso. Sean: u = (x1, y1) yv = (22, y2), conside-
re si la siguiente expresion puede ser considerada un producto interno:

(uv) = 2129 — 11Yys, justifique su respuesta.
2. Sea el espacio vectorial R* con producto interno
(uv) = 211 — T2y1 — T1y2 + 2220, yu = (1,1) y v =(5,2)
a. encuentre la norma del vector v

b. la distancia entre los vectores uy v

3. Averigtie si los vectoresa = (1, —1, 0) yb = (2,—-3, 1) pertenecen al

espacio vectorial generado por el conjunto de vectores
{Vl = (27 5, 1)7 V2 = (37 4, 1)7 V3 = (5’ 9, 2)}

Ademas, calcule:

a. el angulo entre v; y v,.

b. la proyeccién de v, a vs.

144



10.

Apuntes de Algebra Lineal

. Conociendo que: los vectores u y v de R" forman un angulo de %.

Suponiendo que ||u|| = 3y ||v|| = 4. Calcule:

a. (uv)
b. [[u —v]||
c. |jlu + V||

. En el espacio vectorial real C(—1; 1), sea (f - g) = f_llf(x) g(x)dx.

Considerar las tres funciones f () = 1,¢(z) = zyh(z) = 1 + z.De-
mostrar que dos de ellas son ortogonales, dos forman entre si un dngulo

7/3, y dos forman entre si un dngulo .

.Sea(f - g)=["_f(z)g(z)dz. Demostrar que:

a. S = {sin(z), 3 +cos (z)} es ortogonal.

b. S = {cos(x), 2 +sin(x)} es ortogonal

.Siu = (7,4,5) y v = (—3,2,—1), hallar los escalares a y b tales que

w = au + bv sea un vector no nulo y que w y v sean ortogonales

. Enelewv. (Py(x), R, +,e) se define:

(p()q()) = p(0)q(0) +p(1)q(1) +p(=1)q(-1). Demostrar que ( )
define un producto interno (p.i.) enelev. (P2 (z), R, +,9)

. Seanu = (x1, T2, T3, 24) YV = (Y1, Y2, U3, ya) elementos dele.v. (R*, R, 4,0 )Se

define :

100 0\ [(u
020 0]|]w

uv) = (r1, 29,23, T

<>(1234)0030 Y3

Demostrar que ( ) definen un p.i.

Sean u,v € V e.v. con p.i. () sobre R.

a ¢Siflu+ vl2= il + [l = (uv)= 02

b. Si{u, v}iesld. = ¢l[u + v|| = [[u]| + ||V|]?
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11. Sea (V, R, +, o). une.v. con p.i. () y Sean u 1, u 2, v y vo elementos del

e.v. entonces:

a. 2||111+112||2 + 2||V1||2 + 2||V2||2 + 2H111||2 = ||111+112+V2||2 +

|[ug + uy —V2||2+ || +V1\|2 + [y —V1H2

b. Siu; = vy = u; + vy y son ortogonales
12. Sobre V = (P, (z), R, +,e ) se define el p.i. ( ) de la siguiente manera:
p(x)q(x)) =p0)q0)+p(1)g)+p(=1)q(-1)

a. Sear(r)=1- 2z + 2%

Calcular W = {p(z) € Pa(z) : (p(z) \ r(x)) = 0}
b. Calcular una base B para W (indique la dimensién de W ).
c. Hallar una base B; ortonormal para W.

d. partir de B, construir una base ortonormal para todo el e.v. P; (2)

e. (Py(x) = {r(z)}) @ W?
13. Sean p (z) =5 — 2z + 32%.Sea S = {p (z), p (z), p (z),p" (z)}

a. ; Sesunabasedelev. (P5(z), R, +,0)?

b. Halle las coordenadas del polinomio ¢ () = 1 — = + 2* — 2% en esta
base (en el caso de que S sea una base).

c. Determinar (S)
14. Sobre V = (P, (x), R, +, ) Se define: (p(z)q (z)) = folp () q(x)dx

a. Demostrar que: () define un producto interno (p.i.) en P ()
b. Sear (r) = x—z* Calcular W = {p(z) € P, (z): {p(z)\ q(z)) = 0}

c. Hallar una base B, ortonormal para W.

15. Dados los s.e.v.:

b
Wl—{<“ d) EMat(R)Q:aer—bJrc}
c
W2:{<x Z) 6Mat(R)2:x+t:z/\x—y:t}
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Wi AW, e (Mat (R),, R, +,e) con el producto interno definido por: :
(AB)="Tr (AB)?

a. Determinar W; N W3 y dar una base B de este s.e.v .Cuél es la di-

mension?.

b. Determinar W; + W, y dar una base B, ortogonal de este s.e.v que

contenga a B. ;Cuadl es la dimensién?
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Transformaciones Lineales

La historia de las transformaciones lineales esta estrechamente relacionada
con el desarrollo del dlgebra lineal y la geometria a lo largo de los siglos.

Los antiguos matematicos exploraron relaciones lineales y transformacio-
nes geométricas, aunque los conceptos modernos de transformaciones lineales
no se desarrollaron hasta épocas maés recientes.

En la antigiiedad, matematicos como Descartes y Fermat comenzaron a uti-
lizar coordenadas para representar geométricamente objetos y relaciones ma-
tematicas. Estos matemadticos sentaron las bases para el estudio de transfor-
maciones lineales en espacios vectoriales. En el siglo XVIII, matematicos como
Euler y Lagrange realizaron estudios de transformaciones lineales. Euler intro-
dujo la idea de funciones lineales y estudi6 sus propiedades bésicas. Durante
el siglo XIX, con la formulacion de la teoria del dlgebra abstracta y la teoria de
matrices, el estudio de las transformaciones lineales se formaliz6 y generalizo.
Matemaéticos como Cayley y Sylvester jugaron un papel crucial en el desarrollo
de la teoria de las transformaciones lineales y sus aplicaciones.

Con el avance computacional y la teoria de grupos, el estudio de las trans-
formaciones lineales se ha ampliado atin mas. Las transformaciones lineales
tienen su importancia en la teoria de la relatividad, la mecanica cuantica y
otras 4reas avanzadas de la fisica.

Las transformaciones lineales encontraron aplicaciones importantes en la
geometria y la fisica. Por ejemplo, en geometria, las transformaciones linea-
les se utilizan para estudiar simetrias y transformaciones geométricas. En fisi-
ca, las transformaciones lineales se utilizan para modelar fenémenos fisicos y
describir la relacién entre diferentes sistemas de coordenadas

El estudio de las transformaciones lineales es esencial en matematicas y
en diversas aplicaciones practicas. Proporciona una base sélida para compren-
der y analizar sistemas lineales y es una herramienta poderosa en campos que
abarcan desde la fisica y la ingenieria hasta la ciencia de datos y la criptografia.

Las transformaciones lineales son funciones entre espacios vectoriales. Es-

tas mantienen las estructuras lineales que caracterizan a esos espacios.
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Transformaciones Lineales

El estudio de las transformaciones lineales es esencial en matematicas y
en diversas aplicaciones practicas. Proporciona una base sélida para compren-
der y analizar sistemas lineales y es una herramienta poderosa en campos que
abarcan desde la fisica y la ingenieria hasta la ciencia de datos y la criptografia.

Las transformaciones lineales son funciones entre espacios vectoriales. Es-

tas mantienen las estructuras lineales que caracterizan a esos espacios.

Definicién
Sea V y W espacios vectoriales definido sobre un mismo campo R, y f
una funcién, tal que: f : V. = W, f es una transformacion lineal (Aplicacién

Lineal) si cumple los siguientes axiomas:
Seanu,veV, a€R

L flutv)=f(u)+f(v)
2. f(om) = af (u)

Figura VIL.1: Representacion de una Aplicacion Lineal

Algunos autores también definen como transformacién lineal a la funcién

[ si se cumple:

Yu,veV, aeR
flou+v) =af(a)+ f(v)

Al conjunto de Transformaciones Lineales, de V. a W, se le denota de la
siguiente manera £(V, W), y se lee “conjunto de aplicaciones lineales de V a
WII
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Ejemplo 79 Determinar si la funcién dada se puede considerar como una transfor-
macion lineal.

Sea f : R* — R?
Seanu,v € R? « € R, talque:u= (z1,11),v = (22,%2)
Por demostrar que: f(au+v) = af(u) + f(v)

i flut+v)=fu+v) Axio. Reflexivo
ii. flu+v)=/[(z1,0)+ (z2,92)] Def. vectores
iii. f(u+v)=(x1+ x2,y1 + y2) Def. Suma de vectores
iv. flu+v)=I[r1+x2+y1+ Yo, 21+ 22— 2(y1 + 12)] Aplicacién funcién
V. flu+v)=(z14+y1 +22+y2,21 —2y1 + 22 — 2y2) Axiomas Distributivo y Conm.
vi. f(u+v) = (x1+y1,71 — 2u1) + (T2 + Yo, T2 — 21) Def. Suma de vectores
vil. flu+v) = f(z1,11) + f(22,y2) Apli. funcién
viil. f(u+v) = f(u) + f(v)

Por demostrar que: f(au) = af(u)

i. f(au)= f(au) Axio. Reflexivo
ii. f(au)= f|a(z, )] Def. de vectores
iii.  f(au) = f(axy, ayr) Def. Producto por escalar
iv. f(au) = (az1 + ay, ax; — 2ay;) Aplicacién funciéon
v. flou) = [a(x +y1), a(r; — 2y1)] Axio. Recolectivo
vi. f(au) = aof(x; +y1), (x1 — 2y1)] Def. Producto por escalar
vii.  f(au) = af (z1,y1) Apli. Funcién

viii.  f(au) = af(u)

Por lo tanto f(z,y) = (z + y,x — 2y), es una transformacion lineal.
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Ejemplo 80 Aplicando: f(au+ v) = af(u) + f(v). Determinar si
f(z,y) = (z +y,x — 2y) es una transformacion lineal.

Siu= (xlayl) yv= (x2>y2)7a €ER

1.

ii.
1ii.
iv.
V.
Vi.
Vii.
Viii.
iX.
X.

Por lo tanto f(z,y) = (x + v,z — 2y), es una transformacioén lineal.

flaou+v) = flau+v)

flau+v) = fla(zy,y) + (22,42)]

flau+v) = fl(as, ayr) + (22, 42)]

flou+v) = flax + x2, ayr + y2)

flou+v) = (axy + 22 + ayy + Yo, g + 2 — 2(ays + 2))
flau+v) = (w1 + ayr + 22 + Y2, 1 — 201 + 2 — 2y2)
flau+v) = (axy + ayr, axy — 2ay1) + (2 + Yo, T2 — 2y2)
flau+v) =a(zr +yi, 21 — 2p1) + (X2 + Yo, T2 — 2y2)
flou+v) = af(z,y) + f(2242)

flou+v) = af(u) + f(v)

Ejemplo 81 Dado el espacio vectorial V.

SiV = {f/f:R— R, fcontinua}, si se tiene f : V. — 'V, determinar si la

siguiente expresion es una transformacion Lineal.

T(f(t))I/:f(ﬂdt

Sean:g(x) y h(xz) € V;a € R, por demostrar que:

L Tlg(t) + h(®)]=TIlg®]+T[h@)

2. Tl(ag) ()] = aT g (t)]

L Tlg(t) + h(t)] = Tlg(t)] + Th(?)]
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ii. T[(g+ h)(1)]
iii. T[(g +n)(t)]

Tl(g +h)(1)]
Jo (g + )(t)]dt
Jo lg(®) + h(t)]dt



Apuntes de Algebra Lineal

iv. T[(g+ h)(@®)] = [y g(t)dt + [ h(t)dt
v. T[(g + h) ()] = Tlg(t)] + T[h(t)]

i. Tl(af)(0)] = [Flaf)(E)]dt
ii. T((af)(t)] = [ af(t)dt
i, T((af)(0)] = o 3 f(0)dt
iv. T[(af)(t)] = aT /(1)

Ejemplo 82 Sea la siguiente aplicacion lineal:

T :Mat(R), = Py ()

es una transformacién lineal:

f(i Z) = (a—d)+ (c+b)x — ax®

Desarrollo
Considerando que: A, B € Mat (R),, a € R, por demostrar que

f(aA+B)=af(A)+ [(B)

b b
Sean: A = " yB = 2 72
C1 d1 Co dg

i. flaA+B)=af(A)+ f(B)
[ aq b1 a9 b2
)G
[ aaq Oébl (05} b2
f _(OéCl Oéd1> * (CQ dg)]

ii. f(aA+B)

iii. f(aA + B)

b1 +b
iv. f(0A+B) = f aap +az  aby + by
acy + Co Oédl + d2
V. f(CYA + B) = [(aa1 + ag) — (Oédl + dz)] + [(OéCl + 02) + (Oébl + 62)] r —

(aay + as) x?

vi. f(aA+B) = (aa; — ady)+(az — do) + (ac) + o) x+ (aby + by)  — cayz? —

a,g.Iz
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vii. f(aA+B) = (aa; — ady) +(ay — dy) + (e + aby) 2+ (cy + by) ¥ — aayz® —

asr?

viil. f(aA+B) = (aa; — ady) + (acy + aby) x —aayx? + (ag — do) + (co + by) v —

GQZL‘2

ix. f(aA+B)=al(a;—di)+ (c1 +b1)x — a12?]+(az — do)+(ca + by) T—agz?

1 bl 2 bQ
x.f(aA+B):af<Z d>+f(z d)

xi. f(aA+B)=af(A)+ f(B)

b
Por lo tanto f <a d) = (a —d) + (c+b)x — ax?, es una transformacion
C

lineal.

Ejemplo 83 Sea:
f:Mat(R), — Mat(R),

Determinar si f (A) = AB + A' es una Transformacién Lineal .

Desarrollo
Sean A; N Ay, € Mat (R),,, por demostrar que :

L f(AL+Ag) = f (A1) + f(A))

2. faAy) =af (Ay)

L f(A1+Ag) = f(A) + f(A)

i f(A1+A2)=f(A1+Ay) Axioma reflexivo
ii. f(A1+Ay) = (A +A)C+ (A + Ay)' Aplicacién lineal
iii. f(A;+ Ag) = (A,C+ AyC) + (A, + Ay")  Prop. matricial, prop. transp.
iv. f(AI+Ay)=AC+AC+A/'+AY Axioma conmutativo
v. f(A1+Ay) =(AC+A"+(AC+AY Axioma asociativo

vi. f(A1+ As) = f(A1) + f(As)
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2. faA)) =af (Ay)

i flaAy) = f(aAy) Axio. Reflexivo
ii. f(xA)=a(AB+aA') Aplicacién lineal
iii. f(xA)=a(AB+ AY) Axio. Recolectivo

iv. f(xA)=af(A)
Ejemplo 84 Determinar si la siguiente funcion :

f(x,y,z):(x+y,y—z+1)

puede ser considerada una aplicacion lineal

Desarrollo

Sean u,v € R?, tal que : u = (1,0,0) y v = (0,0,1)
Por contra ejemplo:

f(u) = f(1,0,0) = (1,1)

f(v) = f(0,0,1) = (0,0)

fa)+ f(v)=(1,1)

Por comprobar que: f(u+v) = f(u) + f(v)
fu+v) = [[(1,0,0) + (0,0, 1)] = f(1,0,1)
f(CC,y,Z) = (:L‘—}-y,y—z—i—l)

f(1,0,1) = (1,0)

No es transformacion lineal, ya que no cumple f(u+v) = f(u) + f(v)

f(1,0,1) # f(1,0,0) + £(0,0,1)

(1,0) # (1,1)

Ejemplo 85 Sea:
T :Mat(R), - Mat(R),

Determinar si:
T(A) =ATA

es una Transformacion Lineal
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Desarrollo

Sean: C y D € Mat(R),, encontrando sus respectivas imagenes se tiene
que: T (C)=CTCy T (D)=D"D
Por demostrar que 7' (C+ D) =7 (C) + T'(D)

i. T(C+D)=T(C+D)
ii. T(C+D)=(C+D)’(C+D)
iii. T7(C+ D) = (CT +DT)(C + D)
iv. T(C+D)=C"C+D’C+C'D+D'D

Sumando:
T(C)+T(D)=C'C+D'D

Como,
T(C+D)#T(C)+T(D)

Por lo tanto T(A) = AT A, no es una transformacion lineal.

Propiedades de las Transformaciones Lineales
I. Si f(u) = v, entonces f(—u) = —v
II. Se debe cumplir que f(¢,) = ¢, donde ¢, es el elemento neutro

III. Sea f : V. — W, y S un subconjunto de V, donde S = {vy,vo, vs,..., v, }
es un conjunto Linealmente Independiente y T un subconjunto cualquie-
rade W, T = {wy, wp, w3, ..., w,, } ; entonces existe una tnica transforma-

cion lineal tal que:
fvi) =wi f(v2) = wa; f(vs) =ws; . f(Va) = Wy

IV. Sea f : V — W, se tiene que vi,vy,Vs,...,v, € Vya,asas,..,a, €R

entonces se cumple que:
flarvi+aavatasvs+...4a,vy,) = ay f(vi)+asf(va)+asf(vs)+...4anf(vn)
Ejemplo 86 Sea una aplicacion lineal
f:R?®— Py (2)
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Tal que:
f(1,1,1) =12z + 2?

f(2,0,0) =3+ — 22
f(0,4,5) = 2+ 3z — 32°

Determinar: f (2, —3,1)

Desarrollo

i. Se analiza la dependencia e independencia lineal del conjunto de partida,
para este caso: S = {(1,1,1);(2,0,0);(0,4,5)}

S| =

O N =
=~ O =

1
0| = -2
)

Como el determinante es diferente de cero, entonces el conjunto S es li-

nealmente independiente.

Como el conjunto S es linealmente independiente, este puede ser consi-
derado como una base, por lo tanto, el vector solicitado puede escribirse

como una combinacién lineal del conjunto S:

(2,-3,1) = a(1,1,1) + B(2,0,0) + (0,4, 5)

Por lo tanto, y aplicando la cuarta propiedad de las transformaciones

lineales, se tiene que:
£(2,-3,1) = fla1,1,1) + B(2,0,0) + 4(0,4,5)
F(2,=3,1) = fla,a,0) + (26,0,0) + (0, 47,57)
f(2,-3,1) = f(a+ 26, + 4y, a + 57)

Se plantea el sistema de ecuaciones para encontrar los valores de : o, /3

y-
2=a+2p

—3=a+ 4

l=a+ oY

La solucion del sistema es:
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Aplicando las propiedades de las Transformaciones Lineales
fla1vi + agva + azvs) = a1 f(v1) + axf(ve) + asf(vs)
f(2,-3,1) = fla(1,1,1) + B(2,0,0) + v(0,4, 5)]
f(2,-3,1) = fla(1,1,1) + 3(2,0,0) + v(0,4,5)]
f(2,-3,1)=—-19f(1,1,1) + %f(Q,0,0) +4£(0,4,5)

21
f(2,-3,1) = —19(1 — 22 + %) + 5(3 + o —2%) +4(2 + 3z — 32%)

41 121 83
2. -3 1)= — 4+ g g2

Ndacleo e Imagen de una Transformacién Lineal

Ncleo

Sean V y W espacios vectoriales sobre un campo Ry sea f € L(V,W). El
nucleo (kernel o espacio nulo) de f se define como la preimagen completa del

vector nulo:
Sea f : V — W, el nidcleo esta definido por: N(f) = {v € V : f(v) = ¢},

donde ¢, es el vector nulo.

V/—f\‘ W

Figura VI.2: Representacion del subespacio Ntcleo

Teorema 7 El niicleo de una Transformacion Lineal es un subespacio del

espacio de partida

Si f, es una transformacioén lineal, se cumple que: f (¢v) = Pw.
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Imagen

Sean V' y W espacios vectoriales sobre un campo Ry sea f € L(V,W). La
imagen es el conjunto de vectores w € W; donde cada uno de ellos es igual a
la transformacion lineal de un vector v que pertenece a otro espacio vectorial
V.

Im(f)={weW;IveV: f(v)=w}

La imagen de una transformacion lineal puede ser todo el espacio de llegada,

tal como se representa en la siguiente ilustracion

Figura VI.3: Imagen de una Transformacién Lineal

La imagen de una transformacién lineal puede ser un subespacio del espa-

cio de llegada, tal como se representa en la siguiente ilustracion.

V/—f\ W

Figura VI.4: Imagen de una Transformacién Lineal

Teorema 8 La imagen de una transformacion lineal es un subespacio del espa-
cio de llegada
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Ejemplo 87 Dada la siguiente aplicacion lineal, determinar el Niicleo y la Imagen
[ R*—=R?

fle,y,2)=(r—y+zx4+y+ 2,0 —3y+ 2)

Ntcleo
fv) =
f(@,y,2) = (0,0,0)

r—y+z2=0

r+y+z2=0

r—3y+z=0
1 —1 11]0 1 -1 1 -1 11]0
1 1 1]0 |fo—fil O 2 0 2 0|0
1 =3 110/ fs—fA\0 =2 0|0/ fs+f2\0 0 0]0

Sistema Escalonado:

El sistema tiene infinitas soluciones, por lo tanto, resolviendo el sistema se
tiene que:

y=02=—=2

La solucién general: (z,y, z) = (—2,0, 2), por lo que la base del ntcleo es:
Bn = (-1,0,1)
Subespacio del ntcleo:

N(f)={(z,y,2) ER*:2+2=0Ay =0}

Imagen
f(@,y,2) = (a,b,¢)
flz,y,2) = g—y+§;§+y+§,gf—3y+§)
a b ¢
r—y+z=a
r+y+z=0>b
rT—=3y+tz=c
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1 -1 1]a 1 -1 1 a 1 -1 1 a
1 1 1|6 | fo—fil 0 2 0|b—a 0 2 0 b—a
1 =3 1|c/) fs—fi\0 =2 0|lc—a /) fs+fo\0 0 0|—-2a+b+c

Para que el sistema de ecuaciones tenga solucion —2a + b + ¢ = 0; por lo

tanto la imagen es:
Im(f) = {(a,b,c) eR*: —2a+b+c =0}

La base de la imagen, partiendo de:

(a,b,c) = (a,2a — ¢, c)
(a,b,c) = (a,2a,0)+ (0, —c,c)
BIm(f) = {(17 27 O), (07 _17 1)}

NOTA: Si el sistema tiene tnica solucién, esta es la trivial, esto indica que

la imagen es todo el espacio de llegada.

Teorema 9 Teorema de la dimension:

dim(V) = dim[N(f)] + dim[Im(f)]

b
Ejemplo 88 Sea f € L (Py(x),R?) tal que, f (p(z)) = D
)

a. Hallar N (f) y una de sus bases, indique su dimension.
b. Hallar Im (f) y una de sus bases,indique su dimension.

Desarrollo

a. Hallar N(f) y una de sus bases, diga su dimension.

a

Seap(x) =a+bx+ca?, f(a+bxr+cx?) = | a+0b+c |, para determinar
—b—c

el ntcleo:

a =0

a+b+c=0
—b—c=0
a=20
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b+c=0,b=—c

Por lo tanto, sip () = a+ bx + cx?, ya=0;b+c=0; b = —c, la base es:

p(r) =0—cr+ca®

Sic =1, se tiene:

p(r) =~z +a?
B = {—z + 27}

El subespacio que forma el ntcleo es:

N(f) = {a+bx+cx2€P2(a:):bi:00}
Cc =

b. Hallar Im (f) y una de sus bases, diga su dimension.

a
Seap(z) =a+bx+ci? f(a+bxr+cax?)= | a+b+c |, paradeterminar
-b—rc
la imagen, las condiciones del espacio de llegada se iguala al vector mas

general del espacio de llegada, para este caso (z, y, 2):

a =T

at+b+c=y

—b—c==z
1 0 0|z 1 0 0 x 1 00 T
1 1 1|y |fo—filO0 1 1|ly—a |fsi—f2] 011 y—x
0 -1 —-1]z= 0 -1 -1 z 00 0|-2z4+y+=2

Im (f)={(z,y,2) eER*: —v +y+2 =0}
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Para determinar la base, se parte de: —x +y + 2 = 0, donde z = y + 2.

T
Si el vector de R® es | y | , la base de la imagen es de la forma:

z

y+z 1 1

Y ,siy =1y z =1, unabase es: By, = 11510
z 0

Otra forma de representarle la base de la imagen es:

BIm = {(17 07 1) ; (Oa 17 _1)}

La dimensién, dim (Bp,) = 2

Matriz asociada a una Aplicacién Lineal

Sea f e L (k" k™) entonces existe una matriz A € Mat (R)
A = (a;j)man, tal que: f () = Ax" : Vx € k™. (Cuevas, 2009)

Las columnas de la matriz A, son las coordenadas de cada una de las salidas

maxn’

con respecto a la base canénica del espacio de llegada.

x
-2y 3
Ejemplo 89 Considerando el ejercicio anterior: f | y | = <:v ()y z)
T —2
z

Determinar la matriz asociada a la transformacion lineal se deben considerar las

bases canédnicas.
Bases canénica de R?:
C, ={(1,0,0);(0,1,0); (0,0,1)}
Bases candnica de R?:
Co ={(1,0);(0,1)}

Calcular imégenes con respecto a C;, es decir:

f(1,0,0) =(1,1)
f£(0,1,0) = (-2,0)
f£(0,0,1) =(3,-1)
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Con la base canoénica del conjunto de llegada se procede a calcular las coor-
denadas de la imagen, por ser la base candnica las coordenadas, que a su vez

vienen a ser las imédgenes de la funcién.

(1,1) = «(1,0)+ £(0,1)
a=1; =1
(—=2,0) = «(1,0)+ £(0,1)
a=0; =1

(1,-2)= «(1,0)+ B£(0,1)

a=3; f=-1

1 -2 3
Por lo tanto la matriz A es, A = (1 ) 1)

Aplicando f(x) = Ax'
1 -2 3\ ("
Xz

Matriz Asociada a una Transformacién Lineal en funcién a

otra Base

Sea f : V — W una aplicacién lineal cualquiera y sean S AT dos bases cua-
lesquiera de V y W respectivamente, a la matriz asociada a f se les representa:

[l

Ejemplo 90 Dada la siquiente aplicacion lineal

a b

f( ):a—l—(b—c).il:—l—al.tzz2

c d

encontrar la matriz asociada | f 5. con respecto a las siguientes bases:
a. Bases canénicas

b. Las siguientes Bases:
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11\ (0 -1\ {0 0\ (10 , ,
o) () () pme e

(Cuevas, Navas y Toro, 2009)

a. Bases canonicas

La imagen con respecto a la base T es:

b. En funcién de las siguientes Bases:

{666

T = {1—95;:62;:6—1-:62}

Sacar las imadgenes

¥ Ly

00, 7
0 —1

f(l 0)2_293
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00 L 9
f(l 1) = —r+=x

10 B )
f<0 1) = 142

a+br+cx®=a(l—z)+p2”+v(z+2°)

Se encuentra las coordenadas en forma general de cualquier polinomio, en

funcién de la base del espacio de llegada. Por lo que se plantea la combinacién

lineal:
a=«
b=—-a+ v
c= B+
=B+
b= —a+vy c=btn
a=a c=pF+a+b
y=a+b
f=—-a—-b+c

Representando la solucién en forma matricial:

a a
Bl =|—-a—-b+c
¥ a+b

Para: 1+ z,(a=1,b=1,c=0):

o 1
8| = |-2
0 2

Para: —z + 2%, (a=0,b= —1,c=1):
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La matriz asociada a las bases dadas, es:

1 0 0 1
flz =|-2 2 2 o0
2 -2 -1 1

Matriz de Rotacién

La matriz de rotacién es un elemento algebraico matricial de una aplica-
cién de rotacién o giro, representa la rotacion de 6 grados del plano en senti-
do antihorario. En tres dimensiones, las matrices de rotacién representan las
rotaciones de manera concisa y se usan frecuentemente en geometria, fisica,

informética y robética.

Rotaciéon de un Vector con respecto al origen

La matriz de rotacién que se utiliza para la rotaciéon de un vector en el
sistema de referencia de R?, (espacio vectorial R?), con respecto al origen, para
lo cual se tiene la siguiente consideracion :

- Se tiene un vector u = (z,y), u € R?

- El vector u = (z,y) rotard un dngulo 6, tal como se muestra en la gréfica
V1.6

Figura VIL.5: Rotacion de un vector
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De gréfica anterior, Figura se puede proponer:
f:R* = R3
[, y) = (21,01)

Por determinar: v = (1, ;)
Se conoce por la grafica, que:
f(x,y) = (z1,91)

x = ||ul| cosa y = ||u||sin o

Por la gréfica se determina que:

z1 = ||ul| cos (a + 0) y1 = ||ul| sin (o + )
x1 = ||ul| cos (a + 6) y1 = ||u]| sin (o + 6)
x1 = ||ul| cos (a + 6) y1 = ||u]|sin (o + 6)
x1 = ||ul| [cos a cosh — sin o sin 6] y1 = ||ul| [sina cosf + cos« sin 6]
x1 = ||ul| cosa cosf — ||u||sina sinf y; = ||u||sina cosé + ||u|| cosa sind
x1 =x cost —y sinf Y1 = sinf +y cosf

Por lo tanto:

f(z3y) = (21591
f(z,y) = (z cosf —y sinf,z sinf + y cosh)
La matriz, de rotacion, asociada a esta transformacion lineal es:
cosf) —sinf
A=
sinf cos6

La transformacion lineal asociada a la matriz anterior es:

cosf) —sinb T
flx,y)=1| |
sinf  cos@ Y
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Figura VI.6: Rotacién de un vector con respecto al origen

Ejemplo 91 Girar el vector u = (7, 2), un dngulo de 60° con respecto al origen.
cos) —sinf)\ [z
fly) =1
sinf  cos6 Y

cos60° — sin 60° 7
F1.2) = (sin60° cos 60° ) <2>
f(7,2) = (7cos(60°) — 2sin(60°) , 7sin(60°) + 2 cos(60°))
£(7,2) = (1,76,7,06)

Su nueva coordenada es: u; = (1,76, 7,06)

7.04f oL f(u) = (1,76,7,04)

Figura VI.7: Rotacién de un vector con respecto al origen
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Rotaciéon de un vector con respecto a un punto cualquiera P(h, k)

Sea una aplicacion lineal f : R* — R?, tal que: f(z,y) = (71, y1)

Se conoce un vector cuya coordenada es: v = (z,y) y un punto cualquiera
A (h, k), respecto al cual se va ha realizar la rotaciéon con respecto a un punto
cualquiera A(h, k), tal como se muestra en la Figura

Figura VIL.8: Rotacién de un vector con respecto a un punto cualquiera A(h, k)

Al vector u = (z,y) se le rotara un dngulo dado 6 con respecto al punto A4,

su resultado es:

Figura VI.9: Rotacién de un vector con respecto a un punto cualquiera A(h, k)

El procedimiento para determinar el vector resultante, se detalla a conti-

nuacion:
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1. Determinar los vectores v; y v, con respecto al punto de rotacién, se aplica
v = (x — h,y — k), por lo tanto:
vi = (x — h,y — k), *punto final del vector dado

vy = (0 — h,0 — k), *punto inicial del vector dado

Estos vectores: v; y vy, se representan en el siguiente grafico:

\A

A(h, k)
Vi

Figura VI.10: Rotacién de un vector con respecto a un punto cualquiera A(h, k)

2. Esos nuevos vectores v; y Vg, son los que ingresan a multiplicarse por la

matriz de rotacion:

fv) = ((:089 —sin 9) v

sinf cos0

fv) = ((5059 —sin 9) !

sinf  cos6

3. Para determinar v'; y v'y:

Vi = f(v2) + (h, k)

Estos v'; v v/5, son los puntos final e inicial del vector dado el cual se a
y P

rotado con respecto al punto A.
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Figura VI.11: Vectores rotados con respecto a un punto cualquiera A(h, k)

Ejemplo 92 Girar el vector u; , cuya coordenada es w, = (5,3), rotarle Zrad con

respecto al punto P(3, —2)

Desarrollo:

Vi = (573) - (h’ k) Vo = (0’0) - (h7 k)
vi=(5,3)—(3,-2) vs=(0,0)— (3,—2)
Vi = (2, 5) Vo = (—372)

Vlll
cosf@ —sinf x
flr,y)=1 |
sinf  cosf Y
cosZ —sinZ 2
o= (25 8) 9
sing oS g 5

f(2,5) = (ZCOS% —5sin%,25m%+5cosg)

£(2,5) = (—0,76,5,33)

V,2 .
cosf) —sinf T
T,y) =
f@y) (sin 60 cosf ) (y)
floy) = cos% — sin% -3
’ sin % COS % 2

=]
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f(=3,2) = (—SCOS% - 2sin%; —3sin% + 2cos %)

f(=3;2) = (-3,59,0,23)

Para regresar al sistema original:

vl = (—3,59,0,23) + (h, k)

v} = (—3,59,0,23) + (3, —2)

vl = (=0,59, —1,77)

Para comprobar que el proceso se haya realizado correctamente el modulo

del vector original, debe ser igual al médulo del vector rotado.

Figura VI.12: Vector rotado con respecto a un punto A(3, —2)

El vector de color rojo es el vector resultante al rotarle el vector

u; = (5,3) grad con respecto al punto P(3, —2)
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Implementacién de rotacién de una imagen en Scilab

clear

clc

close

//configuramos los ejes

a=get ("current_axes”);

a.data_bounds=[0,0; 30, 307;

a.x_location = "origin’;

a.y_location = "origin’;

xtitle( "GIRO DE LETRAS’, '"EJE X', '"EJE Y’ ) ;

M=[ O 1.55 1.19 2.59 2.83 0.86 3.41 2.92 1.6 1.39 3.20
5.01 4.53 2.01 4.89 5.55 3.37 1.72 3.37 5.05 5.71 8.35
8.35 04.27 7.99 8 5.80 4.89 3.33 1.72 3.37 5.46 7.13 6.34
04.44 6.72 5.44 3.70 1.15 0.82 0.73 0.28 0;

0 3.56 4.31 3.39 2.99 -5.48 3.08 4.27 4.8 5.17 4.89 3.12
0.12 -5.48 -0.26 3.20 5.30 5.42 6.08 5.13 4.23 7.76 9.93
11.61 9.74 8 4.93 5.71 6.53 6.08 7.35 6.39 8.58 9.46
10.29 8.58 6.97 7.89 6.28 6.94 6.08 6.61 6]

S=c1l2c(M);

T=ones(S(L,1),S(L,2))

x=M(Ll,:)";y=M(2,:)";

plot(x,y,"5");

N=[0 -1.55 -1.19 -2.59 -2.83 -0.86 -3.41 -2.92 -1.6 -1.39
-3.2 -5.01 -4.53 -2.01 -4.89 -5.55 -3.37 =-1.72 -3.37
-5.05 -5.71 -8.35 -8.35 -4.27 -7.99 -8 -5.8 -4.89 -3.33
-1.72 -3.37 =-5.46 -7.13 -6.34 -4.44 -6.72 =-5.44 -3.7
-1.15 -0.82 -0.73 -0.28 0; 0 3.56 4.31 3.39 2.99 -5.48
3.08 4.27 4.8 5.17 4.89 3.12 0.12 -5.48 -0.26 3.2 5.3
5.42 6.08 5.13 4.23 7.76 9.93 11.61 9.74 8 4.93 5.71 6.53
6.08 7.35 6.39 8.58 9.46 10.29 8.58 6.97 7.89 6.28 6.94
6.08 6.61 6]

Sl=c17¢(N);

Tl=ones(S1(1L,1),S81(1,2))

x=N(L,:)";y=N(2,:)";

plot(x,y, " K");

O=[0 14 6 -6 -14 0 2.44 16.19 7.35 -4.08 -6;-10 8 14 14 8

176



Apuntes de Algebra Lineal

-10 -8.96 8.36 14.89 14.95 14]

x=0(1l,:)";y=0(2,:)";

Sz= (0);

T2= (S2(L,1),82(1,2))

plot (x,y, K');

angulo=input (' Ingrese el angulo del giro en grados:’)
W= angulo;

Z=%pix (W) /1380;

//Ingresar los vectores y graficarlos

p = input (' Ingrese el punto x: ')
//p=0;
g = input (' Ingrese el punto y: ')
//q=0;

x3=M (1, :)=p*T (L, :);y3=M(2, :)—g*xT (2, :);
x1=N(1l,:)-p*T1(1,:);y1=N(2,:)—gxT1l(2,:);
x2=0(1,:)-p*T2(1,:);y2=0(2,:)—qg*xT2(2,:);
M1=[x3;y3];

Nl=[x1;y1l];

Ol=[x2;vy2];

//Matriz cambio de giro

A=| (z) - (Z2); (2) (z)1;

B=A*M1;

x=B (1, :)"+p*T (1, :)";y=B(2, )" +g*T (2, )’ ;plot (x,y, 'B");
C=AxN1;

x=C (1, :)"+p*T1(1,:)";y=C(2,:) " +g*T1(2,:)’;plot(x,y, 'B");
D=A*01;

x=D (1, )" +p*xT2 (1, )" ;y=D(Z2, )" +gxT2 (2, )" ;jplot (x,y, 'B");
//Creacion de las matrices

B=AxM1;
x=B(1,:)’+p*T(l,:)’;y=B(2,:)’+q*T(2,:)’;EEQE(x,y,‘B’);
C=AxN1;

x=C (L, )" +pxT1 (1, )" ;y=C(2, )" +gxT1 (2, )" ;plot(x,y, 'B");
D=Ax01;

x=D (1, :)"+p*T2(1,:)";y=D (2, :)"+gxT2 (2, :) " ;plot(x,y, 'B");
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ROTACION FIGURAS
30 ~

25 4

204

Figura VI.13: Imagen original vectorizada

ROTACION FIGURAS
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Figura VI.14: Imagenes original y rotada 45° con repecto al origen

ROTACION FIGURAS
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20

178 ‘ Figura VI.15: Imagen rotada 45° con respecto al origen
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Matriz cambio de base

Sea f:V - VyseaSATbasesde V, (V, R, +,e), la matriz cambio de

base es la matriz que contiene en sus columnas las coordenadas de los vectores
de la base S expresados en funcién de la base T.

Ejemplo 93 SeanS = {(1,1);(—=1,1)} y T = {(2, —1); (1,2)} bases R2. Encontrar:|f]3,;
y las coordenadas de del vector v = (—3, 4) con respectoalabase T = {(2,—1);(1,2)}
, si se sabe que las coordenadas de v con respecto a S son: v, = (1, 1).

272

Desarrollo: Para determinar la matriz de cambio de base, se considera que
los vectores deben ser combinaciones lineales de la base T

(a,b) =a(2,-1)+ 5 (1,2)

a=2a+f
b=—a+28
2% —

o a b;ﬁ:&+2b
5 5

Se determinan las coordenadas del conjunto S = {(1,1);(—1,1)}, en funcién

de la base T, para lo cual, se evaltia cada uno de los vectores del conjunto S

a=——if=—
1 3
a—g,ﬁ—g
u=(-1,1);a=-1,b=1
20 — b a+2b
=5 =75
3 1
@——575—5
La matriz de cambio de base [ f]:
S 1 =3
[f]T: Z i)
5 5

Para determinar las coordenadas v = (—3, 4) con respecto a la base
T = {(2,—1);(1,2)}, si se sabe que las coordenadas de v con respecto a S

), este vector se multiplica por la matriz de cambio de base [f Jn:
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vr = (_27 1)
Una forma de comprobar el resultado es encontrando las coordenadas del

vector v = (—3,4) con respecto alabase T = {(2,—-1);(1,2)}:
(—3,4) =a(2,-1)+b(1,2)

—3=2a+0b
4=—-a+2b
a=—2 : b=1
vy = (—2,1)

Propiedades de las matrices de cambio de base

1. Toda matriz de cambio de base es cuadrada Mat (R),, donde n es la di-

mension del espacio al que se refieren las bases.

2. Toda matriz de cambio de base es inversible (es decir, su determinante es
diferente de cero). Ademas, la matriz de cambio de S a T es inversa de la
matriz de cambio de T a S, es decir se cumple que:

[fx fls =1

Para el caso del ejercicio anterior se puede encontrar la matriz de cambio de

base aplicando la segunda propiedad expuesta.

S
[fls = ( _)

(2

MIOJ

T

Se cumple que: [f]5 [f]a =

[SISUREITE

|

[ cnlw

I [N
N

NI SOV
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Algebra de Transformaciones Lineales

Suma de Transformaciones Lineales
Sea fyge L(V,W),lasuma f + g es otra transformacién lineal ,tal que:
f+ g9geL(V,W)
por lo tanto:

(f+g)(au+v)=a(f+g)(u)+(f+g)(v)

La suma de dos transformaciones lineales, da como resultado otra transforma-
cién lineal.
Por demostrar que: (f + g) (cu+v) =a(f+g)(u)+ (f+g) (v)

i. (f+g)(au+v)=(f+g)lau+v) Axio. Reflexivo
ii. (f+g)(au+v)=flau+v)+glau+v) Def. Suma de T.L.
iii. (f+g)(au+v)= f(au)+ f(v)+ glau) + g(v) Def. Linealidad
iv. (f+g)(au+v)=af(u)+ f(v)+ag(a)+g(v) Def. Producto p.e.
v. (f+g)(au+v)=a[f(u)+g(a)]+[f(v)+g(V)] Axio. Asociativo
Vi (f+g)(au+v) = al(f +g)(w) + (f + )() Def. Suma de T.L.

Ejemplo 94 Realizar la suma de las siguientes aplicaciones lineales:

f(xay) = ($—2y,$,y+$)
9(2,y,2) = (z +y;y —22)
En este ejemplo no se puede realizar la suma de las aplicaciones lineales debido

aque f: R* 5 R’y g : R® » R?, es decir no tienen los mismos espacios de

partida y de llegada.

Ejemplo 95 Sea fy g € L(V, W), encontrar f + g

b b
Seanf(a d)z(a—l—d,c—d,a—i—%)yg(a d)z(a,b—Zc,a—l—b—l—c—l—d)
c c

Desarrollo
b
(f+9) (a d)_(a+d,c—d,a+2b)+(a,b—2c,a+b+c—|—d)
c
a b
(f+g)< d):(2a+d,b—c—d,2a+3b+c+d)
c
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Producto de un escalar por una Transformacién Lineal

Sea f € L(V,W) A € R, entonces Bf € L(V,W)
(Bf) (au+v) =Bf (ou+v)

Demostracion:
L (Bf) (acu+v)=(8f)(acu+v) Axioma Reflexivo
ii. (Bf) (au+v) =B [f (au) + f (v)] Def. Linealidad
iii. (Bf) (acu+v) = Glaf (u)+ f(v)] Def. Producto p.e
iv. (Bf) (au+v) = Baf (u) + Bf (v) Axioma Distributivo
V. (Bf) (cu+v) =aff (u)+ Bf (v) Axioma Conmutativo de R
vi. (Bf) (cu+v) =a (Bf)(u)+ (Bf) (v) Def. Producto de un escalar por T.L

Composicion de Transformaciones Lineales

Sean f € L(V,W)Age L(W,T);(go f) € L(V,T), por lo tanto si:
uAv eV, entonces, (go f)(au+v)=a(go f)(u)+ (go f)(v)

Demostracion:

i (go f)lau+v)=(go f)lau+v)

ii. (9o f)lau+v)=g[f(ou+v)]
iii. (9o f)(ou+v) = glaf(u)+ f(v)

iv. (go f)lau+v) = glaf(u)] +glf(v)]

v. (go f)lau+v) = ag[f(w)] +glf(v)]
vi. (go f)(au+v)=a(go f)(u)+ (go f)(v)

Ejemplo 96 Dadas las siguientes aplicaciones lineales:
f:R® = Mat (R), g : Mat (R), — R?

a a—b x Yy
a,b,c) = =(r+w,y— 2z
A ) (a—i—c b+20> g(z w) ( Y )

Determinar (g o f).
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Desarrollo

(gof)(a7b7c):g[f(avbvc>]

a a—>
=la+b+2c,b—a—2(a+c
g(a—i—c b—|—20> [ ( )

(go f)(a,b,c) = (a+b+2c,—2a+b—2c)
La aplicacién resultante es:

(9o f)(abc): R® — R

(go f)(a,b,c) =(a+b+2c,—2a+b— 2c)

Tipos de Transformaciones Lineales
Transformacién Lineal Inyectiva

Seaf:V—>W, Vv € V;:3dw € W tal que f(v) = w, f, es inyectiva
si N (f) = ¢. Es decir, f es inyectiva si, y s6lo si para vectores distintos del
espacio de partida V da como resultado vectores distintos en el espacio de
llegada W.

Figura VI.16: Transformacién Lineal Inyectiva

Transformacién Lineal Sobreyectiva

Sea f : V. — W, es sobreyectiva si la imagen de la aplicacién dada, es todo
el espacio de llegada W , es decir Im (f) = W.
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Teorema 10 Sea f una transformacion lineal de V. en W. Si 'V es un espacio
vectorial finito, una transformacion lineal f es sobreyectiva si, y sélo si,

Im (f) = W

Teorema 11 Sea f una transformacion lineal de V. en W.
Si
dim(V) = dim(W)

Entonces f es biyectiva si y sélo si f es sobreyectiva.

Transformacién Lineal Biyectiva

Sea f:V — W, f esbiyectiva si: f esinyectiva y sobreyectiva.

Isomorfismo

Las transformaciones lineales que son a la vez inyectivas y sobreyectivas,

se llaman isomorfismos, y se dice que son inversibles.

Figura VI.17: Representacion de un Isomorfismo

Inversa de una Transformacidon Lineal

Sea f: V — W, una aplicacion lineal, f tiene inversa si f es biyectiva.

Ejemplo 97 Determinar si la siguiente Transformacion Lineal tiene inversa.

f(z,y) = (z, 2+ 2y)
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Desarrollo

Determinacién del ntcleo:

rz=0
r+2y=20

La solucién es tinica: z = 0,y = 0
Por lo tanto, el nticleo de la funcién es igual al vector nulo, Bn(s) = (0,0)

Su Imagen es:

x =a
r+2y=>
b—a
r=ay =
Y 9

Como no existe condicién de dependencia entre a y b, la imagen es todo el

espacio de llegada.
Im (f) ={ (z,y) €R" }

La imagen es todo el espacio de llegada, por lo que f es sobreyectiva, por
lo tanto, f si tiene inversa.

La matriz asociada a la aplicacién lineal: f (z,y) = (z,z + 2y), es:

A=112= (1 2)

La matriz asociada, se encuentra con respecto a las bases canénicas del es-
pacio de partida y del espacio de llegada.

La inversa de la matriz asociada es:

1 0
—1 _
2 2

Por lo tanto, la inversa de la aplicacién lineal dada es:

185



Apuntes de Algebra Lineal

EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Sea L : V — W una transformacion lineal, dimV = dimW = n.

B, = {Vl,VQ, ...,Vn} cV,B; = {L(Vl),L(VQ), ,L(Vn)} C W. Demos-
trar que: L es invertible si y solo si B, linealmente independiente enton-

ces implica que B; es linealmente independiente.
2. Sea V una espacio vectorial de dimensién 2, {u, v} es base de V

a. Mostrar que u” = u+2v y v/ = v — u forman una base de V
b. ;Cuadl es la matriz asociada a la transformacién lineal T
T:R?> — R?
(z,y) = T(x, y) = (2, y)
Siendo {u”, v”} la base de salida y {u, v} la base de llegada?

3. Sea L : R* — R? una transformacion lineal tal que: L(u) = v, L(v) = w,
L(w)=u B = {u,v, w} esbase de R?, donde: u = (1,1,0),v = (0,1,1)
yw=(1,0,1)

a. Hallar la matriz asociada a L respecto a B
b. Determinar la matriz asociada a L respecto a la base canénica

4. Sea L : R — R? una transformacion lineal cuya matriz asociada con

a b

respecto a la base canénica es [ ] . Qué condiciones deben cumplir

c
a, b, c, d para que:

N(L)= (1,1)eIm (L) = (~1,1)?

L:R? — R?

5. Sea L una transformacion lineal

1 1

a. Para que valores de k de los reales L es biyectiva ;?

b. Calcular [L]g; ,donde B; esbase canénicade R*y B, = {(—1,0), (0,-1)}
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6. Sean las bases
B, = {1, z, 2*} basede Py (2) ,y
B, = {1,1+ z, (1+ )% (1+ x)3} base de P3(x)

-1 1 -1
1 -2 3
A_ p—
0 1 -3
0 0 1
Hallar:

a. L: Py, — Pj, talque, A = [L]g;

b. N (L), Im (L), dimensiones y bases

1 -1 0
7. Sea f : R® —» P, (z), una transformacién linealy A = |1 0 —1|,
2 -1 -1

la matriz asociada a f respecto a las bases canénicas de R? y Py (z) re-

presentativamente. Hallar:

a. f explicitamente

b. N (f), Im(f), dimensiones y bases

T: R* - R?
8. Sea
(2, .2 w) — T(a+z y+u)
a. Demostrar que 7' es lineal

b. N (T'), Im (T), dimensiones y bases

T:R> - R?
9. Sea: , Una transformacion lineal, donde:
(z, y,2) = T(z, y,2)

T(luou_l) - (_371)
T(27_171) = (47 2)
T(_lala_l) = <_173)
Determinar:
a. T (z, y,2)

b. N (T'), Im (T), dimensiones y bases
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L: Py(z) — Py(x)

10. Sea:
p(x) — L(p(x)) = p"(z) + xp'(x) + 2p(7)

a. Probar que L es un isomorfismo
b. Estructurar la inversa de L

c. Hallar [L]gz ,siendo B, = {1, x, z?, z*, '}, base de P, ()

L:P(x), = P(x),

p(x) = L(p(z) =p(z) — (32 -1)p/ (2)

a. Mostrar que L es lineal

b. N (L), Im (L), dimensiones y bases

L:P(z), » R?

ast? + a1t + a, — L (ag + a1 + a,, kag — ay a3 — ay + a,)

Hallar

12. Sea

a. El valor de k para que L sea inyectiva
b. El valor de k para que dim(L) = 2

c. Una base para la imagen y el ntcleo en cada caso anterior L™ si
k=2

d. [L]gz ,si B, son las bases de P (), — R? respectivamente

L: R*— R3
(x,y,2) > L (v,y,2) =(x—y+2,2x—3y+2z2, 2x —y— 22)

13. Sea

B={(2,1,0), (-1,1,0), (2,1,—1)}, B. base canénica de R?

a. Demostrar que L sea biyectiva

-1
b. Comprobar que [L‘l]gc = ([L]gc>

14. Sea B = {u;,u,, u3} base de R?, donde: u; = (1. — 1,1), uy = (1,0,1),
u; = (1,1,1) Si L : R?* — R? es una transformacion lineal, tal que B! =
{us} esbasede N(L)yvy =L (uy) =(0,-1,1),vs= L (u3) = (1,1,1)

a. Hallar L (z,vy, 2)

b. Hallar la matriz asociada a L respecto a B
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c. A partir del conjunto {vq, v3} completar una base ortogonal para
R3
L: R)— R?

15. Sea
(r,y,2) > L (v,y,2) = (x+2y, —x+ 3y — 5z, 2x + 3y + kz)

a. Hallar la matriz asociada a respecto a las bases canénicas
b. Para qué valores de k, L es un isomorfismo ;?
c. Para qué valores de k la dim(L) = 1?

d. Encontrar una base B para la cual la matriz asociada a L respecto a

B tenga una columna de ceros
16. Dadas las funciones f y g de P (z),, tales que:
flp(@)=p()— p(2)
g9(p(z) =p(z) - p"(z)
a. Hallar (go f) (p(2))
b. Demostrar que (g o f) es una transformacion lineal

c. (go f)esbiyectiva?
d. SiB= {1, 2,22} yB!' = {1 — 2,2 — 2%, 1 + 2°} sonbase de P (),
, hallar (g © 9)|g:
—6
e. Sip(x)lg = | =6 | ,hallar [(gof) (p())]g
4

17. Sean las transformaciones lineales
f:P(z), > R

ast? + a1t + a, — f (2a2 — a1 + a,, ag + ay.as + 2a; — a,)

g: R®*— P (x),
(ag,ay,a,) — (ay + a,) t? + (2a2 — ay — 2a,) t + a,

B1 = {(27 170)7 (07 17 _1>7 (170, 1)}base de R3

a. Demostrar que (g o f) es invertible

b. Hallar (fog)™"
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_1+B1 .
c. Hallar F = [(fog) '] y G =[(f o 9)ln;
d. Determinarsi F = G~!

L: P(z)y = P(x),

18. Sea
p(xr) = L(p(z)) = p'(x) — 2 p(x)

a. Demostrar que L es lineal
b. Probar que L es invertible
c. Hallar ™!

d. Hallar la matriz asociada a L respecto a B y B/, siendo

B= {1, 2,22} yB' = {1l — 2,2 — 2?1 + 2%} base de P (z),

e. Sip(z) =2 -z + 2% hallar L (p (z)) usando [L]3,

19. Sean f : R? — R? una transformacion lineal y B = {u, v, w} una base
de R3, tal que u = (1,0,0), v = (0,1,1) y w = (0,2, 1), se conoce que
fu)=0,=1Lk), f(v)=(0,1,1)y, f(w) =(0,2,1)

a. Hallar f (z,y, 2)
b. Para que valores de %, f es biyectiva ?

c. Hallar la base para el nticleo y una base para la imagen de f,cuando

esta es biyectiva

d. Sik = 2, hallar la matriz asociada a f respecto a B
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Valores y Vectores Propios

En algebra lineal, los vectores propios, que también se llaman eigen vec-
tores o auto vectores de una transformacion lineal, son los vectores no nulos
que, cuando son transformados por el operador, dan lugar a un multiplo esca-
lar de si mismos, con lo que no cambian su direccién. Este escalar ) recibe el
nombre valor propio, autovalor o valor caracteristico. A menudo, una transfor-
macién queda completamente determinada por sus vectores propios y valores
propios. Un espacio propio, autoespacio o subespacio fundamental asociado al

valor propio A es el conjunto de vectores propios con un valor propio comun.

Definicién:

Sea f : V — V siendo V un espacio vectorial cualquiera definida sobre R

y A € R,seav € V se dice que v es un vector propio de f , si se cumple:

f(v)= Av

Donde:
A : Valor propio de f (Auto valor, Valor caracteristico, Eigen Valor)
v: Vector propio de f asociado a \.

Ejemplo 98 Sea f: R?® — R?, tal que f(x,y) = (10x — 18y ,6x — 11y).
Determinar si los siguientes vectores: u = (2,1) y v = (3, 2), son vectores propios

de la transformacion lineal dada.

Son valores propios por cumplir la propiedad.
Av =)\v

()= () )
- (09 () ()
() ()A_lu_@,l)
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(-0 0 0-C)--0)
()= () re v

Teorema 12 Sea f : V — V el conjunto de vectores propios, de una matriz,
forma un subespacio vectorial.

Vi={v €V: f(v) = v}

Por definicién de vectores propios, se conoce que: Av = \v, partiendo de

esto:
Av = )v
Av—)>v = 0
(A— AD)v=0 (VIL.1)

En la expresion |VIL1|, se tiene una ecuacién cuyas incognitas son: Ay v
Recuerde que el vector propio debe ser diferente de cero, v # 0, por lo tanto

lo primero que se determinaré es el valor propio A, para lo cual se aplicara:
|A— M| =0.

Polinomio caracteristico

Sea A € Mat (R),, su polinomio caracteristico estd definido por:

p(A) = |A— N (VIL2)

El polinomio resultante, si la matriz es de orden n, es de grado n
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10 —18
6 —11

p(A) = |A—= AT
10 —18 1
6 —11 0 1
10-A  —18
6 —11—\

p(A) = (10 =A) (=11 = X) — (6) (—18)
p(A) = =110+ A + A* + 108
p(A) = N +A-2

Ejemplo 99 Sea A = ( ), encontrar el polinomio caracteristico

Valores Propios

Un escalar A es un valor propio de una matriz A, A € M(R),, si existe una
solucion no trivial de Av = Av; tal que v es el vector propio correspondiente a

A
Los valores propios se los determina encontrando las raices del polinomio ca-

racteristicos, p (A), por lo tanto para determinar los valores propios se parte de

p(A) =0.
Considerando el ejercicio anterior:

pA) = N4+ A-2
p(A)=0
M+A—-2=0
A=1)(A+2)=0
A=1LA=-2

Vectores Propios

Un vector propio de una matriz A, tal que A € Mat(R), , es un vector
v € R", distinto de cero, si se cumple Av = A\v para algin escalar A (valor
propio).
Para determinar los vectores propios, se resuelve el siguiente sistema homogé-
neo: (A — \; I) v =0, la incoégnita es v y \; son los valores propios.
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10 —18
Ejemplo 100 Sea A = ( 6 11) , determinar los vectores propios:

En el ejemplo anterior se obtuvieron los valores propios, con esos valores
se obtienen los vectores propios correspondientes.
(A — N\ I)v =0, considerando: A\ | = —2

()2 () C)-C)
(G )C)-C)
(5 ) e (5 00)

122 — 18y =0

122 = 18y
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(A — X\ I)v =0, considerando X\, = 1
(o0 66 -6)
_ y 0
9 —18\| («\ (o0
6 —12/|\y/) \o

0 1 9 —-1810 9 —18
O>§f2(3 6 O>3f2—f1(0 0

9z — 18y =0

9 —18
6 —12

0
0

9z = 18y

T = 2y
v =(z,y)
vo = (2y,)' ,siy =1,vy = (2,1)

Utilizacion de Scilab para la obtencién de los valores y los vectores
propios:

A=[10 -18;6 -11]

10. -18.
6. -11.

Comando para obtener los valores y vectores propios spec ()
[vec vals]=spec (A)

vec =

0.8944272 + 0.1 0.8320503 + 0.1
0.4472136 + 0.1 0.5547002 + 0.1

vals =

1. + 0.1 0. + 0.1
0. + 0.1 -2. + 0.1

197



Apuntes de Algebra Lineal

Multiplicidad algebraica y geométrica

Sea p,, (\) el polinomio caracteristico, de grado n, de la matriz A de orden

n, el polinomio tiene n raices y puede escribirse como:
POY = (=A™ (A= Xa) (A = A
Donder; +7r9+ ...+ 1, =n.
1. Se llama multiplicidad algebraica de \;, a las veces que se repite un J\;

2. La multiplicidad geométrica del valor propio ); es la dimensién del
subespacio vectorial, del vector propio v; asociado al valor propio A;.

Si la multiplicidad algebraica de un valor propio es 1, entonces la multi-
plicidad geométrica también es 1. Pero si la multiplicidad algebraica es p >
1, p < n, entonces la multiplicidad geométrica puede ser 1 o 2, hasta p. Todo

valor propio tiene asociado por lo menos un vector propio.
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Diagonalizacién

La diagonalizacion de matrices es un concepto fundamental en Algebra
Lineal con muchas aplicaciones en diversas dreas, incluyendo la fisica, la in-
genieria, las ciencias de la computacion y las matematicas puras. Dentro las

principales aplicaciones de la diagonalizacién se tiene:

= Resoluciéon de sistemas de ecuaciones diferenciales: En diferentes dreas,
los modelos matematicos se expresan como sistemas de ecuaciones di-
ferenciales lineales, los mismos que pueden ser representados en forma
matricial. De esta manera la diagonalizacién de matrices puede utilizarse
para resolver estos sistemas y estudiar el comportamiento de los sistemas

dindmicos.

» Anadlisis de estructuras: En la carrera de ingenieria civil y mecénica es-
tructural, se aplica la diagonalizaciéon de matrices para analizar la esta-
bilidad y el comportamiento vibracional de estructuras como puentes,

edificios y sistemas mecanicos.

» Andlisis de estabilidad en sistemas dindmicos: Una herramienta efi-
ciente para analizar el comportamiento dindmico, es la diagonalizacién
ya que se puede analizar la estabilidad de puntos de equilibrio y com-
prender el comportamiento a futuro. Se utiliza para analizar circuitos
eléctricos lineales y determinar su comportamiento en el dominio de la

frecuencia.

» Teoria espectral: La diagonalizaciéon de matrices es fundamental en la
teoria espectral, que estudia las propiedades de los operadores lineales
en espacios vectoriales. Por ejemplo, la diagonalizacién de matrices her-
mitianas conduce a la descomposicion espectral, que es importante en

fisica cudntica y teoria de sistemas dindmicos.

» Optimizacién: En ciencia de datos y optimizacién, la diagonalizacién de
matrices se utiliza para encontrar soluciones 6ptimas en problemas de
optimizacién cuadratica y en la optimizacién de funciones objetivo en

varias variables.

» Criptografia: En criptografia, la diagonalizaciéon de matrices se utiliza
en algoritmos criptograficos como el cifrado de Hill, que se basa en la

multiplicacion de matrices para cifrar y descifrar mensajes.
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En Algebra Lineal, una matriz cuadrada, A € Mat(R), se dice que es dia-
gonalizable si es semejante a una matriz diagonal. Es decir, si mediante un

cambio de base puede reducirse a una forma diagonal.

Matrices similares:

Sean A y B € Mat(R),, A es similar a B si existe una matriz Q € Mat (R),
, Q inversible tal que se cumpla:

B=Q'AQ

Teorema 13 Si dos matrices son similares entonces se cumple que:

Al = [B|

Matrices Diagonalizables

Sea A € Mat (R),, A es diagonizado si A es similar a una matriz D

D-Q 'AQ

La matriz Q se forma por los vectores propios de A
Hay algunas condiciones necesarias y suficientes para que una matriz sea
diagonalizable:

I. Matrices simétricas: Las matrices simétricas son diagonalizables.

II. Matrices con n vectores propios linealmente independientes: Una matriz cua-
drada de tamafio n es diagonalizable si y solo si tiene n vectores propios

linealmente independientes.

III. Matrices con multiplicidad algebraica igual a la multiplicidad geométrica para
cada autovalor: Una matriz cuadrada A, es diagonalizable si y solo si para
cada autovalor A de A,, , la multiplicidad algebraica de A es igual a su

multiplicidad geométrica.

Es importante tener en cuenta que no todas las matrices son diagonaliza-
bles. Por ejemplo, una matriz nilpotente no es diagonalizable y algunas matri-
ces tienen autovalores repetidos o carecen de un conjunto completo de auto-

vectores linealmente independientes, lo que las hace no diagonalizables.
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Ejemplo 101 Sea B = Q~'AQ demostrar que |A| = |B|

Desarrollo
B| = |Q'AQ]
B| = Q' 4] Q|
1
B =—A]|Q
B ’Q’| Q]
B[ = |A]

Cuando una matriz es diagonalizable, su diagonalizacién proporciona una
forma conveniente de calcular su potencia elevada a la n-ésima potencia. Su-
poner que se tiene una matriz A que es diagonalizable, lo que significa que
puede escribirse como:

D=Q 'AQ
Donde D es una matriz diagonal y Q es una matriz invertible cuyas columnas
son los autovectores de A. La matriz A se obtiene a partirde D = Q'AQ, de

la siguiente manera:

1. D=Q'AQ

QD =QQ'AQ

QD = IAQ
QDQ ' =AQQ™!
QDQ ' = AI (VIL3)
QDQ ! = AI
QDQ '= A

A =QDQ™!

Para calcular A", se lo puede realizar aplicando A™ = QD"Q™!, esto se deduce
de:

AA =QDQ'QDQ™
A2 = QDIDQ!
A2 — QDZQ—I

A" = QDnQ—l
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Se sabe que D, es una matriz diagonal de la forma: D =

su potencia e-nésima es

(A" 0 0
o
0 0 (M)

10 —18
Ejemplo 102 Encontrar A", si A = ( 6 11)

Desarrollo

Polinomio caracteristico: p(A) = |A — A

10 —18 \ 10
6 —11 01

o)

p(A) = (10 = A) (=11 = A) — (6) (~18)

p(A) =

p(A) = =110+ XA+ > + 108
p(A)= N +A-2
Valores Propios:
p(A) =0
NHA-2=0
A=1)(A+2)=0
A=1 = —2

Vectores Propios: (A — AI)v =0
A =1
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9 18 0
6 —12 0

0 1 9 —-181]0 9 —18
O)§f2<3 6 0>3f2—f1<0 0

9r — 18y =0

x = 2y;vi = (2, 1)t

Ay = —2

12 —18/0 1, (12 18
(6 -9 o>f2_§f2<0 0

122 — 18y =0

)

3
r= Tiva=(3,2)

. . 2 3
La Matriz Q, se forma de los vectores propios : Q = (1 2)

La inversa de Q,
1

[e]

G121y (2 -
5 2)- (5 0)

Si el procedimiento estd bien realizado, debe cumplirse que:

Q' adjQ

D= Q'AQ

Donde D, es la matriz diagonal, que tiene por elementos los valores pro-

o= (5 ) () ()
o= o %)

Se debe recordar que la potencia de una matriz diagonal se la define como:

pios.
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ap 0 - 0 (a))" 0
SeaD = 0 o ,su potencia es: D¥ = 0 (o)
0O 0 - o . 0 0
A"= QD"Q!

PRI
SPIERAIEE

an_ (473D —6+6(-2)"
C\2-2(=2)" —344(=2)"

Aplicacién para la resolucién de Ecuaciones Diferenciales

Sea un sistema de ecuaciones diferenciales lineales de la forma:

l‘l(t) = auxl(t) + (ngxl(t) + R + alnxl(t)
To(t) = anx1(t) + anai(t) + - - + agx1(t)

(L’n(t) = Ap1T1 (t) + Ap2T1 (t) + -+ amxl(t)

donde ai; € R,
la solucién del sistema [VI.4] es:

) = 3 Gy,
=1

donde:
Ai=Valores propios

v,;=Vectores propios
Ejemplo 103 Sea el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

Determinar la solucién del sistema dado.
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Representacion matricial del sistema:

Matriz de coeficientes:
10 —18
A —
( 6 —11)

AM=1Ayg=-2

2 3
Vectores Propios v; = <1> Vg = (2>

Solucidn del sistema:

i (2 o 3
x(t) = Cie (1) + Che (2)

Teorema de Cayley-Hamilton

Valores propios:

Este Teorema indica que, todo endomorfismo de un espacio vectorial de
dimension finita sobre un cuerpo cualquiera anula su propio polinomio carac-
teristico.

En términos matriciales, eso significa que : si A es una matriz cuadrada de

orden n y si:

es su polinomio caracteristico, entonces al sustituir formalmente A por la ma-

triz A en el polinomio, el resultado es la matriz nula:

p(A)=A" +pn_1A"_1 + ...+ piA+pl, = o,

10 —18
Ejemplo 104 Comprobar el teorema de Cayley -Hamilton, si A = ( 6 11)

El polinomio caracteristico es:
p(A)= N +A-2

p(A)= A* + A -2

2

10 —18 10
+ —2

(6 —11> (o 1)
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1.

10.

206

Demostrar que cualquier matriz de Mat (R),, cuyo determinante es ne-

gativo es semejante a una matriz diagonal

Sean A y B € Mat (R),. Probar AB y BA tienen los mismos valores
propios
Hallar todas las matrices A € B € Mat (R),, con valores propios 1 y —1.

Sean L : V — V una transformacion lineal invertible. Si A\ es un valor

propio de L, cual es el valor propio de L™
Sea V un espacio vectorial y f, g dos transformaciones lineales tales que
fog = go f.SiAesun valor propiodeg,y
Vo= {veV:ig(v)=AV}
a. Demostrar quesiu € V,, f(u) € V,

b. Dar una condicién para que:si f (u) € Vo — u € V,

Sean v; y v,, vectores propios con valores propios asociados A y Ay, res-

pectivamente.

Demostrar que A\;v; + A2vy, es un vector propiosi Ay #00 Ay # 0

a b
(Para qué valores a,b € R, la matriz: M = ) ; tiene los vectores
—b a
. 1 1
propios | |, ?
1 —1
1 11 1 1 1
Seala matrizz A = | a b ¢ | convectores propios [1|,| 0|, |-1].
p q T 1 —1 0

Encontrar los valores de a, b, ¢, p,q,r

1

1
Sea la matriz: A = < 0) . Defina sobre los complejos

a. Diagonalizar A

b. Hallar A*, parak =1,2,3,.....

Para cada uno de los siguientes casos, si es posible, diagnosticar la matriz

dada y hallar la matriz Q invertible tal que, D = Q' AQ (comprobar)
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[1 -3 3 3 1 -1 2 2 1
a) |3 -5 3 o) |2 2 -1 e) |1 3 1
6 —6 4 2 2 0 12 2
-3 1 -1 3 -2 1 £ _6 —6
b) |-7 5 —1 d |0 2 H -1 4 o2
-6 6 —2 0 0 0] 3 6 4

11. Para cada uno de los siguientes casos, si es posible, diagnosticar la matriz
dada y hallar la matriz Q invertible tal que, D = Q 'AQ

9 -3 0 3 -1 -1 1 i 1—i
a) |[-3 12 -3 o |-1 5 -1 e) | —i -1 0
0 -3 9 1 -1 3 1+i 0 0
[1 2 1 1 0 0
b) [2 0 2 d |0 2 i
12 1 0 —1 0

12. Demostrar que la siguiente matriz no es diagonalizable, pero que si es

. . 0
semejante a una matriz de la forma .

¥

13. Probar que si A es un valor propio de una matriz A con vector propio
asociado v y k es un entero positivo, entonces \* es un valor propio de la

matriz A* con vector propio asociado v

1

1
14. Sea la matriz: A = (1 > . Hallar los valores y vectores propios de A

y A?, verificar el ejercicio 13.

15. Sea 'V el espacio vectorial de las funciones continuas con base {sin x, cos z }
y sea
L: V>V

f(z) = L(f () = f'(2)
Es L diagonalizable?
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b
16. Sea A = (a d) . Hallar las condiciones para que A sea diagonalizable
c
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