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Prefacio

El avance tecnológico en las diferentes ciencias han facilitado la obtención 
de mediciones u observaciones de variables con una alta precisión, junto 

con nuevas metodologías que conllevan exigencias de calidad en los produc-
tos y resultados obtenidos. Considerando además la premisa que lo que no se 
mide no se puede avaluar, por lo tanto, no se podría juzgar la calidad de los 
resultados.

Normalmente se usan medidas estimadas, cuyo valor es cercano a un valor 
verdadero, en muchas ocasiones estas medidas son suficientes para las preci-
siones requeridas, pero otras veces se requiere de alta precisión en las mismas, 
por lo tanto, encontrar de cierta manera el verdadero valor de la medida, re-
quiere realizar el ajuste de las observaciones, también conocido como cálculo 
de compensación.

Las mediciones vienen acompañadas de errores causados principalmente 
por el observador, pero también se consideran los equipos y, en algunos casos, 
las condiciones ambientales. La magnitud de estos errores los clasifican en: 
groseros, sistemáticos y aleatorios, los primeros se pueden eliminar con un 
análisis estadístico rápido, saltan a la vista, se los conoce como equivocaciones 
y normalmente se las atribuye a fallas humanas, los segundos son consecuen-
cia de métodos de observación o correcciones propias de algunos equipos, es-
tos errores sistemáticos se los corrige por método de observación o por modelo 
matemático, finalmente el tercer grupo, son aquellos de magnitud pequeña 
que, pese a haber considerado las mejores características para la medición, 
persisten y acompañan a las medidas, son aleatorios y se eliminar en el cálculo 
de compensación. De tal manera que, una vez que se conozcan los mismos, se 
pueda encontrar el verdadero valor de la medida.

Las mediciones son utilizadas muchas veces en cálculos indirectos, deben 
cumplir con condiciones geométricas o físicas, por lo cual es importante la 
propagación de los errores además de analizar las variables a fin de determi-
nar cuál es la medida sensible, es decir, la que se debe tener más cuidado, para 
que el resultado sea el mejor esperado.

La mayoría de las profesiones utiliza en diferentes etapas de sus procesos, 
mediciones, por lo cual el cálculo de compensación no es exclusivo de una 
profesión específica, toda medición que requiera una alta precisión puede ser 
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ajustada por estos métodos. Siempre es importante considerar las exigencias 
del producto final, ya sea por normativa o límites de tolerancia exigida, por 
lo cual no siempre se requiere ajustar las mediciones o los errores pueden ser 
absorbidos incluso por las escalas de trabajo.

La Ingeniería Geográfica, actualmente con las nuevas tecnologías, se ha 
convertido en la Ingeniería Geoespacial, profesión en la cual se requiere de 
captura de datos o geoinformación, para lo cual se estudian diferentes ciencias 
como la Cartografía, Geodesia, Topografía, Fotogrametría, Sensores Remotos, 
entre otras, que se encargan de la gestión de información geoespacial, pero 
muchas de las observaciones o mediciones necesarias en estas ciencias requie-
re de una alta precisión. Las exigencias actuales, con las técnicas y tecnologías 
de captura de datos geográficos necesitan del análisis y tratamiento de infor-
mación geoespacial, garantizando la exigencia de calidad de los productos.

Se define al ajuste de observación como la aplicación de métodos que se 
encargan de mejorar o disminuir los errores existentes que se encuentran de 
forma inevitable en las mediciones, también conocidos como incertidumbres. 
Al compensar las mediciones se puede encontrar el mejor valor ajustado que 
podría equivaler al valor verdadero de la medida, dando fiabilidad a la mis-
ma para poder usarla en forma independiente o correlacionada a una medida 
indirecta.
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1. Introducción

Rita Mae Brown (1983) escribió las siguientes frases muy relacionadas so-
bre el aprendizaje, los errores que limitan la obtención de mejores resultados, 
entre ellas: “Si buscas resultados distintos, no hagas siempre lo mismo” s.f., “Una 
persona que nunca cometió un error nunca intentó algo nuevo” y “Locura es hacer lo 
mismo una y otra vez y esperar un resultado diferente”. Brown, R. M. (1983). Su-
dden Death. Bantam Books. Estas ideas resaltan la importancia de cuestionar 
los métodos tradicionales y de asumir riesgos para lograr mejoras.

Mantener invariables los mismos métodos, equipos y personal puede di-
ficultar la identificación de los errores que limitan la obtención de mejores 
resultados. Si bien introducir cambios o probar nuevas alternativas implica la 
posibilidad de cometer errores, también abre la puerta a descubrir soluciones 
más eficientes e innovadoras. Por ello, cuando se busca un resultado diferente, 
es necesario experimentar, evaluar distintas opciones y analizar objetivamente 
los resultados obtenidos para identificar las estrategias más efectivas.

En el posicionamiento GNSS se realizan varias sesiones de observación. 
Una vez finalizada cada sesión, el equipo se retira del punto y se instala nue-
vamente desde el inicio para el siguiente trabajo. En algunos casos, durante 
la segunda sesión se cambia tanto el receptor como el observador. Este pro-
cedimiento permite reducir los errores sistemáticos y aleatorios asociados al 
equipo, al operador y a las condiciones de observación, contribuyendo así a 
mejorar la precisión y confiabilidad de las coordenadas obtenidas.

1.1. Principales causas de los errores

La práctica de basar un análisis en una sola medición puede introducir un 
grado de incertidumbre del 50% en los resultados, que estén bien o mal, para 
asegurar la calidad y confiabilidad de un trabajo, es indispensable realizar me-
diciones repetidas y verificar su consistencia, evitando sustentar las conclusio-
nes en datos aislados que puedan comprometer la validez del análisis.

La repetición de las mediciones es un aspecto fundamental para evaluar y 
reducir la incertidumbre de los resultados. Sin embargo, surge la pregunta de 
cuántas veces debe repetirse una medición. En realidad, la teoría de errores no 
establece un número exacto de repeticiones, sino que deja esta decisión al cri-
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terio del especialista, considerando las características del proceso de medición, 
la precisión requerida y los recursos disponibles. La teoría sí reconoce la exis-
tencia de medidas sensibles, es decir, aquellas variables cuya incertidumbre 
tiene una mayor influencia en el resultado de las mediciones indirectas debido 
a la propagación de errores. Por esta razón, estas mediciones requieren una 
atención especial, lo que puede implicar realizar un mayor número de obser-
vaciones, emplear instrumentos de mayor precisión, seleccionar métodos de 
medición más adecuados y aplicar procedimientos que minimicen las fuentes 
de error.

Una vez que se dispone de cuantiosas mediciones se puede trabajar con 
medidas estimadas que podrían ser las de tendencia central (media, mediana, 
moda) que representen de mejor manera la medida acercándose al valor e ver-
dadero.

Las unidades de medida normalmente se encuentran estandarizadas para 
cada magnitud física, han sido definidas y adoptadas por convención o por 
ley, el Sistema Internacional establece que: “cualquier valor de una cantidad 
física puede expresarse como un múltiplo o submúltiplo de la unidad de me-
dida” (Tovar, s.f.). Cada instrumento de medición tiene una unidad mínima 
de lectura que es la que está marcada, o si es digital, la expresa por el número 
de decimales del resultado, en lecturas físicas se puede apreciar la medida 
para mejorar la precisión, esta medición estimada podría ser a la mitad o cuar-
ta parte de la mínima unidad de lectura.

Figura 1 
Lectura y apreciación

La experiencia y el conocimiento son factores importantes que deben con-
siderarse al realizar mediciones. La experiencia garantiza el uso adecuado del 
instrumento y la correcta aplicación del método de medición. Por una parte, 
el conocimiento permite analizar las diferentes variables que pueden influir 
en los resultados, tales como las condiciones ambientales, topográficas y at-
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mosféricas, así como las consideraciones relacionadas con el uso del equipo en 
distintos horarios del día o en ambientes cerrados. Además, facilita la incorpo-
ración de nuevas metodologías y técnicas que contribuyen a optimizar la pre-
cisión y confiabilidad de las mediciones. En conjunto, una adecuada combina-
ción de experiencia y conocimiento garantiza la obtención de mediciones más 

La importancia que podrían tener algunas medidas cuando se ha realizado 
reiteraciones, conocida también como peso de la medida, permite confiar más 
en unas mediciones que en otras, pero se requiere de un criterio que justifique 
esa ponderación; por ejemplo, podría ser la calidad del instrumento, experien-
cia y conocimiento del operador, el método empleado en esa medición, etc. No 
se entiende esto si no existe un criterio, es preferible no asignar pesos a las me-
didas, dejando todas con igual peso (1), en el caso de usar pesos se debe aplicar 
para la medida estimada la media ponderada como mejor representante del 
valor de la medida.

Algunos instrumentos de medida están afectados por condiciones ambien-
tales como por ejemplo: temperatura, presión, humedad, polvo, vibraciones o 
interferencias (ruido), afectaciones de la ionósfera, reverberación, etc. En estos 
casos se deberá considerar estos efectos a fin de no incrementar los errores.

La topografía o irregularidad del terreno podrían influir en la precisión de 
las mediciones. Por ejemplo, la distancia horizontal difiere de la distancia incli-
nada; así mismo, algunos  equipos requieren estar colimados o nivelados para 
garantizar su adecuado funcionamiento y la confiabilidad de sus resultados. 
Por ello, estos factores durante la planificación y ejecución de las mediciones, 
hay que considerarlos cuando corresponda.

La selección de los equipos y sus precisiones se deben considerar en la pla-
nificación de cualquier trabajo que requiera mediciones, los instrumentos uti-
lizados deben estar acorde a las precisiones requeridas y con los objetivos del 
estudio, para garantizar la confiabilidad de los resultados, la mayoría de ins-
trumentos indican la mínima lectura, el error por defecto del equipo y el error 
relativo a la magnitud de la medida que se expresa en PPM (partes por millón) 
o PPB (partes por billón), ejemplo: 5 mm ± 2 PPM, quiere decir que tiene por 
defecto un error de 5 mm, el cual se va a incrementar en función de la distan-
cia, ejemplo, en 1000 m, tengo un 1000000 mm, de los cuales se toma 2 por cada 
millón, danto un resultado de 7 mm. 
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Los equipos que utilizan lectura óptica; por ejemplo, un nivel que tiene un 
lente objetivo, requiere la altura adecuada del observador, estando alineado 
con el telescopio, de esta manera se mejora la lectura u observación. 

El uso continuo de los equipos hace necesario realizar su calibración de for-
ma periódica, con el fin de garantizar su correcto funcionamiento y asegurar 
la confiabilidad de las mediciones. De esta manera, se minimiza la posibilidad 
de errores que podrían afectar la calidad y precisión de los resultados finales. 
La calibración de los equipos permite verificar y ajustar su desempeño para 
que operen dentro de los rangos de tolerancia establecidos por la normativa 
vigente y las especificaciones técnicas aplicables.

La principal fuente de errores en las mediciones suele atribuirse al factor 
humano, debido a la lectura de la medida y registro de datos. Por esta razón, el 
avance de la ciencia y tecnología, buscan en lo posible reducir la participación 
de los humanos en las mediciones, dejando al mínimo posible su intervención 
y disminuyendo así la probabilidad de errores asociados a la observación, in-
terpretación o registro de las mediciones.

Dentro de los principales errores humanos, el principal es no reconocer o 
aceptar que se realizó mal una medida o se equivocó, además del desconoci-
miento en el tema de la medición o en el uso del instrumento, hábitos, meto-
dologías de trabajo, cansancio, falta de paciencia, plazos cortos para entregar 
los trabajos, así como enfermedades como la dislexia, discapacidades físicas en 
la visión, audición, etc.

En algunas ocasiones se puede disponer del valor verdadero, este puede 
estar dado por convención (Norma formato A4 21x29,7 cm), por diseño (plano 
del constructor, dimensiones teóricas o esperadas basada en especificaciones 
del diseño) o por estimación a partir de un gran número de medidas. 

Finalmente, el análisis de las variables observadas permitirá dar una mayor 
amplitud o rango de aceptación de las mismas, el nivel de confianza, separar 
en categorías por algún criterio, así como el uso de la medida mejor estimada, 
realizando un análisis de mínimos cuadrados. 

Se requiere medir una hoja de papel, para lo cual se partió la hoja formato 
A4 en 4 partes, se seleccionó a 12 observadores diferentes en edad y género, se 
tomaron las siguientes variables: ancho, largo del formato A6, edad del obser-
vador y estatura, los resultados se presentan en la tabla 1. En la variable esta-
tura, se ha dividido por género considerando que existen diferencias según el 
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país, la región, teniendo como referencias datos promedios a nivel mundial, 
regional, por país, etc. Esto no ocurre con la edad, que es una variable en la 
cual no es necesario separar por género.

 

Ejercicio 1. Análisis de variables y observaciones

Tabla 1 
Datos de variables observadas

1.2. Porque es necesario ajustar las observaciones

El objetivo de los datos obtenidos a partir de una medición está determinado 
por el nivel de precisión requerido, la exigencia de la calidad del trabajo será 
el indicador si es necesario ajustar o no las observaciones, por ejemplo: para el 
funcionamiento de una lavadora se requiere que esté nivelada la máquina, es 
suficiente hacerlo con un nivel de mano o burbuja, es decir, no requiere el uso 
de instrumental topográfico y menos realizar el ajuste. 

Sin embargo, de requerir el nivel de un terreno para colocar una maquinaria 
empotrada con pernos que deberán tener la misma altura, para este caso sí se 
requiere el uso de nivel de ingeniero, para realizar la nivelación geométrica 
y ajustar los datos, de esta manera se garantiza que se obtendrá la precisión 
deseada. Otro ejemplo, es en cartografía catastral urbana (escala 1:1000), se 
dispone de estándares de precisión cartográfica horizontal (PH=0.0002*DE 
m=0.0002*1000 m = 0.2m) y vertical (PV= ¼ IC m = ¼ 1 m =0.25m), por lo cual 
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un levantamiento topográfico a esta escala no requiere de ajuste ya que el error 
es absorbido por la escala.

En ocasiones se requiere buscar un verdadero valor, que podría ser usado 
como patrón o medida de referencia, por lo cual se requiere una alta estima-
ción de la precisión, por ejemplo, para determinar una base topográfica para 
calibración de equipos, se requiere conocer el verdadero valor de la base.

Cuando se dispone de muchas observaciones el problema radica en conocer 
un único resultado, las medidas ofrecen discrepancias, el análisis de las incon-
sistencias que acompañan a las medidas mediante el ajuste permiten llegar a 
este valor único.

Una vez que se encuentra el verdadero valor de la medida, ya no importa 
el camino a seguir ya que al estar ajustadas las observaciones todas llevarán al 
mismo resultado.

Figura 2 
Todos los caminos llevan a un único resultado

1.3. La estadística en la historia del cálculo de compensación 

En 1582, el astrónomo Tycho Brahe, quien fue maestro de Johan Kepler, 
aplicó la media aritmética a una serie de observaciones para determinar la 
ascensión recta de la estrella Arietis, repitiendo las observaciones durante 6 
años, agrupó los valores por pares, observando a Venus con una medición al 
este y al oeste del Sol, pretendiendo de esta manera, eliminar los errores de-
bidos a la refracción y al paralaje, lo que posteriormente fue comprobado con 
otras mediciones que confirmaron la precisión de los resultados.

En 1736, en la medición de la forma de la Tierra y especialmente en la me-
dida de su achatamiento, se usaron la media de las medidas, tanto en la expe-
dición a Laponia como la misión geodésica francesa liderada por Pierre Louis 
Maupertuis. 



Teoría y ejercicios resueltos

21

En 1748, Euler en su artículo sobre el movimiento de los planetas, órbitas y 
diferencias en los movimientos de los planetas Saturno y Júpiter, menciona la 
determinación de incógnitas a partir de abundantes series de observaciones, 
es decir, mayor número de ecuaciones que incógnitas.

En 1759, Thomas Simpson escribió un artículo llamado “Ensayo para mos-
trar las ventajas de tomar la media de un número de observaciones en astro-
nomía práctica”. Introdujo el concepto de distribución de los errores, conside-
rando la simetría y rango finito, más tarde ampliada para incluir el concepto 
de distribución continua.

En 1765, Johann Lambert en su libro “Anlage zur Architectonic” (Lambert, 
1771) intentó desarrollar un método para conseguir el valor más probable de 
una magnitud desconocida reiterando mediciones, del resultado obtenido ma-
nifestó que las incógnitas debían ser determinadas de tal manera que la suma 
de los valores absolutos de los errores cometidos (residuos) fuese mínima. 

En 1774, Pierre Laplace formuló un principio que posteriormente aplicó a 
la corrección de las observaciones utilizadas para determinar las dimensiones 
de la Tierra a partir de dos o más mediciones de arcos de meridiano. Este prin-
cipio establecía que la suma de los errores cometidos debe ser igual a cero y 
que, cuando se disponía de un gran número de observaciones, la suma de los 
valores absolutos de los errores debe ser mínima, Laplace aplicó sus proposi-
ciones para igualar el número de ecuaciones al número de incógnitas. En 1812, 
desarrolló la Teoría Analítica de las Probabilidades, sin embargo, la expresión 
que propuso para la integral de probabilidad resultó incompatible con la se-
gunda de las proposiciones antes mencionadas.

En 1794, Carl Friedrich Gauss introdujo el método de mínimos cuadrados al 
corregir la segunda propuesta mencionada. En lugar de minimizar la suma de 
valores absolutos de los errores, estableció que se debían sumar los cuadrados 
de las diferencias entre los valores observados y valores calculados (Gauss, 
1809) y esta debía ser mínima.

En 1801, tras la publicación de las Leyes de Kepler, el método de los mí-
nimos cuadrados encontró una aplicación oportuna del método al cálculo y 
predicción de las órbitas de cuerpos celestes a partir de un número limitado 
de observaciones.

En 1805 Adien-Marie Legendre y en 1809 Carl Friedrich Gauss publicaron 
trabajos sobre mínimos cuadrados. Legendre presentó una formulación más 
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completa en su obra “Sobre la determinación de las órbitas de los cometas” 
donde incluyó el “Apéndice sobre el método de los mínimos cuadrados” (Le-
gendre, 1805). Ahí fundamentó matemáticamente el método y destacó su apli-
cación en el cálculo de la órbita del asteroide Ceres a partir de un conjunto 
limitado de observaciones.

Hacia finales del siglo XIX se desarrolló el concepto de correlación mate-
mática, como una herramienta para cuantificar la relación entre dos variables. 
Francis Galton introdujo el concepto y acuñó el término correlación, mientras 
que Karl Pearson desarrolló, en 1896, el coeficiente de correlación que lleva su 
nombre. Este avance representó un importante complemento del método de 
los mínimos cuadrados, al proporcionar una medida del grado de asociación 
o dependencia existente entre las observaciones.

En 1880, el geodesta Alexander Ross Clarke en su obra “Geodesy” mani-
festó que los ángulos se obtuvieron a partir de las observaciones reiterativas 
realizadas por cada observador para adoptar el valor medio.

Hacia 1908 William Gosset obtuvo la Distribución t de Student, también 
llamada teoría de las pequeñas muestras que junto con la Distribución de 
Chi-Cuadrado son las más utilizadas en los ajustes por mínimos cuadrados. 
Ambas se basan en la Distribución Normal obtenida por Abraham de Moivre 
en su libro “The doctrine of chances” (De Moivre, 1718).

En 1934 Alexander Aitken introdujo el uso de matrices en los cálculos de 
mínimos cuadrados, aunque éstas se conocían desde 1857, cuando Arthur 
Cayley, demostró como el uso de matrices era una forma sistemática para re-
solver el problema. 

La aparición de las primeras máquinas de cálculo en la década de 1950 per-
mitió un gran avance para el método de mínimos cuadrados, el cual era el 
único reconocido y aceptable para obtener la estimación de los valores más 
probables de un cierto número de incógnitas, cuando había exceso o abundan-
cia de observaciones. 

Sin embargo, algunos cálculos que requerían al menos de 10 ecuaciones se 
han automatizado a partir de la aparición de las computadoras personales o 
P.C. en 1977, como por ejemplo, el cálculo de las constantes para la orientación 
relativa y absoluta de un par de fotogramas en un restituidor analógico, o en 
topografía, la falta de computadoras potentes en los casos en que el número 
de ecuaciones fuese abundante, obligaba a seguir procedimientos gráficos de 
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cálculo aproximado, como la resolución de las intersecciones sobre papel mili-
metrado a una escala gráfica .

Actualmente, los soportes lógicos o programas permiten el ajuste de redes 
con miles de observaciones, permitiendo además aplicar intervalos de con-
fianza y conocer las precisiones finales con las que se obtienen las coordena-
das. La aplicación del principio de los Mínimos Cuadrados se usa ampliamen-
te en topografía, fotogrametría, geodesia y otros campos de la ingeniería y de 
la ciencia.

1.4. Desarrollo de la programación y la IA en el ajuste de observacio-
nes

El desarrollo de herramientas informáticas para análisis estadístico de los 
datos ha facilitado el procesamiento y análisis de grandes conjuntos de datos 
sin requerir el conocimiento de programación, además de la automatización 
y rapidez en la ejecución de cálculos matemáticos y estadísticos, permitiendo 
un interfaz visual con la generación automática de Figuras y representaciones 
visuales de alta calidad sin el uso de herramientas adicionales de diseño. Sof-
twares como Stats, SPSS, Stata, R/RStudio, entre otros, permiten la agilidad 
de los cálculos.

De igual manera, para el cálculo de ingeniería se han desarrollado softwa-
re especializados que permiten combinar textos explicativos, matemáticas en 
vivo, gráficos e imágenes en un solo documento dinámico, mediante pizarras 
digitales e inteligentes, para resolver ecuaciones matemáticas complejas, reso-
lución de integrales y derivación, con facilidad de añadir textos, diagramas, 
imágenes y tablas para crear informes exportables, permitiendo la visualiza-
ción de funciones estadísticas, algebraicas y conjuntos de datos de forma inte-
ractiva en 2D y 3D, además de la conexión directa con programas de diseño, 
entre los principales softwares están Mathcad, SMath Studio, Blochpad, Maple 
Flow, Jupyter Notebool, y otros.

Los métodos de ajuste se fundamentan en la normalización, que es la apli-
cación de mínimos cuadrados y la linealización de las ecuaciones mediante 
la serie de Taylor, para el desarrollo del proceso utilizan modelos matricia-
les, considerando los grandes volúmenes de datos, la limitación de resolverlos 
manualmente o únicamente con calculadoras científicas, lo cual conlleva al 
uso de programas de hojas de cálculo, como Microsoft Excel entre los más 
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utilizados Además, dado que los métodos de ajuste constituyen procesos ite-
rativos, requieren la resolución sucesiva de sistemas de ecuaciones y el cálculo 
de los residuos hasta alcanzar la convergencia de la solución.

Las hojas de cálculo, permiten el procesamiento y análisis de datos, orga-
nizando grandes volúmenes de información en filas y columnas, facilitando 
tareas básicas como cálculos automáticos y limpieza de bases de datos, hasta 
análisis complejos con la utilización de tablas dinámicas, inteligencia artificial 
integrada y modelos estadísticos, dispone de una gran librería de fórmulas y 
funciones con operaciones matemáticas y lógicas, se complementa con la vi-
sualización con gráficos dinámicos y la automatización con macros para sim-
plificar tareas repetitivas y minimizar los errores humanos.

Las plataformas específicas diseñadas para automatizar, el procesamien-
to, el análisis y la visualización han sido desarrolladas mediante sistemas de 
cómputo numérico y entorno de programación, son utilizados principalmente 
por ingenieros y científicos, estos se encargan del análisis avanzado de da-
tos, desarrollo de algoritmos y simulación de sistemas. Dentro de estos, los 
principales son MATRIX y MATLAB. Con el avance tecnológico y desarrollo 
de la Inteligencia Artificial (IA) surgen aplicaciones como Machine Learning 
o aprendizaje automático, que permite a las computadoras aprender de los 
datos y reconocer patrones por sí mismos, sin necesidad de ser programa-
das explícitamente para una tarea. Para ello, los algoritmos generados anali-
zan grandes cantidades de datos históricos que utilizan modelos matemáticos 
para aprender de esa información y con esa experiencia mejorar su capacidad 
para hacer predicciones y tomar decisiones sobre datos nuevos.

El avance en los lenguajes de programación utilizados para el procesamien-
to y modelado de datos, que utilizan bibliotecas basadas en matrices numéri-
cas, permitiendo análisis visuales y creación de dashboards, consultas, filtros 
y gestión de bases de datos relacionales, entre los lenguajes más conocidos se 
puede mencionar: Python, Microsoft, Power BI, SQL, R, SPSS.

La IA está transformando el ajuste de las observaciones al permitir ajustes 
dinámicos y en tiempo real de las mediciones, analizan los datos y corrigen 
desviaciones o errores de manera autónoma, mejorando la precisión y exacti-
tud frente a condiciones operativas o ambientales cambiantes, genera algorit-
mos avanzados que detectan errores y los ajustan a parámetros teóricos dis-
minuyendo las desviaciones y asegurando las tolerancias permitidas, realiza 
análisis complejos, acelera los procesos de prueba y validación de la calidad 
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de la medición, haciéndolo más eficiente, al automatizar el procesamiento y 
filtrado, se minimizan los fallos derivados de errores humanos. La IA aún re-
quiere de la intervención humana cuando se realiza el ajuste de las medicio-
nes, debido a su incapacidad para comprender el contexto y sentido común en 
situaciones ambiguas, el juicio crítico sigue siendo importante en casos no pre-
vistos, en situaciones en las cuales los errores son críticos, cuando se requiere 
adaptabilidad al comportamiento del entorno y condiciones del contexto.

2. Conceptos previos sobre medidas y errores

2.1. Magnitud u observable

La magnitud es una propiedad de los objetos, sustancia o fenómeno que es 
susceptible de ser determinada cuantitativamente, en razón que ya fue dife-
renciada de otros cualitativamente, se la expresa con una cantidad numérica 
y la unidad de medida. El sinónimo de magnitud es observable, lo que indica 
que se puede observar o medir. La magnitud es una medida asignada como 
estimada o verdadera a partir de la medición de esta. 

Por ejemplo, las magnitudes de una hoja formato A6 es largo es de 10.5 m, 
ancho 14.8 cm, ángulos entre dos paredes 89° 15´ 12”, áreas 157.94 m2, volu-
men 505,408 m3, etc.

2.2. Medición u observación

La medición también conocida como observación se refiere al conjunto de 
acciones para determinar una magnitud, es un proceso de registrar datos para 
poder cuantificarlo.

Por ejemplo, para medir la dimensión del largo de una habitación se ha 
medido 12 veces con diferentes instrumentos o diferentes métodos, como re-
sultante de este proceso se puede estimar que el largo corresponde a 18.808 
± 0.017 m, es decir tiene un valor estimado (media) o cercano al verdadero, 
acompañado con un rango de aceptación (desviación) que está relacionado 
con la precisión de la medición.
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2.3. Medición directa e indirecta

Una primera aproximación a las mediciones directas e indirectas establece 
que las mediciones directas se obtienen mediante la lectura inmediata de un 
instrumento de medición, mientras que las mediciones indirectas se determi-
nan a partir de una relación matemática que involucra una o más mediciones 
directas. Por ejemplo, las dimensiones de largo y ancho de un terreno consti-
tuyen mediciones directas, mientras que su área corresponde a una medición 
indirecta, ya que se calcula mediante una fórmula que utiliza dichas dimen-
siones.

Una definición relacionada a la ingeniería geoespacial indica que las medi-
das directas son aquellas que toman contacto con el objeto de medición, por 
ejemplo, un flexómetro para medir una distancia, mientras que las indirectas 
no toman contacto con el objeto y realizan la medición por medio de algún 
sensor remoto, por ejemplo, la obtención de un fotograma por medio de un 
dron.

Siempre una medida directa tendrá mejor precisión que una indirecta, por 
ejemplo, una distancia corta medida con cinta es mejor que la medición con 
estación total que, pese a estar en contacto con el objeto, utiliza una señal elec-
tromagnética para medir.

Figura 3 
Ejemplos de mediciones 

2.4. Valor Verdadero o patrón

En algunas ocasiones existe un valor verdadero o patrón determinado como 
una norma, estándar (Formato A4 21x29,7 cm), o producto del diseño en ofici-
na (diseño de un plano arquitectónico). Puede existir un patrón local, regional 
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o global, por ejemplo, el caso de la estatura presentado en la Tabla No. 1, existe 
un valor local para Ecuador para los hombres (1,67 m) y las mujeres (1,52 m), 
que varía como patrón para el caso de otro país, región o global. 

Este valor es el referente para comparar con las observaciones realizadas, 
de igual manera, viene acompañada de un rango de aceptación o desviación 
estándar, por ejemplo, una funda de arroz de 1 Kg acepta una variación de ± 
5 gramos en su peso, esto es el resultado de que las máquinas que enfundan 
el producto tienen ese rango de precisión en el peso, entonces el usuario po-
dría tener una compra de 1 Kg menos 5 gramos, mínimo, pero si solo fuera en 
menos el peso, esto beneficiaría al productor, por lo cual en otra funda podría 
venir 1 Kg más 5 gramos, que si solo fuera en más beneficiaría al usuario, por 
lo cual, al ser indistinto este peso, a veces en más y otras en menos, no perju-
dica ni beneficia al cliente. 

Claro, el margen de aceptación es bajo en función de la variable que se mide 
y el producto, por ejemplo, si fuera el producto oro en vez de arroz, los 5 gra-
mos sería demasiado como margen de aceptación.

La mayoría de las veces no existe un valor verdadero o patrón, por lo cual 
el cálculo de compensación es el método más adecuado para poder determinar 
un valor verdadero con una precisión adecuada.

2.5. Discrepancia y errores en la estadística

Discrepancia e incertidumbre son conceptos muy relacionados, la discre-
pancia es la diferencia entre dos o más valores resultantes de una medición, 
podría deberse a una mala lectura, equipo utilizado, experiencia del operador, 
método de medición, etc., mientras que la incertidumbre es la duda que se 
genera sobre el valor de la medición con referencia al valor verdadero. Una 
medición aislada o única genera una incertidumbre del 50%. Por la tanto, si se 
tiene abundantes mediciones, a más de considerar el mejor instrumento, méto-
do, operador y condiciones de la medición se puede reducir la incertidumbre, 
evitando así la discrepancia.

El primer análisis que se realiza al grupo de datos es eliminar los errores 
groseros, estos son fácilmente reconocibles, un breve análisis estadístico per-
mite identificarlos para su eliminación. Si no se hace este filtrado, los resulta-
dos obtenidos estarán afectados en gran manera por estos errores.
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En la Tabla No. 1, se encuentran resaltados en amarillo los errores groseros, 
los cuales no entran en ningún cálculo, el análisis se basa en la precisión que 
se requiera de la variable, por ejemplo en el ancho se acepta una discrepancia 
máxima de 5 cm, por lo cual se eliminan los valores de 10,6 y 10,4 que están 
fuera de ese rango, en el largo se observa que existe un valor de 12,5 que está 
completamente fuera de rango, aquí se acepta una discrepancia máxima de 3 
cm, por lo cual se desechan las que están fuera de este rango, en la variable 
edad, al no considerarse la discrepancia como error, se acepta la edad de 31 
años de un integrante del grupo, no se lo puede descartar ya que es parte del 
curso, pese a que su edad atrae los valores hacia el lado positivo, lo mismo 
pasa con las variables estatura de hombres y mujeres.

Frecuentemente se usa un valor más probable como representante de un 
grupo de mediciones de una variable, este representa de buena manera al va-
lor verdadero que no se conoce, podría usarse cualquiera de los conocidos 
como de tendencia central: media, mediana y moda. Este valor más probable 
viene acompañado del error más probable que corresponde a la mediana de 
los errores.

El error medio aritmético corresponde a la media de los errores en valor 
absolutos, él cual es usado como precisión de una medida cuando el estimado 
es la media.

El error medio cuadrático más conocido como varianza corresponde a la 
sumatoria de las diferencias entre el valor estimado y cada una de las medidas, 
divido entre el número de las mismas, realmente al estar expresado en unida-
des cuadráticas no representa nada, por lo cual se utiliza la raíz cuadrada que 
corresponde a la desviación estándar.

Fórmula 1

En la Tabla No.2 se presenta los valores estimados y sus respectivos errores.
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Tabla 2 
Datos de variables observadas

2.6. Clasificación de los errores

En función de la magnitud del error, se los puede clasificar en: 

•	 Groseros o equivocaciones 

•	 Sistemáticos o acumulables 

•	 Aleatorio, accidentales o residuales

Errores Groseros: Corresponden a equivocaciones, no coordinan con el res-
to de las medidas o datos, una prueba estadística ayuda a identificar el proble-
ma, sus causas principales son atribuidas al observador ya sea por descuido, 
mala lectura, mal registro, etc. Una sola medición no permite saber si se come-
tió esta equivocación y en el caso que la medida sea imprescindible se deberá 
repetir la medida para sustituirla. Este es un error evitable y una vez detectado 
se los elimina del grupo de datos.

Figura 4 
Distribución Normal
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Errores Sistemáticos: Son aquellos causados por efectos conocidos, ori-
ginado en una causa constante (produce el mismo error en cada una de las 
mediciones, ejemplo: flexómetro dilatado) o variable (produce distinto error 
en cada una de las mediciones, ejemplo: error de refracción depende de la 
distancia entre la mira y el nivel), los errores sistemáticos se repiten y son acu-
mulativos, pueden evitarse a través de técnicas o método de observación, por 
ejemplo: en nivelación, al colocar las miras a distintas iguales; o se puede eli-
minar por modelo matemático, por ejemplo: las lecturas del gravímetro están 
influenciadas por la atracción Luni-solar, se corrige por tablas determinadas 
por un modelos matemáticos establecidos. Estos errores son evitables, una vez 
corregidos pueden entrar al grupo de datos.

Figura 5 
Eliminación del error sistemático en el nivel

Error Aleatorio: Conocido también como accidental, sus causan son fortui-
tas, ocasionadas por procesos externos y momentáneos, no se deben al pro-
ceso de medida, no se los puede vincular a una causa conocida, pese a todas 
las circunstancias para realizar una buena observación persisten un pequeño 
error. Estos errores se los estima mediante el cálculo de compensación y una 
vez determinados se puede obtener el verdadero valor de la medida. 

Si se conoce el valor verdadero o patrón, se puede determinar el error acci-
dental verdadero, pero si no se conoce, se lo compara con el valor más proba-
ble, por lo cual el error se lo conoce como residual (V).

Los errores residuales o simplemente residuos siguen una Distribución 
Normal o curva de Gauss, es decir son equiprobables y los más grandes, poco 
frecuentes.
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Figura 6 
Distribución de los residuos y nivel de confianza

2.7. Exactitud y precisión 

La exactitud tiene que ver con la aproximación entre la medida realizada y 
la medida verdadera, es la aproximación absoluta de la cantidad medida con 
su valor verdadero.

Mientras que la precisión hace referencia a la dispersión de las medidas 
realizadas, se lo puede expresar como el grado de consistencia entre un grupo 
de mediciones.

Lo que se busca es que las mediciones sean exactas y precisas. 

2.8. Error absoluto y relativo

El error Absoluto ea  teóricamente es la diferencia entre la verdad magnitud 
y la medida realizada, siempre tiene unidad de medida, se lo puede determi-
nar si se conoce el valor real de la medida, por ejemplo: formato A6 es de 10,5 
x 14,8 cm, la medición 3 es de 10,5 x 14,79 cm por lo cual el error absoluto en 
el ancho es de 0 cm y en el largo es de 0,01 cm. En la práctica, cuando no se co-
noce el valor verdadero se puede utilizar un valor estimado que es cercano al 
verdadero. Por ejemplo, el valor estimado es el ancho medio es de 10,514 cm y 
largo medio de 14,808 cm, por lo cual es error absoluto, en el ancho es de 0,014 
cm y en el largo de 0,008 cm.

El error Relativo er  es el cociente entre el error absoluto y la verdadera 
magnitud (Chapra y Canale, 2015), es adimensional y se lo multiplica por 100 
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se puede expresar en porcentaje. Ejemplo el error relativo del ancho es (0,014 
/ 10,514) *100 = 0,133 % y del largo es (0,008 / 14,808) *100 = 0,054 %. Por lo 
tanto, se puede decir que el largo es más exacto.

El error absoluto no expresa que tan grande o pequeño es el error con rela-
ción al valor verdadero, el error relativo expresa el porcentaje de error permi-
tiendo que sea más fácil cuantificarlo, incluso para comparar entre diferentes 
variables.

Fórmula 2

2.9. Medidas más sensibles y dependencia entre variables

Se conoce como medida más sensible a aquella variable cuyo error de me-
dición causa una mayor variación en una fórmula o ecuación, a esta variable 
se debería tener mayor cuidado cuando se realice la medición, es decir, hay 
que enfocarse en realizar la medida de mejor manera a fin de obtener el menor 
error posible.

Figura 7 
Variable más sensible

En el Figura 7. se observa, que el mismo error de 0,1 cm en el ancho (color 
rojo) y en el largo (color azul), ocasionan un área de error diferente, claramente 
se deduce que el error del ancho causa un mayor error en el área, por lo cual la 
variable sensible en este ejemplo es el ancho.
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Figura 8 
Variable más sensible

En la Figura 8 se observa analíticamente, que un error de 0,1 cm en la dis-
tancia inclinada Di (color azul), ocasiona un error mayor en la distancia redu-
cida, que un error de 3° en el ángulo de elevación v (color rojo), esto se debe a 
que a la medida del ángulo se le aplicó la función coseno, la cual varía de 1 en 
0° a 0 en 90°, por lo cual el error del ángulo no produce gran variación en la 
fórmula. De esta manera, se determina que la variable sensible es la distancia. 

Para analizar la dependencia entre variables se deben analizar los errores 
relativos de todas las variables que entran en la fórmula o ecuación, de esta 
manera se podrá determinar cuál influye de menor o mayor manera.

En el ejemplo de la medición de la hoja formato A6, la medición número 8 
es de 10,52 x 14,81 cm, si se compara con el valor medio estimado de 10,514 x 
14,808 cm, se determina un error absoluto de 0,006 cm para ancho de 0,002 cm 
para el largo y se les analiza en forma separada, pero si se desea determinar el 
área y cual tiene mayor dependencia, el ancho o el largo, entonces se requiere 
determinar el error relativo, realizando los cálculo se obtiene que el ancho 
aporta con el 0,05 % y el largo 0,02 %, al error del área, por lo cual, se puede 
decir que en la medición 8, el ancho aporta más error, por lo cual tiene mayor 
dependencia con el área. 

3. Valor más probable de una medida

Como se ha indicado en el Capítulo 2, pocas veces se conoce con antelación 
el valor verdadero, por lo cual es necesario utilizar un valor estimado conoci-
do también como más probable, el cual es cercano al valor verdadero y puede 
venir acompañado con su precisión respectiva, dando el grado de confianza 
de la medida.



Cálculo de compensación

34

Conociendo que las mediciones, luego de eliminar los errores groseros y 
sistemáticos, siguen una distribución normal, lo más prudente es considerar 
como valor estimado alguno de los valores conocidos como medidas de ten-
dencia central.

3.1. Medidas de tendencia central

Los datos se clasifican en función del número de datos realizados, teniendo 
así la serie simple, en la cual se considera manejar hasta 30 o 50 mediciones 
u observaciones, la serie con frecuencia y la serie con intervalos cuando el 
número de datos supera los 50 mediciones; la serie con frecuencia coloca las 
variables y las veces que se repite la variable (frecuencia), mientras que la serie 
con intervalos genera varios rangos de mediciones con un tamaño de clase que 
puede ser constante o no, y cuantifica cuántas medidas están en el intervalo 
(frecuencia).

Las medidas de tendencia central son herramientas estadísticas fundamen-
tales que permiten resumir grandes conjuntos de datos en valores represen-
tativos, las principales son: media, mediana y moda. En función del tipo de 
datos (serie simple, con frecuencia o con intervalo) se calculan según se indica 
en la fórmula No. 3.

La media representa el promedio de todas las mediciones, es la más usada, 
pero su debilidad es la sensibilidad a valores atípicos que pueden distorsionar 
los resultados, la mediana es el valor que se ubica en el medio de las medicio-
nes una vez que estas se han ordenado, es importante por la resistencia a valo-
res extremos y la moda corresponde al dato que más se repite de las medidas, 
es más usada en datos cualitativos.

Fórmula 3: Medidas de tendencia central
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En función del orden de ubicación en la curva se puede analizar la simetría 
o asimetría de los datos observados.

Figura 9 
Simetría y asimetría

3.2. Teoría de mínimos cuadrados

Es un criterio de decisión para validar la mejor selección de una medida de 
tendencia central. La sumatoria de todos los desvíos al cuadrado debe ser un 
valor mínimo, por lo cual el estimado que tenga el menor valor será el mejor 
estimado.
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Fórmula 4: Función de mínimos cuadrados

Tabla 3 
Criterio de mínimos cuadrados

En la tabla 3 se presenta el cálculo de los desvíos al cuadrado correspon-
dientes a los datos del ancho de la medida de la hoja formato A6 usada en 
ejemplos anteriores y su respectiva sumatoria, se concluye que la media es el 
mejor estimado para este ejemplo.

Normalmente la media es la mejor representante de un conjunto de datos, 
lo que se corrobora con el criterio utilizado.

La técnica matemática de mínimos cuadrados determina la recta de regre-
sión lineal que mejor se ajusta a los residuos.

A cada punto (xi, yi)  de la nube de puntos se intenta minimizar la diferencia 
de distancias perpendiculares (líneas rojas) a la recta que mejor se acomoda a 
los puntos.
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Figura 10 
Regresión Lineal

Esta distancia perpendicular en la hipotenusa del triángulo rectángulo, cu-
yos catetos son las diferencias entre el valor estimado y la variable, para las 
coordenadas (xi, yi) de cada punto.

Fórmula 5: Ecuación de la recta y distancia euclidiana

La suma de los cuadrados de los residuos debe ser mínima, la función Phy  
ϕ que es mínima se le conoce como Mínimos Cuadrados. Para que esto se 
cumpla la sumatoria de los componentes en X e Y deben ser mínimos.

Fórmula 6: Mínimos Cuadrados

3.3. Medidas de posición y variabilidad o dispersión

Estas estadísticas representan el grado en el que los datos de un conjunto se 
dispersan (variabilidad) de un valor medio o promedio, ayudan a comprender 
si los datos son homogéneos (juntos) o heterogéneos (dispersos).
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En este grupo de medidas se incluyen las medidas de posición conocidos 
como cuartiles (cuartiles, deciles, percentiles, etc.), las principales medidas de 
dispersión son: rango, desviación media, varianza, desviación estándar y el 
coeficiente de variación.

Los cuartiles realizan la división de los datos en partes iguales, es decir cada 
intervalo tiene la misma frecuencia. Primero se localiza la posición de cada 
cuantil y luego el valor que corresponde en los datos ordenados de menor a 
mayor o viceversa, ya sea en la serie simple, con frecuencia o con intervalo.

Por ejemplo, si se va a calcular cuartiles Q, se va a dividir el total de los da-
tos en 4 partes iguales, la posición de cada cuartil y el valor que corresponde 
se determina con las siguientes fórmulas:

Fórmula 7: Cálculo de Cuartiles

El rango es la medida estadística más básica, indica la amplitud de la dis-
persión, si no se espera gran variación, el rango facilita determinar los errores 
groseros rápidamente o valores atípicos. Junto con las medidas de tendencia 
central da un panorama completo de la dispersión de los datos.

También existen rangos modificatorios que eliminan valores extremos, con-
centrando un porcentaje determinado de los datos entre sus límites, de esta 
forma se puede medir la dispersión con respecto a un porcentaje específico, el 
más conocido es el rango intercuartil (IQR) mide la dispersión del 50% central 
de datos, pero también se usa el 68% central, que corresponde a los límites en-
tre 𝜇̂ ± �̂, el rango del 95% central (𝜇̂ ± 2 �̂) y el rango del 99% central (𝜇̂ ± 3 �̂).
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Fórmula 8: Rango y rangos modificatorios

Figura 11 
Distribución de datos y porcentajes de aceptación y rechazo

La desviación media indica la distancia promedio que hay entre cada dato 
de un grupo de medidas y la media respectiva, su valor expresa qué tan exten-
didos están los datos, una desviación media alta significa una gran dispersión 
de los datos. Expresa en términos prácticos que típico o atípico es un valor 
específico dentro del conjunto de datos. 

La varianza representa la variabilidad con respecto a la media, a mayor 
varianza mayor dispersión, al estar expresado en unidades al cuadrado no 
se puede cuantificar directamente la dispersión, por lo cual, se aplica la raíz 
cuadrada de la varianza, obteniendo la desviación típica o estándar, es la es-
tadística descriptiva más común para expresar la variabilidad de un conjunto 
de medidas.

Fórmula 9: Varianza y desviación media y estándar
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Dentro de las medidas de dispersión se encuentran las medidas de depen-
dencia lineal, las cuales miden la relación lineal entre dos variables, las princi-
pales son la covarianza y el coeficiente de correlación.

La covarianza indica dirección (negativa, cero, positiva) y la correlación 
magnifica la influencia de la una en la otra, además de la dirección de la re-
lación. La correlación va entre -1> ρ > +1, la primera indica alta correlación 
negativa o inversa, es decir la una variable disminuye mientras la otra aumen-
ta, el valor de cero indica que no hay correlación y el valor +1 que existe una 
alta correlación positiva o directa, es decir la una variable aumenta y la otra 
también. Es útil cuando se quiere comparar la variabilidad entre diferentes 
conjuntos de datos.

Fórmula 10: Covarianza y Coeficiente de correlación

Si el rango ρ está entre 0.00-0.25 se dice que existe una escasa correlación, 
de 0.25-0.50 poca correlación, de 0.50-0.75 moderada correlación y de 0.75-1.00 
fuerte correlación, mientras que los signos + o - indican si directa o inversa, 
respectivamente.

4. Leyes de transmisión o propagación

Las mediciones pueden realizarse sobre variables unidimensionales, como 
por ejemplo la medición del largo o ancho de un objeto, una vez que se reali-
zan varias mediciones se puede determinar el valor más probable o estimado, 
que mejor representa la magnitud de la medida, acompañada de su respectiva 
precisión. Sin embargo, cuando se desea determinar una medida indirecta, 
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esta depende de un modelo o función que involucra dos o más variables me-
didas, por lo cual se habla de relación multidimensional, por ejemplo, el área 
es función de dos variables: largo y ancho, el volumen de tres: largo, ancho y 
altura, la coordenadas N o E es función del ángulo y la distancia, entonces, se 
el problema radica en determinar, como se propaga la incertidumbre de cada 
variable a la magnitud resultante o medida indirecta, esta será afectada por un 
error relacionado a los errores parciales de cada variable que interviene en la 
fórmula.

Figura 12 
Medición en función de medidas parciales

Cada medida observada en el ejemplo anterior viene acompañada de una 
incertidumbre, que no necesariamente es igual entre cada medida, al obtener 
la distancia total AB como la suma de estas partes, esta se ve afectada por un 
error que es función de los errores parciales de cada medida.

4.1. Transmisión de errores sistemáticos

Errores sistemáticos siempre son en el mismo sentido, por lo cual si no se 
corrige son acumulables, estos errores deben corregirse o eliminarse por me-
dio de un modelo matemático o por método de medición. Este apartado se 
centrará en los errores sistematismos que se propagan por función o modelo. 
Esta función con la que se obtiene el resultado final será la misma que se aplica 
para la transmisión de los errores de cada medida. 

En el siguiente ejemplo, se explicará cómo se propaga el error sistemático 
en una cinta métrica de 25m, cuyo uso ha ocasionado el estiramiento de 5 cm, 
al determinar la distancia AB se requiere realizar 5 cintadas.
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Ejercicio 2. Propagación error sistemático

En forma general, dada una función f que depende de las observaciones 
x1, x2,….xn, y que tiene errores sistemáticos εx1, εx2, εx3, εx4 respectivamente, la 
ley de transmisión de estos errores es igual la misma función f de los errores 
sistemáticos.

Fórmula 11: Ley de propagación de errores sistemáticos

4.2. Transmisión de errores aleatorios

Los errores aleatorios son de magnitud pequeña, sus causas son desconoci-
das y siempre acompañan a las mediciones, su cuantificación exacta es impo-
sible por lo cual son valores estimados que se asocian a un intervalo de error 
de probabilidad de ocurrencia.

Para expresarlos se utiliza una zona de incertidumbre que puede estar a 
izquierda o derecha de un valor estimado, por lo cual se utiliza el símbolo ±, 
por ejemplo, una medida de un ángulo de 27° 13´ 48” ± 7”, quiere decir, que 
puede existir un error máximo y mínimo de ± 7” respectivamente con el signo, 
generando una zona de incertidumbre del 99% de aceptación, marcando el 
límite de indeterminación de la medida. 

Si se propaga los errores máximos y mínimos de cada una de las variables, a 
una medida indirecta que es función de las variables medidas, esta genera un 
resultado final máximo y mínimo, cuya diferencia o rango se divide entre 2, 
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para obtener el error propagado de las variables independientes a la variable 
dependiente, con el doble signo ± a partir del valor estimado.

A continuación, se presentarán varios ejercicios de propagación de errores 
aleatorios utilizando el método indicado también conocido como “Análisis de 
variables”.

Ejercicio 3. Propagación error aleatorio en funciones de sumas y restas

Se puede observar en el ejemplo, que la propagación del error en una fun-
ción que tenga suma o resta, es igual a la suma de los errores aleatorios de cada 
variable.
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Fórmula 12: Propagación error aleatorio en funciones de sumas y restas

Ejercicio 4. Propagación error aleatorio en funciones de producto

Ejercicio 5. Propagación error aleatorio en funciones de cociente
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En los ejercicios 5 y 6, se observa que la propagación del error aleatorio de 
una función de producto y cocientes de variables se puede concluir que ni en 
productos ni en cocientes la propagación del error corresponde al producto o 
cociente de los errores, respectivamente.

Fórmula 13: Propagación de Productos o Cocientes de variables

En este apartado, aplicando el método de Análisis de funciones, el producto 
máximo se obtiene con las variables máximas y de igual manera el produc-
to mínimo con las variables mínimas; en el cociente, el máximo se obtiene al 
dividir el numerador máximo para el denominador mínimo, en razón que al 
dividir para un valor más pequeño la fracción se hace más grande, el cociente 
mínimo se obtiene al dividir el numerador más pequeño para el denominador 
más grande, en razón que al dividir para un valor más grande la fracción se 
hace más pequeña.

Otro método para propagar el error, específicamente para un monomio, es 
mediante la aplicación del error absoluto y relativo, este método permite ob-
servar cómo aporta cada una de las variables del monomio con error relativo, 
el procedimiento a seguir es el siguiente:
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Demostración 1. Propagación error aleatorio monomio

Se aplicará el método para los ejercicios 4 y 5 de producto y cociente, para el 
ejercicio 3 no se puede aplicar, ya que, al aplicar logaritmos, la suma de térmi-
nos no es la suma de logaritmos cuando se aplica las propiedades.

Ejercicio 6. Método de error absoluto y relativo en producto
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Ejercicio 7. Método de error absoluto y relativo en cociente

Como se indicó anteriormente, este método permite observar cómo aporta 
cada una de las variables del monomio con el error (error relativo), en el ejer-
cicio 6, se observa que el error relativo del ancho es ligeramente mayor que el 
del largo, con lo cual se corrobora lo que se había indicado antes, que el ancho 
afecta mayormente en el área, pero aquí se puede cuantificar cuanto mayor es 
el aporte (1,4 veces), de igual manera en el ejercicio 7, se observa que el error 
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relativo del tiempo es mayor 7.6 veces que el error de la distancia, por lo cual la 
variable sensible es el tiempo que aporta o propaga el error de mayor manera.

Ejercicio 8. Propagación en monomio
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Ejercicio 9. Propagación en monomio

En el ejercicio 8. y 9. en los monomios existen constantes, se presenta a G 
que es la constante gravitacional como un número multiplicado por 10-11, lue-
go tenemos a Ӆ (número irracional) y g (gravedad promedio) que están como 
constantes, pero vienen acompañadas de la precisión, por lo cual si se quisiera 
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ser muy exacto y preciso se debería considerar como otra variable, el resultado 
no tendrá gran cambio, por la precisión alta que se utiliza en estos valores.

En el siguiente ejercicio se tratará la propagación de errores aleatorios apli-
cando el método de errores absolutos y relativos en una suma.

Ejercicio 10. Propagación en monomio con suma interna
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Finalmente, se presentará el método de las derivadas, utilizando la serie de 
Taylor truncada con dos términos (se expondrá en el siguiente capítulo), se lle-
ga a obtener la fórmula general para la propagación de errores aleatorios para 
cualquier expresión, si esta tiene solo una variable el resultado será la deriva-
da de la función con respecto a esa variable por el error de la misma, y si tiene 
n variables el resultado será la suma de las derivadas parciales con respecto a 
cada variable por el error respectivo.

Demostración 2. Propagación error aleatorio por derivadas

Se puede aplicar este método para la suma y resta de variables, así como 
para un monomio, corroborando lo que se había indicado anteriormente.

Demostración 3. Propagación error aleatorio por derivadas para suma y 
monomio



Cálculo de compensación

52

Cuando se tiene una sola variable a la cual se le aplica una función, por 
ejemplo: trigonométrica, exponencial, cuadrática, etc., la propagación del 
error depende en gran manera de la función aplicada, además en que parte 
de la función (gráfica) se está evaluando la variable, esto podría cambiar si es 
función ascendente o descendente. 

Ejercicio 11. Propagación en monomio con funciones especiales

Como se puede observar en el ejercicio 11, depende en qué parte de la fun-
ción se está evaluando el ejercicio, de 0 a π/2 es una función creciente, por lo 
tanto, al aplicar el método de análisis de variables, se evalúa máximo menos 
mínimo, ya que θ es 30°, pero si estuviera de π/2  a π  la función es decreciente, 
por lo cual, se evaluaría mínimo - máximo. Por lo tanto, es importante analizar 
la función, así como la parte de la función donde se evalúa.
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Figura 13 
Gráfica de las funciones seno, coseno y tangente (x)

 

Ejercicio 12. Propagación en monomio con funciones especiales
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Ejercicio Propuesto 1.

Dadas las coordenadas E y N de dos puntos: PA (2250,151 ± 0,035 m E; 
1222,354 ± 0,023 m N) y PB (3184,612 ± 0,041 m E; 2956,743 ± 0,037 m N), en-
contrar la Distancia DAB y el Azimut ZAB, aplicar el método de análisis de 
variables y derivadas.

 

Ejercicio Propuesto 2. 

Se realizó una medición con teodolito, desde el punto PA al punto PB, 
se leyeron los hilos estadimétricos sobre una mira con los siguientes datos: 
Hs=1,739 ± 0,001 m, Hi=1,360 ± 0,001 m, y un ángulo cenital de Z=71° 58´ 16” 
± 3,1”. Calcular la distancia horizontal y vertical (desnivel) entre PA y PB.

4.3. Transmisión de valores más probables

Cuando no se dispone del valor verdadero de la medida u observación, 
se utiliza como se ha indicado anteriormente, el valor más probable, el cual 
puede ser una de las medidas de tendencia central que pese a no ser el valor 
verdadero es muy cercano al mismo.

Primero se determina la función que relaciona a la variable dependiente con 
la o las variables independientes es decir Y=f(x1, x2, …), al usar el valor más 
probable de las variables independientes se obtendrá el valor más probable de 
la variable dependiente.
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Ejercicio 13. Transmisión de medias

4.4. Transmisión de Varianzas 

La varianza es la variabilidad con respecto a la media, corresponde al cua-
drado de la desviación típica o estándar, una vez propagado el error de las 
variables independientes a las dependientes, habrá que elevar al cuadrado, el 
valor del error obtenido o desviación determinada para obtener la transmisión 
de varianzas.

Ejercicio 14. Transmisión de Varianzas
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5. Ley de Varianza Covarianza

La covarianza y el coeficiente de correlación son medidas de dependencia 
lineal, sus valores indican la relación entre dos variables, en cálculo de com-
pensación se analiza los errores de las variables en pares, de esta manera, se 
puede cuantificar la relación entre los errores del par de variables analizadas. 
La varianza es un caso particular de la covarianza, cuando se analiza consigo 
misma.

5.1. Curvas de regresión

Al graficar la nube de puntos de errores correspondientes a 2 variables, se 
observa la dispersión de los puntos, al analizar la tendencia de dependencia, 
es decir, se busca una función determinada que se adapte a la mayoría de los 
puntos, a la cual se le conoce como curva de regresión.

En el caso de la propagación de errores, interesa únicamente la dependencia 
lineal.

Figura 14 
Principales curvas de regresión

5.2. Regresión Lineal y Coeficiente de Correlación

Se ajustan a la función lineal Y=mX + b, que corresponde a la ecuación de 
la recta, m representa la pendiente de la recta se refiere a la inclinación de la 
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misma, pudiendo ser positiva conocida también como directa, si la recta es a 
la derecha, o negativa (inversa) si la inclinación es a la izquierda, la inclinación 
también indica el grado de dependencia de las dos variables; b representa la 
ordenada en el origen, es decir, el punto de corte con el eje Y, si este es positivo 
cortará del 0 hacia arriba, y si es negativo, del 0 hacia abajo. En el caso de que 
los puntos estén dispersos y no exista una recta que mejor se ajuste, se dice que 
no hay relación entre los errores de X y los de Y. 

Figura 15 
Regresión Lineal

El coeficiente de correlación magnifica la influencia de la una variable con 
la otra, además de dar la dirección de la relación. Se lo representa con la letra 
griega ρ (Ro) se determina con la siguiente fórmula, el rango de variación está 
entre: -1> ρ > +1, -1 expresa una alta correlación negativa o inversa, es decir, 
la una variable disminuye el error, mientras la otra aumenta, el valor de cero 
indica que no hay correlación entre los errores, es decir, un error de la una 
variable no influye de ninguna manera en la otra, el valor +1 representa una 
alta correlación positiva o directa, es decir la una variable aumenta el error y 
la otra también. El valor puede expresarse en porcentaje multiplicándolo por 
100, expresando de mejor manera como se propaga o trasmite el error de la 
una variable hacia la otra:

Fórmula 14. Coeficiente de Correlación



Cálculo de compensación

58

5.3. Linealización mediante Serie de Taylor

La serie de Taylor es una forma matemática de aproximar una función com-
pleja como producto de un polinomio de términos infinitos, es una forma de 
aproximar una función alrededor de un punto específico Xo, que puede ser 
un valor conocido o estimado de la función, las derivadas son evaluadas para 
ese valor cercano al verdadero, mientras más próximo esté, el resultado de la 
función será mejor, además de considerar los términos necesarios en base a la 
precisión deseada en la evaluación de la función. En el caso de que la función 
tenga más de una variable se utilizará las derivadas parciales.

Fórmula 15. Serie de Taylor

Taylor por su definición, se lo utiliza para la linealización de funciones, el 
primero (valor de la función) y segundo término (pendiente), corresponden a 
la recta que mejor se ajusta en un punto de la función en el punto de evalua-
ción o punto cercano al verdadero x0, formándose un triángulo rectángulo, 
cuyo cateto opuesto al ángulo Ɵ es una variación de función o ∆f, cuando el 
punto de la función esté muy cercano al de evaluación, delta de función ∆f se 
convertirá en diferencial de función δf; el otro cateto, adyacente al ángulo Ɵ 
e la diferencia entre un punto de la función y el punto de evaluación, cuando 
el punto de evaluación (valor estimado) tienda al punto de la función (valor 
verdadero) la linealización va a ser mejor. Se puedo observar que el triángulo 
pequeño cuando Xo tiende a X, la hipotenusa coincide con la tangente a la 
función, lo que no pasa en el triángulo grande. 

Cada término añade más información sobre la función, por ejemplo, si se 
considera el tercer término, aparece la curvatura, cada término va añadiendo 
detalles cada vez más finos del comportamiento de la función, de esta forma el 
polinomio se parece cada vez más a la función original. Cerca del punto donde 
se aplica la serie, el polinomio se parece a la función real. Para el estudio de 
errores solo se utilizará la linealización, por lo cual se requiere solo dos térmi-
nos de la Serie de Taylor.
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Figura 16 
Serie de Taylor

Del Figura 16. se puede deducir la expresión de la tangente del Ɵ, misma 
que corresponde a la pendiente m de la recta y es la derivada de la función 
evaluada en el punto Xo. De aquí se deduce dos términos de la Serie de Taylor.

Fórmula 16. Desarrollo de la Serie de Taylor por gráfico

Cada término de la serie aporta en la precisión de la función, el primero 
es el que más aporta, el segundo va aportando en los decimales y así sucesi-
vamente, por esta razón se puede truncar la serie con dos, tres, cuatro o más 
términos, dependiendo de la precisión deseada y el tipo de función.

En una función, va a existir zonas en las cuales la tangente a la función coin-
cida con la hipotenusa del triángulo, incluso cuando Xo no esté muy cercano 
al valor de X, otras partes en las cuales la función se encuentra en punto de in-
flexión, cambiando de creciente a decreciente, o viceversa, en estos puntos Xo 
deberá estar muy cercano a X para que coincida la tangente en X a la función 
con la hipotenusa del triángulo formado.

Si se toma como ejemplo la función trigonométrica Y= sen (X), tomando el 
punto para linealizar en 35° y considerando un Xo de 30° como valor estimado, 
cercano al punto de 35°, se puede aplicar la serie de Taylor para determinar el 
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valor del seno de 35° considerando uno, dos, tres, cuatro y cinco términos de 
la serie, de esta forma se puede evaluar la precisión alcanzada comparándolo 
con el valor obtenido del Seno (35°) con la calculadora. 

Considerando que en esta parte de la función seno esta es creciente desde 
-П/2 hasta П/2 , además aproximadamente desde -40° hasta 40° la gráfica es 
recta, lo que permitiría considerar al valor de 30° como cercano hasta 40°, es 
decir por el tipo de función y la gráfica en esta parte se podría calcular el va-
lor del Seno(40°) con el valor de 30° como valor cercano, esto no pasaría si se 
evalúa en otra parte de la función por ejemplo П/2 en la cual hay cambio de 
curvatura o es punto de inflexión, por lo cual al linealizar en esta parte el valor 
estimado deberá estar muy cercano al valor de evaluación.

Figura 17 
Gráfico de la función Seno

Ejercicio 15. Serie de Taylor para cálculo de función Seno
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Ejercicio Propuesto 3. 

Aplicar la serie de Taylor para determinar el valor de Cos (35°) utilizar como 
valor estimado 30°, desarrollar hasta el quinto término y compara con el valor 
obtenido por calculadora. Además, encontrar los valores máximo y mínimo 
que se puede determinar la función Coseno a partir de 30°.

5.4. Matriz de Varianza Covarianza

Si se considera una función Y con una variable aleatoria bidimensional, es 
decir existe un valor más probable o esperado para cada una de las variables, 
los valores más esperados de las variables son Ux1=E{x1}  y Ux2=E{x2}, respec-
tivamente. Se tendría dos varianzas y una covarianza, de la siguiente manera: 

Fórmula 17. Varianza y Covarianza de la variable bidimensional

Si se considera a una función con una variable multidimensional o n dimen-
sional, cada una con sus respectivos valores esperados Uxi, se tendrá las si-
guientes fórmulas para la varianza de cada variable i y covarianza que expresa 
la correlación que existe entre los pares de sus componentes, es decir entre i y j:

Fórmula 18. Varianza y Covarianza de la variable multidimensional

La letra griega Sigma Mayúscula Σ representa en cálculo de compensación 
la Matriz de Varianza Covarianza, por lo que, para que no exista confusión 
con la sumatoria, también representado por este símbolo, se utilizará los pa-
réntesis para indicar sumatoria.
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Fórmula 19. Sigma Mayúscula para Matriz Varianza Covarianza

La Matriz de Varianza Covarianza, es un arreglo matricial en la cual, los 
elementos de la diagonal contienen a las varianzas y las otras posiciones las 
covarianzas, siempre es matriz cuadrada y simétrica. 

Fórmula 20. Matriz Varianza Covarianza

El Modelo Matemático Matricial que generar la matriz varianza covarianza 
es: 

Fórmula 21. Desarrollo de la Matriz Varianza Covarianza

Las covarianzas expresan la relación entre cada par de variables, más no 
cuantifica esta dependencia, por lo cual se aplica el coeficiente de correlación 
para determinar el valor, en la diagonal, al ser la relación consigo mismo el va-
lor del coeficiente es 1, estos valores se colocan en la Matriz de Correlación R:
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Fórmula 22. Matriz de Correlación

5.5. Ley de propagación de Varianza Covarianza

Si se considera una función lineal Y m dimensional, relacionados con una 
variable aleatoria n dimensional, al ser funciones lineales se relaciona a la 
ecuación de la recta de la forma pendiente y corte con el eje Y, estas funcio-
nes se puedes expresar por un modelo matricial, en el cual cada uno de sus 
elementos son matrices de dimensiones adecuadas de tal forma que permiten 
realizar las operaciones planteadas.

Fórmula 23. Modelo Matricial Lineal
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Aplicando la matriz varianza covarianza para una función Y, propagando 
el error con la esperanza matemática, expresada como el valor más esperado 
del modelo matricial, reemplazando el modelo matricial lineal, se tiene:

Demostración 4. Ley de Varianza Covarianza

 En la demostración anterior se partió de un modelo lineal, si se generaliza 
el modelo para funciones no lineales Y=f (X), se realiza la linealización apli-
cando Series de Taylor, al tratarse de funciones m dimensionales relacionadas 
a la variable n dimensional, se tiene las derivadas parciales de cada una de las 
m funciones con respecto a las n variables, cada una de estas evaluada para el 
valor más probable, formándose un arreglo de derivadas parciales denomina-
do Jacobiano. Las filas de esta matriz están dadas por el número de funciones 
y las columnas por el número de variables, por lo tanto, su dimensión es mxn.
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Fórmula 24. Matriz de derivadas parciales, Jacobiano

En el modelo matricial de la ley de varianza covarianza, se reemplaza G que 
correspondía a los coeficientes de las ecuaciones lineales, por J que es el Jaco-
biano aplicado para cualquier modelo matricial, como se puede observar si 
se deriva las ecuaciones lineales de la fórmula 22 con respecto a las variables, 
corresponde a los coeficientes de las variables. Por lo tanto, la Ley de varianza 
covarianza queda expresada por:

Fórmula 25. Ley de Varianza Covarianza

Este modelo matricial determinado para la Ley de Varianza Covarianza, 
permite propagar los errores de las variables independientes a las variables 
dependientes, con la diferencia con los métodos anteriores vistos en el Ca-
pítulo 4, que al ser matriz de Varianza Covarianza, a más de las varianzas 
que se encuentran en la diagonal mismas que permitirán sacar la desviación, 
al obtener su raíz cuadrada, se dispone de las covarianzas que representa la 
relación de errores entre las diferentes variables de la matriz. Al calcular el co-
eficiente de correlación se puede determinar el porcentaje de transferencia de 
los errores entre variables, así como la dependencia directa o inversa. Además, 
a diferencia de los métodos vistos anteriormente, se puede aplicar en una sola 
matriz varias funciones, al ser m dimensional.

En los siguientes ejercicios se aplicará la Ley de Varianza Covarianza para 
la propagación de errores aleatorios. Los pasos para aplicar el modelo matri-
cial son:



Cálculo de compensación

66

1.	 Personalizar la Ley de Varianza Covarianza con los variables depen-
dientes en vez de Y, las independientes X

2.	 Plantear la Matriz Varianza covarianza de las Variables independientes 
X, es necesario conocer las covarianzas o relación que existe entre las 
mismas

3.	 Determinar el Jacobiano

4.	 Aplicar el modelo matricial de la Ley de Varianza Covarianza

Determinar el error en el Área, a partir del largo l=9.6985 ± 0.00907 m y an-
cho a=7.041 ± 0.0287 m 

Ejercicio 16. Ley Varianza Covarianza con una función
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Ejercicio 17. Ley Varianza Covarianza con 2 funciones

Determinar el error en el Área y Volumen, a partir del largo l=9.6985 ± 
0.00907 m, ancho a=7.041 ± 0.0287 y altura h=3.517 ± 0.041 m

Ejercicio 18. Ley Varianza Covarianza con varias funciones

Se ha medido el radio de una esfera r=17.2 cm con una desviación de 
σr=±0.20cm, encontrar a) Varianza del volumen de la esfera b) Varianza del 
área de la esfera c) Varianza del área del círculo máximo y d) Varianza del 
perímetro del círculo máximo.
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Ejercicio 19. Ley Varianza Covarianza con covarianzas igual a cero

En el siguiente triángulo fueron medidos los lados ángulos A, B, C y los 
lados a y b, calcular el Área del triángulo y el lado c, con sus respectivas pre-
cisiones. 

El Área es función de dos lados y el ángulo comprendido

Si son medidas independientes la covarianza es igual a 0. Para determinar 
la varianza de las variables, cuando tienen medidas de diferente unidad, como 
este caso m y grados, las unidades angulares deben pasarse a radianes.
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Para calcular el lado c se puede realizar por la ley de cosenos, por lo tanto, 
el lado c es función de a de b y de C.

Se podría realizar en un solo paso, en ese caso se obtendría en el resultado 
la covarianza entre el área y el lado c.

En el mismo triangulo, con los mismos datos, calcular el lado c y su preci-
sión aplicando la ley de senos.
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El lado c es función del lado a del ángulo A y del ángulo C.

Se debe analizar las covarianzas entre las medidas, para lo cual se relaciona 
el error de una variable y se observa si afecta o no a la otra, por ejemplo, al 
analizar la covarianza σaC, un error en el lado a no le afecta al ángulo C por 
lo cual la σaC= 0, de igual manera en la covarianza σAC, un error en el ángulo 
A no afecta al ángulo C por lo cual la σAC= 0. Lo que no pasa se analiza la 
covarianza σAB, un error en el ángulo A afecta en forma inversa al ángulo B 
por lo cual la σAB ≠0 .

Figura 18 
Análisis de covarianzas entre variables

Ejercicio 20. Ley Varianza Covarianza con covarianzas diferente de cero

En el caso de las covarianzas σaA, es diferente de cero, ya que un error en 
el lado a afecta al ángulo A, en este ejercicio se requiere conocer ese valor, 
podría darse directamente o se podría dar el porcentaje de correlación que 
existe entre las variables. El coeficiente de correlación lineal entre a y A es de 
ρaA=6.06%, dato que servirá para determinar la covarianza entre a y A (para 
el cálculo es importante considerar que las desviaciones que se usan deben es-
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tar en las mismas unidades que la medida realizada, en este ejemplo distancia 
en metros y ángulo en grados): 

Ejercicio 21. Ley Varianza Covarianza con aproximaciones sucesivas

El ejercicio anterior, si se desea determinar la el coeficiente de Correlación 
entre aA y la covarianza aA, se puede aplicar el método de aproximaciones su-
cesivas, para lo cual se utiliza como dato el lado c y su precisión determinado 
por la ley de cosenos, cuando se aplica la ley de senos se requiere la Covarian-
za aA, que sería el único dato que no se conoce, por lo cual se plantea el cálculo 
de las matrices dando valores arbitrarios inicialmente y mediante aproxima-
ciones sucesivas se da valores hasta que el resultado de la covarianza de c sea 
igual o lo más próxima, en ese momento se determinó la covarianza, valor con 
el cual se determina el coeficiente de correlación:

El lado c es función del lado a del ángulo A y del ángulo C
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Hay que probar con distintos valores, inicialmente arbitrarios incluso en 
signo, conforme se compara con la respuesta obtenida por la Ley de Cosenos, 
se va puliendo sucesivamente hasta alcanzar un valor muy parecido.

Se valida el valor de Cov aA, con este se determina el coeficiente de corre-
lación entre aA:

Fueron observadas las direcciones d a partir de una misma dirección de 
referencia (puede ser el norte en ese caso serían azimuts, puede ser un rumbo 
establecido, o puede ser una dirección arbitraria), todas tienen la misma va-
rianza 3.5’’ (2) y sin correlación. Determinar: las covarianzas de los ángulos b1, 
b2, b3, b4  y b5, la matriz de correlación lineal:

Se plantean las ecuaciones según las relaciones del gráfico (los ángulos de-
penden de las direcciones, los ángulos se determinan por resta de direcciones):
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En este ejercicio todas son mediciones angulares por lo cual no es necesario 
transformar a radianes.

Ejercicio 22. Ley Varianza Covarianza y Matriz de correlación

Usando la siguiente fórmula del coeficiente de correlación se determina la 
matriz de correlación:
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La interpretación de la matriz de correlación R indica que una correlación 
de 0.5 corresponde al 50% en forma directa, es decir, el error de la una variable 
aumenta, el error de la otra también aumenta en el 50%; si la correlación es 0 
no existe propagación del error entre las variables y si es de -0.5 corresponde 
al 50% en forma inversa, es decir, el error de la una variable disminuye el error 
de la otra aumenta.

6. Métodos de ajustes de las observaciones

Como se indicó al inicio del libro, el ajuste de observaciones o medidas 
consiste en determinar el valor verdadero de una magnitud a partir de un 
conjunto de observaciones. Para ello, se emplean métodos basados en modelos 
matriciales, los cuales permiten linealizar las ecuaciones planteadas y formu-
lar el problema de ajuste mediante el método de mínimos cuadrados (Norma-
lización).

6.1. Pesos en las Observaciones

Al hablar de pesos se refiere a la importancia que tienen algunas mediciones 
con relación al resto, este es un valor subjetivo o relacionado con la variable, 
que magnifica la una medida con respecto a otra, por ejemplo 2, 3, etc., pero 
se requiere un criterio para dar este factor, mismo que podría basarse en la ex-
periencia del observador, instrumento de medición, método empleado para la 
medida, número de veces que se ha realizado la medida, etc. En el caso de no 
existir criterio es preferible dejar a todas las mediciones con peso 1.

Los pesos no tienen unidad, aunque se pueden basar en la misma magnitud 
para determinarlos, solo representan importancia.

Ejercicio 23. Pesos por reiteraciones en las medidas

Un primer criterio de pesos en las variables, es considerar aquellas que se 
han medido más veces con mayor peso, por ejemplo, al determinar una distan-
cia en 4 segmentos, el segmento 1 (m1) se midió 18 veces, el segmento 2 (m2) 
se midió 8 veces, el segmento 3 (m3) se midió 4 veces y el segmento 4 (m4) se 
midió 1 vez, por lo cual el resultado de la medida más probable será (esto se 
conoce como la media ponderada):
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Un segundo criterio para ponderar es ayudarse de la desviación o precisión 
que acompaña a la medida. Al parecer a menor valor de la desviación indica 
que la medida tiene una mejor precisión o viceversa, esto no es del todo verda-
dero ya que depende de la magnitud de la medida:

Ejercicio 24. Mejor medida 

En el ejemplo se puede observar que la m2 es mejor ya que tiene mayor mag-
nitud y la misma precisión.

En todo caso, la medida que tiene la mejor precisión deberá tener el mayor 
peso y viceversa, por lo cual el peso es inverso a la desviación y a la varianza, 
misma que es el cuadrado de la desviación por lo cual al usar la varianza los 
valores del peso se salen menores, aunque en los dos casos mantienen la mis-
ma proporción.

Fórmula 26. Pesos de las mediciones 

Tomando el ejemplo indicado, se tiene una desviación de σxi=0.0002 m

Ejercicio 25. Pesos en función de la desviación y varianza 

Es recomendable usar la desviación en la unidad de medida mínima, por 
ejemplo, si una medida lineal tiene ± 0.002 m, se debería usar 2 mm como uni-
dad para determinar el peso:



Ejercicio 26. Pesos en función de la desviación y varianza 

El peso se puede multiplicar por un escalar σ_o^2 conocido como Varianza 
A priori, cuyo objetivo es regular los valores de los pesos de las variables a fin 
de evitar cantidades desorbitantes ya sean grandes o pequeñas, la varianza 
a priori es conocida como la varianza de peso unitario en razón que podría 
dejarse con un valor 1, así se lo hace la mayoría de veces, pero si no se quiere 
trabajar con valores muy altos o muy pequeños, se puede asignar un valor ar-
bitrario o relacionado con los pesos mayores o menores, relativos a la unidad 
o porcentaje:

Fórmula 27. Pesos de las mediciones

La agrupación de los pesos de las diferentes variables se lo hace por medio 
de la matriz de pesos, la cual es una matriz diagonal, a la cual se le multiplica 
por la varianza a priori:

Fórmula 28. Matriz de pesos

Ejercicio 27. Pesos en función de la varianza a priori

Se han realizado 3 medidas entre A y B con diferentes instrumentos, con las 
siguientes precisiones, determinar los pesos y probar diferentes asignaciones 
de la varianza a priori:
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Se podría usar cualquiera de las 3 matrices de pesos, todas mantienen la 
misma relación entre los pesos, así como la misma importancia, cuando se las 
utiliza en las fórmulas del ajuste de observaciones no afecta el resultado.

Un tercer criterio para la asignación de los pesos se relaciona a la medida 
más sensible, en mediciones indirectas basadas en medidas directas, estas po-
drían aportar de diferente forma al resultado, mayor peso habrá que dar a la 
medida más sensible. El método consiste en determinar cuál de las variables 
directas afecta de mayor manera en la indirecta, por lo cual se mantiene la una 
se hace variar a la otra y viceversa, al analizar la que causa el mayor efecto en 
el resultado, se le aplicará el menor peso, claro está, que el valor del peso es 
subjetivo.

Al determinar el error relativo será un indicador directo de las medidas 
sensibles, la que tenga el menor error relativo será a la que le corresponde el 
mayor peso.
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Ejercicio 28. Medida sensible por error relativo

La medida m2 tiene mejor precisión por lo cual deberá tener el mayor peso.

Ejercicio 29. Medida sensible por análisis de variables

Determinar la variable más sensible (distancia o azimut) al determinar las 
componentes de las coordenadas e indicar cual tiene mayor peso. d= 32.43 ± 
0.042 m y Az=79°17´15” ± 15”

Se aumenta el error en la una variable y se mantiene la otra como fija, luego 
se hace a la inversa, se analiza cuál causa la mayor variación con respecto a los 
valores iniciales sin error:
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La variable sensible es la distancia porque causa mayor error en las ecuacio-
nes, por lo tanto, deberá tener el menor peso, lo que se comprueba al determi-
nar por medio de los errores relativos:

En algunas mediciones específicas, luego de la investigación, se ha estable-
cido variables sensibles, por lo cual el peso es el resultado de una fórmula ya 
establecida en la investigación, estas variables normalmente son la distancia o 
tiempo.

Por ejemplo, en nivelación geométrica, a mayor distancia nivelada mayor 
será el error en el desnivel determinado, por lo cual el peso es inversamente 
proporcional a la distancia.

Figura 19 
Nivelación AB ida y regreso

En nivelación trigonométrica, el peso es el inverso del cuadrado de la dis-
tancia en Km.

Fórmula 29. Peso en nivelación geométrica y trigonométrica

En otras ocasiones el tiempo es el causante del error por variación de condi-
ciones principalmente meteorológicas y ambientales (temperatura, humedad, 
mareas, etc.). La Gravimetría es la medición de la gravedad usando equipos 
muy sensibles llamados gravímetros, los cuales requieren no sobrepasar dos 
horas entre la primera y la última medición, ya que cambian las condiciones, 
en este tipo de medidas, los pesos se determinan como el inverso del tiempo 
en horas.
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Fórmula 30. Peso en gravimetría

6.2. Número mínimo de observaciones

Para el ajuste de las observaciones se requiere resolver modelos basados en 
abundancia de las medidas o reiteraciones, ecuaciones de condición y asigna-
ción de incógnitas, según el método aplicado para el ajuste, esto se representa 
con los grados de libertad, que está relacionado al número de ecuaciones y de 
incógnitas, si los grados de libertad es igual a cero, o no se puede resolver o 
solo se puede calcular y si son mayores que cero, se puede ajustar las observa-
ciones. Mientras más datos se tiene el ajuste es mejor, pero se debe considerar 
que no se utilice datos que son combinaciones lineales de otros, ya que, si bien 
es cierto que se puede ajustar, se pierde precisión en el ajuste al usar estos da-
tos ya considerados, por eso la importancia de determinar el número mínimo 
de observaciones. 

Por ejemplo, en un triángulo se tiene solo un ángulo no se podría resolver, 
si se dispone de dos ángulos, el tercero puedo calcular, pero de igual manera 
se requiere de un lado para fijar a un solo triángulo y resolverlo, si se tiene los 
tres ángulos se puede ajustar los ángulos, pero para resolverlo es necesario 
tomar una distancia. 

Figura 20 
Observaciones mínimas en un triángulo

Figura 21 
Observaciones mínimas
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En el siguiente ejemplo, se desea calcular y ajustar las coordenadas (x,y) 
del punto P, para esto se han realizado varias observaciones, determinar si se 
puede calcular o ajustar:

Ejercicio 30. Número mínimo de observaciones   

Para el caso de asignación de incógnitas, se debe seleccionar el número in-
dispensable de las mismas, ya que se asigna más podría perjudicar el ajuste o 
no se podría ajustar por la falta de ecuaciones.

Figura 22 
Número mínimo de incógnitas
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En el ejemplo anterior, l1 y l2 son observaciones, un cateto y el ángulo recto 
son constantes, para la asignación de incógnitas se podría colocar a cualquiera 
de las 4 opciones indicadas xi, mas no a las constantes, ya que estas son fijas. 
Al analizar las incógnitas se puede observar que x4 y x2 son combinación li-
neal, es decir x2 =90-x4, por lo cual no es otra incógnita, en tal virtud, sólo se 
podría tomar una de esas. De igual manera, entre x1 y x2 (x1= 80*tanx2), entre 
x4 y x1 (x1= 80/tanx4), x1 y x3 con Pitágoras, por lo cual en este ejemplo solo 
se requiere una incógnita, cualquiera que se escoja, pero solo una, si tengo dos 
observaciones y una incógnita, se puede ajustar, si se asigna otra incógnita, se 
tendría dos observaciones y dos incógnitas, por lo cual se podría calcular más 
no ajustar, y si se tiene más incógnitas no se puede calcular.

Figura 23 
Número mínimo de incógnitas

 

En el ejemplo anterior θ1, θ2 y θ3 son observaciones, para la asignación 
de incógnitas se podría colocar a cualquiera de las 3 opciones indicadas xi. 
Al analizar las incógnitas se puede observar que una de ellas es combinación 
lineal de las otras dos (x3= 90°-x2 -x1), por lo cual en este ejemplo solo se re-
quiere dos incógnitas. 

6.3. Grados de Libertad

Los grados de libertad corresponden al número de valores independientes 
que pueden variar en un sistema o cálculo de ecuaciones, en cálculo de com-
pensación corresponde al número de observaciones que son libres de variar 
al calcular, depende del número mínimo de observaciones o incógnitas deter-
minadas, si no se tiene grados de libertad no se puede ajustar, solo calcular, 
mientras mayor es el número de grados de libertad el ajuste será mejor.

Las observaciones están ligadas a un error aleatorio que por concepto es 
mínimo y se le conoce como residuos. El ajuste busca determinar el verdadero 
valor de la medida mediante estimaciones tanto de variables, observaciones y 
residuos.
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Se designa a n como el número de abundantes observaciones, u es el núme-
ro mínimo de observaciones o incógnitas para poder determinar o resolver el 
problema y r corresponde a los grados de libertad, mismo que se determina de 
la siguiente manera:

Fórmula 31. Grados de Libertad

Figura 24 
Grados de libertad 

6.4. Sistemas de ecuaciones y modelos matriciales

Los sistemas de ecuaciones y modelos matriciales están íntimamente rela-
cionados, ya que mediante una ecuación matricial se pueden determinar la 
resolución de las ecuaciones, facilitando especialmente cuando el número de 
datos que se trabaja es alto. En cálculo de compensación, los modelos de ajuste 
de las observaciones son modelos matriciales, en ingeniería y ciencias de datos 
se maneja cantidad de información que se facilita con modelos matriciales.

El sistema de ecuaciones más simple, un sistema lineal puede encontrar una 
rápida solución al resolver por el modelo matricial AX=L, en el cual la matriz 
A corresponde a los coeficientes de las variables o incógnitas, X el vector de 
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las incógnitas y L es el vector de los términos independientes. Para despejar 
la matriz X se lo realiza por medio de la matriz inversa, recordando que, para 
no alterar el modelo matricial, se debe aplicar a los dos miembros y al mismo 
lado (derecha o izquierda) la misma operación, además se considera que la 
matriz A es cuadrada, es decir se tiene el mismo número de ecuaciones (n) que 
de incógnitas (u):

Fórmula 32. Modelo matricial lineal n = u 

Ejercicio 31. Modelo matricial lineal de n = u

En el siguiente sistema de 3 ecuaciones (n=3) con 3 incógnitas (u=3), resol-
ver por medio de un modelo matricial:

En el ejercicio anterior al reemplazar las incógnitas en las ecuaciones, estas 
satisfacen las mismas, la razón es que es algebra pura.

En cálculo de compensación se tiene abundantes datos lo que permite reali-
zar el ajuste, por lo tanto, hay mayor número de ecuaciones que de incógnitas 
(n > u), por lo cual la matriz A ya no es cuadrada y no se puede obtener la 
inversa. Para poder despejar la X, primero se multiplica por la traspuesta, este 
producto ya es cuadrado, luego se multiplica este producto por la inversa, 
dando como resultado la identidad I, quedando despejado X: 
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Fórmula 33. Modelo matricial lineal n > u 

Ejercicio 32. Modelo matricial lineal de n > u

En el siguiente sistema de 4 ecuaciones (n=4) con 3 incógnitas (u=3), resol-
ver por medio de un modelo matricial:

A diferencia del ejercicio 31, al reemplazar las incógnitas resueltas en las 
ecuaciones, no satisfacen al 100%, la razón es que corresponden a mediciones, 
las cuales van acompañadas de errores pequeños conocidos como residuales, 
por lo tanto, el resultado de evaluar es semejante pero no igual.
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Un modelo matricial muy usado en Geodesia es la Transformación de Hel-
mer conocida como la transformación de 7 parámetros, usada en la transfor-
mación de coordenadas cartesianas de un sistema de referencia a otro, referi-
dos a diferente datum, se considera 3 traslaciones, 3 rotaciones y un factor de 
escala. Para poder aplicar el modelo se requiere conocer puntos comunes en 
los dos datum; mientras mayor es el número de puntos, mejor será el ajuste.

Fórmula 34. Modelo matricial de Hermer 

Donde: 

x= Coordenadas de un punto en el sistema de partida o Datum 1 

X= Coordenadas de un punto en el sistema de destinación o Datum 2 

n= número de puntos

s= Factor de escala (escalar), 1 incógnita

M= Matriz de rotaciones (3x3), 9 incógnitas

T= Matriz de traslaciones (3x1), 3 incógnitas 

Figura 25 
Transformación de Helmer 
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Es este modelo se tiene 13 incógnitas (1 del factor de escala, 9 de la matriz 
de rotaciones y 3 de las traslaciones), si se multiplica el escalar por la matriz de 
rotación traspuesta se reduce a 12 incógnitas en total, cada punto conocido en 
los dos sistemas genera 3 ecuaciones:

Fórmula 35. Modelo de Hermer desarrollado con 13 

Fórmula 36. Modelo de Hermer desarrollado con 12 incógnitas

Se requiere 4 puntos para tener 12 ecuaciones y poder calcular los paráme-
tros o incógnitas, si se tiene más de 4 puntos se podrá ajustar de mejor manera.

Fórmula 37. Modelo de Hermer desarrollado con 12 incógnitas, 4 y 5 puntos
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Ejercicio 33. Modelo matricial Helmer

Aplicando el modelo matricial de Helmer y los datos del siguiente cuadro 
de coordenadas de puntos comunes en dos datos diferentes, determinar los 
parámetros de transformación o incógnitas usando 4 puntos y 6 puntos:

Se plantean las ecuaciones desarrolladas en función del modelo matricial de 
Helmer para los 4 puntos comunes:

La matriz A es cuadrada de 12x12 por lo que puede resolverse con el mo-
delo matricial:
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Donde X es la matriz de incógnitas, A la matriz de coeficiente y L la de tér-
minos independientes, de la siguiente manera:

Resultado de la operación matricial se determinan los parámetros de trans-
formación de Helmer:

Se plantea las ecuaciones desarrolladas en función del modelo matricial de 
Helmer para los 6 puntos comunes:

La matriz A no es cuadrada, sus dimensiones son 18x12 por lo que puede 
resolverse con el modelo matricial: 
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Donde X es la matriz de incógnitas, A la matriz de coeficiente y L la de tér-
minos independientes, de la siguiente manera:

Resultado de la operación matricial se determinan los parámetros de trans-
formación de Helmer obtenidos por 6 puntos comunes y comparados los cal-
culados por 4 puntos comunes son:

Mientras mayor cantidad de puntos, mejor será el cálculo de los paráme-
tros, hay que analizar los datos, podría suceder que uno de los puntos tenga 
un error grosero que no fue percibido, esto podría ocasionar un problema en 
los resultados, por lo cual se recomienda siempre depurar los datos.

Finalmente, con los parámetros calculados, se pueden determinar las coor-
denadas del sistema uno en el otro sistema, este vendría a ser el objetivo del 
cálculo de los parámetros de transformación.
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6.5. Métodos de ajuste e iteraciones

Las ecuaciones planteadas para ajustar las observaciones pueden tener los 
siguientes elementos: observaciones (l), errores aleatorios que acompañas a las 
mediciones, cuyo valor se requiere determinar por el ajuste, conocidos como 
residuos (v), parámetros o incógnitas que se requiere determinar (x) y constan-
tes (c) que acompañan a las ecuaciones.

Se utilizará el subíndice “a” para definir que se refiere a ajustado, “b” si se 
refiere a observado y “o” corresponde a un valor estimado de la variable o 
parámetro.

En función de estos elementos se puede formular distintos tipos de ecua-
ciones, así:

Ecuaciones de observación  (l ,v,x,c)

Ecuaciones de condición  (l ,v,c)

Ecuaciones de constricción  (x,c)

Los métodos de ajuste consideran modelos funcionales, estocásticos (proba-
bilísticos o estadísticos) que mediante la aplicación de mínimos cuadrados se 
optimizan los parámetros de interés y su incertidumbre, se basan en los tipos 
de ecuaciones que se pueden plantear así:

1.	 Método Paramétrico: utiliza ecuaciones de observación, por lo tanto, 
tiene observaciones, residuales, parámetros o incógnitas y constantes, 
su modelo matemático es:

Fórmula 38. Modelo matricial Método Paramétrico

2.	 Método Correlativo o de Correlatos: usa ecuaciones de condición, por 
lo tanto, tiene observaciones, residuales, su modelo matemático es:

Fórmula 39. Modelo matricial Método Correlativo
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3.	 Método Combinado: utiliza ecuaciones de condición, pero incluyen ob-
servaciones, residuales, parámetros o incógnitas y constantes, su mode-
lo matemático es:

Fórmula 40. Modelo matricial Método Combinado

4.	 Método de Constricción: usa ecuaciones de constricción, por lo tanto, 
solo tiene parámetros o incógnitas y constantes por no tener observa-
ciones, y dado que este capítulo trata del ajuste de estas, no entra en el 
contenido. Se refieren a ecuaciones de restricción, por ejemplo, las que 
limitan el movimiento o variables de un sistema físico, también pueden 
ser ecuaciones de contacto, son usadas en física especialmente en mecá-
nica clásica y Lagragiana. Las principales restricciones son geométricas, 
instrumentales, de precisión y de coherencia.

Los métodos que se estudia en este capítulo corresponden a métodos itera-
tivos, es decir, las soluciones parten de una estimación inicial y mediante un 
proceso repetitivo o aproximaciones sucesivas, se va refinando el resultado 
hasta alcanzar la precisión deseada, o cuando los valores convergen y no hay 
más cambio, entonces se puede decir que se llegó al valor verdadero con la 
precisión deseada.

Por ejemplo, para determinar el centro de un círculo, se parte de estimar en 
un sistema de coordenadas cada vez que se repita el proceso de cálculo de sus 
coordenadas o iteración, este punto estimado se irá acercando cada vez más al 
valor verdadero, el número de iteraciones depende de qué tan bien se selec-
cionó el primer valor estimado, mientras más cercano esté al valor verdadero 
se realizará menos iteraciones.

De igual manera, si el punto de partida está muy lejano del punto verdade-
ro o es un valor incoherente, por más iteraciones que se realicen no se llegará 
al valor verdadero.
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Figura 26 
Métodos iterativos y valor inicial

Una manera gráfica de expresar las iteraciones es mediante el método de 
rebote, en el cual cada rebote es de menor intensidad que el anterior, hasta que 
se estabiliza, o cambiando de lado con referencia a una recta que vendría a ser 
el valor verdadero, en este caso cada vez que se itera podría estar a un lado u 
otro del valor verdadero, incluso en signo, hasta que se estabiliza.

Figura 27 
Método del rebote o iterativos

7. Método Paramétrico

Como se indicó en el apartado anterior, esté método se basa en ecuaciones 
de observación, su modelo matemático o función explicita es La=F(Xa), donde 
La es la matriz de las observaciones ajustadas y Xa la de parámetros o incóg-
nitas ajustadas, por lo tanto, se tendrá tantas ecuaciones como observaciones 
se tenga.
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La matriz de las observaciones Lb conformada por sus elementos lb vie-
nen acompañadas de inevitables errores aleatorios (errores pequeños) que son 
desconocidos a los cuales se les denomina residuales (v) y se ordenan en la 
matriz de residuales V, relacionadas con la siguiente ecuación matricial:

Fórmula 41. Ecuación matricial de las observaciones ajustadas

El ajuste de observaciones se reduce al método de determinar la matriz de 
residuales, una vez determinada la misma se resuelve las observaciones ajus-
tadas con la fórmula 41. 

7.1 Parámetros estimados 	

Al aplicar Taylor para la linealización, el método requiere un valor inicial 
el cual se debe estimar y corresponde a los parámetros o incógnitas estimados 
(Xo) agrupadas en el vector columna Xo, esta matriz requiere de un vector de 
corrección de los parámetros X que es desconocido y se determinará por méto-
dos de mínimos cuadrados, estos se enlazan con la ecuación matricial:

Fórmula 42. Ecuación matricial de las observaciones ajustadas

Como se indicó, hay que definir cuáles son las incógnitas mínimas nece-
sarias en cada uno de los ejercicios que se planteen, si se pone menos de ese 
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número no se podrá ajustar y si se pone más, el ajuste perderá precisión, por lo 
tanto, el número de grados de libertad dados por r=n-u, determinar un mejor 
ajuste.

La estimación de los parámetros o incógnitas hacia el valor verdadero me-
jora el ajuste y disminuye el número de iteraciones.

7.2. Normalización por Mínimos Cuadrados 	

Los residuales son desconocidos al igual que las incógnitas por lo tanto se 
tiene n residuales y u incógnitas que se requieren calcular, se dispone de n 
ecuaciones, por lo tanto, no se podría calcular por álgebra, se requiere enton-
ces aplicar el método de mínimos cuadrados, valor que corresponde a una 
función Ø mínimo (escalar), al derivar la misma su resultado es cero (derivada 
de un mínimo es cero), de esta manera, se forma un sistema de ecuaciones 
matriciales de igual número de ecuaciones que incógnitas, permitiendo la re-
solución.

Fórmula 43. Mínimos cuadrados, sin pesos

En el modelo anterior se considera que todas las observaciones tienen la 
misma importancia, por lo cual la matriz de pesos es la matriz identidad, en el 
caso que exista un criterio para dar pesos a las observaciones, esta matriz en-
tra en el modelo en la única posición posible para que se dé la multiplicación 
matricial. 

Fórmula 44. Mínimos cuadrados con pesos
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Recordando lo que se analizó en el capítulo anterior, para poder ajustar 
se requiere abundantes observaciones además de que cada observación viene 
acompañada de inevitables errores conocidos como residuales y utilizando el 
criterio de mínimos cuadrados y la función Ø que es un escalar de valor mí-
nimo, conociendo que la derivada de un mínimo es cero, se puede despejar el 
vector de corrección de los parámetros, como se indica a continuación:

Demostración 5. Proceso de Normalización 

Considere un modelo matricial lineal con 3 incógnitas, el cual se quiere nor-
malizar para determinar los parámetros o incógnitas, mediante la aplicación 
del método de mínimos cuadrados y las derivadas parciales con respecto a 
cada una de las incógnitas, de la siguiente manera, además se plantea las ecua-
ciones que dan origen a este modelo:
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Fórmula 45. Modelo matricial Lineal con 3 incógnitas

Aplicando mínimos cuadrados y derivando la función Ø mínima se obtie-
nen 3 ecuaciones con 3 incógnitas, mismas que se pueden resolver por álgebra 
para obtener las incógnitas, este proceso de Normalización descrito se presen-
ta a continuación:

Fórmula 46. Normalización de Modelo matricial Lineal con 3 incógnitas

Multiplicando miembro a miembro y agrupando por las incógnitas se tiene:
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Las sumatorias […] son valores y vienen a ser los coeficientes de las incóg-
nitas. Con el mismo método se realizan las derivadas con respecto a y, obte-
niendo:

Y finalmente con respecto a z, obteniendo:

Se obtiene un sistema de ecuaciones de 3 incógnitas, mismo que tiene so-
lución única, determinando así las incógnitas con el modelo matricial AX = L:

7.3. Linealización por Taylor 	

En el punto anterior se utilizó un modelo lineal para demostrar la normali-
zación utilizando mínimos cuadrados, pero normalmente los modelos no son 
lineales y las mediciones vienen acompañadas de residuales aún desconoci-
dos, por lo cual se debe aplicar las Series de Taylor vistas en el punto 5.3, como 
alternativa para linealizar la función, para esto se requiere de un valor inicial 
Xo que se acerque al valor verdadero.

Fórmula 47. Mayor tolerancia o vector de corrección de las incógnitas

Cada uno de los términos de la serie de Taylor aporta precisión, el primer 
término es el que más aporta, ya que está evaluando la función para el valor 
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mejor estimado, el segundo término aporta para mejorar el valor, por lo tanto, 
se puede truncar la serie a dos términos sin afectar los resultados.

Ejercicio 34. Ecuaciones no lineales y aplicación de Taylor

En el siguiente ejercicio se plantea como ejemplo, la linealización de funcio-
nes no lineales:

7.4. Desarrollo del Método Paramétrico 

Partiendo del modelo matemático que indica que las (n) observaciones ajus-
tadas son función de los (u) parámetros ajustados, además que las observacio-
nes ajustas son iguales a las observadas más los residuales que no se conocen 
y que las incógnitas ajustadas son iguales a los parámetros estimados más un 
vector de corrección de los parámetros, se procede a realizar la linealización y 
luego la normalización:

Demostración 6. Desarrollo del Método Paramétrico
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N siempre es cuadrada y simétrica, U es un vector columna de ux1 

Para la aplicación del método a los ejercicios se recomienda seguir los si-
guientes pasos, a partir de la construcción de las ecuaciones según el modelo 
matemático, asignación de las incógnitas y la estimación de las mismas:

Fórmula 47. Pasos para el Método Paramétrico



Teoría y ejercicios resueltos

101

7.5. Iteraciones y precisiones del ajuste 

Los métodos de ajuste son métodos iterativos, al determinar el proceso se 
encuentran las incógnitas ajustadas Xa y las observaciones ajustadas, estos se-
rán los datos para realizar la primera iteración, si el cálculo está automatizado 
en una hoja de Excel, al cambiar en Xo1=Xa y Lb1=La, se determina los nue-
vos valores resultado de la primera iteración, de la cual se obtiene un Xa1 y 
La1, datos que reemplazarán en la siguiente iteración a Xo2=Xa1 y Lb2=La1, 
repitiendo el proceso las veces que se considere necesario según la precisión 
requerida y la cercanía del punto de partida de estimación de las incógnitas.

Hay matrices cuyos valores van reduciendo en cada iteración y llega un 
punto que converge el resultado, como L, X y la varianza posteriori es un in-
dicador de la precisión. Otras no cambian como el Peso P, mientras otras cam-
bian en el momento de evaluar las matrices para Xo (estimador que va cam-
biando en las iteraciones).
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Fórmula 48. Iteraciones en el Método Paramétrico

En modelos lineales no se puede iterar, ya que al realizar las iteraciones la 
matriz L se hace cero, por lo cual se expresa los resultados en modelos lineales 
con el cálculo inicial, siendo muy importante en este caso, la estimación de los 
parámetros.

Una vez terminadas las iteraciones, es importante expresar las precisiones 
del ajuste para cuantificar la calidad de las observaciones, para lo cual se uti-
lizan las siguientes matrices de varianza covarianza donde interesa la diago-
nal principal que corresponde a las varianzas, al sacar la raíz cuadrada de las 
mismas en valor absoluto (en razón que podría existir valores negativos), se 
obtiene la precisión del ajuste (desviaciones):
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Fórmula 49. Precisiones del ajuste

La varianza a priori σo
2 conocida como varianza de peso unitario, inicial-

mente toma el valor de 1, pero en el caso de que, al determinar las precisiones 
del ajuste, especialmente en la matriz de residuales V la desviación es mayor 
que el residual, el modelo está sobre dimensionado, por lo cual se deberá re-
emplazar, la varianza a priori σo͡

2 por a posteriori σ͡͡o͡2 en todas las matrices de 
varianza covarianza. 

7.6. Ejercicios método paramétrico 

En los siguientes ejercicios se presentará la resolución de diferentes casos, 
asignación de incógnitas, estimación de parámetros, es importante indicar que 
en el planteamiento de las ecuaciones y siguiendo el modelo matemático de 
este método La=F(Xa), las ecuaciones deben quedar expresadas, utilizando el 
subfijo (a) que corresponde a ajustado.

Ejercicio 35. Ecuaciones Lineales con 6 observaciones y 3 incógnitas

Se ha medido una base AB como línea de calibración de equipos topográ-
ficos, para determinar con la mejor precisión se han observado abundantes 
mediciones de la siguiente manera, ajustar las observaciones y encontrar el 
verdadero valor de la base AB con su precisión:

Se requiere tres incógnitas máximo, si se asigna menos, no se podrá ajustar, 
si es más se pierde precisión, como se tiene 6 observaciones se tendrá 6 ecua-
ciones y 3 grados de libertad:
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Para la estimación de Xo la forma más fácil en este ejercicio es asignar como 
estimados los valores de las observaciones respectivas:

La matriz de derivadas A 6x3, donde las filas vienen dadas por el número 
de ecuaciones y las columnas por el número de incógnitas, en este ejemplo al 
ser ecuaciones lineales no hay nada que evaluar para el valor estimado Xo.

Se determina la matriz Lo=F(Xo) y la matriz L=Lo-Lb, esta matriz da la 
unidad.
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La matriz de pesos P es una matriz diagonal de 6X6, sus valores correspon-
den al inverso de la varianza, se usa la varianza a priori como la unidad, pero 
se puede normalizar la matriz de pesos dividiendo para el mayor valor, puede 
usarse en las fórmulas cualquiera de las dos matrices, pero en el cálculo de la 
varianza posteriori se recomienda usar la matriz de pesos normalizada:

Para calcular la varianza posterior se recomiendo usar la matriz de pesos 
normalizada, caso contrario saldrán valores altos:
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Para determinar la Base AB solicitada, se puedo tomar cualquier camino, al 
estar los valores ajustados ya no depende del camino que se escoja:

Ejercicio 36. Iteraciones en Ecuaciones Lineales

Realizar una iteración del ejercicio 35, las nuevas observaciones son las ob-
servaciones ajustadas del cálculo anterior Lb1=La, de igual manera los nuevos 
valores de los parámetros estimados vienen a ser los parámetros ajustados 
Xo1=Xa:

La matriz de derivadas parciales A no cambia ya que son ecuaciones linea-
les que no requieren evaluación:

Al calcular la matriz L=Lo-L esta tiene valores de cero, por lo cual la matriz 
U, X serán ceros, en forma general se indica que cuando se tiene ecuaciones 
lineales no se puede realizar iteraciones ya que la matriz L se hace cero.

Ejercicio 37. Ecuaciones Lineales

Resolver el ejercicio anterior, pero asignando otras incógnitas, compare los 
resultados con el ejercicio anterior.

Como se indicó en el ejercicio, se requieren solo 3 incógnitas, ahora estas se 
asignan de manera diferente a las anteriores, por lo tanto, también cambian las 
ecuaciones:
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Comparando los resultados obtenidos en el ejercicio 35, se concluye que no 
importa a que variables se asigna las incógnitas, pero si la cantidad máxima 
de las mismas.

Ejercicio 38. Ecuaciones con 6 observaciones y exceso de incógnitas

Se ha medido un círculo con 6 observaciones, con 4 direcciones que se quie-
ren ajustar y encontrar las ubicaciones verdaderas. Este ejercicio requiere de 
3 incógnitas, ya que la cuarta es combinación lineal de las anteriores, es decir, 
X4=360-X1-X2-X3, por lo tanto, no debería considerarse, pero para observar 
la influencia de una incógnita adicional a las requeridas, en el ajuste, se reali-
zará intencionalmente con 4 incógnitas, para determinar la afectación de esta 
incógnita en los resultados y en la precisión del ajuste. En ciertas ocasiones 
existen condiciones principalmente geométricas que deben cumplir las obser-
vaciones (un círculo completo tiene 360°):
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La matriz de pesos P es una matriz diagonal de 6X6, sus valores correspon-
den al inverso de la varianza, en las fórmulas de N y U puede usarse la matriz 
de Pesos P directamente, pero para el cálculo de la varianza a posteriori se 
recomienda usar la matriz de pesos normalizada:
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Como se tiene 6 observaciones y 4 incógnitas, hay dos grados de libertad, es 
decir, se perjudica el ajuste r=n-u = 6-4=2:

Para comprobar los resultados obtenidos del ajuste, se plantea ecuaciones 
en las cuales un todo menos sus partes deben ser cero o las ecuaciones de cum-
plimiento geométrico que deben cumplir un requisito:

Se observa que las medidas ajustadas que deberían cumplir con la suma de 
360° no llega a cerrarse en este ejemplo, faltando 31.34” para cerrar el círculo, 
esto sucede por usar una incógnita que no correspondía ya que es combina-
ción lineal de las otras.

Ejercicio 39. Observaciones con ecuaciones de cumplimiento geométrico

Resolver el ejercicio anterior, considerando las 6 observaciones, con 4 direc-
ciones que se quieren ajustar y encontrar las ubicaciones verdaderas, pero con 
3 incógnitas, ya que la cuarta es combinación lineal de las anteriores:
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La matriz de pesos P es igual a la del ejercicio anterior.
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Como se tiene 6 observaciones y 3 incógnitas, hay 3 grados de libertad, es 
decir con mayor grado de libertad el ajuste debe ser mejor, r=n-u = 6-3=3:

Para comprobar los resultados obtenidos del ajuste, se plantea ecuaciones 
en las cuales un todo menos sus partes deben ser cero, o ecuaciones de cum-
plimiento geométrico que deben cumplir un requisito:

Comparado con el ejercicio anterior se tiene una menor varianza a posterio-
ri lo que indica que el ajuste es mejor, además en la comprobación se observa 
que las medidas ajustadas cumplen la condición geométrica.

En el ajuste de polígonos lo más frecuente es ajustar los ángulos para luego 
calcular lados, para fijar las figuras semejantes que se forman se requiere de 
un lado base previamente ajustado, a partir del cual con ángulo y distancia se 
puede determinar el resto de los lados, de igual manera, si se requiere calcu-
lar coordenadas, se podría hacer una vez se tenga los ángulos ajustados y los 
lados calculados:

Figura 28 
Polígonos semejantes
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Ejercicio 40. Observaciones con ecuaciones de cumplimiento geométrico

El siguiente polígono divido en 2 triángulos (los triángulos mejoran el ajus-
te porque dan consistencia) se han realizado 8 observaciones a fin de reite-
rar las mediciones y mejorar el ajuste, se pide ajustar los ángulos. Cuando se 
trabaja con triángulos se deben considerar 2 incógnitas por cada uno, en este 
ejemplo, se requiere 4 incógnitas, ya que las otras serán combinación lineal 
de las anteriores. La ecuación de cumplimiento geométrico corresponde a la 
suma de los ángulos internos de un triángulo es 180° (en este ejercicio debe 
haber 2 ecuaciones de este tipo):
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Al no tener precisiones de las observaciones ni otro criterio para asignar 
pesos, la matriz de pesos P es la identidad 8X8.

Se tiene 8 observaciones y 4 incógnitas, hay 4 grados de libertad, r=n-u = 
8-4=4:

Para comprobar los resultados obtenidos del ajuste, se plantea ecuaciones 
en las cuales un todo menos sus partes deben ser cero, o las ecuaciones de 
cumplimiento geométrico que deben cumplir un requisito:
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Se observa que las medidas ajustadas satisfacen las ecuaciones de cumpli-
miento geométrico.  

La nivelación geométrica o trigonométrica tiene que ver con el cálculo de 
desniveles entre dos puntos, la primera utiliza nivel de ingeniero y es precisa, 
la segunda se realiza con estación total y es menos precisa que la geométrica, 
pero permite determinar mayor diferencia de alturas en menor tiempo. 

Figura 29 
Nivelación Geométrica y trigonométrica

La nivelación geométrica considera el método de ida y regreso, las sumas 
de los desniveles de ida menos los de regreso debe ser igual a cero, la diferen-
cia con este valor da el orden de la nivelación (primer orden, segundo orden y 
tercer orden) que se calcula como una función de la distancia nivelada en Km. 
El peso en esta nivelación es el inverso de distancia nivelada expresada en Km. 

La nivelación trigonométrica se realiza con mediciones recíprocas, consi-
derando el orden con similar criterio que la nivelación geométrica. El peso en 
esta nivelación es el inverso al cuadrado de distancia nivelada expresada en 
Km. 

Luego de realizar la nivelación entre dos puntos AB distantes, se realiza el 
proceso de ida y regreso (nivelación geométrica) o recíprocas (nivelación tri-
gonométrica), la suma de estos desniveles determinados dentro de un orden 
de precisión, genera una línea de nivelación, las cuales expresan el desnivel 
entre A y B con signo positivo si B es mayor que A y negativo si es al con-
trario, para determinar las cotas (alturas niveladas con referencia a un punto 
absoluto, Nivel Medio del Mar) se requiere enlazar el punto A o B a un punto 
de cota conocida, normalmente determinado y ajustado previamente por el 
Instituto Geográfico Militar IGM (para el Ecuador), el mismo que está materia-
lizado con una placa de aluminio. Las líneas de nivelación son rectas, ya que 
no representan ni el camino que se siguió en la determinación de las mismas, 
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ni tampoco expresan la distancia nivelada, solo representa que hay conexión 
entre esos puntos.

Figura 30 
Línea de Nivelación

Para poder ajustar una nivelación se requiere formar una red de nivelación 
que debe estar conformada por varias líneas de nivelación y puede estar enla-
zadas a un punto de control vertical (PV del IGM) de valor conocido y acep-
tado como verdadero, del cual se parte y se regresa al mismo o a más de un 
punto de control vertical, cuando se parte de uno y se llega a otro, en ambos 
casos se habla de una red de nivelación cerrada. Si la red no es cerrada no se 
podrá ajustar.

Figura 31 
Red de Nivelación Cerrada

El resultado de la red se expresa en un gráfico de nivelación, el cual expresa 
el desnivel ascendente con una flecha que indica el sentido de mayor altura, la 
línea que une los puntos representa la observación (desnivel entre los puntos); 
con un triángulo se representan los puntos de Control Vertical y con un círculo 
los puntos intermedios de los cuales se requiere determinar las cotas.

Las observaciones (desniveles), corresponden a la cota mayor menos la cota 
menor (Lb=Cota Mayor - Cota Menor), las incógnitas corresponden a las cotas, 
los valores estimados se determinan a partir de las mismas observaciones.
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Ejercicio 41. Ajuste de una red de nivelación

En la siguiente red de nivelación geométrica se presentan las observaciones 
con sus respectivas longitudes de líneas, se ha enlazado a los puntos de cota 
conocida y ajustada por el IGM: M18 (183,506 m.s.n.m), M22 (192,353 m.s.n.m) 
y M96 (191,89 m.s.n.m). Ajustar las observaciones y determinar las cotas de A, 
B, C y D.
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Los pesos son el inverso de la distancia en Km.

Se tiene 9 observaciones y 4 incógnitas, hay 5 grados de libertad, r=n-u = 
9-4=5:
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Para comprobar los resultados obtenidos del ajuste, se determinan las cotas 
de los puntos A, B, C y D, sin importar el camino se obtiene la misma respues-
ta, ya que los desniveles están ajustados, como ejemplo se ha tomado la Cota 
del punto A por diferentes caminos: 

En algunos casos, a más de observaciones e incógnitas, existen constantes 
que se consideran como valores fijos sin error, por ejemplo: un ángulo o lado 
fijo. Entonces, el sistema tiene que acomodarse de la mejor manera, ajustán-
dose al cumplimiento de esos valores que no pueden cambiar. Cuando solo se 
tiene observaciones estas tienen la libertad de ajustarse o acomodarse para dar 
la mejor solución, pero cuando se ven limitados el movimiento por valores fi-
jos se forman ecuaciones de constricción que mantienen los valores constantes, 
el ajuste se obliga a buscar los mejores valores, forzando a las observaciones a 
sufrir mayor cambio, incluso en algunos casos, cuando se realiza la comproba-
ción no cuadra exactamente como en los ejercicios anteriores.

En los siguientes ejercicios, se considera constricciones para observar lo in-
dicado.

Ejercicio 42. Ajuste de ejercicios con constricción (constantes)

Determinar la recta que mejor se ajusta a los puntos P1 (1,1), P2 (3,2) y 
P3(5,5), considerar que las abscisas son fijas (constantes). 

Es decir, hay 3 observaciones que son Y1, Y2, Y3. La solución permite solo 
el desplazamiento en el eje Y de cada punto.
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Considerando el modelo matemático La=F(Xa), la solución requiere usar 
la ecuación de la recta, para lo cual se debe analizar cuál de las formas de la 
ecuación se utilizará en este caso. Si se usa la ecuación general AX+BY+C=0, 
con los 3 puntos se podría plantear 3 ecuaciones con 3 incógnitas, es decir, se 
puede resolver, pero no ajustar. Al usar la ecuación Punto Pendiente (Y-Y1) = 
m(X-X1), igual que el caso anterior se podría solo calcular. Finalmente, con la 
ecuación: ordenada en el origen y pendiente Y=mX+b, se tiene 3 ecuaciones y 
dos incógnitas, por lo cual se podría ajustar.

La matriz de pesos es la matriz identidad, porque no hay criterio para pon-
derar.
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Hay 3 observaciones y 2 incógnitas, por lo tanto, 1 grados de libertad, r=n-u 
= 3-2=1:

Para comprobar los resultados obtenidos del ajuste, al ser los puntos ajus-
tados parte de la recta deben satisfacer la ecuación, lo que se comprueba con 
los cálculos, en la gráfica se puede observar cómo los puntos P1, P2 y P3 se 
desplazaron solo en el eje Y, ya que en X estaba con valores constantes, aco-
modándose de la mejor forma posible a la nueva recta encontrada después del 
ajuste (línea roja):

Ejercicio 43. Ajuste de ejercicios con constricción (constantes)

Encontrar la ecuación de la parábola que mejor se ajusta a los 4 puntos P1 
(-5.5,4.92), P2 (-2.5,1.55), P3(1.5,3.65) y P4(3.0,6.0), considerar que las abscisas 
son fijas (constantes). 
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Es decir, hay 4 observaciones que son Y1, Y2, Y3, Y4. La solución permite 
solo el desplazamiento en el eje Y de cada punto.

Considerando el modelo matemático La=F(Xa), la solución requiere usar 
la ecuación de la parábola, por lo tanto, se tiene 4 ecuaciones y 3 incógnitas, 
permitiendo el ajuste.

Para estimar las incógnitas se requiere resolver un sistema de 3 ecuaciones 
y 3 incógnitas, para lo cual se han considerado usar los 3 primeros puntos y así 
determinar los valores estimados:
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La matriz de pesos es la matriz identidad porque no hay criterio para pon-
derar.

Hay 4 observaciones y 3 incógnitas, por lo tanto, 1 grados de libertad, r=n-u 
= 4-3=1:

Para comprobar los resultados obtenidos del ajuste, al ser los puntos ajus-
tados parte de la parábola deben satisfacer la ecuación, lo que se comprueba 
con los cálculos, en la gráfica se puede observar cómo los puntos P1, P2, P3 y 
P4 se desplazaron solo en el eje Y, ya que en X estaba con valores constantes, 
acomodándose de la mejor forma posible a la nueva parábola encontrada des-
pués del ajuste (línea roja):
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Ejercicio 44. Dos observaciones y una incógnita, dos constantes

En el triángulo rectángulo se ha medido la hipotenusa y un ángulo, se co-
noce que un cateto es de longitud conocida y fija (constante), ajustar las obser-
vaciones.

Se requiere una sola incógnita, que puede ser el otro cateto, uno de los án-
gulos agudos o la misma hipotenusa, para este ejemplo se toma el otro cateto 
como incógnita.

Para la estimación de Xo se tiene varias alternativas, con Pitágoras, con la 
función seno y con la función tangente, no se requiere determinar las 3, se pue-
de escoger una alternativa, incluso un valor cercano a las 3, recuerde que es un 
valor estimado, para el ejemplo se determina las 3 alternativas y se considera 
como Xo=66 solo para que se observe que se requiere un valor cercano:
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La matriz Lo es la que da una unidad al vector de residuales, en la unidad 
que se coloque los valores, saldrá los residuales.

La matriz de pesos (matriz diagonal), da la importancia por lo cual no es 
necesario transformar las unidades (metros o segundos) se recomienda colo-
car la desviación en la mínima unidad utilizada dada, si se desea se podría 
normalizar esta matriz dividiendo para el valor mayor, cualquiera que se use 
en las siguientes fórmulas no altera el resultado:

Para las iteraciones, se cambia Lb1=La y Xo1=Xa, para los cálculos se pue-
de utilizar Excel, colocando en celdas y fórmulas enlazadas a los valores, de 
esta manera, al cambiar los nuevos Lb1 y Xo1, automáticamente se tiene los 
nuevos valores, se debe chequear las matrices L, X, V, La y σo

2 que deben ir 
disminuyendo en cada iteración, se puede chequear también que los valores 
convergen, es decir ya no hay cambio.
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Ejercicio 45. Dos iteraciones del ejercicio 44.

Se ha realizado dos iteraciones del ejercicio 44 para analizar lo indicado:

Una vez que se deja de iterar analizando si ya convergen los valores o si es-
tán dentro de la precisión deseada, se debe calcular las precisiones del ajuste, 
para lo cual se aplica las matrices de varianza covarianza, sacando la desvia-
ción de las diagonales de estas.
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Ejercicio 46. Precisiones del ejercicio 44

Se realiza un análisis de las precisiones obtenidas en el ajuste, especialmen-
te en la matriz de residuales que corresponden a los valores más pequeños 
comparándolos con las precisiones del ajuste, como son mucho mayores, espe-
cialmente en el residual angular, se concluye que está sobredimensionado, por 
lo cual se cambia la varianza a priori con l a posteriori, en todas las matrices:

El seleccionar el número adecuado de incógnitas es importante, si se pone 
más de lo adecuado, o no se podrá ajustar o se perderá precisión en el ajuste, 
la asignación de estas incógnitas no afecta el resultado, lo que si puede es sim-
plificar las ecuaciones generadas facilitando el proceso de derivación.

Ejercicio 47. Dos observaciones y una incógnita diferente al anterior

En el ejercicio 44 resuelto anteriormente, asignando ahora como incógnita 
el ángulo agudo no medido, al final se realizará la comparación de resultados:
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Para la estimación de Xo se tiene varias alternativas, con la función seno o 
con la suma interna de ángulos de un triángulo, por facilidad se selecciona la 
segunda:

Ejercicio 48. Dos observaciones y una incógnita diferente al anterior

En el ejercicio 44 resuelto anteriormente, asignando ahora como incógnita 
el ángulo agudo observado, al final se realizará la comparación de resultados:
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Para la estimación de Xo se toma el valor de la observación lb2:

Xo=47.6247°

Ejercicio 49. Dos observaciones y una incógnita diferente al anterior

En el ejercicio 44 resuelto anteriormente, asignando ahora como incógnita la 
hipotenusa, al final se realizará la comparación de resultados:
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Para la estimación de Xo se toma el valor de la observación lb1:

Xo=89.54 m

A fin de poder comparar los resultados obtenidos de los ejercicios anterio-
res del triángulo en los cuales se asignaron de diferente forma las incógnitas, 
se presenta un cuadro con las observaciones ajustadas (con dos iteraciones), se 
compara la hipotenusa ajustada, observando que no hay variación, pero si hay 
diferencia en el ángulo ajustado, siendo mejor el ajuste en el caso 1, que coin-
cide con los resultados del caso 4, lo que se corrobora al observar las varianzas 
que corresponden a los menores valores, esto se debe a que en el caso 1 se deja 
libre a la observación y en el caso 4 se hace énfasis en la hipotenusa, por lo cual 
se obliga al cumplimento de este. 
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Al comparar con los casos 2 y 3 se observa que hay diferencia angular del 
orden de minutos (17´ y 18´ respectivamente), esto se debe, que al fijar el cateto 
(60m), se acomoda de la mejor manera en función de la incógnita asignada, 
forzando para que se de este cumplimiento, al otro ángulo.

Tabla 4 
Cuadro comparativo de resultados del ajuste

Para comparar el cumplimiento en el triángulo rectángulo, se calcula con 
Pitágoras la hipotenusa en función de los catetos para cada caso, de igual ma-
nera se verifica la suma de los ángulos internos del triángulo, se compara con 
los valores determinados por el ajuste.

Coincide con los resultados expresados anteriormente, caso 1 y caso 4 están 
con un mejor ajuste, tanto en la hipotenusa como en los ángulos, es decir, el 
ajuste es adecuado y se podría utilizar como verdadero, en los casos 2 y 3, se 
observa diferencias en la hipotenusa de 22 y 23 cm respectivamente y en el 
cierre angular de 18 y 55 segundos.

Tabla 5 
Cuadro comparativo de resultados del ajuste

Es importante analizar los resultados, especialmente cuando se tiene valo-
res constantes, ya que el sistema tiene que acomodarse de la mejor manera.

Al tener un sistema libre, todas las observaciones se acomodan de la mejor 
forma, por lo cual los resultados son mejores, para corroborar lo indicado, se 
realiza el mismo ejercicio, pero liberando al cateto fijo, pasando a ser observa-
ción.
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Ejercicio 50. Tres observaciones, sistema libre

En el ejercicio 44 resuelto anteriormente, se libera el cateto constante, deján-
dole como una tercera observación, ajuste el triángulo y analice los resultados:

Para la estimación de Xo se la realiza con Pitágoras y suma de ángulos in-
ternos:

La matriz de pesos es el inverso de la varianza.
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Hay 3 observaciones y 2 incógnitas, por lo tanto, 1 grados de libertad, r=n-u 
= 3-2=1:

Para comprobar los resultados obtenidos del ajuste, se chequea con Pitágo-
ras y la suma interna de ángulos de un triángulo. Al liberar el cateto que antes 
estaba como constante (60m), ahora toma el valor de 59.89 m, acomodándose 
de mejor forma las observaciones y cumpliendo las dos condiciones.

Ejercicio 51. Tres observaciones, sistema libre

A partir de un punto de coordenadas conocidas A (307,4298 m E, 694,5358 
m N), se ha medido el azimut de 53°28´39” ± 2” a un punto P de coordena-
das desconocidas localizado a una distancia de 27.25 ± 0.04 m desde A, desde 
otro punto de coordenadas conocidas B (368,3125 m E, 703,3276 m N), se ha 
medido el rumbo N 79°19´8” ± 3” W al mismo punto P de coordenadas desco-
nocidas localizado a una distancia de 39.58 ± 0.05 m desde B. Determinar las 
coordenadas del punto P y ajustar las observaciones.
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La matriz de pesos es el inverso de la varianza.

Hay 4 observaciones y 2 incógnitas, por lo tanto, 2 grados de libertad, 

r=n-u = 4-2=2:

Para comprobar los resultados obtenidos del ajuste, se puede relacionar las 
observaciones ajustadas con las incógnitas ajustadas, se observa que angular-
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mente existe una diferencia de 8 minutos y en distancia una diferencia de 3 
cm habría que analizar si está dentro de la precisión, caso contrario, habrá que 
repetir las observaciones de mejor manera.

Cuando mayor es el número de constricciones (constantes) menor es la po-
sibilidad de que las observaciones se acomoden, en este ejemplo se tiene dos 
puntos fijos, es decir 4 constantes que no pueden varias, por lo cual las 4 ob-
servaciones deben ajustarse de la mejor manera, pero siempre va a existir una 
limitante, por lo tanto, el ajuste no será el mejor.

Otra manera de comprobar cómo está el ajuste, es calculando las coorde-
nadas por cada extremo, desde el punto A y desde el punto B, debería salir el 
mismo valor, la diferencia entre las coordenadas del punto P, sería la precisión 
del ajuste. 

8. Método Correlativo o de Correlatos

Como se indicó en el Capítulo 6, esté método se basa en ecuaciones de 
condición, su modelo matemático o función explicita es F(La)=0, una función 
de las observaciones ajustadas es igual a cero, para determinar el número de 
ecuaciones de condición que se puedan formar, a diferencia del método pa-
ramétrico, aquí no existen parámetros o incógnitas.
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8.1. Ecuaciones de Condición 

El número de ecuaciones de condición o de cumplimiento obligatorio, tiene 
como referencia el número de grados de libertad, es decir: r=n-u, mientras más 
ecuaciones de condición se pueda formar, mejor será el ajuste, hay que tener 
cuidado que las ecuaciones formadas no sean combinación lineal de otras, ya 
que en este caso perjudicaría el ajuste, de igual manera, a veces no se puede 
formar las r ecuaciones, por eso se indica que solo es una referencia del núme-
ro de ecuaciones.

Se debe considerar que entren todas las observaciones al menos una vez en 
las ecuaciones, caso contrario, no se estarán ajustando todas las observaciones.

Igual que en el método anterior, el ajuste se basa en determinar los residua-
les V (errores pequeños) que son desconocidos.

Fórmula 50. Modelo Matemático y Ecuación de ajuste con las observaciones

F(La)=0            La=Lb+V

Al aplicar Taylor para la linealización, el método requiere un valor inicial 
de las observaciones ajustadas, este corresponde a las observaciones realiza-
das, reemplazar en las ecuaciones de condición se va a generar una diferencia 
en el cumplimiento con cero, a esta se la conoce como el Error de Cierre (W) el 
cual debe ser pequeño ya que los residuales también lo son:

Fórmula 51. Ecuación de los errores de cierre

F(Lb)=W

En este método se puede determinar con facilidad si existe una observación 
con un error grosero, ya que este valor se verá reflejado en el error de cierre.

Las ecuaciones de condición mayoritariamente son geométricas, es decir, 
cumplen una condición geométrica, en otros casos, se relacionan a un todo 
menos las partes y en otros casos, una vez planteadas las ecuaciones se pasan 
los términos a un solo lado de la ecuación:



Teoría y ejercicios resueltos

137

Figura 32 
Ecuaciones de condición

8.2. Linealización por Taylor 

Al aplicar las Series de Taylor al modelo matemático, se descompone a la 
función en la ecuación matricial, en la cual no se conoce los residuales:

Fórmula 52. Ecuación de Linealización

8.3. Normalización por Mínimos Cuadrados 

Los operadores o multiplicadores de Lagrange se usan para la optimización 
matemática que permite encontrar máximos o mínimos locales de funciones 
de varias variables que tienen restricciones de igualdad con convergencia a un 
máximo o mínimo. En el método correlativo se tiene ecuaciones con restric-
ciones de igualdad a cero, los multiplicadores de Lagrange permiten eliminar 
estas restricciones, se crea una función Langrageana que agrega en la función 
original la restricción obligando en este caso que cumpla con el mínimo desea-
do, esto corresponde a que la aplicación de mínimos cuadrados conlleva a un 
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resultado mínimo. Si se logra que este mínimo sea cero, entonces se logra que 
la función objetivo la cumpla con la restricción de igualdad a cero.

Se ingresa al término cuadrático VT P V (que representa la varianza) una 
corrección lineal asociada a restricciones o término de forzamiento que utiliza 
los multiplicadores de Lagrange (K), obligando que la función Ø sea cero:

Fórmula 53. Mínimos cuadrados, con restricciones

Se tendrá tantos multiplicadores de Lagrange como ecuaciones de condi-
ción se tengan. Las derivadas de la función Ø mínima será cero: 

Demostración 7. Proceso de Normalización  

Se aplica la propiedad de la traspuesta de un producto

Dos ecuaciones con dos incógnitas que se puede resolver por álgebra:
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8.4. Desarrollo del Método Correlativo 

Partiendo del modelo matemático que corresponde a plantear las r ecuacio-
nes de condición, se siguen los siguientes pasos:

Demostración 8. Desarrollo del Método Correlativo

8.5. Iteraciones y precisiones del ajuste 

Los métodos de ajuste son métodos iterativos, al terminar el proceso se en-
cuentra las observaciones ajustadas La, estas son las nuevas observaciones en 
el proceso iterativo, si el cálculo está automatizado en una hoja de Excel, al 
cambiar en Lb1=La, se determina los nuevos valores resultado de la primera 
iteración, de la cual se obtiene un La1, datos que reemplazará en la siguiente 
iteración Lb2=La1, repitiendo el proceso las veces que se considere necesario 
según la precisión requerida. En modelos lineales, al igual que el método an-
terior, no se puede iterar.

Hay matrices cuyos valores van reduciendo en cada iteración y llega un 
punto que converge el resultado, como V y la varianza a posteriori es un indi-
car de la precisión. Otras no cambian como el Peso P, mientras otras cambian 
en el momento de evaluar las matrices para Lb (estimador que va cambiando 
en las iteraciones). 
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Fórmula 54. Iteraciones en el Método Correlativo

Una vez terminada las iteraciones, es importante expresar las precisiones 
del ajuste para cuantificar la calidad de las observaciones, para lo cual se uti-
liza las siguientes matrices de varianza covarianza, de la cual solo interesa la 
diagonal principal, valores que corresponden a las varianzas, al sacar la raíz 
cuadrada de las mismas en valor absoluto (en razón que podría existir valores 
negativos), se obtiene la precisión del ajuste (desviaciones):

Fórmula 55. Precisiones del ajuste

La varianza a priori σo
2 conocida como varianza de peso unitario, inicial-

mente toma el valor de 1, pero en el caso de que, al determinar las precisiones 
del ajuste, especialmente en la matriz de residuales V la desviación es mayor 



Teoría y ejercicios resueltos

141

que el residual, el modelo está sobre dimensionado por lo cual se deberá re-
emplazar en todas las matrices de varianza covarianza a la varianza a priori 
σo

2 por l a posteriori σo͡
2.

8.6. Ejercicios método paramétrico
 

En los siguientes ejercicios se presentará la resolución de diferentes casos, 
formación de ecuaciones de condición, exceso de ecuaciones y como perjudica 
al ajuste, sistemas mal condicionados, así como la resolución, en el plantea-
miento de las ecuaciones y siguiendo el modelo matemático de este método 
F(La)=0, las ecuaciones deben quedar expresadas de esta manera, utilizando 
el sufijo (a) que corresponde a ajustado. En lo posible se realizarán los mismos 
ejercicios realizados por el método paramétrico para que se compare las res-
puestas, ya que no depende del método.

Ejercicio 52. Ecuaciones Lineales con 6 observaciones

Se ha medido una base AB como línea de calibración de equipos topográ-
ficos, para determinar con la mejor precisión se han observado abundantes 
mediciones de la siguiente manera, ajustar las observaciones y encontrar el 
verdadero valor de la base AB con su precisión:

Se tienen 6 observaciones y se requería 3 incógnitas, por lo tanto, se sugiere 
formar 3 ecuaciones de condición, estas se asocian al todo menos las partes:

La matriz de derivadas B 3x6, donde las filas vienen dadas por el número 
de ecuaciones de condición y las columnas por el número de observaciones, en 
este ejemplo al ser ecuaciones lineales no hay nada que evaluar para el valor 
estimado Lb.
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La matriz de pesos P es una matriz diagonal de 6X6, sus valores correspon-
den al inverso de la varianza, se usa la varianza a priori como la unidad:

Para calcular la varianza posterior se recomienda usar la matriz de pesos 
normalizada, caso contrario, saldrán valores altos:

Para determinar la Base AB solicitada, se puede tomar cualquier camino, al 
estar los valores ajustados ya no depende del camino que se escoja:
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Ejercicio 53. Iteraciones en Ecuaciones Lineales

Realizar una iteración del ejercicio anterior, las nuevas observaciones vie-
nen a ser las observaciones ajustadas del cálculo anterior Lb1=La, se mantie-
nen las mismas ecuaciones:

Al calcular la matriz W=F(Lb1), esta tiene valores de cero, por lo cual la 
matriz K, V serán ceros, en forma general se indica que cuando se tiene ecua-
ciones lineales no se puede realizar iteraciones ya que la matriz W se hace cero.

Ejercicio 54. Ecuaciones con 6 observaciones

Se ha medido un círculo con 6 observaciones, con 4 direcciones que se quie-
ren ajustar y encontrar las ubicaciones verdaderas. Este ejercicio requiere de 
por lo menos una ecuación de cumplimiento geométrico. Al formar las ecua-
ciones se aclara que, si bien es cierto entra la observación 3 en la tercera ecua-
ción, esta se elimina, por lo tanto, no se puede ajustar esta observación; una 
forma de comprobar que no entra en el ajuste es al observar la matriz B, en la 
columna correspondiente a esta observación se tiene ceros, lo cual indica que 
esa columna se podría eliminar sin problema.
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Para comprobar los resultados obtenidos del ajuste, se plantean ecuaciones 
en las cuales un todo menos sus partes deben ser cero, o las de cumplimiento 
geométrico que deben cumplir un requisito:

Ejercicio 55. Observaciones con ecuaciones de cumplimiento geométrico

El siguiente polígono divido en 2 triángulos (los triángulos mejoran el ajus-
te porque dan consistencia) se han realizado 8 observaciones a fin de reiterar 
las mediciones y mejorar el ajuste, se pide ajustar los ángulos. Cuando se tra-
baja con triángulos se debe considerar 2 incógnitas por cada uno, en este ejem-
plo, se requiere 4 incógnitas, ya que las otras serán combinación lineal de las 
anteriores. La ecuación de cumplimiento geométrico corresponde a la suma 
de los ángulos internos de un triángulo es 180° (es este ejercicio debe haber 2 
ecuaciones de este tipo), se tienen 8 observaciones y se tenían 4 incógnitas en 
el método anterior, por lo cual se sugiere plantear 4 ecuaciones:
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En el apartado anterior se explicó sobre la nivelación geométrica o trigo-
nométrica, las observaciones corresponden a los desniveles, mismos que se 
calculan mediante la resta de cotas (cota mayor - cota menor). Para poder ajus-
tar la nivelación por el método correlativo se requiere formar anillos cerrados, 
ya sea regresando al mismo punto de partida (Cota conocida del IGM) o entre 
dos puntos conocidos, puede ir en sentido horario o antihorario, si la dirección 
del desnivel está en el mismo sentido seleccionado, el valor será positivo, caso 
contrario, es negativo. La selección del sentido no altera la respuesta, ya que 
las ecuaciones de condición están igualadas a cero, por lo cual se puede mul-
tiplicar por -1 u otro valor y no altera. Es recomendable seleccionar un solo 
sentido para todos los anillos.

Ejercicio 56. Ajuste de una red de nivelación

En la siguiente red de nivelación geométrica, se presentan las observaciones 
con sus respectivas longitudes de líneas, se ha enlazado a los puntos de cota 
conocida y ajustada por el IGM: M18 (183,506 m.s.n.m), M22 (192,353 m.s.n.m) 
y M96 (191,89 m.s.n.m). Ajustar las observaciones y determinar las cotas de 
A, B, C y D. En este ejercicio se pueden formar 6 anillos cerrados (según refe-
rencia r=n-u=9-4=5), se requiere solo 5 ecuaciones, por lo cual se tomarán las 
primeras.
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Los pesos son el inverso de la distancia en Km.

Para comprobar los resultados obtenidos del ajuste, se determina las cotas 
de los puntos A, B, C y D, sin importar el camino que se siga debe salir la mis-
ma respuesta, ya que los desniveles están ajustados, como ejemplo se ha toma-
do la Cota del punto A por diferentes caminos, también se puede reemplazar 
en las ecuaciones de condición:
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En algunos casos, se incluyen constantes, entonces el sistema tiene que aco-
modarse de la mejor manera, ajustándose al cumplimiento de esos valores que 
no pueden cambiar. El método correlativo se basa en ecuaciones de condición, 
como se había indicado anteriormente, incluye los multiplicadores de Lagran-
ge en su proceso, lo que obliga al cumplimiento de las ecuaciones, por lo tanto, 
cuando existen constricciones, este método es adecuado.

En los siguientes ejercicios, se consideran constricciones para observar lo 
indicado.

Ejercicio 57. Ajuste de ejercicios con constricción (constantes)

Determinar la recta que mejor se ajusta a los puntos P1 (1,1), P2 (3,2) y 
P3(5,5), considerar que las abscisas son fijas (constantes). Es decir, hay 3 obser-
vaciones que son Y1, Y2 y Y3. La solución permite solo el desplazamiento en 
el eje Y de cada punto.

Si se está buscando la recta que mejor se ajusta, esta debe tener la misma 
pendiente, por lo cual para aplicar el modelo matemático F(La)=0, la solución 
requiere usar la pendiente entre el punto P1 P2 y entre el punto P2 P3 que debe 
ser la misma, por lo cual al restar se eliminan, considere r=n-u=3-2=1, se debe 
plantear una ecuación de condición:
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Para comprobar los resultados obtenidos del ajuste, al ser los puntos ajus-
tados parte de la recta deben satisfacer la ecuación, lo que se comprueba con 
los cálculos, en la gráfica se puede observar cómo los puntos P1, P2 y P3 se 
desplazaron solo en el eje Y, ya que en X estaba con valores constantes, aco-
modándose de la mejor forma posible a la nueva recta encontrada después del 
ajuste (línea roja):

En los siguientes ejercicios, se dejan libres los puntos, pero se condicionan 
los coeficientes de la ecuación de la recta.

Ejercicio 58. Ajuste de ejercicios con constricción (constantes)

Ajustar los puntos P1 (1,1), P2 (3,2) y P3(5,5) a la recta que tiene de pendien-
te 0.75 y cuya ordenada en el origen es 0.08. Es decir, hay 6 observaciones, se 
podría plantear r=n-u, r=6-2=4, 4 ecuaciones de condición, pero no hay forma 
de plantear 4, solo 3, por ese r es referencial más no mandatorio.
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Para comprobar los resultados obtenidos del ajuste, al ser los puntos ajusta-
dos parte de la recta deben satisfacer la ecuación, lo que se comprueba con los 
cálculos, en la gráfica se puede observar cómo los puntos P1, P2 y P3 se despla-
zaron libremente, acomodándose de la mejor a la recta solicitada (línea roja):

Ejercicio 59. Ajuste de ejercicios con constricción (constantes)

Ajustar los puntos P1 (1,1), P2 (3,2) y P3(5,5) a la recta de la forma AX+B-
Y+C=0, donde A=0.75, B=-1 y C=0.08. Es decir, hay 6 observaciones, se podría 
plantear r=n-u, r=6-3=3, 3 ecuaciones de condición. 
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Para comprobar los resultados obtenidos del ajuste, al ser los puntos ajusta-
dos parte de la recta deben satisfacer la ecuación, lo que se comprueba con los 
cálculos, en la gráfica se puede observar cómo los puntos P1, P2 y P3 se despla-
zaron libremente, acomodándose de la mejor a la recta solicitada (línea roja):

Ejercicio 60. Ajuste de ejercicios con constricción (constantes)

Ajustar los 4 puntos P1 (-5.5,4.92), P2 (-2.5,1.55), P3(1.5,3.65) y P4(3.0,6.0), 
a la parábola de ecuación Y=AX2+BX+C, en la cual A=0.22296, B=0.69676 y 
C=1.97802. 

Al tener 8 observaciones y 3 incógnitas se recomienda plantear r=n-u=8-3= 
5, 5 ecuaciones de condición, pero al observar 4 puntos, solo se puede plantear 
4 ecuaciones de condición.
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Para comprobar los resultados obtenidos del ajuste, al ser los puntos ajus-
tados parte de la parábola deben satisfacer la ecuación, lo que se comprueba 
con los cálculos, en la gráfica se puede observar cómo los puntos P1, P2, P3 y 
P4 se desplazaron solo en el eje Y, ya que en X estaba con valores constantes, 
acomodándose de la mejor forma posible a la nueva parábola encontrada des-
pués del ajuste (línea roja):
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En el siguiente ejercicio, para formar las ecuaciones de condición, se plantea 
la ecuación y se pasa todo a un solo miembro a fin de igualar a cero. En el caso 
de ejercicios con constricción, como se indicó anteriormente, al ser el modelo 
matemático una ecuación de condición, se acomoda todas las observaciones 
para cumplir de mejor manera que en otros métodos.

Ejercicio 61. Dos observaciones, dos constantes

En el triángulo rectángulo se ha medido la hipotenusa y un ángulo, se co-
noce que un cateto es de longitud conocida y fija (constante), ajustar las obser-
vaciones.
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Para comprobar los resultados se reemplaza en la misma ecuación de cum-
plimiento inicial, observando que tiene una diferencia de -0,8 mm. 

Para las iteraciones, se cambia Lb1=La, para los cálculos se puede utilizar 
Excel, colocando en celdas y fórmulas enlazadas a los valores, de esta manera, 
al cambiar el nuevo Lb1, automáticamente se tienen los nuevos valores, se 
debe revisar las matrices W, V y σo

2 que deben ir disminuyendo en cada itera-
ción, así como también que los valores convergen, es decir, ya no hay cambio.

Ejercicio 62. Dos iteraciones del ejercicio 61

Se han realizado dos iteraciones del ejercicio 61 para analizar lo indicado:
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Una vez que se deja de iterar analizando si ya convergen los valores o si 
están dentro la precisión deseada, se debe calcular las precisiones del ajuste, 
para lo cual se aplican las matrices de varianza covarianza, sacando la desvia-
ción de las diagonales de estas.

Ejercicio 63. Precisiones del ejercicio 62

Se realiza un análisis de las precisiones obtenidas en el ajuste, especialmen-
te en la matriz de residuales que corresponden a los valores más pequeños 
comparándolos con las precisiones del ajuste, como son mucho mayores, es-
pecialmente en el residual angular, se concluye que está sobredimensionado, 
por lo cual se cambia la varianza a priori con a posteriori, en todas las matrices:
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Al tener un sistema libre, todas las observaciones se acomodan de la mejor 
forma, por lo cual los resultados son mejores, para corroborar lo indicado, se 
realiza el mismo ejercicio, pero liberando al cateto fijo y haciéndole como ob-
servación.

Ejercicio 64. Tres observaciones, sistema libre

En el ejercicio 44 resuelto anteriormente, se libera el cateto constante, deján-
dole como una tercera observación, ajuste el triángulo y analice los resultados:

Para comprobar los resultados se reemplaza en la misma ecuación de cum-
plimiento inicial, observando que tiene una diferencia de -0,8 mm, que es el 
mismo valor que salió cuando se tenía como constante un cateto.
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Cuando se tiene ejercicios de polígonos cerrados, se requiere las coordena-
das conocidas del punto de partida y del punto de llegada, o si se regresa al 
mismo punto como es el caso de un polígono que se verá más adelante, esto 
permite descomponer en incrementos en Este y Norte o ΔE y ΔN, y a partir de 
la coordenadas E y N inicial más o menos los incrementos (según sea el caso) 
se llega a determinar las coordenadas E y N del punto de llegada, para formar 
la ecuación de condición, debe restarse a la ecuación indicada las coordenadas 
del punto de llegada.   

Ejercicio 65. Ajuste de coordenadas en poligonales cerradas

A partir de un punto de coordenadas conocidas A (307,4298 m E, 694,5358 
m N), se ha medido el azimut de 53°28´39” ± 2” a un punto P de coordena-
das desconocidas localizado a una distancia de 27.25 ± 0.04 m desde A, desde 
otro punto de coordenadas conocidas B (368,3125 m E, 703,3276 m N), se ha 
medido el rumbo N 79°19´8”± 3” W al mismo punto P de coordenadas desco-
nocidas localizado a una distancia de 39.58 ± 0.05 m desde B. Determinar las 
coordenadas del punto P y ajustar las observaciones.
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Para comprobar los resultados se reemplaza en la misma ecuación de cum-
plimiento inicial, observando que tiene una diferencia de -0,3 mm en Este y 
-0,2 mm en Norte.

Otra manera de comprobar cómo está el ajuste, es calculando las coorde-
nadas por cada extremo, desde el punto A y desde el punto B, debería salir el 
mismo valor, la diferencia entre las coordenadas del punto P, sería la precisión 
del ajuste.
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8.7. Ajuste de poligonales y cadenas 
 

Los levantamientos horizontales tienen como objetivo la determinación de 
posiciones precisas, los primeros trabajos tradicionales corresponden a la tri-
lateración y triangulación, que implicaban la observación de ángulos y distan-
cias, formando triángulos lo más equiláteros posibles. La medición de poligo-
nales, basadas de igual manera en el conjunto de observaciones de ángulos y 
distancias, este polígono se puede descomponer en triángulos, que viene a ser 
la figura geométrica más sencilla, cuya utilización permite realizar una mejor 
estructura, de esta manera, si la finalidad de la poligonal es el ajuste de los da-
tos, es necesario planificar las mediciones formando estructuras triangulares, 
que den una mejor estructura o soporte (rigidez), obligando a todo el polígono 
acomodarse en base los triángulos formados. Si enlazamos a un punto fijo A 
y distancias fijas AB y AC, limitamos el movimiento de sus vértices B y C a 
arcos de círculo, de igual manera si el polígono se limita a la parte externa 
del mismo, las fuerzas externas podrán dar movimiento a sus lados, variando 
también los ángulos, pero si se mejora la estructura con división de triángulos 
internos, entonces se limita a los ángulos medidos a ajustarse de mejor forma.

Figura 33 
Rigidez de estructuras

Además, se requiere conocer una base de la poligonal que sea considerado 
como fija, ya que esta da el escalado del polígono y, por otro lado, esta medida 
segura y confiable, permite con los ángulos ajustados, calcular las otras distan-
cias o a calcular las coordenadas de los vértices, si la base está enlazada a la red 
geodésica. Esta base cubre gran extensión del terreno, normalmente son lados 
de 40 a 50 Km, por lo cual se debe considerar los efectos de la curvatura de 
la Tierra, para lo cual se debe considerar la proyección cartográfica mediante 
coordenadas planas.
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La suma de ángulos internos de un polígono determinado por la fórmula 
(n-2)*180°, permite formar las respectivas ecuaciones de condición. De igual 
manera, al ser distancias considerables, se debe tomar en cuenta la curvatura 
de la Tierra y en el caso de medidas angulares, el error de trabajar en el plano 
y no sobre el elipsoide, por lo cual se debe considerar el exceso esférico repre-
sentado por ε (Épsilon), a fin de magnificar su efecto, se puede indicar que en 
triángulos esféricos cuyos lados están en alrededor de los 40 a 50 Km el exceso 
esférico es de aproximadamente 8”. Por lo indicado, hay que corregir los ex-
cesos esféricos de los triángulos medidos a fin de pasar de la esfera al plano.

Si se refuerzan las medidas con la formación triángulos internos, se tendrá 
tantas ecuaciones de condición angular como triángulos medidos se tenga. 
Ahora se requiere también formular ecuaciones de condición de lados, esto 
permite mejorar el ajuste. Las siguientes fórmulas permiten estimar el número 
de ecuaciones totales (CT), de ángulos (CA) y lados (CL), en función del núme-
ro de lados (l), vértices (v) y ángulos (observaciones n).

Fórmula 56. Número de referencia de ecuaciones en poligonales

Recordar que el número de ecuaciones es una referencia, mas no es man-
datorio, además, en ocasiones podría ser que el número de ecuaciones totales 
no corresponde a la suma de la de ángulo más la de lados, así como que no se 
pueda formar el número de ecuaciones que se determinó con la fórmula.

Para las ecuaciones angulares, se aplican ecuaciones geométricas corres-
pondientes a la suma de ángulos internos del triángulo, para las ecuaciones 
de lados, se aplica la ley de senos, eliminación de los lados y finalmente, igua-
lación a cero ya sea por despeje o la utilización de logaritmos, como se explica 
en el siguiente ejemplo:

Ejercicio 66. Ajuste de poligonales

Ajustar la siguiente poligonal en donde se han medido los ángulos internos 
indicados, se conoce que el lado BC es la base de observación cuyo valor ajus-
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tado es de 4550.821 m. Para fortalecer la estructura del ajuste se han medido 4 
triángulo, de los cuales se conoce los excesos esféricos:

El polígono tiene 8 lados (l=8), 5 vértices (v=5) y 11 observaciones (n=11), 
por lo cual, aplicando las fórmulas indicadas para estimar el número de ecua-
ciones se tiene (en este caso se cumple que la suma de ecuaciones de ángulos 
y lados es igual al número de ecuaciones totales):

Se plantea las ecuaciones de ángulos, estas corresponden a cada triángulo y 
se debe considerar el exceso esférico en el cierre de la ecuación:

En la generación de la ecuación de lados, se aplica la ley de senos, luego se 
saca pares de relaciones, se eliminan los lados y se aplican logaritmos a los dos 
lados de la ecuación, ya que el logaritmo de 1 es cero, y aplicando las propie-
dades de los logaritmos se forma la ecuación de lados.

Es importante recalcar, pese a que es ecuación de lados, al final termina 
siendo ecuación de ángulos ya que no hay ningún lado, esto se debe a que, al 
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ser un polígono, se basa todo en un solo lado conocido que es la base, esto no 
pasa en las cadenas.

Para facilitar las derivadas de la ecuación de lados, se puede aplicar dos 
métodos, el primero, mediante Taylor se despeja la derivada; el segundo, apli-
cando un artificio matemático del Seno 1”, en ambos casos los valores son del 
orden de la sexta casilla decimal, considerando que la ecuación está igualada 
a cero, se puede multiplicar por el factor por 106, sin afectar la misma, de esta 
manera, los valores son significativos:
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En las derivadas de los ángulos que están en la parte superior de la tabla 
van con el mismo signo, los que están en la parte inferior cambian de signo (se 
multiplica por -1), en el caso de existir ángulos combinados, como es el ángulo 
5+6, para el ángulo 5 entra el ∆ de 0.23 multiplicado por -1 porque está en la 
parte de abajo, para el ángulo 6, que se encuentra en la parte superior e inferior 
el ∆ se calcula restando el de arriba menos el de abajo, ∆ =2.40-0.23=2.17.

El segundo método utiliza la derivada del logaritmo (e es el número de Eu-
ler, que es la base de los logaritmos Neperianos):

Cuando los ángulos son pequeños, al aplicar la función Seno, es igual al 
argumento en rad. 

Sen 1” = 1”(rad)

Se aplica la constante β que se calcula de la siguiente manera, esta se le mul-
tiplica por 106, como se indicó anteriormente:
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Se aplica el mismo criterio indicado para las derivadas de los ángulos, ya 
sea que estén solos o combinados.

Se arma la matriz de derivadas de las ecuaciones:

La matriz de pesos para este ejercicio, al no existir criterio de ponderación, 
es la matriz identidad cuya dimensión es 11x11, ya que existen 11 observacio-
nes.

Las precisiones del ajuste se calcularon con las fórmulas indicadas en este 
apartado, sin aplicar la varianza a posteriori, ya que es un valor mayor a la 
unidad.

La suma de los ángulos ajustados corresponde a 540° = (lados del polígono 
– 2)*180, es decir cumplen con la condición geométrica planteada en las ecua-
ciones.
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Para calcular los lados, se parte con los ángulos ajustados y el lado base, 
de igual manera, si se quiere calcular las coordenadas de los vértices, se parte 
de las coordenadas del lado base, usando los lados calculados y los ángulos 
ajustados.

En la actualidad, el sistema GNSS (Sistema Global de Navegación por Sa-
télite) ha reemplazado, los métodos tradicionales de medición de ángulos y 
distancias, para determinar coordenadas exactas de puntos de polígonos, a 
partir de control horizontal y vertical existente y la observación de los sistemas 
de posicionamiento global. Está claro que las coordenadas tridimensionales 
determinadas vienen acompañados de errores que deben ajustarse, cada sis-
tema viene acompañado de un software especializado de ajuste, que permite 
interactivamente con el usuario, controlar errores de geometría de los satélites, 
errores de relatividad del tiempo y pseudodistancias, entre otros, como resul-
tado se presenta las coordenadas ajustadas con la precisión alcanzada. 

Las cadenas son mediciones de ángulo y distancias en forma longitudinal, a 
diferencia de las poligonales, tienen un lado base de partida y uno de llegada, 
cuyos valores de distancias y coordenadas son conocidos y ajustados, se for-
man por eslabones y triángulos.

Figura 34 
Ejemplo de una cadena

En las cadenas se utiliza la triangulación y trilateración, los eslabones están 
formados por los mejores triángulos que hacen una estructura más sólida, es 
importante el sentido de avance en la cadena, ya que al igual que en los polí-
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gonos, una vez definidos los mejores triángulos se requiere definir los ángulos 
adyacentes y opuestos.

Figura 35 
Mejores triángulos de una cadena

Se plantean las ecuaciones de cumplimiento geométrico, una por cada trián-
gulo formado, para la ecuación de lados se sigue el siguiente procedimiento, 
a partir de la Ley de Senos para cada triángulo, determinando la fórmula para 
plantear la ecuación de lados:

Demostración 9. Ecuación de lados en Cadenas
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En la actualidad, las cadenas se realizan utilizando tecnología GNSS (Glo-
bal Navigation Satellite System), por lo cual las mediciones son realizadas con 
resolución de triángulos, cuyos vértices son los satélites observados, los cuales 
en el momento de la observación actúan como puntos fijos, formando una se-
rie de triángulos con las constelaciones de satélites, al resolver los mismos se 
obtiene la posición o coordenadas del punto en superficie.

Figura 36 
Posicionamiento GNSS

 

Es importante considerar que las mediciones se realizan sobre la superficie 
de la Tierra por lo cual se debe considerar su curvatura, la figura que mejor 
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se acopla es el elipsoide de revolución, por lo cual, se si realizan mediciones 
topográficas, las cuales consideran un plano como referencia, se debe consi-
derar correcciones para poder comparar con mediciones geodésicas, si no se 
realizan, se obtendrán diferencias significativas incluso de varios metros.

En poligonales cerradas realizadas con técnicas GNSS se puede plantear 
ecuaciones de condición de coordenadas y de azimuts, siendo el punto A y B, 
puntos fijos ajustados, de partida y llegada, respectivamente:

Fórmula 57. Ecuaciones de condición de coordenadas y azimuts

La ventaja de estos ajustes, es que cada marca comercial de GNSS tiene su 
propio programa de procesamiento y ajuste (TBC Trimble Business Center, 
Topcon Maget Tools, South Geomatics Office SGO, Leica GNSS SPIDER, Geo-
Max Geo Office GGO, GEOsolution de E-Survey, Cube-Manager de Stonex, 
Tersus Geomatics Office TGO, entre otros), que permiten resolver de manera 
automatizada las complejas ecuaciones formadas, presentando los resultados 
del ajuste también en forma gráfica mediante elipses de error o banderas de 
colores, que permiten tomar decisiones de eliminación de datos para mejorar 
el ajuste.

Las elipses de error son una representación gráfica de las desviaciones de 
los componentes de las coordenadas x e y, siguiendo una distribución normal 
bivariada, que corresponden a las longitudes de los semiejes de la elipse, la 
orientación de la elipse depende del ángulo t que corresponde a la dirección 
de los valores máximos y mínimos.

Igual que en los polígonos, se ajustan los ángulos observados y se calcula 
los lados a partir de la base y los ángulos ajustados; si es necesario, se puede 
calcular coordenadas.
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Ejercicio 67. Ajuste de una cadena

Dadas dos bases AB y GH cuyas coordenadas fueron ajustadas y se con-
sideran como fijas, a partir de las cuales se ha realizado observaciones de 24 
ángulos con estación total (topografía) formando la siguiente cadena, la cual 
se pide ajustarla.

Se forman los mejores triángulos, luego se determinan los ángulos adya-
centes y opuestos según el sentido de avance de la cadena para luego plantear 
las ecuaciones de condición, las cuales corresponden una de cumplimiento 
geométrico para cada triángulo y una de lados para toda la cadena:
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Las unidades de las ecuaciones de ángulos pueden ser grados o segundos, 
en las que se escojan saldrá la respuesta del ajuste, pero la ecuación de lados 
no es angular (rad).

Al igual que en los polígonos, se facilita el cálculo de las derivadas de la 
ecuación de lados por Taylor o por el artificio matemático del Seno 1”, de igual 
manera se recomienda siempre multiplicar por 106, de esta forma los valores 
son significativos:
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El orden con respecto al cual se derive corresponde al orden en que se arme 
la matriz de pesos, así como, el orden en que salgan las respuestas:

La matriz de pesos para este ejercicio, al no existir criterio de ponderación, 
es la matriz identidad cuya dimensión es 18x18 ya que existen 18 observacio-
nes.
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Para comprobar se suma los ángulos ajustados dando un valor de 1080° 0´ 
0” que corresponde al número de triángulos por 180°.

Para el cálculo de lados y con la finalidad de no arrastrar el error, se deter-
mina por cada extremo hasta un lado medio, mismo que servirá para chequeo 
del ajuste.
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Como se puede observar, existe una diferencia de 4.65 m al determinar el 
lado medio por cada extremo, esto corresponde a que son medidas topográ-
ficas, referidas al plano y no al elipsoide, por lo cual, a las distancias deberán 
aplicarse las correcciones respectivas para pasar del plano al elipsoide, de esta 
manera el ajuste será completo.

9. Método Combinado
 

Como se indicó en el capítulo 6, esté método se reduce a aplicaciones en las 
cuales se determinen los parámetros o incógnitas y se puedan formar ecua-
ciones de condición, su modelo matemático o función explicita es F (Xa, La) = 
0, una función de los parámetros y observaciones ajustadas es igual a cero, se 
requiere conocer los parámetros estimados para evaluarlos en el proceso del 
método.

Se debe garantizar que, en cada ecuación formada, exista al menos una ob-
servación y un parámetro, además que, todas las observaciones y parámetros 
estén en las ecuaciones, al menos una vez.

En cuanto al número de ecuaciones de condición, a diferencia del méto-
do combinado, no se puede estimar cuántas ecuaciones se debe formar, nor-
malmente está relacionado con el número de observaciones, pero puede ser 
menor. Lo que sí debe cumplirse para aplicar este método es que el número 
de observaciones sea mayor a la diferencia entre las ecuaciones de condición 
planteadas y el número de parámetros (n > r-u ).

Al ser la combinación de los dos métodos vistos anteriormente, este método 
de ajuste se basa en determinar los parámetros ajustados en función del vector 
de corrección de estos y las observaciones ajustadas en función de los residua-
les, también considera las matrices de derivadas con respecto a los parámetros 
y con respecto a las observaciones, así como el error de cierre:

Fórmula 58: Consideraciones del método combinado 
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9.1. Linealización 
 

Al aplicar las Series de Taylor al modelo matemático, se descompone a la 
función en la ecuación matricial, en la cual no se conoce los residuales:

Fórmula 59: Ecuación de Linealización

9.2. Normalización e Hipermatriz 
 

Al igual que el método correlativo, se ingresa al término cuadrático VT P V 
una corrección lineal asociada a restricciones o término de forzamiento que 
utiliza los multiplicadores de Lagrange (K), obligando que la función Ø sea 
cero:

Fórmula 60: Mínimos cuadrados, con restricciones

Se tendrá tantos multiplicadores de Lagrange como ecuaciones de condi-
ción se tengan. Las derivadas de la función Ø mínima son cero: 
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Formándose tres ecuaciones matriciales con 3 incógnitas, que se puede re-
solver por álgebra, siendo los elementos de la matriz otras matrices, se forma 
lo que se conoce como la hipermatriz.

Al ser los elementos de la matriz otras matrices, para poder tener inversa, la 
hipermatriz debe ser cuadrada, la única forma de garantizar esto, es conside-
rar que en la diagonal principal siempre deben estar la matriz de pesos y dos 
matrices cuadradas de ceros. Pueden determinarse diferentes modelos V, K, 
X como el presentado anteriormente, u otros modelos en función del orden en 
que se coloquen las incógnitas, por ejemplo:

Demostración 10. Proceso de Normalización 

Demostración 11. Hipermatriz del modelo V, X, K 
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9.3. Desarrollo del método combinado 	
 

En los siguientes ejercicios se presentará la resolución de diferentes casos, 
formación de ecuaciones Partiendo del modelo matemático que corresponde a 
plantear las r ecuaciones de condición, se siguen los siguientes pasos:

Demostración 12. Desarrollo del Método Combinado

9.4. Iteraciones y precisiones del ajuste  	
 

Fórmula 61. Iteraciones en el Método Combinado
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Una vez terminado las iteraciones, es importante expresar las precisiones 
del ajuste para cuantificar la calidad de las observaciones, para lo cual se uti-
liza las siguientes matrices de varianza covarianza, de la cual solo interesa la 
diagonal principal, valores que corresponden a las varianzas, al sacar la raíz 
cuadrada de las mismas en valor absoluto (en razón que podría existir valores 
negativos), se obtiene la precisión del ajuste (desviaciones):

Fórmula 62. Precisiones del ajuste

La varianza a priori σo
2 conocida como varianza de peso unitario, inicial-

mente toma el valor de 1, pero en el caso de que, al determinar las precisiones 
del ajuste, especialmente en la matriz de residuales V la desviación es mayor 
que el residual, el modelo está sobre dimensionado por lo cual se deberá re-
emplazar en todas las matrices de varianza covarianza a la varianza a priori 
σo

2 por a posteriori σo͡
2



Teoría y ejercicios resueltos

179

9.5. Ejercicios Método Combinado 
 

En los siguientes ejercicios se presentará la resolución de diferentes casos, 
formación de ecuaciones de condición, así como la resolución, en el plantea-
miento de las ecuaciones y siguiendo el modelo matemático de este método 
F(Xa, La) = 0, las ecuaciones deben quedar expresadas de esta manera, utili-
zando el subfijo (a) que corresponde a ajustado. Se realizará los mismos ejerci-
cios realizados por los métodos paramétrico y combinado, a fin de comparar 
las respuestas, ya que no depende del método.

Especial cuidado se debe tener en este método al momento de formar las 
ecuaciones, se recomienda los siguientes puntos:

•	 Toda ecuación debe tener al menos una observación y al menos una 
incógnita, esto se debe a las matrices de derivadas parciales A y B, en el 
caso de que no se cumpla con lo indicado, podría existir una fila de ceros 
en A o en B, lo que cambia la dimensión de las matrices.

•	 Se debe asignar solo las incógnitas requeridas, ya que si se considera 
más de las necesarias se estará incurriendo en un error.

•	 Si hay partes que conforman un todo, a estas se les debe asignar como 
incógnitas.

•	 Si existen ecuaciones de cumplimiento geométrico o relaciones de un 
todo y sus partes, estas son obligadas a que se coloquen, ya que, si no se 
las considera, el resultado presentará que la suma de las partes es dife-
rente al todo, es decir, no se obliga al cumplimiento.

•	 Las ecuaciones que se formen no tengan inmersa en otra una ecuación 
ya considerada, podría pasar que esa observación en el ajuste su correc-
ción sea cero, lo cual perjudicaría el resultado.

Para explicar lo indicado, se presenta el siguiente ejemplo: en este ejercicio 
se requiere únicamente 3 incógnitas, la cuarta es combinación lineal de las an-
teriores (x4= 360°-x1-x2-x3), además tiene varios cumplimientos geométricos 
(lb6=360°-lb1; lb4+lb5=360°), hay todos y sus partes (lb5=lb1+lb2), o se podría 
formar ecuaciones en las cuales está inmersa otra ecuación ya considerada:
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La ecuación 3 está inmersa en la ecuación 4, por lo cual la ecuación 3 se po-
dría quitar, perjudicando el ajuste, de igual manera, en la ecuación 5, si bien 
es cierto que cumple la ecuación geométrica, falta relacionarle con sus partes 
que son xa1 y xa2, por lo cual las 5 ecuaciones planteadas permiten resolver el 
método, ya que cumplen con el modelo matemático F(Xa, La) = 0, están todas 
las observaciones y parámetros en las mismas, cada ecuación tiene al menos 
una observación y al menos una incógnita, pero los resultados obtenidos, al 
momento de realizar las comprobaciones, no satisfacen las ecuaciones de cum-
plimiento.

El planteamiento correcto del ejercicio es:

Este ejercicio se resolverá completo más adelante.

Al necesitar este método los parámetros estimados y a la vez, permitir for-
mar ecuaciones de condición, se torna más limitado la resolución de ejercicios, 
ya que deben cumplir con las dos condiciones y no siempre es posible cum-
plirlas.

Ejercicio 68. Ajuste de ejercicios que tienes restricciones (constantes)

En el triángulo rectángulo se ha medido la hipotenusa y un ángulo, se co-
noce que un cateto es de longitud conocida y fija (constante), ajustar las obser-
vaciones.
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Se realiza la comprobación reemplazando los resultados en las ecuaciones 
del modelo:

Al tener un sistema libre, todas las observaciones se acomodan de la mejor 
forma, por lo cual los resultados son mejores, para corroborar lo indicado, se 
realiza el mismo ejercicio, pero liberando al cateto fijo y haciéndole como ob-
servación.
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Ejercicio 69. Ajuste de ejercicios con un sistema libre

En el ejercicio 68 resuelto anteriormente, se libera el cateto constante, deján-
dole como una tercera observación, ajuste el triángulo y analice los resultados:
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Se realiza la comprobación reemplazando los resultados en las ecuaciones 
del modelo:

Para las iteraciones, se cambia Lb1=La y Xo1=Xa, para los cálculos se puede 
utilizar Excel, colocando en celdas y fórmulas enlazadas a los valores, de esta 
manera, al cambiar el nuevo Lb1 y Xo1, automáticamente se tiene los nuevos 
valores.

Ejercicio 70. Dos iteraciones del ejercicio 69

Se ha realizado dos iteraciones del ejercicio 69 para analizar lo indicado:
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Ejercicio 71. Ajuste de una base

Se ha medido una base AB como línea de calibración de equipos topográ-
ficos, para determinar con la mejor precisión se han observado abundantes 
mediciones de la siguiente manera, ajustar las observaciones y encontrar el 
verdadero valor de la base AB con su precisión:
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Se realiza la comprobación reemplazando los resultados en las ecuaciones 
del modelo:

Ejercicio 72. Ajuste con ecuaciones de cumplimiento geométrico

Se ha medido un círculo con 6 observaciones, con 4 direcciones que se quie-
ren ajustar y encontrar las ubicaciones verdaderas. Este ejercicio requiere por 
lo menos una ecuación de cumplimiento geométrico. Al formar las ecuaciones 
se aclara que, si bien es cierto entra la observación 3 en la tercera ecuación, esta 
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se elimina, por lo tanto, no se puede ajustar esta observación, una forma de 
comprobar que no entra en el ajuste es al observar la matriz B, en la columna 
correspondiente a esta observación se tiene ceros, lo cual indica que esa co-
lumna se podría eliminar sin problema.
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Se realiza la comprobación reemplazando los resultados en las ecuaciones 
del modelo:
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Ejercicio 73. Ajuste con ecuaciones de cumplimiento geométrico

El siguiente polígono divido en 2 triángulos (los triángulos mejoran el ajus-
te porque dan consistencia) se han realizado 8 observaciones a fin de reiterar 
las mediciones y mejorar el ajuste, se pide ajustar los ángulos. Cuando se tra-
baja con triángulos se debe considerar 2 incógnitas por cada uno, en este ejem-
plo, se requiere 4 incógnitas, ya que las otras serán combinación lineal de las 
anteriores. La ecuación de cumplimiento geométrico corresponde a la suma 
de los ángulos internos de un triángulo es 180° (es este ejercicio debe haber 2 
ecuaciones de este tipo), se tiene 8 observaciones y se tenía 4 incógnitas en el 
método anterior, por lo cual se sugiere plantear 4 ecuaciones:
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Se realiza la comprobación reemplazando los resultados en las ecuaciones 
del modelo:

Ejercicio 74. Ajuste de una recta con restricciones en el movimiento

Determinar la recta que mejor se ajusta a los puntos P1 (1,1), P2 (3,2) y 
P3(5,5), considerar que las abscisas son fijas (constantes). Es decir, hay 3 obser-
vaciones que son Y1, Y2 y Y3. La solución permite solo el desplazamiento en 
el eje Y de cada punto.
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Se realiza la comprobación reemplazando los resultados en las ecuaciones 
del modelo:

Ejercicio 75. Ajuste de una recta con puntos libres, pero sin grados de 
libertad

En los siguientes ejercicios, se deja libres los puntos, se pide ajustar los pun-
tos P1 (1,1), P2 (3,2) y P3(5,5) a la recta que mejor se ajuste a los puntos. Es de-
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cir, hay 6 observaciones, use la ecuación de la recta AX+BY+C=0, por lo tanto, 
se tendría 3 incógnitas A, B y C.

En el método combinado se debe cumplir la condición que n > (r-u), en este 
ejercicio n=6, r= 3 y u=3, por lo cual, reemplazando en la condición, queda que 
3>0, pese a ser una verdad, no se cuenta con grados de libertad. 

En el método permite plantear las matrices y resolverlo, pero como se in-
dicó, al no tener grados de libertad, no se podría ajustar, eso corrobora la res-
puesta:
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La respuesta es una incoherencia, luego del ajuste los residuales salen cero 
y las incógnitas salen el mismo valor de las estimadas con signo negativo, por 
lo cual las incógnitas ajustadas son cero. Si no hay grados de libertad no se 
puede ajustar.

Ejercicio 76. Ajuste de una recta con puntos libres y grados de libertad

Ajustar los puntos P1 (1,1), P2 (3,2) y P3(5,5) a la recta que mejor se ajuste a 
los puntos. Es decir, hay 6 observaciones, use la ecuación de la recta Y=mx+b, 
por lo tanto, se tendría 2 incógnitas m y b, con un grado de libertad para el 
ajuste.
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Se realiza la comprobación reemplazando los resultados en las ecuaciones 
del modelo:

Ejercicio 77. Ajuste de una parábola con puntos libres y grados de libertad

Ajustar los 4 puntos P1 (-5.5,4.92), P2 (-2.5,1.55), P3(1.5,3.65) y P4(3.0,6.0), 
a la parábola de ecuación Y=AX2+BX+C, es decir hay 8 observaciones y 3 in-
cógnitas que son A, B y C, se puede plantear 4 ecuaciones, por lo cual hay un 
grado de libertad. 
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Se realiza la comprobación reemplazando los resultados en las ecuaciones 
del modelo:
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Ejercicio 78. Ajuste de una parábola con puntos libres y grados de libertad

En la siguiente red de nivelación geométrica, se presentan las observaciones 
con sus respectivas longitudes de líneas, se ha enlazado a los puntos de cota 
conocida y ajustada por el IGM: M18 (183,506 m.s.n.m), M22 (192,353 m.s.n.m) 
y M96 (191,89 m.s.n.m). Ajustar las observaciones y determinar las cotas de A, 
B, C y D. En este ejercicio se tiene 9 desniveles y 4 incógnitas (cotas de A, B, C, 
D) por lo tanto, se tiene 5 grados de libertad.
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Se realiza la comprobación reemplazando los resultados en las ecuaciones 
del modelo:
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Ejercicio 79. Ajuste de una poligonal cerrada

A partir de un punto de coordenadas conocidas A (307,4298 m E, 694,5358 
m N), se ha medido el azimut de 53°28´39”± 2” a un punto P de coordena-
das desconocidas localizado a una distancia de 27.25 ± 0.04 m desde A, desde 
otro punto de coordenadas conocidas B (368,3125 m E, 703,3276 m N), se ha 
medido el rumbo N 79°19´8”± 3” W al mismo punto P de coordenadas desco-
nocidas localizado a una distancia de 39.58 ± 0.05 m desde B. Determinar las 
coordenadas del punto P y ajustar las observaciones.
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Al estar libre de ajuste las observaciones y las incógnitas, el resultado es 
mejor, ya que todo el sistema se acomoda de la mejor manera.

Es importante que se tenga puntos de partida y de llegada conocidos, esto 
permite que la poligonal sea cerrada y por lo tanto permite el ajuste.

Se realiza la comprobación reemplazando los resultados en las ecuaciones 
del modelo:

Finalmente, se procede al cálculo de las coordenadas con las observaciones 
ajustadas, esto se puede realizar desde cualquiera de los puntos fijos, en este 
ejercicio se realiza desde cada extremo, a fin de comparar los resultados:

En los siguientes ejercicios, se sugiere usar la definición de Lugar Geométri-
co, esto permite plantear las ecuaciones según el modelo matemático.

Ejercicio 80. Ajuste de una circunferencia

Hallar la circunferencia que mejor se ajusta a 4 puntos, hallar el centro y el 
radio de la misma. Por un punto pasan infinitas circunferencias, por 2 puntos 
de igual manera, por 3 puntos pasa una sola circunferencia, al tener 4 o más 
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puntos se debe buscar la circunferencia que se acomode de mejor manera a 
estos puntos, al ser sus coordenadas observaciones estas pueden desplazarse, 
de igual manera el centro de la circunferencia se acomoda. Las coordenadas 
tienen un valor constante de 501000 m E y 9991000 m N, con la finalidad de 
trabajar con números más pequeños se puede restar estos valores.

La estimación del centro se puede realizar gráfica o analíticamente, las 
ecuaciones planteadas se basan en la definición de la circunferencia: es el lu-
gar geométrico de un punto que se mueve de tal manera que su distancia a un 
punto fijo es constante:

Para facilitar las derivadas, se eleva al cuadrado los dos miembros y se resta 
para formar las ecuaciones de condición:
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Los valores de los errores de cierre aparentemente están altos, esto se debe 
a que está elevado el radio al cuadrado para eliminar la raíz.



Cálculo de compensación

202

Al estar libre el ajuste las observaciones y las incógnitas, el resultado es me-
jor ya que todo el sistema se acomoda de la mejor manera.

Se realiza la comprobación reemplazando los resultados en las ecuaciones 
del modelo:

Ejercicio 81. Ajuste de una elipse

Se han observado 6 puntos que aproximadamente están en el perímetro 
de una elipse, el foco F1 es fijo y conocido (780989.376 mE, 9957386.57 mN), 
encontrar las coordenadas del otro foco F2 y el semieje mayor de la elipse. Las 
coordenadas estimadas del foco F2 son 781310 mE, 9957590 mN, para hallar el 
valor estimado del semieje mayor ( a ) utilice la definición de elipse y el punto 
P6 que se conoce que está en el polo de la elipse. Las coordenadas tienen un 
valor constante de 780000 m E y 9957000 m N, con la finalidad de trabajar con 
números más pequeños se puede restar estos valores.

Las ecuaciones planteadas se basan en la definición de la elipse: es el lugar 
geométrico de un punto que se mueve de tal manera que la suma de sus dis-
tancias a dos puntos fijos, llamados focos, es constante:
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En el Excel, se recomienda preestablecer las raíces antes, esto facilitará el 
reemplazo en los cálculos y en las derivadas:
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Al estar libre el ajuste las observaciones y las incógnitas, el resultado es me-
jor, ya que todo el sistema se acomoda de la mejor manera.

Se realiza la comprobación reemplazando los resultados en las ecuaciones 
del modelo:
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Cálculo de compensación:
Teoría y ejercicios resueltos

Te propongo un reto: transformar la teoría técnica en un desafío profesional e intelectual; com-
prender que la compensación de errores no es un simple procedimiento matemático, sino una 

herramienta que puede marcar la diferencia entre obtener un resultado y alcanzar un resultado con-
fiable, entre ser un profesional más y convertirse en un profesional de excelencia.

En un mundo cada vez más automatizado, donde los equipos y programas informáticos generan 
resultados con una rapidez y precisión sorprendentes, el verdadero valor del profesional radica en 
algo que ninguna tecnología puede sustituir por completo: saber de dónde proviene el dato, com-
prender su calidad, evaluar su confiabilidad y asumir la responsabilidad sobre el resultado obtenido.

Este libro parte de una premisa fundamental: lo que no se mide no se puede evaluar; lo que no 
se evalúa no se puede controlar; y lo que no se controla no se puede garantizar. A lo largo de sus 
capítulos, encontrarás un recorrido progresivo por los fundamentos y las aplicaciones del cálculo 
de compensación, que te permitirá analizar la calidad de las mediciones, evaluar su precisión y 
confiabilidad, y respaldar técnicamente los resultados de proyectos que intervienen y transforman 
el territorio.

Desde una perspectiva analítica, descubrirás que los errores son inherentes a todo proceso de 
medición. No podemos eliminarlos por completo, pero sí podemos identificarlos, comprender su 
comportamiento y minimizar sus efectos mediante equipos adecuados, metodologías apropiadas y 
procedimientos rigurosos, sin olvidar un factor que continúa siendo determinante: la intervención 
humana.

Aprenderás a identificar errores groseros, reconocer y corregir sesgos sistemáticos y tratar ma-
temáticamente los inevitables errores aleatorios. Al estudiar la propagación de errores, podrás de-
terminar cuáles son las variables que tienen mayor influencia sobre un resultado y cuáles pueden 
comprometer la calidad de todo un proyecto. De esta manera, aprenderás a separar el ruido inhe-
rente a las mediciones de la información que realmente representa el fenómeno observado, aproxi-
mándote de forma rigurosa al valor más probable de la magnitud medida.

La tecnología avanza a pasos agigantados. Hemos transitado de la Ingeniería Geográfica hacia 
la Ingeniería Geoespacial, incorporando constelaciones de satélites, vehículos aéreos no tripulados, 
sensores remotos, sistemas de posicionamiento y grandes volúmenes de información. Sin embargo, 
es fundamental comprender que más tecnología no significa automáticamente mayor precisión; sig-
nifica, muchas veces, más datos, más variables y, por tanto, una mayor responsabilidad para quien 
debe interpretarlos y validarlos.

Las normativas, los estándares técnicos y las exigencias de los proyectos actuales son cada vez 
más rigurosos y dejan poco espacio para la incertidumbre no cuantificada. Por ello, las herramientas 
y conocimientos que se presentan en este libro trascienden el ámbito específico de la Ingeniería 
Geoespacial. Constituyen, en esencia, un marco de trabajo aplicable a cualquier disciplina en la 
que la calidad, la precisión y la confiabilidad de las mediciones sean fundamentales para la toma 
de decisiones.

Este texto pone a disposición del lector un marco conceptual y práctico para comprender, anali-
zar y tratar los errores aleatorios derivados de los procesos de medición. Su propósito no es única-
mente enseñar a realizar cálculos, sino contribuir a formar profesionales capaces de cuestionar los 
resultados, evaluar su confiabilidad y sustentar técnicamente cada decisión.

Porque en la ingeniería, un número por sí solo no garantiza la verdad. Detrás de cada resultado 
debe existir una metodología, un análisis y una medida de su incertidumbre.

Espero que, al finalizar este recorrido, no solo hayas aprendido a compensar errores, sino que 
hayas desarrollado una nueva forma de mirar las mediciones: con mayor rigor, criterio y responsa-
bilidad profesional.

La alta precisión no es un accidente; es el resultado de un ajuste riguroso.

Alexander Robayo Nieto, MSc.


