Calculo de compensacion:
Teoria y ejercicios resueltos

ALEXANDER ALFREDO ROBAYO NIETO



UNIVERSIDAD DE LAS FUERZAS ARMADAS
INNDVACIAN PARA LA EXCELENCIA

S ESPE

Cdlculo de compensacion: Teoria y ejercicios resueltos
Alexander Alfredo Robayo Nieto

Primera edicion electrénica: septiembre, 2026
ISBN: 978-9942-652-63-8

Ingreso al proceso: 10/04/2026 ¢ Aprobacion de ingreso: 24/04 /2026
Aprobaciéon de pares: 06/06/2026 ¢ Finalizacion de edicién: 21/09/2026

Universidad de las Fuerzas Armadas ESPE
Crnl. EM. Henry Omar Cruz Carrillo, Ph. D.
Rector

Publicacién autorizada por:

Comision Editorial de la Universidad de las Fuerzas Armadas ESPE

Cpfg. César Antonio Portero Barrantes, Mgtr. - Vicerrector de Investigacién, Innovacion y
Transferencia de Tecnologia (E) - Presidente

Correccion de estilo y maquetacion e ilustracion de cubierta
Mtr. Xavier Chinga Marmol

Imagen de cubierta

Archivo del autor

Derechos reservados. Se prohibe la reproduccion de esta obra por cualquier medio impreso, reprogréfico
o electrénico. El contenido, uso de fotografia, graficos, cuadros, tablas, y referencias es de exclusiva
responsabilidad de los autores.

Universidad de las Fuerzas Armadas ESPE
Av. General Rumifiahui s/n, Sangolqui, Ecuador
www.espe.edu.ec

Los derechos de esta edicion electronica son de la Universidad de las Fuerzas Armadas ESPE,
para consulta de profesores y estudiantes de la universidad e investigadores en
www.repositorio.espe.edu.ec.

@O0

Reconocimiento

- No Comercial - D?DEHIEIHWBHTO dE_
Sin obras derivadas p7 Ciencias de la Tierra
CC BY-NC-ND 4.0 y la Construccion




Calculo de compensacion
Teoria y ejercicios resueltos

Ing. Alexander Alfredo Robayo Nieto, Mgtr.

EDITORIAL

=

UNIVERSIDAD DE LAS FUERZAS ARMADAS - ESPE






Alexander Alfredo Robayo Nieto

aarobayo@espe.edu.ec

Académico e investigador ecuatoriano con mds de 33 afios de trayectoria profesional
y 25 afios de experiencia en el ambito académico. Es Master en Planificacién Territo-
rial y Gestion Ambiental por la Universidad de Barcelona, Espafia, e Ingeniero Ge6-
grafo por la Universidad de las Fuerzas Armadas ESPE. Actualmente se desempefa
como docente en el Departamento de Ciencias de la Tierra y la Construccién de la
Universidad de las Fuerzas Armadas ESPE, Sede Matriz, donde ademas ejerce como
Director de la Carrera de Ingenieria Geoespacial.

Su trayectoria profesional y académica se ha desarrollado principalmente en los cam-
pos de la Geodesia, Topografia, Cartografia y Célculo de Compensacion, areas en
las que ha combinado la docencia, la investigacion y la aplicaciéon de conocimientos
especializados para el estudio y la gestion del territorio.

Como investigador, ha participado en diversos proyectos y cuenta con publicaciones
en revistas cientificas indexadas, entre las que destacan: “Analisis de la Calidad de Datos
Topogrificos generados mediante Fotogrametria con Drones y GNSS”; “Creation of a Mobile
Application for Navigation for a Potential Use of People with Visual Impairment Exercising
the NTRIP Protocol — A Pilot Project in Ecuador”; y “Population, Territorial and Economic
Analysis of a Potential Volcanic Disaster in the City of Latacunga, Central Ecuador Based
on GIS Techniques - Implications and Potential Solutions”, entre otras contribuciones
cientificas.

Su labor académica e investigativa refleja un compromiso permanente con el desa-
rrollo de las ciencias geoespaciales y con la generaciéon de conocimiento aplicado a la
comprension, planificaciéon y gestion sostenible del territorio.






Agradecido con Dios, mi fortaleza y quien siempre me ha sostenido

A mi esposa Diany, mi compariera de vida, quien me impulsa y apoya para superarme cada dia,
a quien he sacrificado de nuestro tiempo para escribir este libro.

A Angiel, Daniel, David, Jossué y Alejandra, quienes son el motor de mi vida, y para quienes
me esfuerzo cada dia por ser mejor, para dejarles mi legado y el mejor ejemplo.

A la memoria de mis padres, Angel y Esperanza, quienes supieron inculcarme virtudes y va-
lores, y siempre estuvieron orgullosos de su hijo, con todo mi amor para ellos.

Para mis estudiantes de Cilculo de Compensacion, ahora ya profesionales, a quienes cada dia
en las aulas me esforcé para ensefiarles de la mejor manera, quienes motivaron escribir este
libro que resume la experiencia y prdctica de la asignatura.

A las nuevas generaciones de alumnos y profesionales, que encuentren en este libro la guia y
consulta para solucionar los problemas que se les presenten en su vida profesional.

Que este libro sea también una forma de compartir lo aprendido, honrar a quienes han sido
parte de mi camino y contribuir modestamente a la formacion de quienes continuardin cons-
truyendo el futuro.






Teoria y gjercicios resueltos

Indice

PIefacio ....cocuciviiuiiiiiiiiiiiccee e 13

1. INtTOAUCCION cucuevreercririririririicsienisenssiissiissssnssesssesssssesssssssssessssssssssssasns 15
1.1. Principales causas de 10s e11ores........c..cccoevveirenicinincncinenceecneenenne 15
1.2. Porque es necesario ajustar las observaciones...........c.cccccevvecvvueinuenenns 19
1.3. La estadistica en la historia del cdlculo de compensacion .................... 20

1.4. Desarrollo de la programacién y la IA en el ajuste

de ODSEIVACIONES.......c.couiviiiiiieiiicicicte e 23
2. Conceptos previos sobre medidas y errores ........ceccreerceenescrenscessescnenes 25
2.1. Magnitud u observable............ccccccoeiiiiiiiiiiiiiiie 25
2.2. Medicion 1 0bServaCion ..........ccceevveieinieinieiiniieiniceeeeetee s 25
2.3. Medicion directa € iNdirecta ..........covveeveeveeinicinieininicineenecerecneveeenes 26
2.4. Valor Verdadero o patromn............cccccueeiviciviiiiiiciiniciiccncceceece 26
2.5. Discrepancia y errores en la estadistica ........cccoceceevveiveinicninccinccnenes 27
2.6. Clasificacion de 10s eITOres...........cccouruevirieinieinincincinecrceee s 29
2.7. Exactitud ¥ PreciSion ..........cccccceveeuieiiiiiinicinieiiiicinicceeeee e 31
2.8. Error absoluto y relativo...........cccccciiiiiiiiiiiiicce 31
2.9. Medidas mas sensibles y dependencia entre variables.......................... 32
3. Valor mas probable de una medida .........ccevuveereurenrenunsencncsnnrencsncsensennennes 33
3.1. Medidas de tendencia central..........c..ccoeerineineininciniiiniccnecnes 34
3.2. Teoria de minimos cuadrados............cccceiciviiiiiiiiiiiiniiiiicccs 35
3.3. Medidas de posicién y variabilidad o dispersion.............cccccceevvueuennnes 37
4. Leyes de transmision 0 propagacion .........ccnencsesnisesnssesesseessescsseseseens 40
4.1. Transmision de errores sistemMatiCos...........coeeirieiiiiiiiinciiniciiicene, 41
4.2. Transmision de errores aleatorios...........c.ccceveeeireinieinincinieinecieene 42
4.3. Transmision de valores mas probables...........ccccoeceveinincnnccniicnnenne 54
4.4. Transmision de Varianzas ...........cccccceveiviiiniiiniiniciicinccccceeee 55
5. Ley de Varianza Covarianza ... 56
5.1. Curvas de regresion...........ccccceurucucuiiririiieiciieeeceeeeeeee s 56
5.2. Regresion Lineal y Coeficiente de Correlacion.............cccceeveiciniiinnes 56
5.3. Linealizacion mediante Serie de Taylor........cccocccevvicinicinniincinicinnns 58
5.4. Matriz de Varianza Covarianza .........c.coeceeeveeveeeninucinieenieeniereeneeeneenes 61

5.5. Ley de propagacion de Varianza Covarianza..........ccocecceeeeveuccnicncnnnes 63



Calculo de compensacion

6. Métodos de ajustes de 1as 0bServaciones.........cvccrccnncrenscresnccsnsseenes 74
6.1. Pesos en las Observaciones...........c.cccceeivieiininiciniiininiciniccnicceeeene, 74
6.2. Nimero minimo de observaciones..............ccccceucueuiiininiricicinnncccnnn 80
6.3. Grados de Libertad .............ccccoeiiiiiiiinniiicccccee e 82
6.4. Sistemas de ecuaciones y modelos matriciales ............cccccccoueiininnnnee. 83
6.5. Métodos de ajuste e iteraciones.............cccocueieiiiricciiininiiicciiccc 91

7. Método Parameétrico........coeevenrierennesnnnnennincsnnsensieessssessssessssssssssesnsssssssssessenes 93
7.1 Parametros estimados ..........ccccceveiviiiiiiiiniiiiccce, 94
7.2. Normalizacion por Minimos Cuadrados .........cceeceveevncinecninncnnnnee. 95
7.3. Linealizacion por Taylor ... 98
7.4. Desarrollo del Método Parameétrico ...........ccceeeiveiniiicincciniiininicine, 99
7.5. Iteraciones y precisiones del ajuste ............cccccccevviiiiiiinniiiiiiines 101
7.6. Ejercicios método parameétrico ...........ccceveeivciiiiiiiiiciniciiieee, 103

8. Método Correlativo o de Correlatos.........uceriereiresnnrcenncennsscsnsncesnescnenes 135
8.1. Ecuaciones de Condicion ............ccccovieiiiiiniiiiiiinicccceeeeccees 136
8.2. Linealizacion por Taylor ..., 137
8.3. Normalizacion por Minimos Cuadrados .........cccceeeeivecincinincnnnnee. 137
8.4. Desarrollo del Método Correlativo ...........ccooeiiinniciiiiiniiccine 139
8.5. Iteraciones y precisiones del ajuste ...........cccccccvviiniiiiniiniiniicine, 139
8.6. Ejercicios método parameétrico ............ccceeevieueiniceniecninicineceeenene, 141
8.7. Ajuste de poligonales y cadenas ...........ccccccoeviiiiiinniciinniccne 160

9. Método Combinado........ccueeeiereneereeesnnintseeininseeessssssseesssssssesesssssssssenes 174
9.1. LiNealiZaciOn ..........cccociuiiiiiiiiiiiiiiicicccc e 175
9.2. Normalizacion e Hipermatriz .........cccoeoeveeonciniicnncniccnececcnene, 175
9.3. Desarrollo del método combinado .........cccceeiviiiiiniiniiininciicie, 177
9.4. Iteraciones y precisiones del ajuste ...........c.ccccooeviiiiiiiiniiiiiinnns 177
9.5. Ejercicios Método Combinado ..........cccccoviiiiiiiiiiiiiiiiicccn, 179

RELEICIICIAS ueuvvvvreeeereeierrnnneeeeeeeecesssssssseeeesessssssssssssesesssssssssssssssesssssssssssssssassssssssssns 206



Teoria y gjercicios resueltos

indice de Tablas

Tabla 1
Datos de variables 0DSETVAAAS. ..........c..ccvveevvvecieeeiieseeeite et et et eae e eae s 19
Tabla 2
Datos de variables 0DSeTVAAAS. ..........c..ccveevvvecieeieesieeie et et et eae e eae e 29
Tabla 3
Criterio de minimos CUAATAAOS ..........cccveevveceeeirieeieeiieeee e et e eesseesa e 36
Tabla 4
Cuadro comparativo de resultados del ajuste ..............ccccovvvvvviniiciiciniiin, 131
Tabla 5
Cuadro comparativo de resultados del ajuste .............cccccovvvvvviniiciiciiiin, 131



10

Calculo de compensacion

Indice de figuras

Figural

Lectuta i APYeCIACION ........cccveviviiiiiieiiiiiiicieictctc s 16
Figura 2

Todos los caminos llevan a un 1Unico resultado ..............cccovvvvvvvvciiiiiinnciiiiiiicnnn, 20
Figura 3

Ejemplos de mediciones ..............ccccviviiieieiiiiiiiiiiiiiiiiiiecccts e 26
Figura 4

Distribucion NOTMAL ...........ccccccovvciiiiiiiiiiiiiciiicic e 29
Figura 5

Eliminacion del error sistematico en el nivel..............ccccocoovvvvviennciciiiiieiicisenn, 30
Figura 6

Distribucion de los residuos y nivel de CONfIANZA.............ccovvvvvvviienviiiiiiiiiciinnn, 31
Figura 7

Variable mas SENSiBIe. ...............coccovviiiiiiiiiiiiiiiiiiciccc 32
Figura 8

Variable mas SENSiBIe. ...............coccovviiiiiiiiiiiiiiiiiiciccc 33
Figura 9

SIMErIA Y ASTMEHITA ..o 35
Figura 10

Regresion LiNeal...............cccccveiiiiiiiiiiiiiiiiiicicicicciccce e 37
Figura 11

Distribucion de datos y porcentajes de aceptacion y rechazo .............ccccccevvevvnnne. 39
Figura 12

Medicion en funcion de medidas parciales...................ccccovcvvvciviniiinciiicinicciinn, 41
Figura 13

Grifica de las funciones seno, coseno y tangente (X) .......cccevvvvvviciviiinncninennnn. 53
Figura 14

Principales curvas de 1egresion .............cccvvvveieiiiiiiiiiiiiiiiii 56
Figura 15

Regresion LiNeal...............cccccveiiiiiiiiiiiiiiiiiicicicicciccce e 57
Figura 16

Serie de TAYIOT .......cocvovvviiiiiiiiiiiiiiccc s 59
Figura 17

Grifico de 1a funcion SN0 ..........ccovviiiiiiiiiiiiiicicicccce s 60
Figura 18

Analisis de covarianzas entre Variables ... 70



Teoria y gjercicios resueltos

Figura 19
Nivelacion AB id@ 1 T€QTES0 .........ccccccueuciiiiiiiiiciiiiiieccteee e 79
Figura 20
Observaciones minimas en umn tridngulo .............ccccccevvvecioiiiieciiiiieeccieeecn, 80
Figura 21
ObSETVACIONES THINITIAS ... 80
Figura 22
Niimero minimo de iNCOFMIEAS ..........cccovvveiviiiiiiiiiiiiciiiicctcec e 81
Figura 23
Niimero minimo de iNCOFMIEAS ..........cccovvveiviiiiiiiiiiiiciiiicctcec e 82
Figura 24
Grados de [IDertad ..............ccccccoiviiiiiciiiiiiiiiiiciicie e 83
Figura 25
Transformacion de Helmer ..............ccoccioiiiiiniciiiiniiiicciiicecccc s 86
Figura 26
Meétodos iterativos Y VAlOF INICIAL ............c.cvuvueuvvieiiiiiiciciccccccc s 93
Figura 27
Meétodo del rebote 0 THTAITVOS ...........cooveuvueiiiiiiiicciiiieeccc 93
Figura 28
POliQO0N0S SEMMEJANTES ...t 112
Figura 29
Nivelacion Geométrica y trigoONOMEL iCA ...........ccccvvuvueucuiiiiiieciiiiiieccieeeec, 115
Figura 30
Linea de NIUEIACION.............ccccueiiiiciiiiiiiiiiiiiiiciciccceccc s 116
Figura 31
Red de Nivelacion Cerrada ..............cccovoivivvciiiiiiniciiiiiiieccicee e, 116
Figura 32
Ecuaciones de COndiCion.............coeucuiiniiiniciiiiiiiieiiicieecce e 137
Figura 33
Rigidez de eStrUCIUTAS .........c.cocucuiiiiiiiiciiiiiicci 160
Figura 34
Ejemplo de una cadena.................cccccoeiviiiiiiiiiiiiiiiiiiiicicccciccce 166
Figura 35
Mejores tridngulos de una Cadena ...............cvvvvvevivuciccciciiccccccccs 167
Figura 36
Posicionamiento GNSS.............ccooviviiiiiiiiiiiiiiiiiccc 168

11



12

Cdlculo de compensacion



Teoria y gjercicios resueltos

Prefacio

1 avance tecnolégico en las diferentes ciencias han facilitado la obtencién

de mediciones u observaciones de variables con una alta precisién, junto
con nuevas metodologias que conllevan exigencias de calidad en los produc-
tos y resultados obtenidos. Considerando ademas la premisa que lo que no se
mide no se puede avaluar, por lo tanto, no se podria juzgar la calidad de los
resultados.

Normalmente se usan medidas estimadas, cuyo valor es cercano a un valor
verdadero, en muchas ocasiones estas medidas son suficientes para las preci-
siones requeridas, pero otras veces se requiere de alta precision en las mismas,
por lo tanto, encontrar de cierta manera el verdadero valor de la medida, re-
quiere realizar el ajuste de las observaciones, también conocido como célculo

de compensacion.

Las mediciones vienen acompafnadas de errores causados principalmente
por el observador, pero también se consideran los equipos y, en algunos casos,
las condiciones ambientales. La magnitud de estos errores los clasifican en:
groseros, sisteméticos y aleatorios, los primeros se pueden eliminar con un
analisis estadistico rapido, saltan a la vista, se los conoce como equivocaciones
y normalmente se las atribuye a fallas humanas, los segundos son consecuen-
cia de métodos de observacién o correcciones propias de algunos equipos, es-
tos errores sistematicos se los corrige por método de observacién o por modelo
matematico, finalmente el tercer grupo, son aquellos de magnitud pequefia
que, pese a haber considerado las mejores caracteristicas para la medicién,
persisten y acompafian a las medidas, son aleatorios y se eliminar en el calculo
de compensacion. De tal manera que, una vez que se conozcan los mismos, se

pueda encontrar el verdadero valor de la medida.

Las mediciones son utilizadas muchas veces en calculos indirectos, deben
cumplir con condiciones geométricas o fisicas, por lo cual es importante la
propagacion de los errores ademads de analizar las variables a fin de determi-
nar cudl es la medida sensible, es decir, la que se debe tener mas cuidado, para

que el resultado sea el mejor esperado.

La mayoria de las profesiones utiliza en diferentes etapas de sus procesos,
mediciones, por lo cual el célculo de compensacion no es exclusivo de una

profesion especifica, toda medicion que requiera una alta precision puede ser

13



14

Calculo de compensacion

ajustada por estos métodos. Siempre es importante considerar las exigencias
del producto final, ya sea por normativa o limites de tolerancia exigida, por
lo cual no siempre se requiere ajustar las mediciones o los errores pueden ser

absorbidos incluso por las escalas de trabajo.

La Ingenieria Geografica, actualmente con las nuevas tecnologias, se ha
convertido en la Ingenieria Geoespacial, profesiéon en la cual se requiere de
captura de datos o geoinformacion, para lo cual se estudian diferentes ciencias
como la Cartografia, Geodesia, Topografia, Fotogrametria, Sensores Remotos,
entre otras, que se encargan de la gestiéon de informacion geoespacial, pero
muchas de las observaciones o mediciones necesarias en estas ciencias requie-
re de una alta precisién. Las exigencias actuales, con las técnicas y tecnologias
de captura de datos geogréficos necesitan del anélisis y tratamiento de infor-

macion geoespacial, garantizando la exigencia de calidad de los productos.

Se define al ajuste de observacién como la aplicacién de métodos que se
encargan de mejorar o disminuir los errores existentes que se encuentran de
forma inevitable en las mediciones, también conocidos como incertidumbres.
Al compensar las mediciones se puede encontrar el mejor valor ajustado que
podria equivaler al valor verdadero de la medida, dando fiabilidad a la mis-
ma para poder usarla en forma independiente o correlacionada a una medida

indirecta.
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|. Introduccidn

Rita Mae Brown (1983) escribi6 las siguientes frases muy relacionadas so-
bre el aprendizaje, los errores que limitan la obtencién de mejores resultados,
entre ellas: “Si buscas resultados distintos, no hagas siempre lo mismo” s.f., “Una
persona que nunca cometio un error nunca intento algo nuevo” 'y “Locura es hacer lo
mismo una y otra vez y esperar un resultado diferente”. Brown, R. M. (1983). Su-
dden Death. Bantam Books. Estas ideas resaltan la importancia de cuestionar

los métodos tradicionales y de asumir riesgos para lograr mejoras.

Mantener invariables los mismos métodos, equipos y personal puede di-
ficultar la identificacién de los errores que limitan la obtencién de mejores
resultados. Si bien introducir cambios o probar nuevas alternativas implica la
posibilidad de cometer errores, también abre la puerta a descubrir soluciones
mas eficientes e innovadoras. Por ello, cuando se busca un resultado diferente,
es necesario experimentar, evaluar distintas opciones y analizar objetivamente

los resultados obtenidos para identificar las estrategias mas efectivas.

En el posicionamiento GNSS se realizan varias sesiones de observacion.
Una vez finalizada cada sesién, el equipo se retira del punto y se instala nue-
vamente desde el inicio para el siguiente trabajo. En algunos casos, durante
la segunda sesién se cambia tanto el receptor como el observador. Este pro-
cedimiento permite reducir los errores sistematicos y aleatorios asociados al
equipo, al operador y a las condiciones de observacién, contribuyendo asi a

mejorar la precision y confiabilidad de las coordenadas obtenidas.

I. Principales causas de los errores

La practica de basar un andlisis en una sola medicién puede introducir un
grado de incertidumbre del 50% en los resultados, que estén bien o mal, para
asegurar la calidad y confiabilidad de un trabajo, es indispensable realizar me-
diciones repetidas y verificar su consistencia, evitando sustentar las conclusio-

nes en datos aislados que puedan comprometer la validez del anélisis.

La repeticion de las mediciones es un aspecto fundamental para evaluar y
reducir la incertidumbre de los resultados. Sin embargo, surge la pregunta de
cuantas veces debe repetirse una medicion. En realidad, la teoria de errores no

establece un ntimero exacto de repeticiones, sino que deja esta decision al cri-
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terio del especialista, considerando las caracteristicas del proceso de medicién,
la precision requerida y los recursos disponibles. La teoria si reconoce la exis-
tencia de medidas sensibles, es decir, aquellas variables cuya incertidumbre
tiene una mayor influencia en el resultado de las mediciones indirectas debido
a la propagacion de errores. Por esta razon, estas mediciones requieren una
atencion especial, lo que puede implicar realizar un mayor nimero de obser-
vaciones, emplear instrumentos de mayor precision, seleccionar métodos de
medicion mds adecuados y aplicar procedimientos que minimicen las fuentes
de error.

Una vez que se dispone de cuantiosas mediciones se puede trabajar con
medidas estimadas que podrian ser las de tendencia central (media, mediana,
moda) que representen de mejor manera la medida acercandose al valor e ver-

dadero.

Las unidades de medida normalmente se encuentran estandarizadas para
cada magnitud fisica, han sido definidas y adoptadas por convencién o por
ley, el Sistema Internacional establece que: “cualquier valor de una cantidad
fisica puede expresarse como un multiplo o submultiplo de la unidad de me-
dida” (Tovar, s.f.). Cada instrumento de medicién tiene una unidad minima
de lectura que es la que estd marcada, o si es digital, la expresa por el namero
de decimales del resultado, en lecturas fisicas se puede apreciar la medida
para mejorar la precision, esta medicion estimada podria ser a la mitad o cuar-
ta parte de la minima unidad de lectura.

Figural
Lectura y apreciacion

Apreciacion 3.5 u

-
.}

L

1 2 3. 4/5

Lectura 3 u

La experiencia y el conocimiento son factores importantes que deben con-
siderarse al realizar mediciones. La experiencia garantiza el uso adecuado del
instrumento y la correcta aplicacion del método de medicién. Por una parte,
el conocimiento permite analizar las diferentes variables que pueden influir

en los resultados, tales como las condiciones ambientales, topograficas y at-
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mosféricas, asi como las consideraciones relacionadas con el uso del equipo en
distintos horarios del dia o en ambientes cerrados. Ademas, facilita la incorpo-
racion de nuevas metodologias y técnicas que contribuyen a optimizar la pre-
cision y confiabilidad de las mediciones. En conjunto, una adecuada combina-

cién de experiencia y conocimiento garantiza la obtencion de mediciones mas

La importancia que podrian tener algunas medidas cuando se ha realizado
reiteraciones, conocida también como peso de la medida, permite confiar mas
en unas mediciones que en otras, pero se requiere de un criterio que justifique
esa ponderacion; por ejemplo, podria ser la calidad del instrumento, experien-
cia y conocimiento del operador, el método empleado en esa medicién, etc. No
se entiende esto si no existe un criterio, es preferible no asignar pesos a las me-
didas, dejando todas con igual peso (1), en el caso de usar pesos se debe aplicar
para la medida estimada la media ponderada como mejor representante del

valor de la medida.

Algunos instrumentos de medida estan afectados por condiciones ambien-
tales como por ejemplo: temperatura, presion, humedad, polvo, vibraciones o
interferencias (ruido), afectaciones de la iondsfera, reverberacion, etc. En estos

casos se debera considerar estos efectos a fin de no incrementar los errores.

La topografia o irregularidad del terreno podrian influir en la precisién de
las mediciones. Por ejemplo, la distancia horizontal difiere de la distancia incli-
nada; asi mismo, algunos equipos requieren estar colimados o nivelados para
garantizar su adecuado funcionamiento y la confiabilidad de sus resultados.
Por ello, estos factores durante la planificacion y ejecucion de las mediciones,

hay que considerarlos cuando corresponda.

La seleccion de los equipos y sus precisiones se deben considerar en la pla-
nificacién de cualquier trabajo que requiera mediciones, los instrumentos uti-
lizados deben estar acorde a las precisiones requeridas y con los objetivos del
estudio, para garantizar la confiabilidad de los resultados, la mayoria de ins-
trumentos indican la minima lectura, el error por defecto del equipo y el error
relativo a la magnitud de la medida que se expresa en PPM (partes por millon)
o PPB (partes por billon), ejemplo: 5 mm + 2 PPM, quiere decir que tiene por
defecto un error de 5 mm, el cual se va a incrementar en funcién de la distan-
cia, ejemplo, en 1000 m, tengo un 1000000 mm, de los cuales se toma 2 por cada

millén, danto un resultado de 7 mm.
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Los equipos que utilizan lectura 6ptica; por ejemplo, un nivel que tiene un
lente objetivo, requiere la altura adecuada del observador, estando alineado

con el telescopio, de esta manera se mejora la lectura u observacion.

El uso continuo de los equipos hace necesario realizar su calibracién de for-
ma periddica, con el fin de garantizar su correcto funcionamiento y asegurar
la confiabilidad de las mediciones. De esta manera, se minimiza la posibilidad
de errores que podrian afectar la calidad y precisiéon de los resultados finales.
La calibraciéon de los equipos permite verificar y ajustar su desempefio para
que operen dentro de los rangos de tolerancia establecidos por la normativa

vigente y las especificaciones técnicas aplicables.

La principal fuente de errores en las mediciones suele atribuirse al factor
humano, debido a la lectura de la medida y registro de datos. Por esta razén, el
avance de la ciencia y tecnologia, buscan en lo posible reducir la participacion
de los humanos en las mediciones, dejando al minimo posible su intervencion
y disminuyendo asi la probabilidad de errores asociados a la observacién, in-
terpretacion o registro de las mediciones.

Dentro de los principales errores humanos, el principal es no reconocer o
aceptar que se realizé mal una medida o se equivoc6, ademas del desconoci-
miento en el tema de la medicion o en el uso del instrumento, habitos, meto-
dologias de trabajo, cansancio, falta de paciencia, plazos cortos para entregar
los trabajos, asi como enfermedades como la dislexia, discapacidades fisicas en

la visién, audicion, etc.

En algunas ocasiones se puede disponer del valor verdadero, este puede
estar dado por convenciéon (Norma formato A4 21x29,7 cm), por disefio (plano
del constructor, dimensiones tedricas o esperadas basada en especificaciones

del disefio) o por estimacion a partir de un gran nimero de medidas.

Finalmente, el andlisis de las variables observadas permitira dar una mayor
amplitud o rango de aceptaciéon de las mismas, el nivel de confianza, separar
en categorias por algn criterio, asi como el uso de la medida mejor estimada,

realizando un anélisis de minimos cuadrados.

Se requiere medir una hoja de papel, para lo cual se parti6 la hoja formato
A4 en 4 partes, se seleccion6 a 12 observadores diferentes en edad y género, se
tomaron las siguientes variables: ancho, largo del formato A6, edad del obser-
vador y estatura, los resultados se presentan en la tabla 1. En la variable esta-

tura, se ha dividido por género considerando que existen diferencias segin el
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pais, la region, teniendo como referencias datos promedios a nivel mundial,
regional, por pais, etc. Esto no ocurre con la edad, que es una variable en la

cual no es necesario separar por género.

Ejercicio 1. Analisis de variables y observaciones

Tabla1
Datos de variables observadas
ESTATURA (m)
ANCHO (cm) LARGO (cm) EDAD | HOMEBRE MUJER

Medicién 1 10,6 14,9 24 1,68
Medicién 2 10,5 12,5 26 1,58
Medicién 3 10,5 14,79 23 1,81
Medicién 4 10,5 14,7 23 1,71
Medicién 5 10,5 14,81 31 1,75
Medicién 6 10,4 14,7 21 1,7
Medicién 7 10,52 14,73
Medicién 8 10,52 14,81 21
Medicién 9 10,5 14,81 23 1,59
Medicién 10 10,55 14,89 25 1,53
Medicién 11 10,51 14,82 22 1,52
Medicién 12 10,54 14,92

.Z. Porque es necesario ajustar las observaciones

El objetivo de los datos obtenidos a partir de una medicion estd determinado
por el nivel de precision requerido, la exigencia de la calidad del trabajo sera
el indicador si es necesario ajustar o no las observaciones, por ejemplo: para el
funcionamiento de una lavadora se requiere que esté nivelada la méquina, es
suficiente hacerlo con un nivel de mano o burbuja, es decir, no requiere el uso

de instrumental topografico y menos realizar el ajuste.

Sin embargo, de requerir el nivel de un terreno para colocar una maquinaria
empotrada con pernos que deberan tener la misma altura, para este caso si se
requiere el uso de nivel de ingeniero, para realizar la nivelacion geométrica
y ajustar los datos, de esta manera se garantiza que se obtendra la precisiéon
deseada. Otro ejemplo, es en cartografia catastral urbana (escala 1:1000), se
dispone de estandares de precision cartogréfica horizontal (PH=0.0002*DE
m=0.0002*1000 m = 0.2m) y vertical (PV="4IC m =% 1 m =0.25m), por lo cual
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un levantamiento topografico a esta escala no requiere de ajuste ya que el error

es absorbido por la escala.

En ocasiones se requiere buscar un verdadero valor, que podria ser usado
como patrén o medida de referencia, por lo cual se requiere una alta estima-
cion de la precision, por ejemplo, para determinar una base topografica para

calibraciéon de equipos, se requiere conocer el verdadero valor de la base.

Cuando se dispone de muchas observaciones el problema radica en conocer
un Unico resultado, las medidas ofrecen discrepancias, el analisis de las incon-
sistencias que acompafian a las medidas mediante el ajuste permiten llegar a

este valor tnico.

Una vez que se encuentra el verdadero valor de la medida, ya no importa
el camino a seguir ya que al estar ajustadas las observaciones todas llevaran al

mismo resultado.

Figura 2
Todos los caminos llevan a un unico resultado
A

—

|.3. La estadistica en |a historia del calculo de compensacian

En 1582, el astronomo Tycho Brahe, quien fue maestro de Johan Kepler,
aplic6 la media aritmética a una serie de observaciones para determinar la
ascension recta de la estrella Arietis, repitiendo las observaciones durante 6
afios, agrupo6 los valores por pares, observando a Venus con una medicion al
este y al oeste del Sol, pretendiendo de esta manera, eliminar los errores de-
bidos a la refraccién y al paralaje, lo que posteriormente fue comprobado con

otras mediciones que confirmaron la precisién de los resultados.

En 1736, en la medicién de la forma de la Tierra y especialmente en la me-
dida de su achatamiento, se usaron la media de las medidas, tanto en la expe-
dicién a Laponia como la misiéon geodésica francesa liderada por Pierre Louis

Maupertuis.
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En 1748, Euler en su articulo sobre el movimiento de los planetas, 6rbitas y
diferencias en los movimientos de los planetas Saturno y Japiter, menciona la
determinacién de incégnitas a partir de abundantes series de observaciones,

es decir, mayor nimero de ecuaciones que incégnitas.

En 1759, Thomas Simpson escribié un articulo llamado “Ensayo para mos-
trar las ventajas de tomar la media de un niimero de observaciones en astro-
nomia practica”. Introdujo el concepto de distribucién de los errores, conside-
rando la simetria y rango finito, mas tarde ampliada para incluir el concepto

de distribucién continua.

En 1765, Johann Lambert en su libro “Anlage zur Architectonic” (Lambert,
1771) intent6 desarrollar un método para conseguir el valor mas probable de
una magnitud desconocida reiterando mediciones, del resultado obtenido ma-
nifest6 que las incognitas debian ser determinadas de tal manera que la suma
de los valores absolutos de los errores cometidos (residuos) fuese minima.

En 1774, Pierre Laplace formul6 un principio que posteriormente aplicé a
la correccién de las observaciones utilizadas para determinar las dimensiones
de la Tierra a partir de dos o mas mediciones de arcos de meridiano. Este prin-
cipio establecia que la suma de los errores cometidos debe ser igual a cero y
que, cuando se disponia de un gran namero de observaciones, la suma de los
valores absolutos de los errores debe ser minima, Laplace aplicé sus proposi-
ciones para igualar el nimero de ecuaciones al nimero de incégnitas. En 1812,
desarroll6 la Teoria Analitica de las Probabilidades, sin embargo, la expresiéon
que propuso para la integral de probabilidad resulté incompatible con la se-

gunda de las proposiciones antes mencionadas.

En 1794, Carl Friedrich Gauss introdujo el método de minimos cuadrados al
corregir la segunda propuesta mencionada. En lugar de minimizar la suma de
valores absolutos de los errores, establecié que se debian sumar los cuadrados
de las diferencias entre los valores observados y valores calculados (Gauss,

1809) y esta debia ser minima.

En 1801, tras la publicacion de las Leyes de Kepler, el método de los mi-
nimos cuadrados encontré una aplicacién oportuna del método al calculo y
prediccion de las 6rbitas de cuerpos celestes a partir de un namero limitado

de observaciones.

En 1805 Adien-Marie Legendre y en 1809 Carl Friedrich Gauss publicaron

trabajos sobre minimos cuadrados. Legendre presenté una formulaciéon mas
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completa en su obra “Sobre la determinaciéon de las 6rbitas de los cometas”
donde incluy6 el “Apéndice sobre el método de los minimos cuadrados” (Le-
gendre, 1805). Ahi fundamenté matematicamente el método y destacé su apli-
cacion en el célculo de la orbita del asteroide Ceres a partir de un conjunto

limitado de observaciones.

Hacia finales del siglo XIX se desarroll6 el concepto de correlaciéon mate-
maética, como una herramienta para cuantificar la relacion entre dos variables.
Francis Galton introdujo el concepto y acufi6 el término correlaciéon, mientras
que Karl Pearson desarrolld, en 1896, el coeficiente de correlaciéon que lleva su
nombre. Este avance representé un importante complemento del método de
los minimos cuadrados, al proporcionar una medida del grado de asociaciéon

o dependencia existente entre las observaciones.

En 1880, el geodesta Alexander Ross Clarke en su obra “Geodesy” mani-
fest6 que los angulos se obtuvieron a partir de las observaciones reiterativas
realizadas por cada observador para adoptar el valor medio.

Hacia 1908 William Gosset obtuvo la Distribuciéon t de Student, también
llamada teorfa de las pequefias muestras que junto con la Distribucién de
Chi-Cuadrado son las mas utilizadas en los ajustes por minimos cuadrados.
Ambas se basan en la Distribuciéon Normal obtenida por Abraham de Moivre

en su libro “The doctrine of chances” (De Moivre, 1718).

En 1934 Alexander Aitken introdujo el uso de matrices en los célculos de
minimos cuadrados, aunque éstas se conocian desde 1857, cuando Arthur
Cayley, demostr6é como el uso de matrices era una forma sistematica para re-

solver el problema.

La aparicion de las primeras maquinas de célculo en la década de 1950 per-
mitié un gran avance para el método de minimos cuadrados, el cual era el
tnico reconocido y aceptable para obtener la estimacion de los valores mas
probables de un cierto nimero de incégnitas, cuando habia exceso o abundan-

cia de observaciones.

Sin embargo, algunos célculos que requerian al menos de 10 ecuaciones se
han automatizado a partir de la apariciéon de las computadoras personales o
P.C. en 1977, como por ejemplo, el célculo de las constantes para la orientaciéon
relativa y absoluta de un par de fotogramas en un restituidor analégico, o en
topografia, la falta de computadoras potentes en los casos en que el namero

de ecuaciones fuese abundante, obligaba a seguir procedimientos graficos de
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calculo aproximado, como la resoluciéon de las intersecciones sobre papel mili-

metrado a una escala grafica .

Actualmente, los soportes 16gicos o programas permiten el ajuste de redes
con miles de observaciones, permitiendo ademas aplicar intervalos de con-
fianza y conocer las precisiones finales con las que se obtienen las coordena-
das. La aplicacién del principio de los Minimos Cuadrados se usa ampliamen-
te en topografia, fotogrametria, geodesia y otros campos de la ingenieria y de

la ciencia.

.4 Desarrollo de |a programacian y la |A en el ajuste de observacio-
nes

El desarrollo de herramientas informaticas para andlisis estadistico de los
datos ha facilitado el procesamiento y analisis de grandes conjuntos de datos
sin requerir el conocimiento de programacion, ademaés de la automatizacion
y rapidez en la ejecucion de calculos matematicos y estadisticos, permitiendo
un interfaz visual con la generacién automaética de Figuras y representaciones
visuales de alta calidad sin el uso de herramientas adicionales de disefio. Sof-
twares como Stats, SPSS, Stata, R/RStudio, entre otros, permiten la agilidad

de los célculos.

De igual manera, para el calculo de ingenieria se han desarrollado softwa-
re especializados que permiten combinar textos explicativos, matemaéticas en
vivo, graficos e imdgenes en un solo documento dindmico, mediante pizarras
digitales e inteligentes, para resolver ecuaciones matematicas complejas, reso-
luciéon de integrales y derivacion, con facilidad de afadir textos, diagramas,
imagenes y tablas para crear informes exportables, permitiendo la visualiza-
cion de funciones estadisticas, algebraicas y conjuntos de datos de forma inte-
ractiva en 2D y 3D, ademas de la conexion directa con programas de disefio,
entre los principales softwares estain Mathcad, SMath Studio, Blochpad, Maple
Flow, Jupyter Notebool, y otros.

Los métodos de ajuste se fundamentan en la normalizacién, que es la apli-
caciéon de minimos cuadrados y la linealizacion de las ecuaciones mediante
la serie de Taylor, para el desarrollo del proceso utilizan modelos matricia-
les, considerando los grandes volimenes de datos, la limitacién de resolverlos
manualmente o Gnicamente con calculadoras cientificas, lo cual conlleva al

uso de programas de hojas de célculo, como Microsoft Excel entre los mas
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utilizados Ademads, dado que los métodos de ajuste constituyen procesos ite-
rativos, requieren la resolucioén sucesiva de sistemas de ecuaciones y el calculo

de los residuos hasta alcanzar la convergencia de la solucion.

Las hojas de célculo, permiten el procesamiento y andlisis de datos, orga-
nizando grandes volimenes de informacién en filas y columnas, facilitando
tareas basicas como calculos automaticos y limpieza de bases de datos, hasta
analisis complejos con la utilizaciéon de tablas dindmicas, inteligencia artificial
integrada y modelos estadisticos, dispone de una gran libreria de férmulas y
funciones con operaciones matematicas y légicas, se complementa con la vi-
sualizacion con gréficos dindmicos y la automatizacién con macros para sim-

plificar tareas repetitivas y minimizar los errores humanos.

Las plataformas especificas disefiadas para automatizar, el procesamien-
to, el andlisis y la visualizaciéon han sido desarrolladas mediante sistemas de
computo numérico y entorno de programacion, son utilizados principalmente
por ingenieros y cientificos, estos se encargan del andlisis avanzado de da-
tos, desarrollo de algoritmos y simulaciéon de sistemas. Dentro de estos, los
principales son MATRIX y MATLAB. Con el avance tecnolégico y desarrollo
de la Inteligencia Artificial (IA) surgen aplicaciones como Machine Learning
o aprendizaje automético, que permite a las computadoras aprender de los
datos y reconocer patrones por si mismos, sin necesidad de ser programa-
das explicitamente para una tarea. Para ello, los algoritmos generados anali-
zan grandes cantidades de datos histéricos que utilizan modelos matematicos
para aprender de esa informacién y con esa experiencia mejorar su capacidad

para hacer predicciones y tomar decisiones sobre datos nuevos.

El avance en los lenguajes de programacion utilizados para el procesamien-
to y modelado de datos, que utilizan bibliotecas basadas en matrices numéri-
cas, permitiendo analisis visuales y creaciéon de dashboards, consultas, filtros
y gestion de bases de datos relacionales, entre los lenguajes mas conocidos se
puede mencionar: Python, Microsoft, Power B, SQL, R, SPSS.

La IA esta transformando el ajuste de las observaciones al permitir ajustes
dindmicos y en tiempo real de las mediciones, analizan los datos y corrigen
desviaciones o errores de manera auténoma, mejorando la precisién y exacti-
tud frente a condiciones operativas o ambientales cambiantes, genera algorit-
mos avanzados que detectan errores y los ajustan a pardmetros tedricos dis-
minuyendo las desviaciones y asegurando las tolerancias permitidas, realiza

analisis complejos, acelera los procesos de prueba y validacion de la calidad
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de la medicién, haciéndolo mas eficiente, al automatizar el procesamiento y
filtrado, se minimizan los fallos derivados de errores humanos. La IA atin re-
quiere de la intervencién humana cuando se realiza el ajuste de las medicio-
nes, debido a su incapacidad para comprender el contexto y sentido comtn en
situaciones ambiguas, el juicio critico sigue siendo importante en casos no pre-
vistos, en situaciones en las cuales los errores son criticos, cuando se requiere

adaptabilidad al comportamiento del entorno y condiciones del contexto.

2. Conceptos previos sobre medidas y errores
2.1 Magnitud u observable

La magnitud es una propiedad de los objetos, sustancia o fenémeno que es
susceptible de ser determinada cuantitativamente, en razén que ya fue dife-
renciada de otros cualitativamente, se la expresa con una cantidad numérica
y la unidad de medida. El sinénimo de magnitud es observable, lo que indica
que se puede observar o medir. La magnitud es una medida asignada como

estimada o verdadera a partir de la medicion de esta.

Por ejemplo, las magnitudes de una hoja formato A6 es largo es de 10.5 m,
ancho 14.8 cm, dngulos entre dos paredes 89° 15” 12”, areas 157.94 m?, volu-
men 505,408 m?, etc.

7.2. Medician u observacian

La medicion también conocida como observacion se refiere al conjunto de
acciones para determinar una magnitud, es un proceso de registrar datos para

poder cuantificarlo.

Por ejemplo, para medir la dimensién del largo de una habitacion se ha
medido 12 veces con diferentes instrumentos o diferentes métodos, como re-
sultante de este proceso se puede estimar que el largo corresponde a 18.808
+ 0.017 m, es decir tiene un valor estimado (media) o cercano al verdadero,
acompafiado con un rango de aceptaciéon (desviacion) que esta relacionado

con la precisién de la medicion.
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2.3. Medicicn directa e indirecta

Una primera aproximacion a las mediciones directas e indirectas establece
que las mediciones directas se obtienen mediante la lectura inmediata de un
instrumento de medicién, mientras que las mediciones indirectas se determi-
nan a partir de una relacién matemaética que involucra una o mas mediciones
directas. Por ejemplo, las dimensiones de largo y ancho de un terreno consti-
tuyen mediciones directas, mientras que su drea corresponde a una medicioén
indirecta, ya que se calcula mediante una férmula que utiliza dichas dimen-

siones.

Una definicion relacionada a la ingenieria geoespacial indica que las medi-
das directas son aquellas que toman contacto con el objeto de medicién, por
ejemplo, un flexémetro para medir una distancia, mientras que las indirectas
no toman contacto con el objeto y realizan la medicién por medio de algin
sensor remoto, por ejemplo, la obtencién de un fotograma por medio de un

dron.

Siempre una medida directa tendra mejor precision que una indirecta, por
ejemplo, una distancia corta medida con cinta es mejor que la medicién con
estacion total que, pese a estar en contacto con el objeto, utiliza una sefal elec-

tromagnética para medir.

Figura 3

Ejemplos de mediciones

&

-
-

2.4 Valor Verdadero o patran

En algunas ocasiones existe un valor verdadero o patrén determinado como
una norma, estandar (Formato A4 21x29,7 cm), o producto del disefio en ofici-

na (disefio de un plano arquitecténico). Puede existir un patrén local, regional
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o global, por ejemplo, el caso de la estatura presentado en la Tabla No. 1, existe
un valor local para Ecuador para los hombres (1,67 m) y las mujeres (1,52 m),

que varia como patrén para el caso de otro pais, regién o global.

Este valor es el referente para comparar con las observaciones realizadas,
de igual manera, viene acompafnada de un rango de aceptacién o desviacion
estandar, por ejemplo, una funda de arroz de 1 Kg acepta una variacién de +
5 gramos en su peso, esto es el resultado de que las maquinas que enfundan
el producto tienen ese rango de precision en el peso, entonces el usuario po-
dria tener una compra de 1 Kg menos 5 gramos, minimo, pero si solo fuera en
menos el peso, esto beneficiaria al productor, por lo cual en otra funda podria
venir 1 Kg mas 5 gramos, que si solo fuera en mas beneficiaria al usuario, por
lo cual, al ser indistinto este peso, a veces en més y otras en menos, no perju-

dica ni beneficia al cliente.

Claro, el margen de aceptacion es bajo en funciéon de la variable que se mide
y el producto, por ejemplo, si fuera el producto oro en vez de arroz, los 5 gra-

mos seria demasiado como margen de aceptacion.

La mayoria de las veces no existe un valor verdadero o patrén, por lo cual
el calculo de compensacién es el método mas adecuado para poder determinar

un valor verdadero con una precision adecuada.

2.0. Discrepancia y errores en la estadistica

Discrepancia e incertidumbre son conceptos muy relacionados, la discre-
pancia es la diferencia entre dos o mas valores resultantes de una medicién,
podria deberse a una mala lectura, equipo utilizado, experiencia del operador,
método de medicion, etc., mientras que la incertidumbre es la duda que se
genera sobre el valor de la medicién con referencia al valor verdadero. Una
medicion aislada o tinica genera una incertidumbre del 50%. Por la tanto, si se
tiene abundantes mediciones, a més de considerar el mejor instrumento, méto-
do, operador y condiciones de la medicién se puede reducir la incertidumbre,

evitando asi la discrepancia.

El primer analisis que se realiza al grupo de datos es eliminar los errores
groseros, estos son facilmente reconocibles, un breve analisis estadistico per-
mite identificarlos para su eliminacién. Si no se hace este filtrado, los resulta-

dos obtenidos estardn afectados en gran manera por estos errores.
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En la Tabla No. 1, se encuentran resaltados en amarillo los errores groseros,
los cuales no entran en ningtn célculo, el andlisis se basa en la precisién que
se requiera de la variable, por ejemplo en el ancho se acepta una discrepancia
maxima de 5 cm, por lo cual se eliminan los valores de 10,6 y 10,4 que estan
fuera de ese rango, en el largo se observa que existe un valor de 12,5 que esté
completamente fuera de rango, aqui se acepta una discrepancia maxima de 3
cm, por lo cual se desechan las que estan fuera de este rango, en la variable
edad, al no considerarse la discrepancia como error, se acepta la edad de 31
afios de un integrante del grupo, no se lo puede descartar ya que es parte del
curso, pese a que su edad atrae los valores hacia el lado positivo, lo mismo

pasa con las variables estatura de hombres y mujeres.

Frecuentemente se usa un valor més probable como representante de un
grupo de mediciones de una variable, este representa de buena manera al va-
lor verdadero que no se conoce, podria usarse cualquiera de los conocidos
como de tendencia central: media, mediana y moda. Este valor més probable
viene acompafiado del error més probable que corresponde a la mediana de

los errores.

El error medio aritmético corresponde a la media de los errores en valor
absolutos, él cual es usado como precision de una medida cuando el estimado
es la media.

El error medio cuadratico mas conocido como varianza corresponde a la
sumatoria de las diferencias entre el valor estimado y cada una de las medidas,
divido entre el nimero de las mismas, realmente al estar expresado en unida-
des cuadraticas no representa nada, por lo cual se utiliza la raiz cuadrada que

corresponde a la desviacion estandar.

Formula 1

?:l(Mp B Mf)z o — ?=1(M19 B Mf)z
n N n

e = Var =

En la Tabla No.2 se presenta los valores estimados y sus respectivos errores.
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Tabla 2
Datos de variables observadas
ESTATURA (m)
ANCHO (cm) | LARGO {cm) | EDAD | HOMBRE | MUIER

Media 10,514 14,808 24,00 1,74 1,58
Mediana 10,505 14,81 23,5 1,73 1,58
Moda 10,50 14,81 23
Error mas probable 0,014 0,002 15 0,045 0,05
Error medio 0,0148 0,0072 2,1 0,0425 0,042
aritmético
Error medio 0,000304 0,00575 0,0487 0,00237 0,00412
cuadratico
Desviacion 0,0174 0,0098 2,808 | 0,0487 0,0641

7.B. Clasificacion de los errores

En funcién de la magnitud del error, se los puede clasificar en:
* Groseros o equivocaciones

* Sistematicos o acumulables

e Aleatorio, accidentales o residuales

Errores Groseros: Corresponden a equivocaciones, no coordinan con el res-
to de las medidas o datos, una prueba estadistica ayuda a identificar el proble-
ma, sus causas principales son atribuidas al observador ya sea por descuido,
mala lectura, mal registro, etc. Una sola medicién no permite saber si se come-
tié esta equivocacion y en el caso que la medida sea imprescindible se debera
repetir la medida para sustituirla. Este es un error evitable y una vez detectado

se los elimina del grupo de datos.

Figura 4

Distribucion Normal

Area Aceptacign

l{/ \L e @
Area de rechazo Area de rechazo '
i N
/ N

E.h;or Grosero

- ] [* >
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Errores Sistematicos: Son aquellos causados por efectos conocidos, ori-
ginado en una causa constante (produce el mismo error en cada una de las
mediciones, ejemplo: flexémetro dilatado) o variable (produce distinto error
en cada una de las mediciones, ejemplo: error de refraccion depende de la
distancia entre la mira y el nivel), los errores sistematicos se repiten y son acu-
mulativos, pueden evitarse a través de técnicas o método de observacién, por
ejemplo: en nivelacion, al colocar las miras a distintas iguales; o se puede eli-
minar por modelo matematico, por ejemplo: las lecturas del gravimetro estan
influenciadas por la atraccién Luni-solar, se corrige por tablas determinadas
por un modelos matematicos establecidos. Estos errores son evitables, una vez

corregidos pueden entrar al grupo de datos.

Figura 5
Eliminacion del error sistemdtico en el nivel

Error Aleatorio: Conocido también como accidental, sus causan son fortui-
tas, ocasionadas por procesos externos y momenténeos, no se deben al pro-
ceso de medida, no se los puede vincular a una causa conocida, pese a todas
las circunstancias para realizar una buena observacién persisten un pequeno
error. Estos errores se los estima mediante el calculo de compensacién y una

vez determinados se puede obtener el verdadero valor de la medida.

Si se conoce el valor verdadero o patrén, se puede determinar el error acci-
dental verdadero, pero si no se conoce, se lo compara con el valor mas proba-

ble, por lo cual el error se lo conoce como residual (V).

Los errores residuales o simplemente residuos siguen una Distribucion
Normal o curva de Gauss, es decir son equiprobables y los més grandes, poco
frecuentes.
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Figura 6

Distribucion de los residuos y nivel de confianza
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2.1. Exactitud y precisidn

La exactitud tiene que ver con la aproximacién entre la medida realizada y
la medida verdadera, es la aproximacién absoluta de la cantidad medida con

su valor verdadero.

Mientras que la precision hace referencia a la dispersiéon de las medidas
realizadas, se lo puede expresar como el grado de consistencia entre un grupo

de mediciones.

Lo que se busca es que las mediciones sean exactas y precisas.

2.8. Error absoluto y relativo

El error Absoluto e tedricamente es la diferencia entre la verdad magnitud
y la medida realizada, siempre tiene unidad de medida, se lo puede determi-
nar si se conoce el valor real de la medida, por ejemplo: formato A6 es de 10,5
x 14,8 cm, la medicion 3 es de 10,5 x 14,79 cm por lo cual el error absoluto en
el ancho es de 0 cm y en el largo es de 0,01 cm. En la préctica, cuando no se co-
noce el valor verdadero se puede utilizar un valor estimado que es cercano al
verdadero. Por ejemplo, el valor estimado es el ancho medio es de 10,514 cm y
largo medio de 14,808 cm, por lo cual es error absoluto, en el ancho es de 0,014

cmy en el largo de 0,008 cm.

El error Relativo e, es el cociente entre el error absoluto y la verdadera

magnitud (Chapra y Canale, 2015), es adimensional y se lo multiplica por 100
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se puede expresar en porcentaje. Ejemplo el error relativo del ancho es (0,014
/ 10,514) *100 = 0,133 % y del largo es (0,008 / 14,808) *100 = 0,054 %. Por lo
tanto, se puede decir que el largo es mas exacto.

El error absoluto no expresa que tan grande o pequefio es el error con rela-

cion al valor verdadero, el error relativo expresa el porcentaje de error permi-

tiendo que sea mas facil cuantificarlo, incluso para comparar entre diferentes

variables.
Formula 2

Mr

eﬂ
. ér =

T Mr

Mm

e, = Mr—Mm

2.9. Medidas mas sensibles y dependencia entre variables

Se conoce como medida mas sensible a aquella variable cuyo error de me-
dicién causa una mayor variacién en una férmula o ecuacién, a esta variable
se deberia tener mayor cuidado cuando se realice la medicién, es decir, hay
que enfocarse en realizar la medida de mejor manera a fin de obtener el menor

error posible.

Figura 7
Variable mas sensible
10,5 cm 105+ 01 cm
[
(= o
| = wa
Formato |99 | Formato +
0 =
3 AB =
AE Real medido g

En el Figura 7. se observa, que el mismo error de 0,1 cm en el ancho (color
rojo) y en el largo (color azul), ocasionan un area de error diferente, claramente
se deduce que el error del ancho causa un mayor error en el area, por lo cual la

variable sensible en este ejemplo es el ancho.
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Figura 8

Variable mds sensible

Dr =Di Xcosv

Dr = (Di+ 0,1 em) X cos (v + 3°)

En la Figura 8 se observa analiticamente, que un error de 0,1 cm en la dis-
tancia inclinada Di (color azul), ocasiona un error mayor en la distancia redu-
cida, que un error de 3° en el dngulo de elevacion v (color rojo), esto se debe a
que a la medida del angulo se le aplicé la funcion coseno, la cual varia de 1 en
0° a 0 en 90°, por lo cual el error del angulo no produce gran variacion en la

férmula. De esta manera, se determina que la variable sensible es la distancia.

Para analizar la dependencia entre variables se deben analizar los errores
relativos de todas las variables que entran en la férmula o ecuacién, de esta

manera se podrd determinar cudl influye de menor o mayor manera.

En el ejemplo de la medicién de la hoja formato A6, la medicién ntiimero 8
es de 10,52 x 14,81 cm, si se compara con el valor medio estimado de 10,514 x
14,808 cm, se determina un error absoluto de 0,006 cm para ancho de 0,002 cm
para el largo y se les analiza en forma separada, pero si se desea determinar el
area y cual tiene mayor dependencia, el ancho o el largo, entonces se requiere
determinar el error relativo, realizando los calculo se obtiene que el ancho
aporta con el 0,05 % y el largo 0,02 %, al error del area, por lo cual, se puede
decir que en la medicién 8, el ancho aporta mas error, por lo cual tiene mayor

dependencia con el area.

3. Valor mas probable de una medida

Como se ha indicado en el Capitulo 2, pocas veces se conoce con antelaciéon
el valor verdadero, por lo cual es necesario utilizar un valor estimado conoci-
do también como mas probable, el cual es cercano al valor verdadero y puede
venir acompafiado con su precisién respectiva, dando el grado de confianza
de la medida.
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Conociendo que las mediciones, luego de eliminar los errores groseros y
sistemadticos, siguen una distribucién normal, lo mas prudente es considerar
como valor estimado alguno de los valores conocidos como medidas de ten-

dencia central.

3.. Medidas de tendencia central

Los datos se clasifican en funcién del namero de datos realizados, teniendo
asi la serie simple, en la cual se considera manejar hasta 30 o 50 mediciones
u observaciones, la serie con frecuencia y la serie con intervalos cuando el
namero de datos supera los 50 mediciones; la serie con frecuencia coloca las
variables y las veces que se repite la variable (frecuencia), mientras que la serie
con intervalos genera varios rangos de mediciones con un tamafio de clase que
puede ser constante o no, y cuantifica cudntas medidas estan en el intervalo

(frecuencia).

Las medidas de tendencia central son herramientas estadisticas fundamen-
tales que permiten resumir grandes conjuntos de datos en valores represen-
tativos, las principales son: media, mediana y moda. En funcién del tipo de
datos (serie simple, con frecuencia o con intervalo) se calculan segtn se indica

en la férmula No. 3.

La media representa el promedio de todas las mediciones, es la mas usada,
pero su debilidad es la sensibilidad a valores atipicos que pueden distorsionar
los resultados, la mediana es el valor que se ubica en el medio de las medicio-
nes una vez que estas se han ordenado, es importante por la resistencia a valo-
res extremos y la moda corresponde al dato que maés se repite de las medidas,

es mas usada en datos cualitativos.

Formula 3: Medidas de tendencia central

Media o promedio

Serie Simple: Serie con frecuencias f; Serie con intervalo

Xi—tamafio de claze
n n
ﬁ _ e=1Xi ﬁ _ E1'=i!5"::' f;
n
n Ky

EE:; x; fi

n

}-_'1:
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Mediana
Serie Simple: Serie con frecuencias f; Serie con intervalo
Xi=tamafic de clase
Se ordena los Pos Med = X[n+1]
73 m
datos, la =X f
mediana se ) =
ubica en |a Se busca en la frecuencia
mitad acumulada fa
Moda
Serie Simple: Serie con frecuencias f; Serie con intervalo

La o las medidas | La variable que tiene |a _ [ l
que mas se mayor frecuencia Moda = Limo) + Al + A2 xC
repiten

Lot Lim infer clase modal
Ay: (f modal — f antecede)
Ao: (f clase modal — f sigue)

En funcién del orden de ubicacion en la curva se puede analizar la simetria
o asimetria de los datos observados.

Figura 9
Simetria y asimetria

(| i B
Mtdlr'j l l":umga .'I..[ﬁ.il'il. 3_[1:,diir I ~ Media
Mediana Mediana Mediana
Meda
Asimédrica hacia Simétrica Asimétrica hacia
la izquierda la deracha

3.2. Teoria de minimos cuadrados

Es un criterio de decision para validar la mejor selecciéon de una medida de
tendencia central. La sumatoria de todos los desvios al cuadrado debe ser un
valor minimo, por lo cual el estimado que tenga el menor valor sera el mejor
estimado.
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Formula 4: Funciéon de minimos cuadrados

i

= (my — M)? + (my — M) +.....+(m, — M)? = Z(vjz — min

i=1

$

.y

Tabla 3
Criterio de minimos cuadrados
(A-ai)% | (MedA-Ai)* | (ModaA-Ai) 2
Medicidn 2 0,000196 0,000025 0,000000
Medicidn 3 0,000196 0,000025 0,000000
Medicion 4 0,000196 0,000025 0,000000
Medicidn 5 0,000196 0,000025 0,000000
Medicion 9 0,000196 0,000025 0,000000
Medicién 11 0,000016 0,000025 0,000100
Medicién 7 0,000036 0,000225 0,000400
Medicion 8 0,000036 0,000225 0,000400
Medicién 12 0,000676 0,001225 0,001600
Medicidn 10 0,001296 0,002025 0,002500
¥ (estimado - Aj) 2 | 0,000304 0,000385 0,005000

En la tabla 3 se presenta el célculo de los desvios al cuadrado correspon-
dientes a los datos del ancho de la medida de la hoja formato A6 usada en
ejemplos anteriores y su respectiva sumatoria, se concluye que la media es el

mejor estimado para este ejemplo.

Normalmente la media es la mejor representante de un conjunto de datos,

lo que se corrobora con el criterio utilizado.

La técnica matematica de minimos cuadrados determina la recta de regre-

sion lineal que mejor se ajusta a los residuos.

A cada punto (x, y,) delanube de puntos se intenta minimizar la diferencia
de distancias perpendiculares (lineas rojas) a la recta que mejor se acomoda a

los puntos.
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Figura 10
Regresion Lineal
Emy [mo-xm)
X
x N\ voym)
P
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Esta distancia perpendicular en la hipotenusa del triangulo rectangulo, cu-
yos catetos son las diferencias entre el valor estimado y la variable, para las

coordenadas (x, y,) de cada punto.

Foérmula 5: Ecuacion de la recta y distancia euclidiana

Yo = fx) =m(x) + b

z _ 2 2
D* = (xu —x:)" + (¥o: — i)
La suma de los cuadrados de los residuos debe ser minima, la funcién Phy
¢ que es minima se le conoce como Minimos Cuadrados. Para que esto se

cumpla la sumatoria de los componentes en X e Y deben ser minimos.

Formula 6: Minimos Cuadrados

> x=Ix

ﬁx = i{xci —x)* = [(xei — x:)%] = min
55;_; = i@ei — ) = [(ye: — »:)*] = min

i

3.3. Medidas de posicidn y variabilidad o dispersian

Estas estadisticas representan el grado en el que los datos de un conjunto se
dispersan (variabilidad) de un valor medio o promedio, ayudan a comprender

si los datos son homogéneos (juntos) o heterogéneos (dispersos).
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En este grupo de medidas se incluyen las medidas de posicién conocidos
como cuartiles (cuartiles, deciles, percentiles, etc.), las principales medidas de
dispersion son: rango, desviaciéon media, varianza, desviaciéon estandar y el
coeficiente de variacion.

Los cuartiles realizan la divisién de los datos en partes iguales, es decir cada
intervalo tiene la misma frecuencia. Primero se localiza la posicién de cada
cuantil y luego el valor que corresponde en los datos ordenados de menor a

mayor o viceversa, ya sea en la serie simple, con frecuencia o con intervalo.

Por ejemplo, si se va a calcular cuartiles Q, se va a dividir el total de los da-
tos en 4 partes iguales, la posicion de cada cuartil y el valor que corresponde

se determina con las siguientes férmulas:

Formula 7: Calculo de Cuartiles

@3 = Cuartil 3 n = datos fa = f acumulada
f =fdeclase Lgs) = Liminf clase C = tamaiio de clase

Pos ;= X[.?.x_n]
4

((3 i n) - f ﬂ(anmm})

Q3 = Ligz) + f xC

El rango es la medida estadistica més basica, indica la amplitud de la dis-
persion, si no se espera gran variacion, el rango facilita determinar los errores
groseros radpidamente o valores atipicos. Junto con las medidas de tendencia

central da un panorama completo de la dispersién de los datos.

También existen rangos modificatorios que eliminan valores extremos, con-
centrando un porcentaje determinado de los datos entre sus limites, de esta
forma se puede medir la dispersién con respecto a un porcentaje especifico, el
mas conocido es el rango intercuartil (IQR) mide la dispersiéon del 50% central
de datos, pero también se usa el 68% central, que corresponde a los limites en-
tre /i + J, el rango del 95% central ({1 £ 2 J) y el rango del 99% central (4 + 3 J).
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Formula 8: Rango y rangos modificatorios

Rango = R = Valor Mayor — Valor Menor
IQR = Q3 — @, (50% central)
Rango 80% central = Dg — Dy
Rango 68% central = Pgy — Py

Rango 95% central = Py75 — P g

Rango 99% central = Pggg — Pyg

Figura 11

Distribucion de datos y porcentajes de aceptacion y rechazo

02 03 04

00 01

La desviacion media indica la distancia promedio que hay entre cada dato
de un grupo de medidas y la media respectiva, su valor expresa qué tan exten-
didos estan los datos, una desviacion media alta significa una gran dispersion
de los datos. Expresa en términos précticos que tipico o atipico es un valor
especifico dentro del conjunto de datos.

La varianza representa la variabilidad con respecto a la media, a mayor
varianza mayor dispersion, al estar expresado en unidades al cuadrado no
se puede cuantificar directamente la dispersion, por lo cual, se aplica la raiz
cuadrada de la varianza, obteniendo la desviacion tipica o estandar, es la es-
tadistica descriptiva mas comun para expresar la variabilidad de un conjunto
de medidas.

Féormula 9: Varianza y desviacién media y estandar

_E?:I X — Ul . =1 vl

DM = n—1 - n—1
o TR Oa— P 3L, )
n—1 n—1

39



40

Calculo de compensacion

Zimg O — a)?

n—1

Dentro de las medidas de dispersion se encuentran las medidas de depen-
dencia lineal, las cuales miden la relaciéon lineal entre dos variables, las princi-

pales son la covarianza y el coeficiente de correlacion.

La covarianza indica direccién (negativa, cero, positiva) y la correlacion
magnifica la influencia de la una en la otra, ademaés de la direccién de la re-
lacién. La correlacién va entre -1> p > +1, la primera indica alta correlaciéon
negativa o inversa, es decir la una variable disminuye mientras la otra aumen-
ta, el valor de cero indica que no hay correlacion y el valor +1 que existe una
alta correlacién positiva o directa, es decir la una variable aumenta y la otra
también. Es atil cuando se quiere comparar la variabilidad entre diferentes

conjuntos de datos.

Formula 10: Covarianza y Coeficiente de correlacion

B 2 (g =) (v — ﬁy]'
Oey = n—1

Ty

o 0, Pxy = [—1,+1]

px.}r =

Si el rango p esté entre 0.00-0.25 se dice que existe una escasa correlacion,
de 0.25-0.50 poca correlacion, de 0.50-0.75 moderada correlaciéon y de 0.75-1.00
fuerte correlacion, mientras que los signos + o - indican si directa o inversa,

respectivamente.

4. Leyes de transmisidn o propagacidn

Las mediciones pueden realizarse sobre variables unidimensionales, como
por ejemplo la medicién del largo o ancho de un objeto, una vez que se reali-
zan varias mediciones se puede determinar el valor més probable o estimado,
que mejor representa la magnitud de la medida, acompafada de su respectiva

precision. Sin embargo, cuando se desea determinar una medida indirecta,
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esta depende de un modelo o funcién que involucra dos o mas variables me-
didas, por lo cual se habla de relacién multidimensional, por ejemplo, el area
es funcion de dos variables: largo y ancho, el volumen de tres: largo, ancho y
altura, la coordenadas N o E es funcién del angulo y la distancia, entonces, se
el problema radica en determinar, como se propaga la incertidumbre de cada
variable a la magnitud resultante o medida indirecta, esta serd afectada por un
error relacionado a los errores parciales de cada variable que interviene en la

féormula.

Figura 12
Medicion en funcion de medidas parciales

AB=A1+12+23+34+4B

Cada medida observada en el ejemplo anterior viene acompafiada de una
incertidumbre, que no necesariamente es igual entre cada medida, al obtener
la distancia total AB como la suma de estas partes, esta se ve afectada por un

error que es funcién de los errores parciales de cada medida.

4. Transmision de errores sistematicos

Errores sistematicos siempre son en el mismo sentido, por lo cual si no se
corrige son acumulables, estos errores deben corregirse o eliminarse por me-
dio de un modelo matematico o por método de medicién. Este apartado se
centrard en los errores sistematismos que se propagan por funcién o modelo.
Esta funcion con la que se obtiene el resultado final serd la misma que se aplica

para la transmision de los errores de cada medida.

En el siguiente ejemplo, se explicara como se propaga el error sistemético
en una cinta métrica de 25m, cuyo uso ha ocasionado el estiramiento de 5 cm,

al determinar la distancia AB se requiere realizar 5 cintadas.
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Ejercicio 2. Propagacion error sistematico
AB=A1+12+23+34+4B
AB=25+25+25+25+25=125
(AB+ g45) = (AL 4 £49) + (124 295) + (23 4 £3) + (344 £55) + (4B + £45)
(AB+ =£4g) = (25 + 0,05) + (25 + 0,05) + (25 + 0,05) + (25 + 0,05) = 125,25
Eap = Ea1 T €12 F 8oz + 534 + E4p

45 = 0,05 + 0,05 + 0,05 + 0,05 + 0,05 = 0,25

En forma general, dada una funcién f que depende de las observaciones
Xy Xpeen Xy que tiene errores sistematicos €y €y €y €y respectivamente, la
ley de transmision de estos errores es igual la misma funcién f de los errores

sistematicos.

Formula 11: Ley de propagacién de errores sistematicos

v = f(xi,xz,xg. e -In,}

Ey = f{ExLFExZJ L2 T E.J.".I:I.)

4.7. Transmisian de errores aleatorios

Los errores aleatorios son de magnitud pequefia, sus causas son desconoci-
das y siempre acompafan a las mediciones, su cuantificacion exacta es impo-
sible por lo cual son valores estimados que se asocian a un intervalo de error

de probabilidad de ocurrencia.

Para expresarlos se utiliza una zona de incertidumbre que puede estar a
izquierda o derecha de un valor estimado, por lo cual se utiliza el simbolo %,
por ejemplo, una medida de un dngulo de 27° 13" 48” + 7”7, quiere decir, que
puede existir un error méximo y minimo de + 7” respectivamente con el signo,
generando una zona de incertidumbre del 99% de aceptaciéon, marcando el

limite de indeterminacién de la medida.

Si se propaga los errores méximos y minimos de cada una de las variables, a
una medida indirecta que es funcién de las variables medidas, esta genera un

resultado final maximo y minimo, cuya diferencia o rango se divide entre 2,
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para obtener el error propagado de las variables independientes a la variable
dependiente, con el doble signo + a partir del valor estimado.

A continuacioén, se presentaran varios ejercicios de propagaciéon de errores
aleatorios utilizando el método indicado también conocido como “Anélisis de
variables”.

Ejercicio 3. Propagacion error aleatorio en funciones de sumas y restas

my; =300+ 25(g)

m, =120+ 1,5 (g) . m

my=my; +m, =420 + x(g)

m, =m; —m, = 180 + y(g)

m; max=1215g
my = 300 +2,5(g) <: m; min=1185g

m, = 120g + 1,5 (g) <: my max=302,5g
m; min=257,5g

mpmax = mymax + momax = 302,54+ 121,5 = 424 (g)
memin = mymin + mymin = 2975+ 118,5 = 416 (g)

Rango (mgy) = meymax —mpmin = 424 — 416 = 8(g)

Runga_ﬂ_+4
2 2 ¢

mr=my; +m, =420 + 4(g)
m,max = mymax — mymin = 302,5 — 118,5 = 184 (g)
mymin = mymin —mymax = 2975 - 121,5= 176 (g)
Rango (m,) = mypmax —m,min = 184 — 176 = 8 (g)

Ranga_ﬂ_+4
2 2 9

m, =my —my = 180 + 4(g)

Se puede observar en el ejemplo, que la propagacion del error en una fun-
cién que tenga suma o resta, es igual a la suma de los errores aleatorios de cada
variable.
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Formula 12: Propagacion error aleatorio en funciones de sumas y restas
Mp = My + Mo
g(m,) = e(my) + £(m;)
m, = my — Mz

g(m,) = £(my) + £(my)

Ejercicio 4. Propagacidn error aleatorio en funciones de producto

Anche (a) = 10,5 £ 0,1 (cm)

Formato Lﬂ]"gﬂ (E] =148+01 {r:m]
AB
medido

A=a=x1=10,5%14,8=1554 1z {cm2)
a max= 10,6 cm

a= 10,5+ 0,1 (cm) <: a min = 10.4 cm
I=148+0,1 (cm] 4| max= 14,9 cm

| min=14,7 cm

Amax = amax + I max = 10,6 = 149 = 157,94 cm?

Amin =amin+ Imin = 10,4 = 14,7 = 1552,88 cm?
Rango (4) = Amax — Amin = 157,94 — 152,88 = 5,06 cm?

Rango 5,06
=5

A=a#[1=1554%2,53 (cm2)

= +2,53(cm)?

Ejercicio 5. Propagacidn error aleatorio en funciones de cociente

Tiempot=7,3+0,105s

DistanciaD=84,52 0,15 m

Velocidad (v) = 2 = &5 (?) = 11,575 £ x (?)

t 7,3
D max= 84,65 m
D = 84,5 + 0,15 (m d
(m) di[:-rm’n:ga,,aﬁml

t=73 +0,10(s) <:t max=7,4s
tmin=7,2%
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V méx — (D méx) _ (84.65) _ 11757 (§)

t min 7.2
V min — D miny 84,35 11399 m
= (tméx)_( 7.4 )_ ! (s)

m
Rango (V) =V max —V min = 11,757 — 11,399 = 0,358 ?)

2 2 s

D m
Velocidad (V) = — = 11,575 £ 0,179 (—)
5

En los ejercicios 5 y 6, se observa que la propagacion del error aleatorio de
una funcién de producto y cocientes de variables se puede concluir que ni en
productos ni en cocientes la propagacién del error corresponde al producto o

cociente de los errores, respectivamente.

Férmula 13: Propagacion de Productos o Cocientes de variables
e(P) = e(a) * &(b)

£(C) ¢%

En este apartado, aplicando el método de Anélisis de funciones, el producto
maximo se obtiene con las variables maximas y de igual manera el produc-
to minimo con las variables minimas; en el cociente, el médximo se obtiene al
dividir el numerador méximo para el denominador minimo, en razén que al
dividir para un valor mas pequefio la fraccion se hace més grande, el cociente
minimo se obtiene al dividir el numerador més pequefio para el denominador
mas grande, en razén que al dividir para un valor mas grande la fraccién se

hace mas pequeiia.

Otro método para propagar el error, especificamente para un monomio, es
mediante la aplicacién del error absoluto y relativo, este método permite ob-
servar como aporta cada una de las variables del monomio con error relativo,

el procedimiento a seguir es el siguiente:
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Demostracion 1. Propagacion error aleatorio monomio

0
Ezk%tj‘:kﬂaﬂ—bc Monomio
K = cte.
A, B, C =variables
a, b = ctes.
InE = In[KA*B7EC)] Aplicar logaritmos

InE=Ink+amd—-—bInB+InC propiedades de log

dE | IdA+| b|d5+d£‘
R P N T Bt _
|E| |4] 1Bl " ICl Derivada del log
Ea(E:J _ |ﬂ_|£ﬂ(ﬂj + |b|£a(3j + ER(C] Diferencialzenbb.
|E| | Al |B| IC|

Er{E] = |ﬂ',|£,,.{}]] + |b|£r'{B] + EF{C] B pel = B ape / Valor Med

Se aplicara el método para los ejercicios 4 y 5 de producto y cociente, para el
ejercicio 3 no se puede aplicar, ya que, al aplicar logaritmos, la suma de térmi-

nos no es la suma de logaritmos cuando se aplica las propiedades.

Ejercicio 6. Método de error absoluto y relativo en producto

Ancho (a) = 10,5 £ 0,1 (cm)

Formato
AB
medido

Largo (I) = 14,8 + 0,1 (cm)

A=a+1=105*14,8=1554*z (cm?)
Ind=In(a=1)
Ind=Ina +lnb

dA _ da  db
|l 14al * |b]
ea(d) _24(@) | 2a(®)
| Al lal |b]
g(4d)  0lem  0lcm
1554 (em)?  105em  14,8cm
g(4d)  0lem  0lcm

1554 (em)?  105em  14,8cm
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£a(A4)
1554 (cm)?

£,(A4) = (0,0095 + 0,0067) * 155.4 (cm)?

= 0,0095 + 0,0067

£.(A) = 0,0162 * 155.4 (cm)?
£,(A) = 2,517 (cm)?
A=a+l=1554+2517 (cm2)

Ejercicio 7. Método de error absoluto y relativo en cociente

Distancia D =54,5x 0,15 m
Tiempot=7,3+0,10¢

A

Velocidad (V) = % - % (?) = 11,575 + x (?)

mV=Imn(D=(t)™)
ImV=InD +(—1)int

dV _ dD 1] dt
vl D] |t]
(V) _ (D) +£a(t]

V1 |D| |z

(V)  015m N 0,105
11,575m/s 845m 73s
=)
575 m/s = 0,0018 + 0,0137

£,(A) = 0,0155 % 11,575 (m)

5
e.(4) = 0,1794 (?)

D m
Velocidad (V) = = 11,575 +0,179 (—)
5

Como se indic6 anteriormente, este método permite observar como aporta
cada una de las variables del monomio con el error (error relativo), en el ejer-
cicio 6, se observa que el error relativo del ancho es ligeramente mayor que el
del largo, con lo cual se corrobora lo que se habia indicado antes, que el ancho
afecta mayormente en el drea, pero aqui se puede cuantificar cuanto mayor es

el aporte (1,4 veces), de igual manera en el ejercicio 7, se observa que el error
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relativo del tiempo es mayor 7.6 veces que el error de la distancia, por lo cual la

variable sensible es el tiempo que aporta o propaga el error de mayor manera.

Ejercicio 8. Propagacion en monomio

my; = 2500 £ 0,33 (Kg)

m; ® m, = 84,51+ 0,12 (Kg)

’_" - N m“

‘ G = 6,67+ 1071 (T )=cte
Ty *
e e
;r-.ﬁ
il M, MAXE Wy MAY _ —q11 (N m3%y 250033« 84.62 Kg?
Fpmax =G rEmin =6,67210 (:{gz ) 1,51%m?
F,méx = 6,198 = 107°N
s Wgming mgmin _ —q1 (N m?y 249967+ B4 38 Kg®
F;'m]ﬂ =G rimax =6,67+10 Kg® ) 1,552 m=2

F,min = 5.864 = 107°N

Rango (F,) = F;mix — Fymin = 3.34+ 107N

Rango 3.34+107'N
2 2
F,=6,028+10"°+ 1,67 « 107N

= +1,67*107°N

Método Error absoluto y relativo

Fp=Gmy+my* r—2

InF,=InG+Inm; +Inm; + (—2)Inr
dF, dmy; dm dr
8 _ -2 —
|Fg| lmy|  |mal |7l
sa(Fy) _ 2almy) | 2a(ma) , , 2a()
|F;,| lmy | |m;| |7
£a(Fy) 033Kg A 012Kg  002m
= L
6,028 + 106N ~ 2500Kg 845 Kg 1,53m
) 0,000132 + 0,00142 + 0,02614
6,028+ 107N ' '

£.(F,) = 0,02769 6,028 = 107N
£(F)=+167+107N

F,=6,028+10"°+ 1,67 « 107N
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Ejercicio 9. Propagacién en monomio

L = 0,60+ 0,01 (m)

g = 9,80665 + 0,00001 (Ll) = 9,81 :—;)

J1 = 3,14159 + 0,00001 = 3,1416
‘\\\: -::5’

Periode (T)=217] E

Tmix = 271 |22 = 243.1416 fg—‘; iT[r“; = 1.56679 s

g
i L min 0,59 m
Tmin=27 |—= 2x31416 = 1.54089 =
J g 9,81 (?]

Rango (T) = Tmax — Tmin = 0,02595s

Rango 0,0259 s
2 2

T'=15539+ 0,0129s

= +0.0129¢

Método Error absoluto y relativo

1/2
T=2N0= —)
1 1
mT=mIn2+InlJ] +(§)ITJL+(—E)IHQ
d dlL

C o+ 0+H +0
IT| 2| L]

£alT) _ 2a(L)
IT| LI

£(T) 001m
1,5539s 06m

£,(T) = 1,5539 » 0,01666 s

= 0,01666

£,(T)=+0,0259¢
T'=1,5539+% 0,0129s
En el ejercicio 8. y 9. en los monomios existen constantes, se presenta a G
que es la constante gravitacional como un ntimero multiplicado por 10", lue-

go tenemos a J] (namero irracional) y ¢ (gravedad promedio) que estdn como

constantes, pero vienen acompafiadas de la precision, por lo cual si se quisiera
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ser muy exacto y preciso se deberia considerar como otra variable, el resultado

no tendrd gran cambio, por la precision alta que se utiliza en estos valores.

En el siguiente ejercicio se tratara la propagacion de errores aleatorios apli-

cando el método de errores absolutos y relativos en una suma.

Ejercicio 10. Propagacion en monomio con suma interna
Di = 15.841 + 0,025 (m)
Dr = 1.714 £+ 0,002 (m)

Dh = +/(Di% — Dv?)

Dh = 15748+ x (m)

Dh = (Di? — Dv?)1/?

1
InDh = (i) In(Di? — Dv?)

dDh _ ‘1‘-:1(1352—91:2}
|DR| |21 |(Di% — Dv?)|

£a(Dh) _ (1 )EH{DEZ — Dv?)
2

| Dh| 2 ) |Di2 — Dv?]

£,(Di? — Dv?) = £,(Di?) + £,(Dv?)

(Di?) = 2 £,(Di) = 2 (—D'GESm } 0,00316
=1 = = & =
Erit Erit 15841m/) "
£,(Di?
&.(Di*) = “giz ) £.(Di%) = Di% * £,.(Di%)
e, (Di?) = (15.841)2 = (0,00316) = 0,792 m?
(Dv?) = 2 &,.(Dv) =2 (n,nnz m) 0,00233
= = = W =
Erlov ErlEv 1714m/)
£.(Dv?) ) .
g.(Dv?) = ~Do? £,(Dv?) = Dv? * £,.(Dv?)

£.(Dv?) = (1.714)? # (0,00233) = 0,007 m?
£.(Di% — Dv?) = £,(Di?) + £,(Dv?) = 0,792 + 0,007 (m?) = 0,799 (m?)

e(Dh)  y1\ 0,799 (m?)
— = (— ]—2 =0,0016
15,748m  \2 /247,999 (m?)
g,(Dh) = 15,748 « 0,0016 m

£4(Dh) = £0,0254m

Dh = 15,7480 % 0,0254m
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Finalmente, se presentara el método de las derivadas, utilizando la serie de
Taylor truncada con dos términos (se expondra en el siguiente capitulo), se lle-
ga a obtener la férmula general para la propagacién de errores aleatorios para
cualquier expresion, si esta tiene solo una variable el resultado sera la deriva-
da de la funcién con respecto a esa variable por el error de la misma, y si tiene
n variables el resultado sera la suma de las derivadas parciales con respecto a
cada variable por el error respectivo.

Demostracion 2. Propagacion error aleatorio por derivadas
flx+Ax) & f(x) + f{x)Ax Taylor para una variable
flx+Ax) — fx) ® f(x)Ax

fle+82) = f(x) = 2a(f ()
Ax = £4(x) Si Ax es pequefio

ga(F(X)) = 1f ()| ea(x) Para una sola variable x

d d )
flx+Ax, v+ Ay, ..) ¥ f(x,v,...) +iﬂx+d_£ﬂ}r + ...  Taylor nvariables

Yy
ar Ay + -

f{x+ﬁx.|}?+ﬂ}|" "']_f{x.l}:'.l ] d}’

ga(¥) + - Para n variables

Ea(f{?{; Foon }} =

f ‘df
—_— + .
|a‘x £a(x) dy
Se puede aplicar este método para la suma y resta de variables, asi como

para un monomio, corroborando lo que se habia indicado anteriormente.

Demostracion 3. Propagacion error aleatorio por derivadas para suma y
monomio

E=(ath) Suma o resta de variables

d(a + b)

glath) = b

d(a £ b)
‘d— £a(b)

go(a) + ‘

gala £ b) = |1leg(a) + |x1le,(b) = g4(a) + £4(b)

2]
E=k — =kA" B~b Monomio con variables

ca(k A B7Y) = (4) + ‘Msa{ﬁ)

d(k A“ "-'}
dB
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gq(k A% B™?) = |akA°"1B?| g,(4) + |-bkATB~27Y| £,(B)

£ (;,:an } _ |EG{A} + |—b] £a(B) pivide ¢/miembro para el monomio
|kA=B~Y| B

& (kA®B) = |ale,(A) + |—ble,(B) Para n variables

Cuando se tiene una sola variable a la cual se le aplica una funcién, por
ejemplo: trigonométrica, exponencial, cuadrética, etc., la propagaciéon del
error depende en gran manera de la funcién aplicada, ademds en que parte
de la funcién (grafica) se esta evaluando la variable, esto podria cambiar si es

funcién ascendente o descendente.

Ejercicio 11. Propagacion en monomio con funciones especiales

g=30+1° & es variable independiente
t = send t es variable dependiente

Eﬂ{:t} = |t'{g} *Eﬂﬁl = |{5€HE}’ * E.‘algll

£.(t) = |cosd = £,6|

17 % w {rad
g, (t) = |ms— # = 0,015 rad

5|* 180°

t = 0,500 + 0,015 (rad)

Método de analisis de variables
t mix = sen fmax = sen 31°=0,515 SenoOa g funcidn creciente
t min = sen 8min = sen 29° = 0,485

Rango (0,515 —0,485)rad

5 = 5 = +0.015 rad

Como se puede observar en el ejercicio 11, depende en qué parte de la fun-
cion se estd evaluando el ejercicio, de 0 a 11/2 es una funcién creciente, por lo
tanto, al aplicar el método de andlisis de variables, se evaltia maximo menos
minimo, ya que 0 es 30°, pero si estuviera dem/2 an la funcién es decreciente,
por lo cual, se evaluaria minimo - méximo. Por lo tanto, es importante analizar

la funcién, asi como la parte de la funciéon donde se evalta.
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Figura 13

Grifica de las funciones seno, coseno y tangente (x)

— —
o5 |\ ”; ’
_ﬂi t-.. V4 H x
g, -.ln:-'.J o 1|.-'J [ F..-'.J o hi.-r .:u

1 "‘

0.5

g X
0.5

=1

2n -¥mf2 -m o-mf2 0 w2 w ImfE Em
350 270 -1E0% <50 90 18 270" FEO

15 : 3
[ ' Fr-
1 T |
oS
(W]
] b P X
0.5 Y | i fr—f
i ' 4 & v
2w -3nf2 -m o -mf2 0 wfE o w Infg 2m
B0 270 -180% <90 80* 180" 270~ 360

Ejercicio 12. Propagacion en monomio con funciones especiales

a=300x0,1cm

f.?f-f"" 8 =30+1°
0 . . a b a
cosv = b " cos®
db db
2a(®) = | 3] 2al@) + [ 55] 2e®)
1 —(—senf) *a
ea®) = || *eal@ + I | (®

3
£,(b) = 11547 «0,1cm + 20 = Tag M= 0,4645 cm

b = 34,6410 £+ 0,4645 cm

Método de analisis de variables

a max _301cm

bmax = = 35,1157 cm

cos® max cos31°®
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, a min 299¢cm
bmin = — = = 34,1863 cm
cos8 min  cos29°
Range (35,1157 —35,1863)cm
= = + 04646 cm

2 2

Ejercicio Propuesto 1.

Dadas las coordenadas E y N de dos puntos: PA (2250,151 + 0,035 m E;
1222,354 + 0,023 m N) y PB (3184,612 + 0,041 m E; 2956,743 + 0,037 m N), en-
contrar la Distancia DAB y el Azimut ZAB, aplicar el método de anélisis de

variables y derivadas.

Dyg = \"II{EA - EB)Z - (NA - NE)E

(Eg — Ea)

tani,p =
all Lap NB—N}‘

Ejercicio Propuesto 2.

Se realizé una medicién con teodolito, desde el punto PA al punto PB,
se leyeron los hilos estadimétricos sobre una mira con los siguientes datos:
Hs=1,739 + 0,001 m, Hi=1,360 + 0,001 m, y un angulo cenital de Z=71° 58" 16"

+3,1”. Calcular la distancia horizontal y vertical (desnivel) entre P, y P,.

Dy, = (Hs — Hi) = 100 = sen’Z = senf

D, = (Hs — Hi) * 100 * senZ * cosZ

4 3. Transmisian de valores mas probables

Cuando no se dispone del valor verdadero de la medida u observacion,
se utiliza como se ha indicado anteriormente, el valor mas probable, el cual
puede ser una de las medidas de tendencia central que pese a no ser el valor

verdadero es muy cercano al mismo.

Primero se determina la funcién que relaciona a la variable dependiente con
la o las variables independientes es decir Y=f(x1, x2, ...), al usar el valor mas
probable de las variables independientes se obtendra el valor mas probable de

la variable dependiente.
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Ejercicio 13. Transmision de medias

! Dr = f(Di,Z) = Di = sen Z

44 Transmisian de Varianzas

La varianza es la variabilidad con respecto a la media, corresponde al cua-
drado de la desviacion tipica o estdndar, una vez propagado el error de las
variables independientes a las dependientes, habra que elevar al cuadrado, el
valor del error obtenido o desviacién determinada para obtener la transmision

de varianzas.

Ejercicio 14. Transmision de Varianzas
Dr = f(Di,Z) = Di + sen Z = up; * sen piz

dFDr
dpz

d“ﬂr
dpip;

£, (Dr) = | £.(2)

£, (DD) + ‘

£.(Dr) = sen pz # g,(Di) + up; * Cos uz + £,(2)
Desviacionp,; = Op, = Sen iz * 0p; + lip; * C05 pz * oz

Varianzagp,, = ahp = (5en ug * ap; + Up; * Cos ug * gz)°

‘-‘FE:R = (senyv}zrrgi- + 2(sen uz * op;)(ip; * Cos pz * oz) + (Upgsen Fv}széz

Despreciando el doble producto por valores pequetios, queda:

2 2 2
o5 = (sen uy)?op; + (Upgsen puy)*oz
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2. Ley de Varianza Covarianza

La covarianza y el coeficiente de correlacién son medidas de dependencia
lineal, sus valores indican la relacion entre dos variables, en calculo de com-
pensacion se analiza los errores de las variables en pares, de esta manera, se
puede cuantificar la relacion entre los errores del par de variables analizadas.
La varianza es un caso particular de la covarianza, cuando se analiza consigo

misma.
0.. Curvas de regresidn

Al graficar la nube de puntos de errores correspondientes a 2 variables, se
observa la dispersion de los puntos, al analizar la tendencia de dependencia,
es decir, se busca una funcién determinada que se adapte a la mayoria de los

puntos, a la cual se le conoce como curva de regresion.

En el caso de la propagacion de errores, interesa inicamente la dependencia

lineal.
Figura 14
Principales curvas de regresion
? [} . J f'zﬂ o d ‘lc-
LA . " )//f ..;l
. . . 'y
= " ".'I -"rr o
II.I‘ . "’.l .
| x x
¥ ¥ i
i ! 4
Y ¥ o
[ K e . T
",_: d i i & au-‘I :f
‘¢ F .‘:a x i' o
i R o

0.2. Regresian Lineal y Coeficiente de Correlacidn

Se ajustan a la funcion lineal Y=mX + b, que corresponde a la ecuacién de

la recta, m representa la pendiente de la recta se refiere a la inclinacién de la
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misma, pudiendo ser positiva conocida también como directa, si la recta es a
la derecha, o negativa (inversa) si la inclinacién es a la izquierda, la inclinacién
también indica el grado de dependencia de las dos variables; b representa la
ordenada en el origen, es decir, el punto de corte con el eje Y, si este es positivo
cortard del 0 hacia arriba, y si es negativo, del 0 hacia abajo. En el caso de que
los puntos estén dispersos y no exista una recta que mejor se ajuste, se dice que

no hay relacion entre los errores de X y los de Y.

Figura 15
Regresion Lineal
&
Y - 1
- L
-
™
L] : ." L] - "
i L ™ e "%
* N * -
Directa Inversa Sin relacion

El coeficiente de correlaciéon magnifica la influencia de la una variable con
la otra, ademas de dar la direccién de la relacién. Se lo representa con la letra
griega p (Ro) se determina con la siguiente férmula, el rango de variacién esta
entre: -1> p > +1, -1 expresa una alta correlacién negativa o inversa, es decir,
la una variable disminuye el error, mientras la otra aumenta, el valor de cero
indica que no hay correlacion entre los errores, es decir, un error de la una
variable no influye de ninguna manera en la otra, el valor +1 representa una
alta correlacion positiva o directa, es decir la una variable aumenta el error y
la otra también. El valor puede expresarse en porcentaje multiplicindolo por
100, expresando de mejor manera como se propaga o trasmite el error de la

una variable hacia la otra:

Formula 14. Coeficiente de Correlacion

Tpr
Py = J:Jy g, = Desviacion,, o, = Desviacion,,
_ E?:t (x!- - ﬁx'} Dr[. - ﬂy}

Oy = 1 = Covarianzag,,,
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0.3. Linealizacian mediante Serie de Taylor

La serie de Taylor es una forma matemética de aproximar una funcién com-
pleja como producto de un polinomio de términos infinitos, es una forma de
aproximar una funcién alrededor de un punto especifico Xo, que puede ser
un valor conocido o estimado de la funcién, las derivadas son evaluadas para
ese valor cercano al verdadero, mientras mas préximo esté, el resultado de la
funcién serd mejor, ademas de considerar los términos necesarios en base a la
precision deseada en la evaluacién de la funcién. En el caso de que la funcion

tenga mds de una variable se utilizara las derivadas parciales.

Formula 15. Serie de Taylor

f(Xu]+f'(xn]'{x—xn]'+f"{k'u}{x—xn}2 o

y=f==g 11 21

Taylor por su definicién, se lo utiliza para la linealizacién de funciones, el
primero (valor de la funcién) y segundo término (pendiente), corresponden a
la recta que mejor se ajusta en un punto de la funcién en el punto de evalua-
cién o punto cercano al verdadero x, formandose un triangulo rectangulo,
cuyo cateto opuesto al dngulo © es una variacién de funcién o Af, cuando el
punto de la funcién esté muy cercano al de evaluacién, delta de funcion Af se
convertira en diferencial de funcién &f; el otro cateto, adyacente al d&ngulo ©
e la diferencia entre un punto de la funcién y el punto de evaluacién, cuando
el punto de evaluacién (valor estimado) tienda al punto de la funcién (valor
verdadero) la linealizacion va a ser mejor. Se puedo observar que el tridngulo
pequeiio cuando Xo tiende a X, la hipotenusa coincide con la tangente a la

funcién, lo que no pasa en el tridngulo grande.

Cada término afade més informacion sobre la funcién, por ejemplo, si se
considera el tercer término, aparece la curvatura, cada término va afiadiendo
detalles cada vez mas finos del comportamiento de la funcién, de esta forma el
polinomio se parece cada vez mas a la funcion original. Cerca del punto donde
se aplica la serie, el polinomio se parece a la funcion real. Para el estudio de
errores solo se utilizara la linealizacién, por lo cual se requiere solo dos térmi-

nos de la Serie de Taylor.
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Figura 16
Serie de Taylor
Y=f{x), ;
.-"III.II
f(x) fmmmmmmmmmmmee /
""""""" R
o e iﬂf = f(x) — f(x0)
(- Xp), |
I}:o—r}:o I }I: j.;

Del Figura 16. se puede deducir la expresiéon de la tangente del 6, misma
que corresponde a la pendiente m de la recta y es la derivada de la funcién

evaluada en el punto Xo. De aqui se deduce dos términos de la Serie de Taylor.

Férmula 16. Desarrollo de la Serie de Taylor por grafico

FIX) — f(Xo)
X—X,

fX) = f(Xo) + f(x0) (x — x0)

= f'(X,) Despejando f(X)

Cada término de la serie aporta en la precision de la funcién, el primero
es el que mas aporta, el segundo va aportando en los decimales y asi sucesi-
vamente, por esta razon se puede truncar la serie con dos, tres, cuatro o mas

términos, dependiendo de la precisiéon deseada y el tipo de funcién.

En una funcién, va a existir zonas en las cuales la tangente a la funcién coin-
cida con la hipotenusa del triangulo, incluso cuando Xo no esté muy cercano
al valor de X, otras partes en las cuales la funcién se encuentra en punto de in-
flexién, cambiando de creciente a decreciente, o viceversa, en estos puntos Xo
deberé estar muy cercano a X para que coincida la tangente en X a la funcién

con la hipotenusa del tridngulo formado.

Si se toma como ejemplo la funcién trigonométrica Y= sen (X), tomando el
punto para linealizar en 35° y considerando un Xo de 30° como valor estimado,

cercano al punto de 35°, se puede aplicar la serie de Taylor para determinar el
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valor del seno de 35° considerando uno, dos, tres, cuatro y cinco términos de
la serie, de esta forma se puede evaluar la precisién alcanzada comparandolo

con el valor obtenido del Seno (35°) con la calculadora.

Considerando que en esta parte de la funcién seno esta es creciente desde
-I1/2 hasta I[1/2 , ademas aproximadamente desde -40° hasta 40° la grafica es
recta, lo que permitiria considerar al valor de 30° como cercano hasta 40°, es
decir por el tipo de funcién y la grafica en esta parte se podria calcular el va-
lor del Seno(40°) con el valor de 30° como valor cercano, esto no pasaria si se
evaltia en otra parte de la funcién por ejemplo I1/2 en la cual hay cambio de
curvatura o es punto de inflexion, por lo cual al linealizar en esta parte el valor

estimado debera estar muy cercano al valor de evaluacion.

Figura 17
Grifico de la funcion Seno

Ejercicio 15. Serie de Taylor para calculo de funcién Seno

FGxo) | F o) —30) | ) —1)?
ﬂ[u * ; 1! e } 2! —

y=fx) =

v =senx x =35 xp;=35°
(x — xp) = (35° — 30°) = 5° = 0.00884194 rad
(—sen 309)(0.008)2  (—cos30°)(0.008)

2! 3!
sen35°® = 0,5+ 0,075574974 — 0,00190359 — 0,0000959227 + 0,0000012083

sin 35° = sen 30° + cos 30° (0.008) +

sen 35° = 0,5735764364 Valor con calculadora

Sen 35° Precision
1 términos 0,5 0,0735
2 términos 0,575574 0,001998
3 términos 0,573671 0,000095
4 términos 0,573575 0,0000012
5 términos 0,573576 0,0000001
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Ejercicio Propuesto 3.

Aplicar la serie de Taylor para determinar el valor de Cos (35°) utilizar como
valor estimado 30°, desarrollar hasta el quinto término y compara con el valor
obtenido por calculadora. Ademas, encontrar los valores méximo y minimo

que se puede determinar la funcién Coseno a partir de 30°.

9.4 Matriz de Varianza Covarianza

Si se considera una funcion Y con una variable aleatoria bidimensional, es
decir existe un valor mas probable o esperado para cada una de las variables,
los valores mas esperados de las variables son Ux1=E{x1} y Ux2=E{x2}, respec-

tivamente. Se tendria dos varianzas y una covarianza, de la siguiente manera:

Férmula 17. Varianza y Covarianza de la variable bidimensional

glx1 = E{(x1 —Ux1)?} o?x2 =E{(x2—-Ux2)?}
ox1X; = E{(xy — Uxy)(xz — Uxy)}

Si se considera a una funcién con una variable multidimensional o n dimen-
sional, cada una con sus respectivos valores esperados Uxi, se tendré las si-
guientes formulas para la varianza de cada variable i y covarianza que expresa

la correlacion que existe entre los pares de sus componentes, es decir entreiy j:

Foérmula 18. Varianza y Covarianza de la variable multidimensional
alxi = E{(xi — Uxi)?}

ox;x; = E{(x; — Ux;)(x; — Ux;)}

La letra griega Sigma Mayuscula X representa en célculo de compensacion
la Matriz de Varianza Covarianza, por lo que, para que no exista confusion
con la sumatoria, también representado por este simbolo, se utilizara los pa-
réntesis para indicar sumatoria.
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Formula 19. Sigma Maytscula para Matriz Varianza Covarianza

i

Zx!-= [x] MFC=ZE

=l

La Matriz de Varianza Covarianza, es un arreglo matricial en la cual, los
elementos de la diagonal contienen a las varianzas y las otras posiciones las

covarianzas, siempre es matriz cuadrada y simétrica.

Formula 20. Matriz Varianza Covarianza

— Covarianzas

OXpXz OXpXz

— Varianzas

El Modelo Matematico Matricial que generar la matriz varianza covarianza
es:

Formula 21. Desarrollo de la Matriz Varianza Covarianza

Z X = E{(X — Ux)(X — Ux)T}

x1 Uxl x1—Uxl
x2 Ux2 x2— Ux2
x3 Ux3 x3—Ux3
X= Ux = (X —Ux)=
X7 Uxn: xn — Uxn
(X —Ux)T =[(x1—Ux1) (x2—-Ux2) .... (xn—Uxn)]
(k1 — Uxli(x] — Ux1) (x] — UxQ0(x2 —Ux2) (x1 - Ux1)x3 -Ux3) . . (a2l - Uxl¥xn— Uxnd
(k2 — Ux23(x] — Ux1) (22 — Ux20(x2 - Ux2) (x2 - Ux22(x3 -Ux3) . . (22— Ux2¥xn— Uxn)
Z = | (&3 — U3zl - Ux1) (x3 - Ux30x2-UxD) (x3-Ux3x3-Ux3) . . {23 -Ux3¥xrn— Uxn)
(xm — [.I'xn:ll[x.'l —Ux1) {xm- ti'xn)l[xz — Ux2) {xm - ti'xn)l[.rﬂ — Ux3) (xn — [.l'xn).[xn — Wxm)

Las covarianzas expresan la relaciéon entre cada par de variables, mas no
cuantifica esta dependencia, por lo cual se aplica el coeficiente de correlaciéon
para determinar el valor, en la diagonal, al ser la relacién consigo mismo el va-

lor del coeficiente es 1, estos valores se colocan en la Matriz de Correlacién R:
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Formula 22. Matriz de Correlacion

OX;X; 1
XX, = ————— paix; =
Y ox; v ox; o
1 piz P13 - - Pin
P21 1 paz - - Pon
R=|Pa1 Paz 1 T p?" rango (—1 = px;x; = 1)
Prni Pnz Pz . . 1

0.0. Ley de propagacian de Varianza Covarianza

Si se considera una funcién lineal Y m dimensional, relacionados con una
variable aleatoria n dimensional, al ser funciones lineales se relaciona a la
ecuacion de la recta de la forma pendiente y corte con el eje Y, estas funcio-
nes se puedes expresar por un modelo matricial, en el cual cada uno de sus
elementos son matrices de dimensiones adecuadas de tal forma que permiten

realizar las operaciones planteadas.

Formula 23. Modelo Matricial Lineal

Vg = 2x] + x5+ 3xg + -+ 31, + 2
Vo =Xx; — 2% +az+--+x,+1

Vg =3x; +x;+ 43 +--—5x, — 3

Ven =X — 33Xz — 233+ +2x,+7

¥F=X+0C

mel menn+l m+1
Vi 2 01 3 e 3%, 2
¥a 1 =2 1 = e 1 Xa 1
Yal |3 1 4 - o —5|,[¥3| |3
¥n 1 =3 =2 . .. 32 X, 7

63



64

Calculo de compensacion

Aplicando la matriz varianza covarianza para una funcién Y, propagando
el error con la esperanza matemaética, expresada como el valor mas esperado

del modelo matricial, reemplazando el modelo matricial lineal, se tiene:

Demostracion 4. Ley de Varianza Covarianza
Uy = E{Y} = E{(GX + C)} = GE{X}+ E{C} =G Ux + C
> ¥ =E{(Y - Uy)(Y - Uy)T)
Sustituyendo ¥ y Uy en esta ecuacion se tiene
ZY=E{{GX+E—EUx—C}{GX+C—GUx—C}T}
D ¥ =E(6X~GUx)(G X~ G Ux)T)
lepiiedad matrices (A+B)T = BT+ AT

Z}’ = E{G(X— Ux)(6 (X - lUx)}T}

ZY — E{G(X — Ux)(X — Ux)T GT}
Z‘r — GE{(X — Ux)(X — Ux)T}GT

Zr: E{(X — Ux)(X — Ux)T}

Z‘F=E*ZH * GT

En la demostracion anterior se partié de un modelo lineal, si se generaliza
el modelo para funciones no lineales Y=f (X), se realiza la linealizacién apli-
cando Series de Taylor, al tratarse de funciones m dimensionales relacionadas
a la variable n dimensional, se tiene las derivadas parciales de cada una de las
m funciones con respecto a las n variables, cada una de estas evaluada para el
valor mas probable, formédndose un arreglo de derivadas parciales denomina-
do Jacobiano. Las filas de esta matriz estan dadas por el nimero de funciones

y las columnas por el niimero de variables, por lo tanto, su dimensién es mxn.
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Formula 24. Matriz de derivadas parciales, Jacobiano

aF, 8F, aF aF,
ax, 08X, aX, 9K,

8F, 8F, aF, aF,

F ax, 08X, 8X, 9K,

Jman :ﬁ = |dF; dF; dF; aF;

po1]

9X, 09X, X3 - 0X,

8F, oF, @F, -- 0F,

ax, aXx, aX, ax,

En el modelo matricial de la ley de varianza covarianza, se reemplaza G que
correspondia a los coeficientes de las ecuaciones lineales, por ] que es el Jaco-
biano aplicado para cualquier modelo matricial, como se puede observar si
se deriva las ecuaciones lineales de la férmula 22 con respecto a las variables,
corresponde a los coeficientes de las variables. Por lo tanto, la Ley de varianza

covarianza queda expresada por:

Féormula 25. Ley de Varianza Covarianza

ZY=}*ZX*F

Este modelo matricial determinado para la Ley de Varianza Covarianza,
permite propagar los errores de las variables independientes a las variables
dependientes, con la diferencia con los métodos anteriores vistos en el Ca-
pitulo 4, que al ser matriz de Varianza Covarianza, a mas de las varianzas
que se encuentran en la diagonal mismas que permitiran sacar la desviacién,
al obtener su raiz cuadrada, se dispone de las covarianzas que representa la
relacion de errores entre las diferentes variables de la matriz. Al calcular el co-
eficiente de correlaciéon se puede determinar el porcentaje de transferencia de
los errores entre variables, asi como la dependencia directa o inversa. Ademas,
a diferencia de los métodos vistos anteriormente, se puede aplicar en una sola

matriz varias funciones, al ser m dimensional.

En los siguientes ejercicios se aplicard la Ley de Varianza Covarianza para
la propagacioén de errores aleatorios. Los pasos para aplicar el modelo matri-

cial son:
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1. Personalizar la Ley de Varianza Covarianza con los variables depen-

dientes en vez de Y, las independientes X

2. Plantear la Matriz Varianza covarianza de las Variables independientes
X, es necesario conocer las covarianzas o relacién que existe entre las

mismas
3. Determinar el Jacobiano
4. Aplicar el modelo matricial de la Ley de Varianza Covarianza

Determinar el error en el Area, a partir del largo 1=9.6985 + 0.00907 m y an-
cho a=7.041 £ 0.0287 m

Ejercicio 16. Ley Varianza Covarianza con una funcién

A=l=a |
a A
TY =+ EX +JT
ZA=]+Z(la)+]" !

2
Tha=|"

_ |ﬂ.ﬂﬂ0082mz 0
0 0.000823m?

T
2
Cal Oa

Ty, = 05 = 0 no existe relacion entre errores del largo v ancho.

04 94
S = |— — =|7.041m 9.6985ml|
Al Bl g0z,
_ 0.000082m? 0 7.041m
Z4 =17.041m  9.6985m|+ |77, 0.000823m2|* |o.6985m

TA = g; = 0.08155 m*
gy = +0.2856 m?
A = 68.2871 4 0.2856 m?
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Ejercicio 17. Ley Varianza Covarianza con 2 funciones

Determinar el error en el Area y Volumen, a partir del largo 1=9.6985 +
0.00907 m, ancho a=7.041 + 0.0287 y altura h=3.517 + 0.041 m

A=l=a N | S
V=I1l=a+h al
AV =]+l ah)=]T

0.000082m?> 0 0
I(l,a,h) = 0 0.000823m?> 0
0 0 0.001681m?

Covarianzas = 0 no existe relacion entre errores del large, anche vy altura.

dd a4 a4
Joa = g da oh )& Lo |0 osoEs 0
ary av ah [h la 2476 34.1096 68.287
E E E aoloha
0.000082m?> 0 0 7.01 2476
AV = 2‘1‘_% gfﬂ?ga: 68203? * 0 0.000823m* 0 | =969 3411
' ) 0 0 0.001681m? 0 6829

0.0815 0.2868
0.2868 B.8475

TA,V = |
gi = 0.0815m* g, = £0.2856 m?
o = 8.8475 m® gy = £2.9745 m?

Ty = Oyg = 0.2868 m®

Tav 0.2868 m®

- - = 0.33 = 33.76 ¢
Pav = G e oy 0.2856 mZ % 2.9745 m® %

El error del Volumen se propaga al Area en un 33.76 % o viceversa

A =68.2871 £ 0.2856 m? V = 240.1659 + 2.9745 m?®

Ejercicio 18. Ley Varianza Covarianza con varias funciones

Se ha medido el radio de una esfera r=17.2 cm con una desviaciéon de
or=+0.20cm, encontrar a) Varianza del volumen de la esfera b) Varianza del
area de la esfera c) Varianza del 4rea del circulo maximo y d) Varianza del

perimetro del circulo maximo.

4

V=§?r1r'3 r
A=4nr?

s=mr?

p=2mr
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IV Asp=]+Zr«]7

Ir=1(0.2m)*| = |0.04 m?|

4yt 1183.367
= Brr — 137.6m
2mr 344n
2w 2T

552832.42 64282.84 1607071 0934.34

54282.84 747475 186869 16070.71
16070.71  1868.69 457.17 27.16
03434 16070.71 2416 1.579

Ip. s AV =

¥ =2131444114 7435270 cm?
A = 3717.635 + 86,4566 cm”
5=02040 4 21.6141 em

p=108.07 + 1.256% cm

Ejercicio 19. Ley Varianza Covarianza con covarianzas igual a cero

En el siguiente tridngulo fueron medidos los lados angulos A, B, C y los

lados a y b, calcular el Area del triangulo y el lado ¢, con sus respectivas pre-

cisiones.
A =78°15"12"+ 5" B
B =39°12'27" + 3"
C=62°32"21" + 5.8309" = a
a=87.251+002m
b=5633+0.03m A o

El Area es funcién de dos lados y el angulo comprendido

ﬁl=%abm5€n£

FA=]+Ea,b,C«]JT

0.0004m? 0 0
Ta, b, C = 0 0.0009m? 0
0 0 0,00000002717rad?

Si son medidas independientes la covarianza es igual a 0. Para determinar
la varianza de las variables, cuando tienen medidas de diferente unidad, como

este caso m y grados, las unidades angulares deben pasarse a radianes.
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I=

1 1 1
E*bt.ﬁ'anﬁ' E*u*SEnC itub*ﬁ'u-sf.'

J=1249915m 38.7096m 1133.2090m°l

00004 0 0 249915
TA=[2499 38709 1133.209|= 0 0.0009 "] * | 38,7098 |
0 o 0,000000000799 1133.209

TA = gf = 1.59944 m*
g, = +1.2646 m?

A =2180.5122 + 1.2646 m?

Para calcular el lado c se puede realizar por la ley de cosenos, por lo tanto,

el lado c es funcién dea de by de C.

c=flabC)

¢ =+/(a? + b2 — 2ab * Cos C)

Tc=]*Zab,C+]T

0.0004m* 0 0
Ta,b,C = 0 0.0009m? 0
0 0 0,000000000799rad?

5i son medidas independientes la covarianza es igual a 0.

[ = |l{2a —2b+cosC) 1(2b—2a+cosC) 1(—2ab+sen()|
2 o 2 € 2 c I

1=]0.77488 02035 -55.1507 m|

0.0004 © 0 0.77488
Tc=|0.77488 02035 _55.15071+| 0  0.0009 0 :l 0.2035 |
0 0 0000000000799 !-55.1507

Tc = g2 = 0.0002798 m?
g, = +0.01673m
c=79.0746 £ 0.01673 m

Se podria realizar en un solo paso, en ese caso se obtendria en el resultado

la covarianza entre el area y el lado c.

En el mismo triangulo, con los mismos datos, calcular el lado c y su preci-

sién aplicando la ley de senos.
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El lado c es funcion del lado a del angulo A y del angulo C.

c=f(a,AC)
a €

Send  SenC

aSenC A . c

"~ Send

Ye=]*xEg,A,C=]T

Se debe analizar las covarianzas entre las medidas, para lo cual se relaciona
el error de una variable y se observa si afecta o no a la otra, por ejemplo, al
analizar la covarianza caC, un error en el lado a no le afecta al angulo C por
lo cual la caC= 0, de igual manera en la covarianza cAC, un error en el &ngulo
A no afecta al dngulo C por lo cual la csAC= 0. Lo que no pasa se analiza la
covarianza 0AB, un error en el dngulo A afecta en forma inversa al angulo B

por lo cual la cAB #0 .

Figura 18
Anadlisis de covarianzas entre variables

gal =0 agad =0 agdl = 0 agdB =0

Ejercicio 20. Ley Varianza Covarianza con covarianzas diferente de cero

En el caso de las covarianzas oaA, es diferente de cero, ya que un error en
el lado a afecta al angulo A, en este ejercicio se requiere conocer ese valor,
podria darse directamente o se podria dar el porcentaje de correlaciéon que
existe entre las variables. El coeficiente de correlacion lineal entre a y A es de
paA=6.06%, dato que servira para determinar la covarianza entre a y A (para
el célculo es importante considerar que las desviaciones que se usan deben es-



Teoria y gjercicios resueltos

tar en las mismas unidades que la medida realizada, en este ejemplo distancia

en metros y angulo en grados):

aod
oo gd

pad =
gad = pad caogd
oad = 0.0606 = 0.02 m = 0.001388 grad
gad = 1.6833 « 107°m grad = 0.00000168

0.0004 m? 0 0.000000168
0 7.99 4 10710 yqd? 0
0.000000168 0 5.876 + 10710 rgd?

SenC gCosC —ﬂSERECosﬂl
Sen A  Sen A Sen® 4 |

¥a,A,C =

=|0.9063 41.095 —1/.442|

0.0004 0 0.000000168] | 0.9063
e =[0.9063 41.095 -16.442| 0 3.05 + 10719 0 | 41,095 |
0,000000168 0 9,40+ 107 | I-16.442

Tc = gf = 0.0002798 m?
g, = £0.01673 m
c=79.0746 £ 0.01673 m

Ejercicio 21. Ley Varianza Covarianza con aproximaciones sucesivas

El ejercicio anterior, si se desea determinar la el coeficiente de Correlacion
entre aA y la covarianza aA, se puede aplicar el método de aproximaciones su-
cesivas, para lo cual se utiliza como dato el lado c y su precisién determinado
por la ley de cosenos, cuando se aplica la ley de senos se requiere la Covarian-
za aA, que seria el tnico dato que no se conoce, por lo cual se plantea el calculo
de las matrices dando valores arbitrarios inicialmente y mediante aproxima-
ciones sucesivas se da valores hasta que el resultado de la covarianza de c sea
igual o lo mds préxima, en ese momento se determiné la covarianza, valor con

el cual se determina el coeficiente de correlacion:
c=79.0746 £ 0.01673m

Tc = gf = 0.0002798 m?
c= f(a,A4,C)

Send  SenC
aSenC

Sen A b
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Tc=]=*Za,A,C*]7

4 0.0004 0 Covad 0.9063
Ze=27 10 " =[0.9063 41095 -16.442l| © 305+ 10™10 0 41.095 |
Cov da 0 9,40+ 1074 -15.442

Covad = 0,00000168

Hay que probar con distintos valores, inicialmente arbitrarios incluso en
signo, conforme se compara con la respuesta obtenida por la Ley de Cosenos,

se va puliendo sucesivamente hasta alcanzar un valor muy parecido.

Ec = 0.0002798 = 0.000279994 m?
Diferencia = —0.00000009

Se valida el valor de Cov aA, con este se determina el coeficiente de corre-
lacién entre aA:

oad
pad = oga ogd
pad = 0.00000168
ga g

paA = 0.0698 equivalente al 6.98 %

Fueron observadas las direcciones d a partir de una misma direccién de
referencia (puede ser el norte en ese caso serian azimuts, puede ser un rumbo
establecido, o puede ser una direccién arbitraria), todas tienen la misma va-
rianza 3.5” (2) y sin correlacion. Determinar: las covarianzas de los angulos b,,

b, b, b, y b, lamatriz de correlacion lineal:

dl =120"12"15" + 1.8708" ~
d2 = 139"17'12" + 1.8708"

b
d3 = 147°05'09" £ 1.8708" il ol

d4 = 153°39'57" + 1.8708" m
\b,
iy

Se plantean las ecuaciones segtn las relaciones del grafico (los dngulos de-

penden de las direcciones, los &ngulos se determinan por resta de direcciones):
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bl=d2—dl
b2=d3—dl
b3=dd4—dl
bd = d4 —d3
b5 =d4 —d2

Thi = J + Tdi + JT

35 0 0 0
o 35 o0 0
Zi=lg 0 35 0
0 0 0 35

En este ejercicio todas son mediciones angulares por lo cual no es necesario
transformar a radianes.

-1 1 00
-1 0 1 0
I=l-1 o o0 1
[1] o0 -1 1
o -1 0 1
Var bl Cov b1,b2 Covbl, b3 Covbl,bd Covbl, b5
Cov b2, bl Var b2 Cov b2, b3 Covb2 b4 Covb2 b5
Eb1,b2,b3, b4, b5 = |Cov b3, b1 Cov b3, b2 Varbh3 Covb3, b4 Cov b3, b5
Covbd, bl Covb4, b2 Covbd b3 Varbd Covbd, bs
Cov b5,b1 Cov b5, b2 Covb5 b3 Covbs b4 Var bS
7 35 35 0 -35
3.5 7 353 —35 0
EDbL, b2,b3,b4,b53 = 3.5 3.5 7 353 35
1] —-35 35 7 35
=35 0 35 35 7

bl =195"7" £ Z2,646"
b2 = 26752 54" + 2,6456"
b3 =33"27 42" + 2,646"
b4 = 6° 34" 48" + 2,646"
b5 = 147227 45" + 2,6456"

Ejercicio 22. Ley Varianza Covarianza y Matriz de correlacion

Usando la siguiente formula del coeficiente de correlacion se determina la

matriz de correlacion:

L
1j =
P ol g
3.5 (] —3.5
pl2 = = 0.5 pl4 =m=[} gl5 =m=—ﬂ.5
1 03 05 0 05
0.5 1 0.5 —05 0
R=| 05 0.3 1 0.3 0.3
0 -03 03 1 05
—0.5 0 0.3 05 7
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La interpretacion de la matriz de correlaciéon R indica que una correlaciéon
de 0.5 corresponde al 50% en forma directa, es decir, el error de la una variable
aumenta, el error de la otra también aumenta en el 50%; si la correlacién es 0
no existe propagacion del error entre las variables y si es de -0.5 corresponde
al 50% en forma inversa, es decir, el error de la una variable disminuye el error

de la otra aumenta.

B. Métodos de ajustes de las observaciones

Como se indic6 al inicio del libro, el ajuste de observaciones o medidas
consiste en determinar el valor verdadero de una magnitud a partir de un
conjunto de observaciones. Para ello, se emplean métodos basados en modelos
matriciales, los cuales permiten linealizar las ecuaciones planteadas y formu-
lar el problema de ajuste mediante el método de minimos cuadrados (Norma-

lizacion).

B.I. Pesos en las Observaciones

Al hablar de pesos se refiere a la importancia que tienen algunas mediciones
con relacion al resto, este es un valor subjetivo o relacionado con la variable,
que magnifica la una medida con respecto a otra, por ejemplo 2, 3, etc., pero
se requiere un criterio para dar este factor, mismo que podria basarse en la ex-
periencia del observador, instrumento de medicién, método empleado para la
medida, namero de veces que se ha realizado la medida, etc. En el caso de no

existir criterio es preferible dejar a todas las mediciones con peso 1.

Los pesos no tienen unidad, aunque se pueden basar en la misma magnitud

para determinarlos, solo representan importancia.

Ejercicio 23. Pesos por reiteraciones en las medidas

Un primer criterio de pesos en las variables, es considerar aquellas que se
han medido mas veces con mayor peso, por ejemplo, al determinar una distan-
cia en 4 segmentos, el segmento 1 (m1) se midi6 18 veces, el segmento 2 (m?2)
se midi6 8 veces, el segmento 3 (m3) se midi6 4 veces y el segmento 4 (m4) se
midi6 1 vez, por lo cual el resultado de la medida méas probable sera (esto se

conoce como la media ponderada):
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_ 18my +8my + 4mg + Imy
B 18+8+4+1

Un segundo criterio para ponderar es ayudarse de la desviacion o precision
que acompafia a la medida. Al parecer a menor valor de la desviacién indica
que la medida tiene una mejor precision o viceversa, esto no es del todo verda-
dero ya que depende de la magnitud de la medida:

Ejercicio 24. Mejor medida

my = 5.345 £ 0.002 m

mz=9.427 £ 0.002 m

En el ejemplo se puede observar que la m, es mejor ya que tiene mayor mag-

nitud y la misma precision.

En todo caso, la medida que tiene la mejor precisiéon debera tener el mayor
peso y viceversa, por lo cual el peso es inverso a la desviacién y a la varianza,
misma que es el cuadrado de la desviacién por lo cual al usar la varianza los
valores del peso se salen menores, aunque en los dos casos mantienen la mis-
ma proporcion.

Formula 26. Pesos de las mediciones

P=— p——
om0

Tomando el ejemplo indicado, se tiene una desviacion de o =0.0002 m

Ejercicio 25. Pesos en funcion de la desviacién y varianza

= = P.=—— = 250000

0.002 ' 0.000004

Es recomendable usar la desviacién en la unidad de medida minima, por
ejemplo, si una medida lineal tiene + 0.002 m, se deberia usar 2 mm como uni-

dad para determinar el peso:
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Ejercicio 26. Pesos en funcion de la desviacién y varianza

1 1
P=5=05 P=,=025

El peso se puede multiplicar por un escalar o_0”2 conocido como Varianza
A priori, cuyo objetivo es regular los valores de los pesos de las variables a fin
de evitar cantidades desorbitantes ya sean grandes o pequenas, la varianza
a priori es conocida como la varianza de peso unitario en razén que podria
dejarse con un valor 1, asi se lo hace la mayoria de veces, pero si no se quiere
trabajar con valores muy altos 0 muy pequefios, se puede asignar un valor ar-
bitrario o relacionado con los pesos mayores o menores, relativos a la unidad

0 porcentaje:

Formula 27. Pesos de las mediciones

g5

PIE -
2
T

La agrupacion de los pesos de las diferentes variables se lo hace por medio
de la matriz de pesos, la cual es una matriz diagonal, a la cual se le multiplica

por la varianza a priori:

Férmula 28. Matriz de pesos

PL 0 0 .. O
0 P2 0 .. O
p=gz|0 0 P3 . .0
000 .. Pn

Ejercicio 27. Pesos en funcion de la varianza a priori

Se han realizado 3 medidas entre A y B con diferentes instrumentos, con las
siguientes precisiones, determinar los pesos y probar diferentes asignaciones
de la varianza a priori:

gcy = 0.002m = 2mm  oci =4

oc; = 0.005m = 5mm  oci = 25

oc; = 0.010m = 10mm  oci = 100



Teoria y gjercicios resueltos

1
gci =4 P, = rin 0.25 Mayor peso

” 1
ge; =25 Py = 5= 0.04

2 _ = —=
gc; = 100 Py 100 0.01 Menor peso
P1 D 0 0.25 0 0
P=g|0 P2 {I‘:r:rf 0 004 O ‘
0 0 P3 0 0 001
0.25 0 0 025 0 0
F=1 ‘ 0 0.04 0 ‘ = ‘ 0 0.04 0 | varianza peso unitario
0 0 0.01 0 0 001
1 1025 0 0 1 0 0
P = 035 ‘ 0 004 O ‘ = ‘ﬂ 0.16 0 | varianza para mayor peso
) 0 0 001 0 0 0.04
1 ]0.25 0 0 25 0 0
P= 001 ‘ 0 004 O ‘ = ‘EI 4 0| varianza para menor peso
) 0 0 0.01 0 01

Se podria usar cualquiera de las 3 matrices de pesos, todas mantienen la
misma relacion entre los pesos, asi como la misma importancia, cuando se las
utiliza en las férmulas del ajuste de observaciones no afecta el resultado.

Un tercer criterio para la asignacion de los pesos se relaciona a la medida
mas sensible, en mediciones indirectas basadas en medidas directas, estas po-
drian aportar de diferente forma al resultado, mayor peso habra que dar a la
medida mas sensible. El método consiste en determinar cudl de las variables
directas afecta de mayor manera en la indirecta, por lo cual se mantiene la una
se hace variar a la otra y viceversa, al analizar la que causa el mayor efecto en
el resultado, se le aplicard el menor peso, claro estd, que el valor del peso es
subjetivo.

Al determinar el error relativo sera un indicador directo de las medidas
sensibles, la que tenga el menor error relativo serd a la que le corresponde el
mayor peso.
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Ejercicio 28. Medida sensible por error relativo
m; = 5.345 £ 0,002 m
my =9.427 £ 0,002 m

ga(my)  0.002m
lm;] ~ 5.345m

_£g(my)  0.002m
Eriltz = lm,]  9.427m

= 0.00037 = 0.037 %

EpMy =

=0.00021 = 0.021 %

La medida m, tiene mejor precision por lo cual debera tener el mayor peso.

Ejercicio 29. Medida sensible por anilisis de variables

Determinar la variable mds sensible (distancia o azimut) al determinar las
componentes de las coordenadas e indicar cual tiene mayor peso. d= 32.43 +
0.042 my Az=79°17"15" £ 15”

dx =d * 5en{Az) = 31.8648m
dy =d + Cos(Az) = 6.02812m

gD =0.042m adz =0"(sinerror)

dx = (d + oD) « Sen(Az) = 31.86481m Dif = —0.041m
dy = (d+ oD) * Cos(Az) = 6.035927m Dif = —0.008m
gAz = +15" @D = 0.0 m (sinerror)

dx = d » Sen(Az + oAz) = 31.86525m Dif = —0.0004 m
fdy = d # Cos(Az + ¢Az) = 6.025803m Dif = 0.0023m

Se aumenta el error en la una variable y se mantiene la otra como fija, luego
se hace a la inversa, se analiza cudl causa la mayor variacién con respecto a los
valores iniciales sin error:

g,(d) _ 0.042m
ld| 3243 m

g, (Az) 0.00416*
g4z = =
|Az] 79.2875°

=0.00129 = 0.13 %

gnd =

= 0.000052 = 0.005 %




Teoria y gjercicios resueltos

La variable sensible es la distancia porque causa mayor error en las ecuacio-
nes, por lo tanto, debera tener el menor peso, lo que se comprueba al determi-

nar por medio de los errores relativos:

En algunas mediciones especificas, luego de la investigacion, se ha estable-
cido variables sensibles, por lo cual el peso es el resultado de una férmula ya
establecida en la investigacion, estas variables normalmente son la distancia o

tiempo.

Por ejemplo, en nivelaciéon geométrica, a mayor distancia nivelada mayor
serd el error en el desnivel determinado, por lo cual el peso es inversamente

proporcional a la distancia.

Figura 19
Nivelacion AB ida y regreso

oh = f(D)

En nivelacién trigonomeétrica, el peso es el inverso del cuadrado de la dis-

tancia en Km.

Férmula 29. Peso en nivelacion geométrica y trigonométrica

P= 1}' D Inverso de la distancia en Km en Nivelacion Geometrica

P= 1;' p2 Inverso de la distancia (Km) al cuadrado en Niv. Trigonométrica

En otras ocasiones el tiempo es el causante del error por variacion de condi-
ciones principalmente meteorolégicas y ambientales (temperatura, humedad,
mareas, etc.). La Gravimetria es la medicion de la gravedad usando equipos
muy sensibles llamados gravimetros, los cuales requieren no sobrepasar dos
horas entre la primera y la Gltima medicién, ya que cambian las condiciones,
en este tipo de medidas, los pesos se determinan como el inverso del tiempo
en horas.
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Formula 30. Peso en gravimetria

p=1/
B.2. Ndmero minimo de observaciones

Para el ajuste de las observaciones se requiere resolver modelos basados en
abundancia de las medidas o reiteraciones, ecuaciones de condicién y asigna-
cion de incognitas, segin el método aplicado para el ajuste, esto se representa
con los grados de libertad, que esta relacionado al niimero de ecuaciones y de
incoégnitas, si los grados de libertad es igual a cero, o no se puede resolver o
solo se puede calcular y si son mayores que cero, se puede ajustar las observa-
ciones. Mientras mas datos se tiene el ajuste es mejor, pero se debe considerar
que no se utilice datos que son combinaciones lineales de otros, ya que, si bien
es cierto que se puede ajustar, se pierde precision en el ajuste al usar estos da-
tos ya considerados, por eso la importancia de determinar el ntimero minimo

de observaciones.

Por ejemplo, en un tridngulo se tiene solo un angulo no se podria resolver,
si se dispone de dos dangulos, el tercero puedo calcular, pero de igual manera
se requiere de un lado para fijar a un solo tridngulo y resolverlo, si se tiene los
tres angulos se puede ajustar los dngulos, pero para resolverlo es necesario

tomar una distancia.

Figura 20
Observaciones minimas en un triangulo
H.
c T A
™ C
AS— b
Figura 21
Observaciones minimas
3 Ohs. = Ajustala Forma
4 Obs. =¥ Ajustala Forma + Tamaiio
5 Obs. mas =P Mejorajuste




61+ 62+ 083 =90°
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/ =on observaciones tienen errores por lo tanto
o/ es semejante a 90°
_A?,f" Cumplen una condicion se puede ajustar
.-'r 63
o 61+ 62+ 63 = 90°
o1/ fﬁg’f o1+ 62 =64
/82 _- 82+ 63 =85
/83

Mas ecuaciones de condicion, mejor ajuste

En el siguiente ejemplo, se desea calcular y ajustar las coordenadas (x,y)

del punto P, para esto se han realizado varias observaciones, determinar si se

puede calcular o ajustar:

Ejercicio 30. Nimero minimo de observaciones

Si se conoce (f, t) se puede calcular (x, v). ¥
Si se conoce (f, b) se puede calcular (x, v).

Si se conoce (t, b) se puede calcular (x, v).

5i se conoce (ff,8) NO se puede calcular (x, v).

Con (b, t, f) se puede ajustar (x, v).
Con (68, 8, b) se puede ajustar (x, v).
Con (8, 5, t) se puede ajustar (x, v).
Con (8, A, t, b) se puede ajustar (x, v).

L

Para el caso de asignacion de incégnitas, se debe seleccionar el ntimero in-

dispensable de las mismas, ya que se asigna mas podria perjudicar el ajuste o

no se podria ajustar por la falta de ecuaciones.

Figura 22
Niimero minimo de incégnitas

Blm (cts)

[ ] 907 (eta)
xl
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En el ejemplo anterior, 11 y 12 son observaciones, un cateto y el &ngulo recto
son constantes, para la asignaciéon de incoégnitas se podria colocar a cualquiera
de las 4 opciones indicadas xi, mas no a las constantes, ya que estas son fijas.
Al analizar las incégnitas se puede observar que x4 y x2 son combinacion li-
neal, es decir x2 =90-x4, por lo cual no es otra incégnita, en tal virtud, sélo se
podria tomar una de esas. De igual manera, entre x1 y x2 (x1= 80*tanx2), entre
x4 y x1 (x1= 80/tanx4), x1 y x3 con Pitagoras, por lo cual en este ejemplo solo
se requiere una incoégnita, cualquiera que se escoja, pero solo una, si tengo dos
observaciones y una incognita, se puede ajustar, si se asigna otra incégnita, se
tendria dos observaciones y dos incégnitas, por lo cual se podria calcular mas

no ajustar, y si se tiene mas incégnitas no se puede calcular.

Figura 23

Numero minimo de incégnitas

En el ejemplo anterior 01, 62 y 63 son observaciones, para la asignacion
de incégnitas se podria colocar a cualquiera de las 3 opciones indicadas xi.
Al analizar las incégnitas se puede observar que una de ellas es combinacion
lineal de las otras dos (x3= 90°-x2 -x1), por lo cual en este ejemplo solo se re-

quiere dos incognitas.

B.3. Grados de Libertad

Los grados de libertad corresponden al nimero de valores independientes
que pueden variar en un sistema o calculo de ecuaciones, en célculo de com-
pensacién corresponde al nimero de observaciones que son libres de variar
al calcular, depende del niimero minimo de observaciones o incégnitas deter-
minadas, si no se tiene grados de libertad no se puede ajustar, solo calcular,

mientras mayor es el nimero de grados de libertad el ajuste serd mejor.

Las observaciones estan ligadas a un error aleatorio que por concepto es
minimo y se le conoce como residuos. El ajuste busca determinar el verdadero
valor de la medida mediante estimaciones tanto de variables, observaciones y

residuos.
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Se designa a n como el ntimero de abundantes observaciones, u es el nime-
ro minimo de observaciones o incégnitas para poder determinar o resolver el
problema y r corresponde a los grados de libertad, mismo que se determina de
la siguiente manera:

Formula 31. Grados de Libertad
r=n—u n>=u

Figura 24
Grados de libertad

A+B+C=180° 1 grado de libertad

ABC 1 2 grados de libertad

A B, C 11,12 3 pgrados de libertad

; B1+ 82+ 63 =50°

g1 - r=n—u=3—-2=1
g2
o 1 grado de libertad
# 83

81+ 62+ 63 = 90°

7 . B1+ 62 = 84
o1/ B2+ 83 = 85
/g2~ _ _ _ ]
;o r=n—u=5—-2=3 3 grados de libertad
/" 83

b.4. Sistemas de ecuaciones y modelos matriciales

Los sistemas de ecuaciones y modelos matriciales estan intimamente rela-
cionados, ya que mediante una ecuacién matricial se pueden determinar la
resolucion de las ecuaciones, facilitando especialmente cuando el nimero de
datos que se trabaja es alto. En célculo de compensacién, los modelos de ajuste
de las observaciones son modelos matriciales, en ingenieria y ciencias de datos

se maneja cantidad de informacién que se facilita con modelos matriciales.

El sistema de ecuaciones més simple, un sistema lineal puede encontrar una
réapida solucion al resolver por el modelo matricial AX=L, en el cual la matriz

A corresponde a los coeficientes de las variables o incégnitas, X el vector de
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las incognitas y L es el vector de los términos independientes. Para despejar
la matriz X se lo realiza por medio de la matriz inversa, recordando que, para
no alterar el modelo matricial, se debe aplicar a los dos miembros y al mismo
lado (derecha o izquierda) la misma operaciéon, ademas se considera que la
matriz A es cuadrada, es decir se tiene el mismo ntimero de ecuaciones (n) que

de incognitas (u):

Formula 32. Modelo matricial lineal n = u

AX =1
Atax=4"1L
X=A"1

Ejercicio 31. Modelo matricial lineal den =u
En el siguiente sistema de 3 ecuaciones (n=3) con 3 incégnitas (u=3), resol-
ver por medio de un modelo matricial:
X1+2X2-X3+4=10
2X1-X2+4X3+3=10
3X1-X2+2X3-1=10

1 2 -1 X1 —4
A=12 -1 4 X =|x1 L=]|-3
3 -1 2 X3 1

X =A"1L
X1 |11 2 —-1"'1-4 0.47
¥=|x1|l=|2 -1 4 —3|=[-3.12
x3l 13 -1 2 1 -1.76

En el ejercicio anterior al reemplazar las incégnitas en las ecuaciones, estas

satisfacen las mismas, la razon es que es algebra pura.

En calculo de compensacion se tiene abundantes datos lo que permite reali-
zar el ajuste, por lo tanto, hay mayor nimero de ecuaciones que de incégnitas
(n > u), por lo cual la matriz A ya no es cuadrada y no se puede obtener la
inversa. Para poder despejar la X, primero se multiplica por la traspuesta, este
producto ya es cuadrado, luego se multiplica este producto por la inversa,
dando como resultado la identidad I, quedando despejado X:
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Formula 33. Modelo matricial lineal n > u
AX =1L

(ATA)X=ATL
(ATA) L(ATA) X = (ATA)1AT L
X =(ATA) AT L

Ejercicio 32. Modelo matricial lineal de n > u

En el siguiente sistema de 4 ecuaciones (n=4) con 3 incégnitas (u=3), resol-

ver por medio de un modelo matricial:

X1+2X2-X3+4=10

2X¥1—-X2+4X3+3=10

3X1-X2+2X3-1=10
—0.5x1+15x2—-3x3-05=0

2P
a=| 2 1A x=ln| L=|7
—05 15 -3 X3 0.5
X =(ATA)AT L
1 2 3 -05
AT=|2 -1 -1 15
1 4 2 -3
> 4 alir 2 3 -osp jua2s 375 14
ara=2%2 1 32 1 4 15)=|375 825 -125
o5 15 a1 4 2 =31 |15 125 30
1425 375 145|711 2 3 -05)| 3| |o4ses
x=|-375 825 —-125| |2 -1 —1 15||3]|=|-312
145 -125 30 | |-1 4 2 -3||y4 I|-1785

A diferencia del ejercicio 31, al reemplazar las incognitas resueltas en las
ecuaciones, no satisfacen al 100%, la razén es que corresponden a mediciones,
las cuales van acompafadas de errores pequenos conocidos como residuales,

por lo tanto, el resultado de evaluar es semejante pero no igual.
X1+2X2—-X3+4~0 =0.031
ZX1—-X2+4X3+3~0 =-0.047
IX1-X2+2X3—-1%0 =0.009
—0.5x1 + 1.5x2 —3x3 - 0.5 ® 0 = —0.067
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Un modelo matricial muy usado en Geodesia es la Transformacién de Hel-
mer conocida como la transformaciéon de 7 pardmetros, usada en la transfor-
macion de coordenadas cartesianas de un sistema de referencia a otro, referi-
dos a diferente datum, se considera 3 traslaciones, 3 rotaciones y un factor de
escala. Para poder aplicar el modelo se requiere conocer puntos comunes en

los dos datum; mientras mayor es el nimero de puntos, mejor seré el ajuste.

Formula 34. Modelo matricial de Hermer

X=sMTx+T
X X MMyg May M3y Tx
X=|y x=|y| MT = |mpmagzmaz| T=|Ty
Z Z Mlyz Maz M3z Tz

Donde:

x= Coordenadas de un punto en el sistema de partida o Datum 1

X= Coordenadas de un punto en el sistema de destinacién o Datum 2

n= namero de puntos
s= Factor de escala (escalar), 1 incognita
M= Matriz de rotaciones (3x3), 9 incégnitas

T= Matriz de traslaciones (3x1), 3 incégnitas

Figura 25

Transformacion de Helmer

L S
|
|
|
| i
| Ly
Ar |
ﬁl/r |/ ey
¥ 4] L’L————____
o -
_r"dr’-.--.
X, Y, £ = sistema de partida
XY Z=

sistema de destinacion
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Es este modelo se tiene 13 incégnitas (1 del factor de escala, 9 de la matriz
de rotaciones y 3 de las traslaciones), si se multiplica el escalar por la matriz de
rotacion traspuesta se reduce a 12 incégnitas en total, cada punto conocido en
los dos sistemas genera 3 ecuaciones:

Formula 35. Modelo de Hermer desarrollado con 13
Xf = .S‘(Iimll + yi"]‘nzl + zimgij + T.k'
Y; = s(x;myy + yymgy + z;myy) + Ty

Z; = s(x;myz + yympz + Zymgz) + Tz

Formula 36. Modelo de Hermer desarrollado con 12 incégnitas
X!' = (IES]'TIJ_J_ + ViSMaq + Ziﬁ'mgl) +Tx
¥, = (xjsmyz + yismgs +zsmagp) + Ty

Z; = (x;5Mmy3 + y;5mMaz + 2;5mg3) + Tz

Se requiere 4 puntos para tener 12 ecuaciones y poder calcular los parame-

tros o incégnitas, si se tiene mas de 4 puntos se podra ajustar de mejor manera.

Féormula 37. Modelo de Hermer desarrollado con 12 incégnitas, 4 y 5 puntos
X; = s(xy5myq + ¥y 5May +2y5may ) + Tx
¥y = s(xysmyz + y15maz + 215maz) + Ty
Z) = s(xysmy3 + y15mMyz + 2y5ma3) + Tz
X5 = s(xo5myq + yo5mMqq + Zo5mgy ) + Tx
¥y = s(agsmyz + yasmypz + 235mgz) + Ty
Zy = 5(x95Myg + Y95Magg + Zo5Mgz) + Tz
X3 = s(xgsmyq + y3smaqy + 235mgq ) + Tx
Y3 = s(xzsmy; + yasmyz + 235mgz) + Ty

Zg = 5(x35M g + V3SMag + 235Mgg) + T2
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Xy = s(xgsmyy + yusmgy + z45mzy ) + Tx

CALCULAR
¥y = s(x45my; + y4smyy + 245mgy) + Ty
Zy = s(x45my3 + yuSMy3 + 245M33) + Tz T
X = s(xgsmy; + ygsmyy + zgsmgy ) + Tx l

Y5 = s(xgsmyz + Vs5Mag + 255Maz) + Ty AJUSTAR

Zr = s(xcsmyg + VeSMag + 2g5Mgg ) + T2

Ejercicio 33. Modelo matricial Helmer

Aplicando el modelo matricial de Helmer y los datos del siguiente cuadro
de coordenadas de puntos comunes en dos datos diferentes, determinar los

pardmetros de transformacion o incégnitas usando 4 puntos y 6 puntos:

(1 65316 206,94 o738 44822 ) 0,

P2 B32E4 41906 £2.39 42543 419,18 8538
P 59743 | 49941 46798 35043 49974 46331
P4 G148 084 1018 41438 7095 10466
s 617.47 438,39 B1.16 a1038 AIRAT #8107
PR 578.16 £30.27  BL9& 37146 63085 8504
PT - Sl - BAETH 374.08° 8365
PR 61115 49905 47034
P AL235 12834 3adE4

Se plantean las ecuaciones desarrolladas en funcién del modelo matricial de
Helmer para los 4 puntos comunes:

1
P2

L]

La matriz A es cuadrada de 12x12 por lo que puede resolverse con el mo-

delo matricial:
AX =L

ATlAX =414
X=A"
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Donde X es la matriz de incégnitas, A la matriz de coeficiente y L la de tér-

minos independientes, de la siguiente manera:

wmil  smil  smi3 wna3  wm3l am3z__wm33

Resultado de la operacién matricial se determinan los parametros de trans-

formacién de Helmer:

Se plantea las ecuaciones desarrolladas en funcién del modelo matricial de
Helmer para los 6 puntos comunes:

P

La matriz A no es cuadrada, sus dimensiones son 18x12 por lo que puede

resolverse con el modelo matricial:

AX=L
ATAX=ATL
(ATA) HATA) X = (ATA) AT L
X=(ATAY AT L
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Donde X es la matriz de incégnitas, A la matriz de coeficiente y L la de tér-

minos independientes, de la siguiente manera:

3y

.\,
s

% amll p -2 wnll whl smil wn iz " ™ 13 LI'4
L R Fi -0 I ] o Wi a ] 1 a a Wik
b ME2 0 o ©Rr 9 g e L] L 1 -] b A
o 0 4Ar 0 o maMe B 6 M 0 80 1 L]
L 4l 0 o 4BIs 0 ] LR ] 1 o B B
amid R 7 T 0 aler 0 p wmm o ¢ i e 1808
il o e A4 o L ] L 85 L a H e
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Resultado de la operacion matricial se determinan los pardmetros de trans-
formacion de Helmer obtenidos por 6 puntos comunes y comparados los cal-

culados por 4 puntos comunes son:

6 puniog Coamiine & puntos COmMmiLines Diferancias
umil 094103 smil 089137 00406619
il 0.02134 smiz 0.04468 00233484
smil3 0,13245 smii -0,0404 A0,08.20891
amil 00001 am2l 00036 OAGAS T
sl 0,99633 smad 0,99806 0,0017347
K= ami3 = 000689 Xz smz3 1 -3,0008 0,0060985
sm3l 000354 sm3l -0,0087 0005128
am3z 00052 sm3d 0.noagy 024461
sm3d 0,99215 smi3d 1,00075 00%R
™ 231,908 ™ 255,577 3669163
™ =1.5097 Lk} 18,658 1L 138017
Tz 33,5737 Tz 14,4455 15124203

Mientras mayor cantidad de puntos, mejor serd el calculo de los parame-
tros, hay que analizar los datos, podria suceder que uno de los puntos tenga
un error grosero que no fue percibido, esto podria ocasionar un problema en
los resultados, por lo cual se recomienda siempre depurar los datos.

7 smll x7 4+ sm2l v7 - sm31l 7 - T=
¥7 = smi2 x7 + smi2 v7 + sm3 27 + T
Z7 smi3 ®7 + sm23 ¥7 + 3m33 7 + TZ
X7 094103 64678 + 00001 37408 + -D003S 8365 + 23190784 8403
¥7 = 002134 B4578 + 09963 37408 + 000152 8365 2+ 15200674 = 3701
7 0,12245 546,78 + -D006S 37408 + 099215 8365 + 53573712 54,79

Finalmente, con los parametros calculados, se pueden determinar las coor-
denadas del sistema uno en el otro sistema, este vendria a ser el objetivo del

calculo de los parametros de transformacion.
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b.0. Métodos de ajuste e iteraciones

Las ecuaciones planteadas para ajustar las observaciones pueden tener los
siguientes elementos: observaciones (1), errores aleatorios que acompafas a las
mediciones, cuyo valor se requiere determinar por el ajuste, conocidos como
residuos (v), pardmetros o incognitas que se requiere determinar (x) y constan-
tes (c) que acompanan a las ecuaciones.

“"_ v

Se utilizard el subindice “a” para definir que se refiere a ajustado, “b” si se
refiere a observado y “0” corresponde a un valor estimado de la variable o

parametro.

En funcién de estos elementos se puede formular distintos tipos de ecua-

ciones, asi:

Ecuaciones de observacion (I ,v,x,c)
Ecuaciones de condicion (I,v,c)

Ecuaciones de constriccion (x,c)

Los métodos de ajuste consideran modelos funcionales, estocasticos (proba-
bilisticos o estadisticos) que mediante la aplicacion de minimos cuadrados se
optimizan los pardmetros de interés y su incertidumbre, se basan en los tipos

de ecuaciones que se pueden plantear asi:

1. Método Paramétrico: utiliza ecuaciones de observacién, por lo tanto,
tiene observaciones, residuales, pardmetros o incégnitas y constantes,

su modelo matemético es:

Formula 38. Modelo matricial Método Paramétrico

La = F(Xa)

2. Método Correlativo o de Correlatos: usa ecuaciones de condicién, por

lo tanto, tiene observaciones, residuales, su modelo matematico es:

Formula 39. Modelo matricial Método Correlativo

F(La) =0
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3. Método Combinado: utiliza ecuaciones de condicién, pero incluyen ob-
servaciones, residuales, pardmetros o incégnitas y constantes, su mode-

lo matemaético es:

Formula 40. Modelo matricial Método Combinado

F(Xa,La) =10

4. Método de Constriccion: usa ecuaciones de constriccion, por lo tanto,
solo tiene parametros o incégnitas y constantes por no tener observa-
ciones, y dado que este capitulo trata del ajuste de estas, no entra en el
contenido. Se refieren a ecuaciones de restriccion, por ejemplo, las que
limitan el movimiento o variables de un sistema fisico, también pueden
ser ecuaciones de contacto, son usadas en fisica especialmente en meca-
nica clasica y Lagragiana. Las principales restricciones son geométricas,

instrumentales, de precision y de coherencia.

Los métodos que se estudia en este capitulo corresponden a métodos itera-
tivos, es decir, las soluciones parten de una estimacion inicial y mediante un
proceso repetitivo o aproximaciones sucesivas, se va refinando el resultado
hasta alcanzar la precision deseada, o cuando los valores convergen y no hay
mads cambio, entonces se puede decir que se lleg6 al valor verdadero con la

precision deseada.

Por ejemplo, para determinar el centro de un circulo, se parte de estimar en
un sistema de coordenadas cada vez que se repita el proceso de calculo de sus
coordenadas o iteracion, este punto estimado se ira acercando cada vez maés al
valor verdadero, el nimero de iteraciones depende de qué tan bien se selec-
ciond el primer valor estimado, mientras mas cercano esté al valor verdadero

se realizard menos iteraciones.

De igual manera, si el punto de partida estd muy lejano del punto verdade-
ro o es un valor incoherente, por mads iteraciones que se realicen no se llegara

al valor verdadero.
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Figura 26

Meétodos iterativos y valor inicial

Una manera gréfica de expresar las iteraciones es mediante el método de
rebote, en el cual cada rebote es de menor intensidad que el anterior, hasta que
se estabiliza, o cambiando de lado con referencia a una recta que vendria a ser
el valor verdadero, en este caso cada vez que se itera podria estar a un lado u
otro del valor verdadero, incluso en signo, hasta que se estabiliza.

Figura 27

Método del rebote o iterativos

7. Método Paramétrico

Como se indic6 en el apartado anterior, esté método se basa en ecuaciones
de observacion, su modelo matemaético o funcién explicita es La=F(Xa), donde
La es la matriz de las observaciones ajustadas y Xa la de pardmetros o incég-
nitas ajustadas, por lo tanto, se tendrd tantas ecuaciones como observaciones

se tenga.
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La matriz de las observaciones Lb conformada por sus elementos Ib vie-
nen acompanadas de inevitables errores aleatorios (errores pequefios) que son
desconocidos a los cuales se les denomina residuales (v) y se ordenan en la

matriz de residuales V, relacionadas con la siguiente ecuacién matricial:

Férmula 41. Ecuacion matricial de las observaciones ajustadas

La=Lb+V
Eﬂ.j_ HJJ_ 10 Eﬂ-l HJI vy
la, b, Vs la, lbg g

Lo = Iﬂ‘ﬂ Lb = 'EbS V= Vs Lo = EH’S = HJE + Vs

la, b, vy, la,| || Ivn

El ajuste de observaciones se reduce al método de determinar la matriz de
residuales, una vez determinada la misma se resuelve las observaciones ajus-
tadas con la férmula 41.

7| Parametros estimados

Al aplicar Taylor para la linealizacion, el método requiere un valor inicial
el cual se debe estimar y corresponde a los pardmetros o incégnitas estimados
(Xo) agrupadas en el vector columna Xo, esta matriz requiere de un vector de
correccién de los parametros X que es desconocido y se determinaré por méto-

dos de minimos cuadrados, estos se enlazan con la ecuacion matricial:

Férmula 42. Ecuacion matricial de las observaciones ajustadas

Xa=Xo+ X
X Xy Xy Xy Xy X1
Xas X009 X2 X X09 Xa
xXa xXo X xa Xo X
Xa=|"3 Xe=|"3 x=|° Xa=|["3="3+|3
Xd,, xXo, X xXa,, xXo, X,

Como se indic6, hay que definir cuéles son las incégnitas minimas nece-

sarias en cada uno de los ejercicios que se planteen, si se pone menos de ese
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ndimero no se podrd ajustar y si se pone mas, el ajuste perdera precision, por lo
tanto, el nimero de grados de libertad dados por r=n-u, determinar un mejor

ajuste.

La estimacion de los parametros o incognitas hacia el valor verdadero me-

jora el ajuste y disminuye el nimero de iteraciones.

7.2. Normalizacian por Minimos Cuadrados

Los residuales son desconocidos al igual que las incégnitas por lo tanto se
tiene n residuales y u incégnitas que se requieren calcular, se dispone de n
ecuaciones, por lo tanto, no se podria calcular por algebra, se requiere enton-
ces aplicar el método de minimos cuadrados, valor que corresponde a una
funciéon @ minimo (escalar), al derivar la misma su resultado es cero (derivada
de un minimo es cero), de esta manera, se forma un sistema de ecuaciones
matriciales de igual namero de ecuaciones que incégnitas, permitiendo la re-

solucion.

Formula 43. Minimos cuadrados, sin pesos

0 =VTV = minimo
¥y
Uz

v .
@=lv; Y2 Vs o o U] |73 = minimo

Vn

En el modelo anterior se considera que todas las observaciones tienen la
misma importancia, por lo cual la matriz de pesos es la matriz identidad, en el
caso que exista un criterio para dar pesos a las observaciones, esta matriz en-

tra en el modelo en la tnica posiciéon posible para que se dé la multiplicacion

matricial.
Férmula 44. Minimos cuadrados con pesos
@ =VT PV = minimo
FP1L 0 0 . . D "1
o P2 0 o] V=
b= |F1 Pa T3 v e ﬂnl U ﬂ P3 R [] Vs = minimao
0 0 0 . . Pnl lvy,
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Recordando lo que se analiz6 en el capitulo anterior, para poder ajustar
se requiere abundantes observaciones ademas de que cada observacién viene
acompafiada de inevitables errores conocidos como residuales y utilizando el
criterio de minimos cuadrados y la funcién & que es un escalar de valor mi-
nimo, conociendo que la derivada de un minimo es cero, se puede despejar el

vector de correccion de los parametros, como se indica a continuacion:

Demostracion 5. Proceso de Normalizacion

AX=L - AX=Lb+V
V=AX— Lb
VT = (AX— Lb)T = (AX)T— Lb= XTAT—Lb
@=(AX— Lb)T P(AX — Lb)
@ = (XT ATP — LbTP) (AX — Lb)
®=xT ATPAX — X" ATPLb— Lb"P AX + LbTP Lb)
. .

Términos iguales aplicando propiedad de traspuesta de matrices (A B)T = BT AT

B=xTATPAX—2XTATPLb+ LB"PLD)
C=cte. q= ZTCZ g =2ZTC

dﬁ—n - dm—zXTATPA 2LEPA=0
dx dx B

XTATPA —LBTPA=0
XTATPA=Lb"PA
(XTATPA)T =(LbTP A)T
ATPAX =ATPLb
N=ATPA y U=ATPLb Cambio de variable
M siempre es cuadrada y simétrica, U es un vector columna de ux1
NX=U NINX=N"1U
X=N"tU

Considere un modelo matricial lineal con 3 incégnitas, el cual se quiere nor-
malizar para determinar los parametros o incégnitas, mediante la aplicacion
del método de minimos cuadrados y las derivadas parciales con respecto a
cada una de las incégnitas, de la siguiente manera, ademas se plantea las ecua-

ciones que dan origen a este modelo:
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Férmula 45. Modelo matricial Lineal con 3 incégnitas

AX+BY+CZ+L=0
alx +bly+clz +1lby =1y — Py
aZzx + b2y +ec2z +lb;=v; — pa

adx+b3y+c3z +lbyg=vy — pg

anx +bny+eonz +lb,=v, — pPn

Aplicando minimos cuadrados y derivando la funcién & minima se obtie-
nen 3 ecuaciones con 3 incoégnitas, mismas que se pueden resolver por algebra
para obtener las incégnitas, este proceso de Normalizacién descrito se presen-

ta a continuacion:

Formula 46. Normalizacion de Modelo matricial Lineal con 3 incégnitas
@ =VT PV = minimo
0O =Py Vy + VaPaVa + VaPaliy + o+ UpPply
0 =pyvs® +pava® + pava® + -+ pavy’

@=p; (alx+bly+clz +1b))* + -+ -+ p,(anx + bny + cnz + 1b,)*?

9 do _do
dx d}r_ dz
fo=f,=f=0

f;_.' =2pal (alx + bly +clz 4+ 1by) + -+ 2p an(anx + bny +cnz +1b,) =0

f.r' =p,al{alx + bly +clz +1by) + -+ pyan{anx + bny + enz +1b,) =0

Multiplicando miembro a miembro y agrupando por las incégnitas se tiene:
f.rl = (p, alal + p; aZ2a2 + p; a3a3 +---+ pyanan) x +
(my albl +p, a2b2 4+ pz a3b3 + -+ pan bn) v+
(py alel + p; a2c2 + p3a3c3+ -+ pyancn) z +

(py allby + p; a2lb; +ps a3lbg + -+ ppanib,) =0

f;'=0 —+ [paalx+[pably+[paclz+[palb]=0
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fyl=ﬂ — [pablx+[pbbly+[pbclz+[pblb] =0

Las sumatorias [...] son valores y vienen a ser los coeficientes de las incog-
nitas. Con el mismo método se realizan las derivadas con respecto a y, obte-
niendo:

f.=0 = [pcalx+[pchbly+[pcclz+[pcib]=0
Y finalmente con respecto a z, obteniendo:
[paalx+[pably+[paclz+[palbl =0
[pablx+ [pbbly+[pbeclz+[pbib]l =0
[vealx + [pebly+[pcclz+ [peib] =0

Se obtiene un sistema de ecuaciones de 3 incégnitas, mismo que tiene so-

lucion tnica, determinando asi las incégnitas con el modelo matricial AX = L:

1.3. Linealizacian por Taylor

En el punto anterior se utilizé un modelo lineal para demostrar la normali-
zacion utilizando minimos cuadrados, pero normalmente los modelos no son
lineales y las mediciones vienen acompafiadas de residuales atin desconoci-
dos, por lo cual se debe aplicar las Series de Taylor vistas en el punto 5.3, como
alternativa para linealizar la funcién, para esto se requiere de un valor inicial

Xo que se acerque al valor verdadero.

Férmula 47. Mayor tolerancia o vector de correccion de las incégnitas

Fiyy =Lb +V — Funcionno lineal

Xa=Xo+ X

dF
F[.ra} = F[.ra-l-.r} = F[.rr:.!} + ﬁ {'X,CI - xﬂ} = F[.xa} +

dF(_r}

(x5) Ax | )

Ax=X=Xa—Xo

Ax

Cada uno de los términos de la serie de Taylor aporta precisién, el primer

término es el que mds aporta, ya que estd evaluando la funcién para el valor
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mejor estimado, el segundo término aporta para mejorar el valor, por lo tanto,

se puede truncar la serie a dos términos sin afectar los resultados.

Ejercicio 34. Ecuaciones no lineales y aplicaciéon de Taylor

En el siguiente ejercicio se plantea como ejemplo, la linealizacién de funcio-

nes no lineales:

P(x,¥)
o + va = atan (E)
d X
0 X
1] B + vf = atan (—)
¥
Se aplica Taylor a las ecuaciones:
F F + ar Ad + Ao + dF AB
X =Figa@ = C(domefo) T 3 5 T & T
ddo (do) d oo (o) d fo (Bo)
G G + dG Ad + dG ‘ Aa + de Af
Y=lgem = Glgomofo) T 5= - o+ ——
d do (do) d ao (a0) d fo (o)

74 Desarrollo del Método Paramétrico

Partiendo del modelo matematico que indica que las (n) observaciones ajus-

tadas son funcién de los (u) pardmetros ajustados, ademas que las observacio-
nes ajustas son iguales a las observadas mas los residuales que no se conocen
y que las incégnitas ajustadas son iguales a los parametros estimados mas un
vector de correccién de los pardmetros, se procede a realizar la linealizacion y

luego la normalizacion:

Demostracion 6. Desarrollo del Método Paramétrico

La = F(Xa)
La=Lb+V
Xa=Xo+X

La = F(___\ra} = Lh+V = F(xa+x}

AF (xa) AdF (xa)
Fixa) = Fzo+xy = Fizoy T ax . (Xa—Xp) = Fgo) + —ax

X
(Xe)
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dF (Xa)
daX

dF
X Lo=Fup A=—7p"

(Xo) (Xa)

Lfﬂ-l'l-"r: F(.x'o}+

Lb+V=Lo+AX
V=AX + Lo—Lb L= Lo—-1Lb
V=AX+L L= Lo—Lb

dF1 dF1 dF1 dF1
V1 dx; dx, dxs = dx, Xy V1
2| |dF2 dF2 dF1 dF1 x| V2
3l = . Xzl 4 |*3
dx; dx; dxs dx, - e
v, dFn dFn dFn dFn Xul o,
dx; dx; dxg dx, o)

@=VTPV=(AX+L) PAX+L)=(XTAT+L)P(AX+L)
@=XTATPAX+ XTATPL+LTPAX + [PL
@=XTATPAX+ 2XTATPL+ LTPL

do
T ATPAX+ X ATPA+24ATPL=0

2ATPAX +2A4ATPL=0
ATPAX = —ATPL
X=—(ATPA)1ATPL

N=ATPA y U=ATPL Cambio de variable

N siempre es cuadrada y simétrica, U es un vector columna de ux1

X=—-N1U
— VTPV
gl =

n—u

Para la aplicacion del método a los ejercicios se recomienda seguir los si-
guientes pasos, a partir de la construccion de las ecuaciones segtin el modelo

matemaético, asignacion de las incégnitas y la estimacién de las mismas:

Férmula 47. Pasos para el Método Paramétrico

La = F(Xa)

Xo estimacion de valores iniciales
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4 dX

iXo)
Lo = F(xn}
L= Lo—Lb

P matriz de pesos

N=ATPA
U=ATPL
X=—N"1y
Xa=Xo+X
V=AX+1L
La=Lb+V
- VTPV
° n—u

7.a. lteraciones y precisiones del ajuste

Los métodos de ajuste son métodos iterativos, al determinar el proceso se
encuentran las incégnitas ajustadas Xa y las observaciones ajustadas, estos se-
ran los datos para realizar la primera iteracion, si el clculo estd automatizado
en una hoja de Excel, al cambiar en Xol=Xa y Lbl=La, se determina los nue-
vos valores resultado de la primera iteracién, de la cual se obtiene un Xal y
Lal, datos que reemplazardn en la siguiente iteraciéon a Xo2=Xal y Lb2=Lal,
repitiendo el proceso las veces que se considere necesario segtn la precision

requerida y la cercania del punto de partida de estimacion de las incognitas.

Hay matrices cuyos valores van reduciendo en cada iteracién y llega un
punto que converge el resultado, como L, X y la varianza posteriori es un in-
dicador de la precision. Otras no cambian como el Peso P, mientras otras cam-
bian en el momento de evaluar las matrices para Xo (estimador que va cam-
biando en las iteraciones).
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Formula 48. Iteraciones en el Método Paramétrico

Ajuste Primera Iteracion Segunda lteracion

La = F(Xa) La = F(Xa) La = F(Xa)

Lb Lbl = La Lb2 = Lal
Yo Xol =Xa Xo2 =Xal
A="0 Al=—2 az=—>
(Xa) (Xol) (Xo2)
Lo = F(xo} Lol = F(xal} Lo2 = F(-""-ﬂ}

L= Lo—1Lb L1 =Lol—-1Lbl L2 = Lo2 — Lb2

P P P

N=ATPA N1= A1TP A1 N2 = A2TP A2

U=ATPL Ul=A1TP L1 U2 =A2TP 12
X=—=N"1U X1==-N17111 X2=—-N271Dp2
Xa=Xo+X Xal =Xol+ X1 Xa2 = KXo + X2
V=AX+L Fl=A1X1+1L1 V2=A2X2 + L2
La=Lb+V Lal =Lb1+T1 LaZ = LbZ2+ V2
EEZVTP‘U’ = :Ver‘Jl &—EZVZTPUE

T n—u ol n—u ol n—u

En modelos lineales no se puede iterar, ya que al realizar las iteraciones la
matriz L se hace cero, por lo cual se expresa los resultados en modelos lineales

con el calculo inicial, siendo muy importante en este caso, la estimacién de los

parametros.

Una vez terminadas las iteraciones, es importante expresar las precisiones
del ajuste para cuantificar la calidad de las observaciones, para lo cual se uti-
lizan las siguientes matrices de varianza covarianza donde interesa la diago-
nal principal que corresponde a las varianzas, al sacar la raiz cuadrada de las
mismas en valor absoluto (en razén que podria existir valores negativos), se

obtiene la precision del ajuste (desviaciones):
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Formula 49. Precisiones del ajuste

Z}.’a =gZN?!

ZL& =g ANTAT

Y V=03 (AN P

La varianza a priori 6> conocida como varianza de peso unitario, inicial-
mente toma el valor de 1, pero en el caso de que, al determinar las precisiones
del ajuste, especialmente en la matriz de residuales V la desviacién es mayor
que el residual, el modelo estd sobre dimensionado, por lo cual se debera re-
emplazar, la varianza a priori 6,? por a posteriori 6> en todas las matrices de

varianza covarianza.

18. Ejercicios método paramétrico

En los siguientes ejercicios se presentard la resoluciéon de diferentes casos,
asignacion de incognitas, estimacién de pardmetros, es importante indicar que
en el planteamiento de las ecuaciones y siguiendo el modelo matemaético de
este método La=F(Xa), las ecuaciones deben quedar expresadas, utilizando el

subfijo (a) que corresponde a ajustado.

Ejercicio 35. Ecuaciones Lineales con 6 observaciones y 3 incégnitas

Se ha medido una base AB como linea de calibracién de equipos topogra-
ficos, para determinar con la mejor precisiéon se han observado abundantes
mediciones de la siguiente manera, ajustar las observaciones y encontrar el

verdadero valor de la base AB con su precision:

Se requiere tres incégnitas maximo, si se asigha menos, no se podra ajustar,
si es mas se pierde precisién, como se tiene 6 observaciones se tendra 6 ecua-

ciones y 3 grados de libertad:
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La = F(Xa)
Ibl= 251,81 = 0,05m
Ib2= 131,27 = 004m
Ib3= 120865 = 004m
lb4= 89,32 + 0,03m
Ibs= 162,42 = 004m
Ib6= 41,75 £ 003m

Para la estimacion de Xo la forma maés facil en este ejercicio es asignar como
estimados los valores de las observaciones respectivas:

Xol 251,81
Xo=| Xol = 120,65
Xo3 162,42

La matriz de derivadas A 6x3, donde las filas vienen dadas por el namero
de ecuaciones y las columnas por el nimero de incognitas, en este ejemplo al
ser ecuaciones lineales no hay nada que evaluar para el valor estimado Xo.

Se determina la matriz Lo=F(Xo) y la matriz L=Lo-Lb, esta matriz da la

unidad.
dLal dlal dlal dial
d¥al dXe2 dXa3 dXo4
dLaZ dLa? dla2 dia?
d¥al dXal dXa3 dXa4 1 0 0
dla3 alka3 dlald dLa3 1 0 0
__ dle __ |d¥al dXa2 d¥a3 d¥ad _
~ d¥a (Xs) T | dLat dlo4 dlat dlad 3 0 1 0
d¥al dXaZ dXa3 dXad 1 0 -1
dLas dLa5 dLa5 dlas 0 0 1
d¥al dXaZ d¥ad d¥ad 0 1 1
dla& dlaé dlas dhad
d¥al dXa2 dXa3 dXad
(Xe)
251,81 ]
131,16 -0
Lo= 120,65 {m) L= 0 [m)
29,39 0,1
162,42 0
41,77 1]
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La matriz de pesos P es una matriz diagonal de 6X6, sus valores correspon-
den al inverso de la varianza, se usa la varianza a priori como la unidad, pero
se puede normalizar la matriz de pesos dividiendo para el mayor valor, puede
usarse en las férmulas cualquiera de las dos matrices, pero en el calculo de la

varianza posteriori se recomienda usar la matriz de pesos normalizada:

'|..|"1:I'I*"') [1] (i) 0 1] (4]
0 1/a282 o 0 0 o
P= i 0 1/03r2 0 1] i
i O o 1/o442 1] o
] o o Q 1/o5%2 o
i 0 o 0 1] 1/06r2
Ay (1] i} i ] L] [} 0,36 (i ] L] [1] (i} o
1] 625 o o 1] 1] o 0,5625 0 1] 0 o
Pa [1] (v 625 o (1] 1] Mnoemaliz = o o L5625 1] i 0
[i] (1] ] 1111.1 (1] [i] o (i} (1] 1 o [}
L1} 0] ] (1] 6e5 o i o Qa (1] 5625 0
(1] (1] ] o 1] 11111 a o a (1] i 1
N1 = (ATP 4)~1 U=ATPL
0,0009 0,0005 0,0005 90278
N 0,0005 0,0008 0,0005 u= | 46528
0,0005 0,0005 0,0008 55,556
X=—N1U Xa=Xo+X
-0,0009 251,81
X=| -0,0134 Xa= | 120,64
0,0139 162,43
V=AX+L
La=Lb+V
-0,0009 251,81
0,0975 131,17
v=| -0,0134| (m) La= | 120,64| (m)
0,0552 89,375
0,0129 162,43
0,0473 41,797

Para calcular la varianza posterior se recomiendo usar la matriz de pesos
normalizada, caso contrario saldran valores altos:

VTPV

n—u

= 0.0036

)
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Para determinar la Base AB solicitada, se puedo tomar cualquier camino, al

estar los valores ajustados ya no depende del camino que se escoja:

Comprobacian

lal= la1 = 251,81 m
lal= laz+la3 = 251,81 m
lal= lag+las = 251,81 m
lal= lad+lab+la3 = 25181 m

AB = 251,81 m

Ejercicio 36. Iteraciones en Ecuaciones Lineales

Realizar una iteracion del ejercicio 35, las nuevas observaciones son las ob-
servaciones ajustadas del cadlculo anterior Lb1=La, de igual manera los nuevos

valores de los pardmetros estimados vienen a ser los pardmetros ajustados

Xol=Xa:
lbi= 251,800113 = 005 m
b2= 131,172491 = 004 m
Ib3= 120636622 =+ 0,04 m Kol 251,809113]
Lbil= Ib4= 893751678 + D003 m Xol=| %02 | = | 120636622
Ib5= 162433945 = 004 m %03 162,433945)
b= 41,7973235 =+ 003 m

La matriz de derivadas parciales A no cambia ya que son ecuaciones linea-

les que no requieren evaluacion:

1 0o 0 351,809113 0

1 -1 0 131,172491 0

0 1 0 Lo=| 120,636622 |(m) = 0 [{m)
A= 1 0 -1 89.3751678 0

0 ] 5 | 162,433945 0

0 -1 1 41,7973235 0

Al calcular la matriz L=Lo-L esta tiene valores de cero, por lo cual la matriz
U, X seran ceros, en forma general se indica que cuando se tiene ecuaciones

lineales no se puede realizar iteraciones ya que la matriz L se hace cero.

Ejercicio 37. Ecuaciones Lineales

Resolver el ejercicio anterior, pero asignando otras incoégnitas, compare los

resultados con el ejercicio anterior.

Como se indic6 en el ejercicio, se requieren solo 3 incognitas, ahora estas se
asignan de manera diferente a las anteriores, por lo tanto, también cambian las

ecuaciones:
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& £ b3 B
A | &4 ; | B5 v
lod : .|_|: 6 b3 B
fal= Xal
lal= Xa2 ol 251,81
la3= Xal-Xa2 o= o2 . 131,27
lad= Ka2-¥a3 ¥od 41,75
la5=  Xal-Xal+Xa3
lab= Xa3
dial dial dLal dial
dX¥al dXal d¥a3 d¥ad
dla? dLaZz dLa? dia2
d¥al dX¥a2 dXa3 dXad ¥ o 9
dla? dla? dLa3 dila3 0 ! 0
dLa _ |dxal d¥az dxa3 dxas 1 -1 0
E{EX:JJ ~ |dLa4 dLa4 dlat dlad 7 D 1 -1
d¥al d¥a2 d¥a? d¥ad 1 -1 1
dlas dLas dLa5 dLas 0 0 1
d¥al dX¥a2 dXad d¥ad
dlas dLeé dLaé dLas
d¥al dXa? dX¥a3 d¥ad
(Xe}
251,81 o
131,27 0
Lo=| 120,54 L= -0,11
89,52 0,2
162,20 -0,13
41,75 0
0,0009 0,0005 0,0005 9,0278
N7= 0,0005 0,0008 0,0005 u= 46,528
0,0005 0©0,0005 0,0008 55,556
0000892 00004 4938E-05 -150, 0000000
0000402  0,0007 00003386 U= 3722222223
4,94E-05 000024 0,0005468 -303, 4722222
-0,000887 251,80811
¥=| -0,087508 Ka= 131,17249
0,047323 41,797323
-0, 000887 251 80911
-0,097509 131,17249
V=| -0,013378] (m) La= 12063662 {m})
0,055168 89,375168
0,013945 162,43395
0047323 41,797323
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a3

— VTPV
= = 0.0036
n—u

Comprobacidn
lai= lal 25180911 m
lal= la2+la3 251,80911 m
lal= lad+la5 251,80911 m
lal= lad+laBG+la3 251,80911 m

AB= 251,80911 m

Comparando los resultados obtenidos en el ejercicio 35, se concluye que no
importa a que variables se asigna las incégnitas, pero si la cantidad maxima

de las mismas.

Ejercicio 38. Ecuaciones con 6 observaciones y exceso de incégnitas

Se ha medido un circulo con 6 observaciones, con 4 direcciones que se quie-
ren ajustar y encontrar las ubicaciones verdaderas. Este ejercicio requiere de
3 incognitas, ya que la cuarta es combinacién lineal de las anteriores, es decir,
X4=360-X1-X2-X3, por lo tanto, no deberia considerarse, pero para observar
la influencia de una incégnita adicional a las requeridas, en el ajuste, se reali-
zard intencionalmente con 4 incégnitas, para determinar la afectacion de esta
incégnita en los resultados y en la precision del ajuste. En ciertas ocasiones
existen condiciones principalmente geométricas que deben cumplir las obser-

vaciones (un circulo completo tiene 360°):

grad  min seg seg  Grad

Ibi= 34 7 1432 + 5 34,121

42 -. Ib2= 102 31 40,76 + 102,53

-E R Ih3= 101 2 354 + 8 101,04

' Ib4= 223 22 50,56 + 12 223,38

Ib5= 136 40 7449 £+ 9 136,67

lbe= 325 20 3568 t 15 325,84

La = F(Xa)
lal= Xal

laz= Xa2 ¥ol 34,12064444
la3= Xa3 ¥o=| Xo2 |= 102,5279889
lad=Xa3 +X¥ad Xo3 101,0431667
la5= Xal+Xa2 Xod 122,3375444

lag= Xa2+Xa3+ Xad
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diel dLal dLal dial
d¥al dXa2 d¥a3 d¥ed
dia2 dLa?z dia2 dia2
d¥al dXa2 dXa3 dXa4 1 0 0 0
dia3 dla3 dLa3 dLa3 0 1 0 0

__ dla __|d¥al dXal dXa3 dXad
= aXal(xe) |dLat dlas  dlat dia4 = 0 0 1 0
d¥al dXaZ dXa3 d¥at 0 0 1 1
ala5 dLa5 dLa5 dLa5 1 1 0o D
dX¥al d¥a2 dXa3d d¥as 0 1 1 1
dlaé dLaé dLoé dLaé
d¥al dX¥a2 dX¥a3d dX¥ad
(Xe})
Lo = F(Xo) L= Lo—Lb
34,121 o | 0
102,53 o 1]
Lo=| 101,04 |(grados) L={ 0 |(grados)= 0  |(segundos)

223,38 0 0

136,65 -0 | 72,36

325,91 0,1/ 235,64

La matriz de pesos P es una matriz diagonal de 6X6, sus valores correspon-

den al inverso de la varianza, en las férmulas de N y U puede usarse la matriz

de Pesos P directamente, pero para el calculo de la varianza a posteriori se

recomienda usar la matriz de pesos normalizada:

10142 1] 0 0 1] (]
0 ifezqz O 0 0 o
p= o o ifo3rz 0 o o
0 o 0 1/o4*2 0 o
0 o 0 0 10542 D
0 ] 0 o 0 1fo6A2
00 1] [+] o a 1 1] 1] 1] o 1]
[} 0156 [+] ] 1] o 1] 0,39 1] 1] 1] i}
P= 0 4] 0,0056 o o o PiMarmalizada)= 1] 1] 0,39 1] L¢] 1]
[i] (4] [+] 00069 ] i} 1] (1] o 0,17 [i] i}
o o o 0 00123 o o o 8 0 o3 o
0 0 0 o 0 00044 ] o o o o 011
N~1= (ATP A)! U=ATPL
21,107 -8,4933 0 3,31444 -0,0002481
N'=| 8,403 36,0114 0 -14,053 U= 4, 2TTE-05
1] o B4 -4 0,0002909
3,3144 -14,053 64 157,289 0,0002909)
¥=—-N1U Xa=Xo+X
0,0046| 34,1253 |
X=| 0,0004 (grados) xa= 101,523;{;:3:105}
1] 1ﬁ1,ﬂd3i
| -0026 122,312
V=AX+L La=Ib+V
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grad S0g grad grad min s0g
0,0046 16,6919 34,125281 34 7 31,012|
0,0004 1,58833 10252843 102 31 42,346
V= Dl = 0 La= 101,04317 = 101 F. 35,4
0,026/ 92576 223,355 223 21 17,984
0,015/ -54,082 13665371 136 39 13.358|
0,0402 144,65 325,88343 325 53 0,3302|

Como se tiene 6 observaciones y 4 incognitas, hay dos grados de libertad, es

decir, se perjudica el ajuste r=n-u = 6-4=2:

VTPV

n—u

= 0.0002

!

Para comprobar los resultados obtenidos del ajuste, se plantea ecuaciones
en las cuales un todo menos sus partes deben ser cero o las ecuaciones de cum-

plimiento geométrico que deben cumplir un requisito:

Comprobacien grad seg

lal+la2-la5=0 o 0"
360-lal-la2-lad=0 -0,0087 *© -31,342104
360-lal-lab=0 -0,0087 *© -31,342104
lad-la3-Xad=0 a* o

Se observa que las medidas ajustadas que deberian cumplir con la suma de
360° no llega a cerrarse en este ejemplo, faltando 31.34” para cerrar el circulo,
esto sucede por usar una incégnita que no correspondia ya que es combina-

cioén lineal de las otras.

Ejercicio 39. Observaciones con ecuaciones de cumplimiento geométrico

Resolver el ejercicio anterior, considerando las 6 observaciones, con 4 direc-
ciones que se quieren ajustar y encontrar las ubicaciones verdaderas, pero con

3 incégnitas, ya que la cuarta es combinacion lineal de las anteriores:

grad min seg seg  Grad
Ibl= 34 7 1432 £+ 5 34,121
- Ih2= 102 31 40,76 + B 102,53
i Ib3= 101 2 iz4 + 3 101,04
Ibd= 223 22 5056 + 132 223,38
Ib5= 136 40 744 £ 9 136,67
lbe= 325 50 3568 t 15 325,84
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La = F(Xa)
lal= xal
la2= Xad Kl 3412064444
la3= Xa3 Xo= Xord = 102,52 TI98ED
lad= 360-Xal-XaZ Xod 101,0431667
la5= xal + Xal
laB= 360-¥al
dLal dlal dLal
d¥al dXa2 dXa3
dLal dla? dLa2
d¥al dXa2 dXa3 1 o P
dLa3 dlald dLa3 0 . o
__dle __ |d¥al dXa2 dXa3 i o o 1
T al(gg  |9Lat  dlat  dlat i 4 &
dX¥al dXa2 dXa3 1 1 o
dla5 dLat  dLab
d¥al dXa2 dXa3 =+ S
dlatd dLae dLaé
d¥al dXa2 dXa3
(Xo)
Lo = F(Xo) = Lo—1Lb
grad grad seg
34,121 o 1]
102,53 ] 0
Lo=| 101,04 L= 0 = L
223,35 -0,02934 105,64
136,65 -0,0201 -72,36
325,28 0036111 130

La matriz de pesos P es

-~ - -

L 1]

el

igual a la del ejercicio anterior.

@

.1r
i

o o >

N~1= (ATP A)™?

18841 -10,41 (1]
N'=| 10,409 34392 o
o 0 64
X=-N-1U

0,0034

X=| -0,0006

0

U=A"PL

-0,0002049
-4, 437E-05
1]

Xa=Xo+X

34,12404
Xa=| 102,5274
101,0432

V=AX+L La=Lb+V
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grad e grad grad min seg
0,0034/ 13,23 34,124 34 7 26,5523
-0,0006 218 102,53 102 31 38,5764
V= o = o La=| 10104 = 01 2 354
-0,0321 -116 223,35 223 20 54,8713
00173 62,3 136,65 136 39 512872
u,n:z;f| 1178 375 B8 325 57 33,4477

Como se tiene 6 observaciones y 3 incégnitas, hay 3 grados de libertad, es
decir con mayor grado de libertad el ajuste debe ser mejor, r=n-u = 6-3=3:

VTPV

n—1u

= 0.0001

qu :I

Para comprobar los resultados obtenidos del ajuste, se plantea ecuaciones
en las cuales un todo menos sus partes deben ser cero, o ecuaciones de cum-

plimiento geométrico que deben cumplir un requisito:

Comprobacion grad g

lal+la2-la5=0 o-" o*
360-lal-lad-lag=0 " 0"
3b0-kal-lab=0} o- o*

Comparado con el ejercicio anterior se tiene una menor varianza a posterio-
ri lo que indica que el ajuste es mejor, ademaés en la comprobacién se observa

que las medidas ajustadas cumplen la condicién geométrica.

En el ajuste de poligonos lo més frecuente es ajustar los dngulos para luego
calcular lados, para fijar las figuras semejantes que se forman se requiere de
un lado base previamente ajustado, a partir del cual con angulo y distancia se
puede determinar el resto de los lados, de igual manera, si se requiere calcu-
lar coordenadas, se podria hacer una vez se tenga los angulos ajustados y los

lados calculados:

Figura 28

Poligonos semejantes
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Ejercicio 40. Observaciones con ecuaciones de cumplimiento geométrico

El siguiente poligono divido en 2 tridngulos (los tridngulos mejoran el ajus-

te porque dan consistencia) se han realizado 8 observaciones a fin de reite-

rar las mediciones y mejorar el ajuste, se pide ajustar los angulos. Cuando se

trabaja con tridngulos se deben considerar 2 incégnitas por cada uno, en este

ejemplo, se requiere 4 incégnitas, ya que las otras seran combinacién lineal

de las anteriores. La ecuaciéon de cumplimiento geométrico corresponde a la

suma de los angulos internos de un tridngulo es 180° (en este ejercicio debe

haber 2 ecuaciones de este tipo):

= Grad Min
%1 3 Ib1= EB 7
Ib2= 61 59
3= a1 47
lbd= 153 46
Ib5= 29 53
I Ib6= 25 5
Ib7= 54 58
[bB= 63 7
La = F(Xa)
lal= Xal
la2= Xa2 ol
la3= 1B0 - Xa3 - ¥Xad Xo= o2
lad= ¥aZ + 180 - Xa3 - ¥ad o3
la5= 180 - Xal - Xa2 Xod
laG= ¥a3d
la7= ¥ad + 180 - Xal - Xa2
laB= Xad
1 0 0
0 1 0
0 0 =1
_ fla =l o0 1 1
d¥a|(xa) -1 -1 0
0 0 1
-1 - 1
(4] 1] 0
Lo = F(Xo) L= Lo—Lb
Grad Grad
BB.120:0 0,0000
61,9875 0,0000
51,7854 0,0003
Lo=| 153,7769 L=] 00097 =
29,8925 0.0036
25,0925 0,0000
54,9850 0,0139
63,1181 0,0000

oo o L Lo

Seg

12
15
il

20
i3
i6

360
360

Grad
B2,1200
61,9875
01,7892
1537672
29,8889
25,0925
54,9711
63,1181

Grad

88,1200
61,9875
25,0025
63,1181
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Al no tener precisiones de las observaciones ni otro criterio para asignar
pesos, la matriz de pesos P es la identidad 8X8.

1 i} o 4] o [i] i} L1}
0 1 o 4] o o 0 0
o o 1 o o o [v] 0
p= 0 o 0 1 0 ] a o
o o o 1] 1 o a 0
o o o 4] o 1 a 0
o o o 4] o o 1 0
o 1] o (1] o a a 1
N-1= (ATP )1 U=ATPL
053331 -0,26667 006667 -0,13333 -0,017
Mi-| 026667 046667 0,13333  DOGEET U= |-o008
006667 013333 046667 -0,26667 0,004
-0,13333 0,06667 -0,26667 053333 0,01
X=—N1U Xa=Xo+X
grad
0,0056667 BB 12567
X=| -0,0008889 a= 651,98661
-0,0022778 25,09022
0,0045556 63,12261
V=AX+L La=Lb+V
grad g grad grad min eg
0,0056667 204 88,1256667 88 7 324
-0,0008389 -3,.2 61,9866111 61 59 11,8
-0,0020000 -T2 91, 7871667 91 ay 13,8
V= 0,0065556 = 236 La=| 1537137778 = 153 46 25,6
-0,0011667 -4,2 298877222 249 53 15,8
-0,0022778 a2 250002222 25 5 248
0,0068333 4.6 54,0770444 54 58 406
0,0045556 16,4 63,1226111 63 7 214

Se tiene 8 observaciones y 4 incégnitas, hay 4 grados de libertad, r=n-u =
8-4=4:
VTPV

gl = —— = 0.000038
n—u

Para comprobar los resultados obtenidos del ajuste, se plantea ecuaciones
en las cuales un todo menos sus partes deben ser cero, o las ecuaciones de
cumplimiento geométrico que deben cumplir un requisito:

Comprobacién

lal+la2+la5-180=0 0,00 ° o
la3+lag+lag-180=0 0,00 * L H
la2+la3-lad=0 0,00 ° 0"
laS+lab-la7=0 0,00 * o
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Se observa que las medidas ajustadas satisfacen las ecuaciones de cumpli-

miento geométrico.

La nivelacién geométrica o trigonométrica tiene que ver con el calculo de
desniveles entre dos puntos, la primera utiliza nivel de ingeniero y es precisa,
la segunda se realiza con estacion total y es menos precisa que la geométrica,

pero permite determinar mayor diferencia de alturas en menor tiempo.

Figura 29

Nivelacion Geométrica y trigonomeétrica

AHS = m, —m,

La nivelacién geométrica considera el método de ida y regreso, las sumas
de los desniveles de ida menos los de regreso debe ser igual a cero, la diferen-
cia con este valor da el orden de la nivelacion (primer orden, segundo orden y
tercer orden) que se calcula como una funcién de la distancia nivelada en Km.

El peso en esta nivelacion es el inverso de distancia nivelada expresada en Km.

La nivelacién trigonométrica se realiza con mediciones reciprocas, consi-
derando el orden con similar criterio que la nivelacion geométrica. El peso en
esta nivelacion es el inverso al cuadrado de distancia nivelada expresada en
Km.

Luego de realizar la nivelacion entre dos puntos AB distantes, se realiza el
proceso de ida y regreso (nivelacién geométrica) o reciprocas (nivelacién tri-
gonomeétrica), la suma de estos desniveles determinados dentro de un orden
de precisién, genera una linea de nivelacion, las cuales expresan el desnivel
entre A y B con signo positivo si B es mayor que A y negativo si es al con-
trario, para determinar las cotas (alturas niveladas con referencia a un punto
absoluto, Nivel Medio del Mar) se requiere enlazar el punto A o B a un punto
de cota conocida, normalmente determinado y ajustado previamente por el
Instituto Geografico Militar IGM (para el Ecuador), el mismo que estd materia-
lizado con una placa de aluminio. Las lineas de nivelacién son rectas, ya que

no representan ni el camino que se sigui6 en la determinacién de las mismas,
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ni tampoco expresan la distancia nivelada, solo representa que hay conexion

entre esos puntos.

Figura 30
Linea de Nivelacion

Para poder ajustar una nivelacion se requiere formar una red de nivelacion
que debe estar conformada por varias lineas de nivelacién y puede estar enla-
zadas a un punto de control vertical (PV del IGM) de valor conocido y acep-
tado como verdadero, del cual se parte y se regresa al mismo o a més de un
punto de control vertical, cuando se parte de uno y se llega a otro, en ambos
casos se habla de una red de nivelacion cerrada. Si la red no es cerrada no se

podra ajustar.

Figura 31
Red de Nivelacion Cerrada

T
_ T
) N | T
¥ " -
_,.-" o | b2
>

El resultado de la red se expresa en un gréfico de nivelacién, el cual expresa
el desnivel ascendente con una flecha que indica el sentido de mayor altura, la
linea que une los puntos representa la observacion (desnivel entre los puntos);
con un tridngulo se representan los puntos de Control Vertical y con un circulo

los puntos intermedios de los cuales se requiere determinar las cotas.

Las observaciones (desniveles), corresponden a la cota mayor menos la cota
menor (Lb=Cota Mayor - Cota Menor), las incoégnitas corresponden a las cotas,

los valores estimados se determinan a partir de las mismas observaciones.



Teoria y gjercicios resueltos

Ejercicio 41. Ajuste de una red de nivelacién

En la siguiente red de nivelaciéon geométrica se presentan las observaciones
con sus respectivas longitudes de lineas, se ha enlazado a los puntos de cota
conocida y ajustada por el IGM: M18 (183,506 m.s.n.m), M22 (192,353 m.s.n.m)
y M96 (191,89 m.s.n.m). Ajustar las observaciones y determinar las cotas de A,
B,CyD.

e A e Linea Desnivel (m) | Longitud (Km)
b by Ibi 6,125 12,6
, Ib2 8,320 16,4
& b3 5,580 14,1
be Ib4 1,368 10,0
X, IbS 4,694 16,3
Ib& 11,694 20,4
% b7 0,905 12,0
Y Ibg 6,944 13,2
1b9 5,585 15,4
La = F(Xa)
lal=  Xa3-Mi8
la2= Yad-Kad X0l 1863050 CotaA= 186,3050
la3= Xad-M22 Xo= | ¥o2 = 190,9850 CotaB= 190,9850
lad=  Xa2-Xa3 Xo3 189,6310 CotaC=  189,6310
laS= ¥al - Xal Xod 1979330 CotaD= 1978330
lag= Mad-Xal
la?= bADG-Ka2
lag= Xa4 -Xa2
la9= MoE-Xal
0 0 1 0
0 0 -1 1
0 0 o0 1
i 0 1 4 o
= Zaltxe) = -1 1 0 0
1 0 o0 1
0 A4 D 0
1] -1 (4] 1
= 0 0 0
Lo = F(Xo) = Lo—Lb
6,1250 0,0000
8,3020 -0,0180
5,5800 0,0000
1,3540 -0,0140
Lo=|  4,6800 L=| -0,0140
11,6280 -0,0660
0,3050 0,0000
6,9480 0,0040
5,5850 0,0000
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Los pesos son el inverso de la distancia en Km.

0,0793651 Q o 0 o 0 o o o
o 0OR0STE L] D o ] o 0 o
Lt 1] 000052199 a 1] o o ] o
= a 1] ] o1 4] L] 1] ] o
L] 1] 0 o 0061 0 1] ] ]
o 1] 0 o 0 0040 1] o o
o 1] 1] o 1] 0 008333 0 o
L1} 1] [+] o (1] a o 0076 o
Li} 1] (] o ] o o o 00640358
0,793651 4] 0 [} 1] 1] o 1] 1]
a 0,60076 4] o 1] [1] ] a 1]
o o [0 vk L] 4] [+] o o o
Plnormalizado)= o o 1] 1 1] o o o o
o o [+] 0 0,613497 o o o o
o L] (] 1] (1] 0490196 o o o
o o 4] o 1] 1] 083313 o 1]
] 0 0 0 (] 0 0 075758 0O
1] o 4] L] 4] 0 0 o 364935
N-1= (ATP A)1 U=ATPL
7.30081  2,52003 1,60771 254406 0,004
Ni= 2,52903 510558 2,79778 2,65455 L= -0
1,60771 279778 507683 2,56085 0,002
254406 265455 2,56985 577583 =0

X=—-N11 Xa=Xo+X

-0,0174 186,28760
x=| 00064355 Xa=| 19099144
-0,004355 189,62665
0,0132421 197,94624
V=AX+L la=1Lb+V
-0,0043545 6,1206455
-0,0004034 8,3195966
0,0132421 5,5932421
v=| -0,0032100 La=| 1,3647900
0,0008352 4,7038352
-0,0353581 116586419
-0,0064355 0,8985645
0,0108066 6,9548066
0,0173997 5,6023997

Se tiene 9 observaciones y 4 incognitas, hay 5 grados de libertad, r=n-u =
9-4=5:

T
—  VIPV

o5 = = 0.000228

n—u
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Para comprobar los resultados obtenidos del ajuste, se determinan las cotas
de los puntos A, B, Cy D, sin importar el camino se obtiene la misma respues-
ta, ya que los desniveles estan ajustados, como ejemplo se ha tomado la Cota

del punto A por diferentes caminos:

Comprobacion

MIE-lag 186,2876
Cota A mMae-la7-las 186,2876
M22+1a3-1a6 186,2876
M1B+lal+laz-laB-las 186,2876

En algunos casos, a mas de observaciones e incognitas, existen constantes
que se consideran como valores fijos sin error, por ejemplo: un angulo o lado
tijo. Entonces, el sistema tiene que acomodarse de la mejor manera, ajustan-
dose al cumplimiento de esos valores que no pueden cambiar. Cuando solo se
tiene observaciones estas tienen la libertad de ajustarse o acomodarse para dar
la mejor solucién, pero cuando se ven limitados el movimiento por valores fi-
jos se forman ecuaciones de constriccion que mantienen los valores constantes,
el ajuste se obliga a buscar los mejores valores, forzando a las observaciones a
sufrir mayor cambio, incluso en algunos casos, cuando se realiza la comproba-

cién no cuadra exactamente como en los ejercicios anteriores.

En los siguientes ejercicios, se considera constricciones para observar lo in-
dicado.

Ejercicio 42. Ajuste de ejercicios con constriccion (constantes)

Determinar la recta que mejor se ajusta a los puntos P1 (1,1), P2 (3,2) y

P3(5,5), considerar que las abscisas son fijas (constantes).

Es decir, hay 3 observaciones que son Y1, Y2, Y3. La solucién permite solo
el desplazamiento en el eje Y de cada punto.
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Considerando el modelo matematico La=F(Xa), la solucién requiere usar
la ecuacion de la recta, para lo cual se debe analizar cudl de las formas de la
ecuacion se utilizard en este caso. Si se usa la ecuaciéon general AX+BY+C=0,
con los 3 puntos se podria plantear 3 ecuaciones con 3 incégnitas, es decir, se
puede resolver, pero no ajustar. Al usar la ecuacion Punto Pendiente (Y-Y1) =
m(X-X1), igual que el caso anterior se podria solo calcular. Finalmente, con la
ecuacion: ordenada en el origen y pendiente Y=mX+b, se tiene 3 ecuaciones y

dos incégnitas, por lo cual se podria ajustar.

La = F(Xa)

Yemx+b {i} 1l = m + b
lai= ¥al (1) +Xa2 @ 2= m 3 = b
la2= X¥al (3) + Xa2 ¥o=| ¥Xol | = 0,5
la3= Xal(5) + Xa2 Xo2 0,5 @ 1= m 1 + b

@+(-1) -2 = m -3 - b
@ 1= m -2

Despejar m m = 05

e A I b = 05
1 1

> 3
sxas dla 5 1
dXa (Xo}

Lo=F(X0) L= Lo—Lb

0,0000
Lo= 2 L=| 0,0000
3 -1,0000

La matriz de pesos es la matriz identidad, porque no hay criterio para pon-

derar.
1 o o
P=| O 1
o o

N~t= (ATP A)~! U=ATPL

1

M= 0,12500 -0,37500 U= -5
-0,37500  1,45833 1
¥=—N1U Xa=Xo+X
Y= 0,25 ¥a=| 0,75000 m= 0,750
-0,416667 0,08333 b= 0,083

Ecuacidn de la recta gque mejor se ajusta v =075x+ 0,08
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V=AX+L La=Lb+V
-0,1666667 0,8233 Pla (1, 0,83 )
V= 0,3333333 La= 2,3333 P2a (3, 2,33 )
-0,1666667 3,8333 P3a (5 3,83 )

Hay 3 observaciones y 2 incégnitas, por lo tanto, 1 grados de libertad, r=n-u
=3-2=1:

VTPV

n—1u

o2 = 0.16666

Para comprobar los resultados obtenidos del ajuste, al ser los puntos ajus-
tados parte de la recta deben satisfacer la ecuacion, lo que se comprueba con
los calculos, en la gréfica se puede observar como los puntos P1, P2 y P3 se
desplazaron solo en el eje Y, ya que en X estaba con valores constantes, aco-
modandose de la mejor forma posible a la nueva recta encontrada después del

ajuste (linea roja):

Comprobacion

Xal (1) + Xa2-la1=0 0,00 . | o
¥al (3) + Xa2-la2=0 0,00 . '
Xa1 (5) + Xa2-la3=0 0,00
=i
-"-E.

Ejercicio 43. Ajuste de ejercicios con constriccion (constantes)

Encontrar la ecuacién de la parabola que mejor se ajusta a los 4 puntos P1
(-5.54.92), P2 (-2.5,1.55), P3(1.5,3.65) y P4(3.0,6.0), considerar que las abscisas

son fijas (constantes).

8
wFd
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Es decir, hay 4 observaciones que son Y1, Y2, Y3, Y4. La solucién permite

solo el desplazamiento en el eje Y de cada punto.

Considerando el modelo matematico La=F(Xa), la solucién requiere usar
la ecuacioén de la parabola, por lo tanto, se tiene 4 ecuaciones y 3 incégnitas,

permitiendo el ajuste.

La = F{Xa)
Y=AX +BX+C
lal=  Xal(-5.5F + Xa2 (-5.5) + Xa3
la2=  Xal(-2.5/ +Xa2 (-2.5) + Xa3
la3=  Xal (1.5 + Xa2 (1.5} + Xa3
lad= Xal :311 +Xa2 (3) + a3

Para estimar las incognitas se requiere resolver un sistema de 3 ecuaciones
y 3 incégnitas, para lo cual se han considerado usar los 3 primeros puntos y asi

determinar los valores estimados:

o 452 = 30,75 Xal + .55 Xa2 +  Xa3
L3 155 = 5,25 Mal # =25 ¥ad & XNal
@ 365 = 2,45 Xal + 1.5 ¥ad +  Xad
& = 9 Xal 4 3 ¥a2 «  Xal
@.0.-0 337 = 24 %al -3 ¥a2
®-0-3 127 = 28 a1l 4 -7 Xa2 ¥l 0,235
Xo | o2 | = | 078
@7 2150 = 168 Xl + -21 ¥ad Kod 1,979
5)=-3) 381 = B4 Xal @ 21 Xa2
& 19,78 = &4 Xal
Xal = 0,235
B en@ INsT = 24 Hal : 337
@ ¥a2 = 07605
@, Ben@ ¥al = 235 X1 4 1,5 X2 & 365
Xa3 =  1,9795
30,25 5,5 1
i 6,25 25 1
d 2,25 15 1
9 3 1

Lo=F(Xo) L= Lo—Lb

49200 0,0000
Le=| 15500 L=| 00000
3,6500 10,0000
6,3802 03802
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La matriz de pesos es la matriz identidad porque no hay criterio para pon-

derar.

L= =R =
L= =B =
D = O O
L= =~ I~

N~1= (ATPA)! U=ATPL

0,00500 001228 -0,04889 3,422
n'=| 001228 005256 -0,10060 L= 1,141
-0,048289 -0,10050 0,74562 0,38

X=—N"1U ¥a=Xo+X

-0,0125112 022256
X=| -0,0637197 Xa=| 0,69676
-0,0014464 197802
Ecuacion de la parabola que mejor se ajusta es ¥=0.22 %" +0.69 X+ 1.97
V=AX+L La=Lb+V
00294532 | | 4,8905468 Pla (-5.5,4.89)
V=| 0,0796576 La=| 1,6296576 P2a (-25,1.63)
-0,1251762 35248238 P3a (1.5,3.52)
00749719 60749719 P4a (3.0,6.07)

Hay 4 observaciones y 3 incégnitas, por lo tanto, 1 grados de libertad, r=n-u
=4-3=1:

— VTPV
ol = = 0.0285

m—u

Para comprobar los resultados obtenidos del ajuste, al ser los puntos ajus-
tados parte de la pardbola deben satisfacer la ecuacion, lo que se comprueba
con los calculos, en la grafica se puede observar como los puntos P1, P2, P3 y
P4 se desplazaron solo en el eje Y, ya que en X estaba con valores constantes,
acomodandose de la mejor forma posible a la nueva parabola encontrada des-
pués del ajuste (linea roja):

/
Comprobacidn \'\ 44 !/ !

¥alf-5.5) +Xa2{-5.5)+ Xa3-lal=0 0, 00000

Xal{-2.5 +Xa2{-2.5)4Xa3-1a2=0 0,00000 Y 4
Xa1(1.5) +Xa2{1.5)Xa3-la3=0 0,00000 . ;
¥a1(3) s¥a2(3)+%a3-lad=0 0,00000 o
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Ejercicio 44. Dos observaciones y una incégnita, dos constantes

En el triangulo rectangulo se ha medido la hipotenusa y un angulo, se co-
noce que un cateto es de longitud conocida y fija (constante), ajustar las obser-

vaciones.

b1 = 89.54 £ 0.03m
1b2 = 47°37°28.92" + 8" 161

Cateto 1= 60 m (cte.)
Ih2

6lm  Fijo

Angulo recto = 90° (cte.)

Se requiere una sola incégnita, que puede ser el otro cateto, uno de los an-
gulos agudos o la misma hipotenusa, para este ejemplo se toma el otro cateto
como incognita.

La = F(Xa)

Lal = 602 + xa?
La2 = at xa
2= atn(2)

Para la estimacion de Xo se tiene varias alternativas, con Pitagoras, con la
funcién seno y con la funcién tangente, no se requiere determinar las 3, se pue-
de escoger una alternativa, incluso un valor cercano a las 3, recuerde que es un
valor estimado, para el ejemplo se determina las 3 alternativas y se considera

como Xo0=66 solo para que se observe que se requiere un valor cercano:

Xo =+ 1b12 — 602 = /89.542 — 602 = 66.46 m
Xo = b1 Seno(1b2) = 89.54 Seno (47.6247°) = 66.15m
Xo = 60 tan(1b2) = 60 tan(47.6247°) = 65.77 m

Xo=66m
1 2X
dLal a
2602 + Xa2
g 8el _[dXa _ 1 _ | 0.73994
dXaly, |dla2 &0 i 0.007541
dXa Xa
(Xa) 1+ =
60 o)
89.1964m
Lo =Fia) = | 47 70630
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La matriz Lo es la que da una unidad al vector de residuales, en la unidad

que se coloque los valores, saldra los residuales.

0.343587m
0.10160°

L=1lo—Lb= ‘
La matriz de pesos (matriz diagonal), da la importancia por lo cual no es
necesario transformar las unidades (metros o segundos) se recomienda colo-
car la desviacion en la minima unidad utilizada dada, si se desea se podria
normalizar esta matriz dividiendo para el valor mayor, cualquiera que se use

en las siguientes férmulas no altera el resultado:

_ |1111.11 0 P _ 1 o
0 0.01562 Norm. 0 0.0000141

N-' = (ATP 4)~! = 0.001643802
U=ATPL = —282.4824
X=—N"1U= —(0.001643802)(—282.4824) = 0.46434 m

Xa=Xo+ X =066+ 046434 = 66.43434m
—0.000000015m

V=AXt+L= | 0.105111°
89.539999m| _ | 89.539999m
La=Lb+V=1"47 720815 | = |a7°43" 47.32"
— VTPV VTPV
ol = = — 0.0001726
n—u 2—1

Para las iteraciones, se cambia Lbl=La y Xo1=Xa, para los calculos se pue-
de utilizar Excel, colocando en celdas y férmulas enlazadas a los valores, de
esta manera, al cambiar los nuevos Lbl y Xol, automaticamente se tiene los
nuevos valores, se debe chequear las matrices L, X, V, La 'y 002 que deben ir
disminuyendo en cada iteracion, se puede chequear también que los valores

convergen, es decir ya no hay cambio.
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Ejercicio 45. Dos iteraciones del ejercicio 44.

Se ha realizado dos iteraciones del ejercicio 44 para analizar lo indicado:

Primera Iteracion Segunda lteracion
b1 = 89.5398 m b1 = 89.5398m
1b2 = 47°43°47.32" 1b2 = 47°55°33.9189"
Xol = 66.46414m Xo2 = 47°43'47.32"
_10.742282 10742278
Al = |u.uu?433 Az = |n.m?433
_ 189.54054 _ 189.53999
Lol = |4?.9251a Loz = |4?.92586
11— |[].IJIJIJ544 L2 — |0.000000001
~ [0.196368 ~ |-0.00030923
p_ |1111.11 0 | P |1111.11 0 |
| 0o 001562 =1 0o 001562
N1l = 0.163344 N271 = 0.163346
U1 = 0.449355 U2 = 0.00000107
X1 = —0.000733 X2 = —0.0000000017
Xal = 66.46361 m Xa2 = 66.46361 m
. |—ﬂ.ﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬁ2? 12 — |0:00000000004
0.196363046 —0.000309232
_189.53999 _189.53999
Lal = |4?.9251? Laz = |4-?.92586
21 = 0.00060 222 = 0.00000000149

Una vez que se deja de iterar analizando si ya convergen los valores o si es-
tdn dentro de la precisiéon deseada, se debe calcular las precisiones del ajuste,
para lo cual se aplica las matrices de varianza covarianza, sacando la desvia-

cion de las diagonales de estas.
Z.};’a =og2 N™1 = 0.163346

Xa = 6646361 +0.04m

_ 0.0009 0.000009
.2 14T —
ZLE—%AN A= |[].[](}IJEIEIQ 0.0000000914

89.53999 m +0.03m

La = ‘4?“55'33.11" =0.0003° = +1.08"
— - —0.000000000001 0.000009
— g2 14T _ p-1y —
ZV =05 (ANT2AT =P = | 0.000009 —63.99999
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_ |0.00000000004 +0.03m

v —0.000309232 | £7.999°

Ejercicio 46. Precisiones del ejercicio 44

Se realiza un analisis de las precisiones obtenidas en el ajuste, especialmen-
te en la matriz de residuales que corresponden a los valores mas pequefios
comparandolos con las precisiones del ajuste, como son mucho mayores, espe-
cialmente en el residual angular, se concluye que esta sobredimensionado, por

lo cual se cambia la varianza a priori con | a posteriori, en todas las matrices:

ZJ{@ = EE‘ N~1 = 0.0000000000024

Xa = 66.46361 + 0.0000015m

) 14T 0.0000000000013 0.000000000000013
Lao= g ANTtAY =
Z I, e 0.000000000000013 0.0000000000000001

La = ‘ 89.53999 m +0.000001 m
47°55°33.11"1 +0.0000000116° = £0.00004"
3 - - —0.000000000000 0.000000000000013
— o2 14T _ p-17 —
ZV_ o (ANT2AT =P 0.000000000000013 —0.0000000956 |
V= ‘D.DDUGGGDDDUII- +0.00000000004 m

—0.000309232 1 £0.000309° = 1.1"

El seleccionar el nimero adecuado de incognitas es importante, si se pone
mas de lo adecuado, o no se podra ajustar o se perderd precisién en el ajuste,
la asignacion de estas incognitas no afecta el resultado, lo que si puede es sim-

plificar las ecuaciones generadas facilitando el proceso de derivacion.

Ejercicio 47. Dos observaciones y una incégnita diferente al anterior

En el ejercicio 44 resuelto anteriormente, asighando ahora como incégnita

el angulo agudo no medido, al final se realizara la comparacion de resultados:

bl = 89.54 £ 0.03m

b2 = 47°37°28.92" + 8" .
Cateto 1= 60 m (cte)
[ ]
Angulo recto = 90° (cte) 60m  Fijo
La = F(Xa)
60
Lal = (Eerm Xu)

La2 =90° — Xa
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Para la estimacién de Xo se tiene varias alternativas, con la funcion seno o
con la suma interna de angulos de un triangulo, por facilidad se selecciona la
segunda:

Xo=90"—Lbl =90° — 47.6247° = 42.3753"

dlal 60 Cos X
_dla]  |dxa _|=tesAa __|0J3994
" dXaly,  |dla2ff | Semo Xa ~ 10.007541
dXa o) (Xo)
89.1964m
Lo =Fro) = | 47 7263
B _ 1-0.343587m
L= Lo Lb"‘ 0.10160°
0

_ |1111.11

1};‘ 5 0
p _ | 7003 0 | p =P
0 0 0.01562 Nerm. 0 0.0000141

1 f'{BZ

N™1= (ATP A)™! =0.001643802

U=ATPL = —282.4824
X =—-N"1U= —(0.001643802)(—282.4824) = 0.46434 m

Xa=Xo+X =066+ 046434 = 6643434 m

—0.000000015m
0.105111°

89.539999m| _ | 89.539999m
47.72981° | 147° 43" 47.32"

- VTPV VTPV
o5 = =

V=AX+L=|

La=Lb+V =

= = 0.0001726
n—1u 2—-1

Ejercicio 48. Dos observaciones y una incégnita diferente al anterior

En el ejercicio 44 resuelto anteriormente, asignando ahora como incégnita

el angulo agudo observado, al final se realizara la comparacién de resultados:

bl = 89.54 £ 0.03m -

1b2 = 47°37°28.92" + 8"
Cateto 1=60 m {c"te}| 6lm  Fijo -

Angulo recto = 90° (cte)

La = F(Xa)
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Lal = (C;DXR)
La2 = Xa

Para la estimacion de Xo se toma el valor de la observacién 1b2:

Xo0=47.6247°
dlal

4 dlLa _ X 6[1‘51?2;3’&
d¥a (Xo) dla? 051 a

(Xa)
dXa (Xo)

_ |9?.5?E-9|
B 1

89.0228m
Lo=F, =
0= Fee) = | 47 6247°

—0.343587m
0.10160"

L= Lo—Lbz‘

0
1 fﬂz

N~1= (ATP A)~! = 0.000000094

_ |1111.11 1]

1
P /0.032 0 I :|1
0 o 001562l "M T o 0.0000141

U=ATP L = —-56064.73
X=-N"1U= 0.005299°
Xa=Xo+X=47630"°

—0.000000000763m |

V=AX+L= | 0.0005299°

89.54m

89.54m
B |4?° 37" 47.99"

- |4?.52999°
— VTPV VTPV

2= = = 0.00000043
o n—u 2—-1

La=Lb+V

Ejercicio 49. Dos observaciones y una incognita diferente al anterior

En el ejercicio 44 resuelto anteriormente, asignando ahora como incégnita la

hipotenusa, al final se realizard la comparaciéon de resultados:

ibl = 89.54 +0.03m

1b2 = 47°37°28.92" + 8" -

Cateto 1=60 m (cte) (]
6m  Fio

Angulo recto = 90° [cte)

La = F(Xa)
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Lal = Xa

60
La? = Cos™1 (X—]
a

Para la estimacion de Xo se toma el valor de la observaciéon 1b1:

X0=89.54 m
dlal 1
4= dLa _ dXa _ | —60 _ | 1 |
dXal s  |dLa2 rar(1— 50y —0.0101
d¥all .., Xa (Xa)
89.54m
Lo = Fro\ =
0= T T |47.9250°
_ | Om
L= lo—1b= ‘u.amzﬂ

_ |1111.11 1]

1}' 2 0
p _ | /003 0 | P _ |1
0 0 0.01562 Nerm. 0 0.0000141

1}32 N

N=1 = (4TP 4)~! = 0.0009

U=ATPL = —0.0000474
X=—-N"1U= 0.0000000426m

Xa=Xo+ X = 89.54m

—0.00000000043m |
0.301167"

89.54m
47°55"33.12"

V=AX+L=|

89.54m | _
47.9259° ©

- VTPV VTPV
g5 = =

La=Lb+V=

= 0.001417

n—u 2-—1

A fin de poder comparar los resultados obtenidos de los ejercicios anterio-
res del tridngulo en los cuales se asignaron de diferente forma las incégnitas,
se presenta un cuadro con las observaciones ajustadas (con dos iteraciones), se
compara la hipotenusa ajustada, observando que no hay variacién, pero si hay
diferencia en el angulo ajustado, siendo mejor el ajuste en el caso 1, que coin-
cide con los resultados del caso 4, lo que se corrobora al observar las varianzas
que corresponden a los menores valores, esto se debe a que en el caso 1 se deja
libre a la observacion y en el caso 4 se hace énfasis en la hipotenusa, por lo cual
se obliga al cumplimento de este.
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Al comparar con los casos 2 y 3 se observa que hay diferencia angular del
orden de minutos (17" y 18" respectivamente), esto se debe, que al fijar el cateto
(60m), se acomoda de la mejor manera en funciéon de la incognita asignada,

forzando para que se de este cumplimiento, al otro angulo.

Tabla 4
Cuadro comparativo de resultados del ajuste

xa Ko Ka lal a2 (grad min seg] Posterion Catsto2(m) | Hipotim) | Angl Ang 2
Casol | 6600 | 66,46 | B85 a7| 55 33,12 LLEL R ] 66.4ﬁ-35'j 3?.53?5‘9‘9‘96? 47925867 a2 0rs133
Cosn2 | 4238 4236| 8954 | 47| 38] 6.74| 00000004085 56,1638] 2954 47635205 | 42359682 |
Casod | 47,62 | 47,62 | BOS4| 47| 37| 29.26| 00000004386 66,1418] £954] 47624754 | 42380504
Casod | Bos4| sasa] sosa| a7] ss| 3312]  e0o0000000 66,4636] gas4] 47925867 42074133

Para comparar el cumplimiento en el tridngulo rectangulo, se calcula con
Pitagoras la hipotenusa en funcién de los catetos para cada caso, de igual ma-
nera se verifica la suma de los angulos internos del tridngulo, se compara con

los valores determinados por el ajuste.

Coincide con los resultados expresados anteriormente, caso 1 y caso 4 estan
con un mejor ajuste, tanto en la hipotenusa como en los dngulos, es decir, el
ajuste es adecuado y se podria utilizar como verdadero, en los casos 2 y 3, se
observa diferencias en la hipotenusa de 22 y 23 cm respectivamente y en el

cierre angular de 18 y 55 segundos.

Tabla 5
Cuadro comparativo de resultados del ajuste

Calculo da Diferancia de
EE ] Enfasis am
Pithgoras Suma Angulos |Hipotenusa Angular (grad) Angular {seg)
Caso 1 §9,53599996 180 Q L 0 Otro cateto
Caso 2 ED 317654 179, 004E868 -0, 22323455905 0005113234 1E,40760512 Otro dngulo
Caso 3 B5.30141061] 1799844757  -0,23858934%3 0,015524285| 5588744082 Obs. bl
Casod ED,54 180 0l -0,0000000253 | -0,0000912570]0bs. bl

Es importante analizar los resultados, especialmente cuando se tiene valo-

res constantes, ya que el sistema tiene que acomodarse de la mejor manera.

Al tener un sistema libre, todas las observaciones se acomodan de la mejor
forma, por lo cual los resultados son mejores, para corroborar lo indicado, se
realiza el mismo ejercicio, pero liberando al cateto fijo, pasando a ser observa-

cion.
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Ejercicio 50. Tres observaciones, sistema libre

En el ejercicio 44 resuelto anteriormente, se libera el cateto constante, dejan-

dole como una tercera observacion, ajuste el tridngulo y analice los resultados:

bl = 89.54 £0.03m

11 %1

b2 = 47°37°28.92" + 8"
b3 = 60.00 £0.03m .

4]

Angulo recto = 90° (cte)

Para la estimacion de Xo se la realiza con Pitdgoras y suma de angulos in-

ternos:
La = F(Xa)
Lal=Xal/Cos Xa2 o= |Xal = | 6656274859
LaZ=90"-Xa2 ¥a2 42,3753

La3=Xal Tan Xa2
¥o1= (Ib1%-1h2Y) V3

X02=90"-1b2
1,3536453 52,2
rac dLﬂ = D _-1
d¥al(xo) 0,91233525 77,44
Lo=F(Xo) L= Lo—Lb
90,1023519|m 0,56|m
Lo= 47,6247 grad L= 0|grad
60,7275417 |m 0,84|m
La matriz de pesos es el inverso de la varianza.
11114,11111 0 0 1 o 0
p= 0 0,016 0|  P{Normalizado)= 0 141E05 0
0o 0 1 0 o 1

N1= (ATPA)Y U=ATPL

M= 000235824 -0 U= 1694827
-3,886E-05 7E-O7 104682,5
X=—-N1ypy Xa=Xo+X
¥=| 0,002893777 Xa=| 66,5656424|m
-0,010848997 42,364451 |grad
V=AX+L La=Lb+V
0,00000000|m 89,54 (m 89,54 m
V= 0,01084200 | grad La= 47,635549 |grad 4 47°38'7.98"
0,00000000 | m 59,89 (m 59,89 m
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Hay 3 observaciones y 2 incégnitas, por lo tanto, 1 grados de libertad, r=n-u
=3-2=1:
VTPV

n—1u

o2 = 0.0000018

Para comprobar los resultados obtenidos del ajuste, se chequea con Pitago-
ras y la suma interna de angulos de un tridngulo. Al liberar el cateto que antes
estaba como constante (60m), ahora toma el valor de 59.89 m, acomodandose

de mejor forma las observaciones y cumpliendo las dos condiciones.

Comprobacidn Diferencia

Lal=(La3’ + Xa1)™*

B954m= 895421512 0002 m
o0*=La?+XaZ
90"= 90 0.000 grad

Ejercicio 51. Tres observaciones, sistema libre

A partir de un punto de coordenadas conocidas A (307,4298 m E, 694,5358
m N), se ha medido el azimut de 53°28"39” + 2” a un punto P de coordena-
das desconocidas localizado a una distancia de 27.25 + 0.04 m desde A, desde
otro punto de coordenadas conocidas B (368,3125 m E, 703,3276 m N), se ha
medido el rumbo N 79°19°8” £ 3” W al mismo punto P de coordenadas desco-
nocidas localizado a una distancia de 39.58 + 0.05 m desde B. Determinar las

coordenadas del punto P y ajustar las observaciones.

grad min  seg seg
Ib1= 53 28 39 o+ 2
Ib2= 27,25 0,04 m
Ib3= 39,58 + 0,05 m _
Ibd= 79 19 g8 % 3 A
Y
La = F{Xa)
lal=  tan ((Nol-XA)(Xo2-YAJ)
lal=  (iXol-Xa) +{o2-ya) ¥
la3=  (IXB-Yol) + [¥o2-vBY® M
lad=  tan’ ((XB-Xol)/{Xo2-Y8))
Xo=| Xol 329,3285 Ax=lb? Senollbl}= 21,8987 Xp=XA+fx=  329,3285
¥o2 710,7533 Ay=Ib2 Cos(lbl}= 16,2175 ¥p=YA+lhy=  710,7533
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(-1/Poz- YA (1 +{(Xo1-XA /(Xa2-YAY ))

(- (Xo1- KA Ko2-YA (14 ((Mo1- XA f(Xo2-¥A))

it dta = (Ho1-xa)/{po1-xa) s o2-ya v (*o2-vAN((Xo1-Xa) +(o2-val Yo
dXal (xe -1{XB-Xo1)/([¥8-¥o1) + (xo2-vB) 1T (o 2-YB)([XB-Xo1) + [Mo2-vB)* 1Y
(-1/(X02-YB)W (1 +{(XB-Xo1) /(xo2-YBY))  (-XB-Xo1)/{Xo2-YBI2W{1+((XB-Ko1) fixo2-YB))) |%o
-0,021839942 -0,02949076
A= 0,803623212 0,595138415
-1,414462094 0,26942876
-0,00471507 -0,024753437
lo=F(Xo) L= Lo—1Lb
00334 534775 * 00000 gr = 0’
Lo= 272500 m L= -0,0000 m
30,6849 m 0,1049 m
12826 79,2154 ° -0,0018 01035 % = -5200°
La matriz de pesos es el inverso de la varianza.
0,25 0 1] 0 0 0 0 4]
P= 0 B25 1] 0 Pinormalizada)=| 0 1 0 o
0 0 400 0 0 0 0,64 0
0 0 1] 0,111111111 0 0 0 0,0002
N™1= (ATPpA)? U=ATPL
wi=| 000085 -0,00052 u=| -58,35
-0,00052 000430 11,305
X=—N1U0 Xa=Xo4+X
X=| 0,058988153 Xa=| 32938752 lm
-0,079652447 71067367 |m
V=AX+L La=Lb+V
grad min  seg
0,0010607 0,9344192 |rad 53 32 17,79
V= 0,0000000 La=| 272500000 (m = 2725
0,0000000 39,5800000 |m 3058
-0,0001125 1,3842633 |rad 79 18 44,80

Hay 4 observaciones y 2 incognitas, por lo tanto, 2 grados de libertad,

r=n-u = 4-2=2:

VTPV

n—u

o5

= 0.000000000226

Para comprobar los resultados obtenidos del ajuste, se puede relacionar las

observaciones ajustadas con las incognitas ajustadas, se observa que angular-
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mente existe una diferencia de 8 minutos y en distancia una diferencia de 3
cm habria que analizar si esta dentro de la precision, caso contrario, habra que

repetir las observaciones de mejor manera.

Comprobacion grad min  seg
tan™ ((Xol-XA)(%o2-YA)) - lal=0 0002577 0 & 5146
{ixe1-%a)7 +(xo2-va) ¥ - laz=0 0,00018 m
{B-Xe1) + (Mo2-yB)fF M az=0 0,03210 m
tan " ((XB-Xo1)/(Xc2-YB)) -lad=0 0000003 0 O 064

Cuando mayor es el nimero de constricciones (constantes) menor es la po-
sibilidad de que las observaciones se acomoden, en este ejemplo se tiene dos
puntos fijos, es decir 4 constantes que no pueden varias, por lo cual las 4 ob-
servaciones deben ajustarse de la mejor manera, pero siempre va a existir una

limitante, por lo tanto, el ajuste no sera el mejor.

Otra manera de comprobar como esté el ajuste, es calculando las coorde-
nadas por cada extremo, desde el punto A y desde el punto B, deberia salir el
mismo valor, la diferencia entre las coordenadas del punto P, seria la precisiéon

del ajuste.

Céalculo de Coordenadas de P ajustado

hxi=la2 Senoflal)= 21,9159 ¥pa=XA+hx 1= 329,3457 m
Ay=Ib2 Cos{lbl)= 16,1943 Ypa=YA+hy 1= 7107301 m
Axz=la3 senollad)= 38,8934 XpasXB-Hx 2= 3294191 m
Ay2=la3 Cosllad)= 73402 Ypa=YB+ly 2= 710,6678 m
AE= -0,0734 m

A= 0,0622 m

8. Método Correlativo o de Correlatos

Como se indic6 en el Capitulo 6, esté método se basa en ecuaciones de
condicién, su modelo matemaético o funcién explicita es F(La)=0, una funcién
de las observaciones ajustadas es igual a cero, para determinar el nimero de
ecuaciones de condicién que se puedan formar, a diferencia del método pa-

ramétrico, aqui no existen parametros o incognitas.
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8.1 Ecuaciones de Condician

El nimero de ecuaciones de condicién o de cumplimiento obligatorio, tiene
como referencia el nimero de grados de libertad, es decir: r=n-u, mientras mas
ecuaciones de condicién se pueda formar, mejor sera el ajuste, hay que tener
cuidado que las ecuaciones formadas no sean combinacién lineal de otras, ya
que en este caso perjudicaria el ajuste, de igual manera, a veces no se puede
formar las r ecuaciones, por eso se indica que solo es una referencia del ntime-

ro de ecuaciones.

Se debe considerar que entren todas las observaciones al menos una vez en

las ecuaciones, caso contrario, no se estaran ajustando todas las observaciones.

Igual que en el método anterior, el ajuste se basa en determinar los residua-

les V (errores pequenos) que son desconocidos.

Férmula 50. Modelo Matematico y Ecuacion de ajuste con las observaciones

F(La)=0 La=Lb+V

Al aplicar Taylor para la linealizacion, el método requiere un valor inicial
de las observaciones ajustadas, este corresponde a las observaciones realiza-
das, reemplazar en las ecuaciones de condicién se va a generar una diferencia
en el cumplimiento con cero, a esta se la conoce como el Error de Cierre (W) el

cual debe ser pequefio ya que los residuales también lo son:

Formula 51. Ecuacion de los errores de cierre

F(Lb)=W

En este método se puede determinar con facilidad si existe una observacion

con un error grosero, ya que este valor se verd reflejado en el error de cierre.

Las ecuaciones de condicién mayoritariamente son geométricas, es decir,
cumplen una condicién geométrica, en otros casos, se relacionan a un todo
menos las partes y en otros casos, una vez planteadas las ecuaciones se pasan

los términos a un solo lado de la ecuacion:
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Figura 32
Ecuaciones de condicion

A . Fi Cat 1

A484C-180=0 A-B-C—0=0 Hig=Cat trcats”
Hig-Catf-Cat Z=0

8.2. Linealizacion por Taylor

Al aplicar las Series de Taylor al modelo matemaético, se descompone a la

funcién en la ecuacién matricial, en la cual no se conoce los residuales:

Formula 52. Ecuacion de Linealizacion

Fizay =0 — Funcion no lineal

La=Lb+V
dF
Fuay = Fup+vy = Frupy + E(Lb} (La—Lb)=W+ BV =0
W = Fua, E=£ V=_La—Lb
(LB}
W+ BV =0

8.3. Normalizacion por Minimos Cuadrados

Los operadores o multiplicadores de Lagrange se usan para la optimizacion
matematica que permite encontrar maximos o minimos locales de funciones
de varias variables que tienen restricciones de igualdad con convergencia a un
méximo o minimo. En el método correlativo se tiene ecuaciones con restric-
ciones de igualdad a cero, los multiplicadores de Lagrange permiten eliminar
estas restricciones, se crea una funcion Langrageana que agrega en la funcion
original la restriccién obligando en este caso que cumpla con el minimo desea-

do, esto corresponde a que la aplicacién de minimos cuadrados conlleva a un
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resultado minimo. Si se logra que este minimo sea cero, entonces se logra que

la funcién objetivo la cumpla con la restriccion de igualdad a cero.

Se ingresa al término cuadrético VT P V (que representa la varianza) una
correccion lineal asociada a restricciones o término de forzamiento que utiliza

los multiplicadores de Lagrange (K), obligando que la funcién @ sea cero:

Formula 53. Minimos cuadrados, con restricciones

@=VIPV—-2KT(BV+W)=0

Se tendra tantos multiplicadores de Lagrange como ecuaciones de condi-

cién se tengan. Las derivadas de la funcion & minima sera cero:

Demostracion 7. Proceso de Normalizaciéon

dd
— =2VTpP —2K'B=0
dv

VIP-—KTB=0
VT P=KTB

Se aplica la propiedad de la traspuesta de un producto

(VT P)T = (K"B)T
PT (vT)T = BT(K™)" PT = P (Matriz diagonal)
PV =Bk PV-B"Kk=0 (1)

a _ 2 (BV+ W) =0
dK -

BV+W=0 BV=-W (2)

Dos ecuaciones con dos incégnitas que se puede resolver por dlgebra:

PV—BTK =0 (1)
BV =-W (2
_J_|

v 0
K W|

:‘P —BT
B 0

V=P 1BTK K=—(BP1BT) W
M=BP BT M= (BP'BT)"! Cambio de variable
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8.4. Desarrollo del Método Caorrelativo

Partiendo del modelo matematico que corresponde a plantear las r ecuacio-
nes de condicién, se siguen los siguientes pasos:

Demostracion 8. Desarrollo del Método Correlativo

F(La}l = ﬁ
W ='F(L-b}l

_dF
dLal(gg)

P = Matriz de Pesos

M—i — '[:E P—igT}—i

K=—(M)"w
V=P lBTK
La=Lb+V
T
e VTPV

r

8.0. [teraciones y precisiones del ajuste

Los métodos de ajuste son métodos iterativos, al terminar el proceso se en-
cuentra las observaciones ajustadas La, estas son las nuevas observaciones en
el proceso iterativo, si el célculo estd automatizado en una hoja de Excel, al
cambiar en Lbl=La, se determina los nuevos valores resultado de la primera
iteracion, de la cual se obtiene un Lal, datos que reemplazard en la siguiente
iteracion Lb2=Lal, repitiendo el proceso las veces que se considere necesario
segln la precision requerida. En modelos lineales, al igual que el método an-

terior, no se puede iterar.

Hay matrices cuyos valores van reduciendo en cada iteracién y llega un
punto que converge el resultado, como V y la varianza a posteriori es un indi-
car de la precisiéon. Otras no cambian como el Peso P, mientras otras cambian
en el momento de evaluar las matrices para Lb (estimador que va cambiando

en las iteraciones).
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Formula 54. Iteraciones en el Método Correlativo

Ajuste Primera lteracion Segunda lteracion
Firay=10 Fipay =10 Firgy =10
Lb Lbl =La Lb2 = Lal
W = Fuy W1 = Frpy W2 = Fpay
B = d—F Bl = d—F B2 = d—F
dLa (Lb) dLa b1) dLa ws2)
P P P

M™'= (BP™'BT)"! M1~'= (B1P71B1T)"! M271= (B2P1B2T)"!

K= —-M1w Kl1= —-M17*w1 K2= —-M2TwW2
V=P 1BTK V1=P1B1TK1 V2 =P 1B2TK2
La=Lb+V Lal =Lb1+V1 La2=Lb2 + V2
- VTPV = ViTPV1 =5 V2T pPV2
Oa = ¥ Ta1 = ¥ Taz = r

Una vez terminada las iteraciones, es importante expresar las precisiones

del ajuste para cuantificar la calidad de las observaciones, para lo cual se uti-

liza las siguientes matrices de varianza covarianza, de la cual solo interesa la

diagonal principal, valores que corresponden a las varianzas, al sacar la raiz

cuadrada de las mismas en valor absoluto (en razén que podria existir valores

negativos), se obtiene la precisién del ajuste (desviaciones):

Formula 55. Precisiones del ajuste
ZLa =2 P71 — BT M~1B P71]

Z V =g2P1BT M~1B P!

ZLa=ZLb—ZV

La varianza a priori 6> conocida como varianza de peso unitario, inicial-

mente toma el valor de 1, pero en el caso de que, al determinar las precisiones

del ajuste, especialmente en la matriz de residuales V la desviacién es mayor
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que el residual, el modelo esta sobre dimensionado por lo cual se deberé re-
emplazar en todas las matrices de varianza covarianza a la varianza a priori

2 ST G2
o’ por 1l a posteriori 6_°.

8.5. Ejercicios método parameétrico

En los siguientes ejercicios se presentard la resoluciéon de diferentes casos,
formacioén de ecuaciones de condicion, exceso de ecuaciones y como perjudica
al ajuste, sistemas mal condicionados, asi como la resolucion, en el plantea-
miento de las ecuaciones y siguiendo el modelo matemético de este método
F(La)=0, las ecuaciones deben quedar expresadas de esta manera, utilizando
el sufijo (a) que corresponde a ajustado. En lo posible se realizaran los mismos
ejercicios realizados por el método paramétrico para que se compare las res-
puestas, ya que no depende del método.

Ejercicio 52. Ecuaciones Lineales con 6 observaciones

Se ha medido una base AB como linea de calibracién de equipos topogra-
ficos, para determinar con la mejor precisiéon se han observado abundantes
mediciones de la siguiente manera, ajustar las observaciones y encontrar el

verdadero valor de la base AB con su precision:

Ibl= 251,81 % 0,05m . 51 _
b2= 131,27 * 004m o . ' . -
lbi= 120,65 = 0,04m A 4 = : = +B
b= 8932 = 0,03m A b4 . ok

IbS5= 16242 £ 004m

lb6= 41,75 = 0,03m ) —t — B

Se tienen 6 observaciones y se requeria 3 incoégnitas, por lo tanto, se sugiere

formar 3 ecuaciones de condicidn, estas se asocian al todo menos las partes:

F(la)=0 W =F(Lb)

lal-la2-la3=0 0,11
lal-lad-1a5=0 W= 0,07 {m}
lai-lad-lag-la3=0 0,09

La matriz de derivadas B 3x6, donde las filas vienen dadas por el niimero
de ecuaciones de condicién y las columnas por el namero de observaciones, en
este ejemplo al ser ecuaciones lineales no hay nada que evaluar para el valor
estimado Lb.
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= S A
T dia " g E
(z2) 0 -1 0 1

La matriz de pesos P es una matriz diagonal de 6X6, sus valores correspon-

den al inverso de la varianza, se usa la varianza a priori como la unidad:

A0 o ) o Ly o D36 ] o D a o
L] i s o [0 L] (1] [i] 03,5625 o o [} ]
P= [1] 1] [ g [n} L1} [+] Plrormalii}= [1] 1] 0562 [u} i [+]
o o Q 11111 Q0 o 1] o o 1 L] ]
[1] o o o 615 [+] a o o ] 05625 [+]
1y o 7] o 0 111§ o o o o 0 L
M~1= (BP1BT)1 K=-M1W
351,53724060 -15,87208277 -235,141967 60,94291929
M7=| 1587208277 320500657 -178,003847 K=| -871592801
-235,141967 -178,9038465 435992397 -52,5816628
V= PiBTK La=Lb+V
-0,000886681 251809113
-0,097508671 131,172491
W=| -0,01337801|(m) La=| 120,636622|(m)
0,055167833 893751678
0,013945486 162433945
0,047323497 41,7973235

Para calcular la varianza posterior se recomienda usar la matriz de pesos
normalizada, caso contrario, saldran valores altos:
— VTPV

0} = —— = 00036

Para determinar la Base AB solicitada, se puede tomar cualquier camino, al
estar los valores ajustados ya no depende del camino que se escoja:

Comprobacidn
lal= lat = 251,81 m
lal= lazHa3 = 251,81 m
lal= lad+las = 251,81 m
lal= ladHlab+ald = 251,81 m
AR = 251,81 m
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Ejercicio 53. Iteraciones en Ecuaciones Lineales

Realizar una iteracion del ejercicio anterior, las nuevas observaciones vie-
nen a ser las observaciones ajustadas del calculo anterior Lb1=La, se mantie-

nen las mismas ecuaciones:

b1 251809113 +0,05 lal-la2-la3=0
b2 131,172491 +0,04 lal-lad-las=0
Lbi= Ib3 120,636622 +0,04 la1-lad-la6-la3=0
|4 89,3751678 +0,03
|b5 162,433845 +0,04 ]
b6 41,7973235 +0,03 W= 0 (m)
4]

Al calcular la matriz W=F(Lb1), esta tiene valores de cero, por lo cual la
matriz K, V serdn ceros, en forma general se indica que cuando se tiene ecua-

ciones lineales no se puede realizar iteraciones ya que la matriz W se hace cero.

Ejercicio 54. Ecuaciones con 6 observaciones

Se ha medido un circulo con 6 observaciones, con 4 direcciones que se quie-
ren ajustar y encontrar las ubicaciones verdaderas. Este ejercicio requiere de
por lo menos una ecuacién de cumplimiento geométrico. Al formar las ecua-
ciones se aclara que, si bien es cierto entra la observacion 3 en la tercera ecua-
cion, esta se elimina, por lo tanto, no se puede ajustar esta observacién; una
forma de comprobar que no entra en el ajuste es al observar la matriz B, en la
columna correspondiente a esta observacion se tiene ceros, lo cual indica que

esa columna se podria eliminar sin problema.

1 o 0 0
I 0 1 o 0
= 8] o 1 ()
O (] 1 1
- 1 1 0 )
0 1 1 1
F(la) =0 W = F(Lb)
lal+aG-360=0 -0,036111
la5-lal-la2=0 W= 0,0201 ((grad)
lad-1a3-(360-1a5-1a3)=0 0,049444
. 1 0 0 0 1
Lo K} 1 0 1 0
die l(zp 0 0o 0 1 1 0
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0,04 0 1] o a a 1 a o 0 ] 5}
a oO1se o o a o o 03a o a a o
] x] 1] 00156 o 1] u] P{Mprmalizadal= 1] 0 033 L] a o
a a o 00065 a o o a o 817 a o
Q o o ] 00123 Q '] Q o 4 o3 0
a L} 1] o a 0,00484444 o a o 0 o o1
M~ = (BP1BT)1 K=—-M1w
0004072286 0,000723 -0,00026 0.00014539
] ==i 0000722857 0,007223  -0,0026 K= 9,4775E-06
-0,000260228 -0,0026 0,005381 -0,0002232
V= PT1BTK La=Lb+V
grad ) seg grad grad min seg
D,DD33'9‘?BEEE 12,23233 34, 12404 34 1 25.5515
ﬂ,ﬂDDE’ﬂE."’rS?E -2,18361 102,5274 102 31 33.5?55
v=| 0 = 0 la= 101,0432| = | 101 2 354
0,032 135?565 -115,68% 223,3486 223 20 54,871
0017308689 -62,3113 1366514 136 39 E,IIS?E
0,032713243) 117,7677 325,876 325 52 33.448|
e VTPV
g5y = = 0.000134

Para comprobar los resultados obtenidos del ajuste, se plantean ecuaciones
en las cuales un todo menos sus partes deben ser cero, o las de cumplimiento

geométrico que deben cumplir un requisito:

Comprobacidn  grad
lal+lag-360=0 0"
la5-lal-la2=0 0*
360-lad-la5=0 0"

Ejercicio 55. Observaciones con ecuaciones de cumplimiento geométrico

El siguiente poligono divido en 2 tridngulos (los tridngulos mejoran el ajus-
te porque dan consistencia) se han realizado 8 observaciones a fin de reiterar
las mediciones y mejorar el ajuste, se pide ajustar los angulos. Cuando se tra-
baja con tridngulos se debe considerar 2 incégnitas por cada uno, en este ejem-
plo, se requiere 4 incoégnitas, ya que las otras seran combinacion lineal de las
anteriores. La ecuacion de cumplimiento geométrico corresponde a la suma
de los dngulos internos de un tridngulo es 180° (es este ejercicio debe haber 2
ecuaciones de este tipo), se tienen 8 observaciones y se tenian 4 incognitas en

el método anterior, por lo cual se sugiere plantear 4 ecuaciones:



__ dF(La)
T dim

(LE)

0,0056667
-0,000EERD
«0,0020000

0,0065556
-0,0011667
-0,0022778

0,0068333

0,0045556

Teoria y gjercicios resueltos

_,——"_'_'_'_T-_\_""‘--_

15__? |;_,_'/ " T L= Grad
Y 151 e b= w2 l B
I,II Ill.f' ; k3= 180. 3. % bo=| X2 : BLHTS

\ / b= Made 180 Mad . Xad ] LTl 7]
'F': % RS 0.l ik 61,0181
\ v 4 W
II| .'III_ u-lr: | FER) 1334 :ui -m
v e
F(La) =10 W = F(Lb)
lad-la2-la3=0 -0,0094
la7-1a5-laG=0 W= -0,0103 |{grad)
la1+la2+la5-180=0 -0,0036
la8+la3d+lab-180=0 =-0,0003
Q -1 -1 1 o Q Q o
a o o a =1 =1 1 o
1 1 o 0 1 0 0 1]
L] o 1 a o 1 Q 1
1 o a o o Q o o
(] 1 0 0 0 0 o o
] 0 1 ] 0 ] o 0
] 0 a 1 o i o o
] 0 ] ] 1 0 o 0
(] a o o o 1 o o
] 0 (] ] 0 0 1 0
a o a a o a o 1
M= (B JE::"_:l'EI'T_]_:E K=—-M1'w

046667  0,13333 0,20000  0,20000 0,006555556

0,13333  0,46667 0,20000  0,20000 K= 0,006833333

0,20000  0,20000 DABEET  0,13333 0,005666667

020000  0,20000 0,13333 046667 0,004555556

V= P1BTK La=Lb+V
grad grad min 8g
20,4 B8, 1256667 B3 7 324
32 £1,0866111 61 59 118
7.2 91, TET166T 91 &7 138
(grad} = 23,6 {=eg)} La=] 1537737778 = 153 £l 25,6
4,3 198877222 29 53 158
-8,2 25,0902222 5 5 148
24,6 34, 9779444 o 28 40,6
16,4 53,1226111 63 7 a4
— VTPV
g; = = 0.000038
Comprobacion
lad-la2-la3=0 000 ®
la7-la5-lab=0 000 °
lal+laZ2+la5-180=0 D00 ¢
lag+la3+la6-180=0 0,00 *
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En el apartado anterior se explicé sobre la nivelacion geométrica o trigo-
nomeétrica, las observaciones corresponden a los desniveles, mismos que se
calculan mediante la resta de cotas (cota mayor - cota menor). Para poder ajus-
tar la nivelacion por el método correlativo se requiere formar anillos cerrados,
ya sea regresando al mismo punto de partida (Cota conocida del IGM) o entre
dos puntos conocidos, puede ir en sentido horario o antihorario, si la direccion
del desnivel estd en el mismo sentido seleccionado, el valor sera positivo, caso
contrario, es negativo. La seleccién del sentido no altera la respuesta, ya que
las ecuaciones de condicién estan igualadas a cero, por lo cual se puede mul-
tiplicar por -1 u otro valor y no altera. Es recomendable seleccionar un solo

sentido para todos los anillos.

Ejercicio 56. Ajuste de una red de nivelacion

En la siguiente red de nivelacion geométrica, se presentan las observaciones
con sus respectivas longitudes de lineas, se ha enlazado a los puntos de cota
conocida y ajustada por el IGM: M18 (183,506 m.s.n.m), M22 (192,353 m.s.n.m)
y M96 (191,89 m.s.n.m). Ajustar las observaciones y determinar las cotas de
A, B, Cy D. En este ejercicio se pueden formar 6 anillos cerrados (segun refe-

rencia r=n-u=9-4=5), se requiere solo 5 ecuaciones, por lo cual se tomaran las
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primeras.
MIE & A Linea Desnivel (m) | Longitud (Km)
it : lb1 6,125 12,6
_ Ib2 8,320 16,4
¥ Ib3 5,580 14,1
Iba 1,368 10,0
Ibs 4,694 16,3
RN e n Ib6 11,694 204
b7 0,905 12,0
; Ibs 6,044 13,2
- Ibo 5,585 15,4
F(lLa) =0 W = F(Lb)
M18+lal+laZ-la3-M22=0 0,018
lad+laB-la2=0 -0,008
la6-1a8-1a5=0 W= 0,056
la7-1a9+la5=0 0,014
M18+lal+lad+la7-MeG=0 0,014
MQE—I:‘I'9+EE|E-IE!3-M22={I
1 1 -1 o [i] i 4] o i}
dF(La) ] =1 LY] 1 L] o 0 1 ]
= — = o a L1] o -1 1 L} 1 ]
ala |(Lw) o 0 0 o 1 0 1 o 1
1 o L) 1 4] o 1 0 Q
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Los pesos son el inverso de la distancia en Km.

0, 793651 o o a o o o o o
0 060976 1] ] ] a o 0 o
0 o 0,002 1] o 0 ] e} o
Pinosmalizada)= o o [] i i} o o o o
0 o o a 0613497 1} 0 0 ]
o o L] 0 o 0490196 0 o 0
0 o 1] a ] 0 083333 0 o
a o 1] 1} o a 0 0,75758 ]
0 o o a o 0 o o 064935
130081 252303 15771 254406 0,004
-1
N=| 252903 510558 279778 165455 U= &
Le3771 279778 597633 256085 0,002
154406 165435 136085 577583 -0
M- = (B pP-1BT)! K=-M1w
0,04187 002801 001124 00117162 -0,02741 -0,000939
002801 0,05053 001829 0,0150673 -0,03003 -0,000915
M= 001124 001829 002982 00151412 -0,01463 K= | -0,001733
001172 0,01507 0,01514 0,0341507 -0,02047 -0,00113
-0,02741  -0,03003 -0,01463 -0,0204655 0,05466 0,0005936
V= P1BTK La=Lb+TV
-0,0043545 6,1206455
=0,0004034 8,3195966
0,0132421 55932421
-0,0032100 1,364 7900
V= 0,0098352 La= 4,7038352
-0,0353581 11,6585419
-0,0064355 0,BO85645
0,0108066 6,9548066
0,0173997 5,6023997
s VTPV
gs = = 0.000228

Para comprobar los resultados obtenidos del ajuste, se determina las cotas
de los puntos A, B, Cy D, sin importar el camino que se siga debe salir la mis-
ma respuesta, ya que los desniveles estan ajustados, como ejemplo se ha toma-
do la Cota del punto A por diferentes caminos, también se puede reemplazar
en las ecuaciones de condicion:

Comprobacién

Mo6-1a9 186,2876
Cota A MoG-la7-la5 186,2876
M22+la3-lab 186,2876
Mi1B+lal+la2-lag-1a5 186, 2876
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Mi8+lal+la2-la3-M22=0 10,0000
lad+laB-la2=0 10,0000
la6-lag-la5=0 10,0000
la7-lat+la5=0 10,0000
M1B+lal+lad+la7-M36=0 10,0000

En algunos casos, se incluyen constantes, entonces el sistema tiene que aco-
modarse de la mejor manera, ajustdindose al cumplimiento de esos valores que
no pueden cambiar. El método correlativo se basa en ecuaciones de condicién,
como se habia indicado anteriormente, incluye los multiplicadores de Lagran-
ge en su proceso, lo que obliga al cumplimiento de las ecuaciones, por lo tanto,

cuando existen constricciones, este método es adecuado.

En los siguientes ejercicios, se consideran constricciones para observar lo

indicado.

Ejercicio 57. Ajuste de ejercicios con constriccidon (constantes)

Determinar la recta que mejor se ajusta a los puntos P1 (1,1), P2 3,2) y
P3(5,5), considerar que las abscisas son fijas (constantes). Es decir, hay 3 obser-
vaciones que son Y1, Y2 y Y3. La solucién permite solo el desplazamiento en

el eje Y de cada punto.

Si se estd buscando la recta que mejor se ajusta, esta debe tener la misma
pendiente, por lo cual para aplicar el modelo matematico F(La)=0, la solucién
requiere usar la pendiente entre el punto P1 P2 y entre el punto P2 P3 que debe
ser la misma, por lo cual al restar se eliminan, considere r=n-u=3-2=1, se debe

plantear una ecuacion de condicién:

F(La) =0 W = F(Lb)
ml-m2=0
(la2-lal)/2)-{fla3-1a2)/2)=0 W=| -0,50 |
. BELal 05 1 05|
T dla (Lb, ! Lt



Teoria y gjercicios resueltos

1 0
p= 0 1
0 ]
M™l= (BP~iBT)™! K=-M1'w
M'=| o66667 | K= | 0,333 |
V=P iBTK La=Lb+V
-0,1666667 08333 Pla (1, 083 )
W= 0,3333333 La=| 2,3333 P2a (3, 233)
-0,1666667 3,8333 P3a {5, 3,83}
— VTPV
ol = = 0.1666

Para comprobar los resultados obtenidos del ajuste, al ser los puntos ajus-

tados parte de la recta deben satisfacer la ecuacion, lo que se comprueba con

los calculos, en la gréfica se puede observar como los puntos P1, P2 y P3 se

desplazaron solo en el eje Y, ya que en X estaba con valores constantes, aco-

moddandose de la mejor forma posible a la nueva recta encontrada después del

ajuste (linea roja):

Comprobacidn

mi= {la2-la1)f{3-1) 0,75
m2= (la3-1a2)/{5-3) 0,75 :
mi-m2=0 0,00 * 7 AP
| e !
Y=mX+b : ;.,.-:'!-:
beY-mX BT
ba¥1a-0.75 Xia 0,08 b
b=Y2a-0.75 X2a 0,08 j
b=Y3a-0.75 ¥3a 0,08 i
y=075%+0,08

En los siguientes ejercicios, se dejan libres los puntos, pero se condicionan

los coeficientes de la ecuacién de la recta.

Ejercicio 58. Ajuste de ejercicios con constriccion (constantes)

Ajustar los puntos P1 (1,1), P2 (3,2) y P3(5,5) a la recta que tiene de pendien-

te 0.75 y cuya ordenada en el origen es 0.08. Es decir, hay 6 observaciones, se

podria plantear r=n-u, r=6-2=4, 4 ecuaciones de condicién, pero no hay forma

de plantear 4, solo 3, por ese r es referencial mas no mandatorio.
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F(La)=10 W = F(Lb)
la4-0.75 lal - 0.08=0 0,17
la5-0.75 la2 - 0.08=0 W= -0,33
lag-0.75 la3 - 0.08=0 0,17
Mo hay como 4ta ecuacidn
_ dF(La) -0.5 0 0 1
= dia |is 0 -0,5 ] 0
3] o -0,5 0
i o i} i} 4] L]
Q 1 0 Q0 ] 0
p= o 4] 1 0 o 4]
0 0 0 1 o LH]
o 0 0 0 1 L]
0 0 0 0 0 1
M= (Bp1pT)? K=—-M1'1w
08 0 (] -0,136
mi=| 000000 08 000000 K= 0,264
0,00000 0 0,80000 0,136
V= P1BTK La=Lb+V
0,0680000 1,0680 Plai{ 10680 086 )
-0,1320000 2,8680 Pla( 2,8680 2,26 ]
V= 0,0680000 La=| 50680 P3a| 50680 3,86
-0,1360000 0,8640
0,2640000 2,2640
-0,1360000 3,8640
= VTPV
gr = = 0.0444
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Para comprobar los resultados obtenidos del ajuste, al ser los puntos ajusta-
dos parte de la recta deben satisfacer la ecuacion, lo que se comprueba con los
calculos, en la gréfica se puede observar como los puntos P1, P2 y P3 se despla-

zaron libremente, acomodandose de la mejor a la recta solicitada (linea roja):

Y=mX+b

y=0,75x + 0,08 Diferencia ' ¥
¥1=0,75 (1,08) + 0,08 ¥1= 0,88 -0,02

¥2=0,75 (1,08) + 0,08 ¥2= 2,23 0,03 =

¥3=0,75(1,08) + 0,08 ¥3= 388 -0,02 B

Ejercicio 59. Ajuste de ejercicios con constricciéon (constantes)

Ajustar los puntos P1 (1,1), P2 (3,2) y P3(5,5) a la recta de la forma AX+B-
Y+C=0, donde A=0.75, B=-1 y C=0.08. Es decir, hay 6 observaciones, se podria
plantear r=n-u, r=6-3=3, 3 ecuaciones de condicion.

F(La)=0 W = F(Lb)
AX+BY+C=0
0,75 lal- a4 + 0.08=0 017
0,75 la2- la5 + 0.08=0 e 0,33
0,75 la3- la6 + 0.08=0 0,17
, 0,75 0 0o -1 0 0
= Z T‘“j e 0 0.75 0 0 -1 0
@ liLb) 0 0 075 0 O 1
08 0 0 0,136
M= 0,00000 02 0,00000 K= 0,264
0,00000 0 080000 0,136
M~'= (BP~1BT)! K=-M1w
0,64 0 0 0,1088
M*=| 000000 064 0,00000 K= -0,2112
0,00000 0 0,64000 0,1088
V= P 1RETK La=Lb+V
0,08 16000 1,0816 Pla| 1LOB16 089 )
-0,1584000 2,8416 Plai 22416 221 )
V= 0,0816000 La= 50816 Plal 30816 3,89 )
-0,108£000 0,8912
02112000 22112
-0, 1088000 38912

T
_.__2:'[; PV

o = 0.0355
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Para comprobar los resultados obtenidos del ajuste, al ser los puntos ajusta-
dos parte de la recta deben satisfacer la ecuacion, lo que se comprueba con los
calculos, en la gréfica se puede observar como los puntos P1, P2 y 3 se despla-

zaron libremente, acomodandose de la mejor a la recta solicitada (linea roja):

AX+BY+C=0 Diferencia »
0,75 ¥1-Y140,08=0 0,00

0,75 ¥1-¥140,08<0 0,00 il

0,75 X1-Y140,08=0 0,00 *

Ejercicio 60. Ajuste de ejercicios con constriccion (constantes)

Ajustar los 4 puntos P1 (-5.5,4.92), P2 (-2.5,1.55), P3(1.5,3.65) y P4(3.0,6.0),
a la parédbola de ecuaciéon Y=AX2+BX+C, en la cual A=0.22296, B=0.69676 y

C=1.97802.
5
BT— - ":’i“
P SR AL e 58 F
| Fo
LY a4 __r'- i
vl
p S it i i
\ | il i
. AT LE ¥ i
s ~igiaininiy 1 :
et T !
" - a Kl |- . .llu Kl
6 -5 A4 <3 2 a4 | 1 2 3 ¥ 4
-1+

Al tener 8 observaciones y 3 incognitas se recomienda plantear r=n-u=8-3=
5, 5 ecuaciones de condicion, pero al observar 4 puntos, solo se puede plantear

4 ecuaciones de condicion.

F(la)=0 W = F(Lb)
la5- (0,22296) lai®- (06967E) lal - 1,.97802=0 0,03
la6- [0,22296] la2® - (0.69676) laZ- 1,97802=0 W 0,08
Ia7- (0,22296) 1a3” - (0,69676) la3 - 1,97802=0 013
laB- [0,22295) lad” - (0,69676) lad - 1,97802=0 0,07
Mo hay coma 5ta ecuacidn
dFiLa) | 2o mrasu O 0 0 R -
— T | ] - LT L -0 80570 ] i E :I 1 -'.
@ o | 140 110K a0, a \ _
I:Lb:l | o ] ] 32106 kel -5 EA6T6 ] ¢ 1|k
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183 o o ] 1 o o
B= o 045 4] a 1] 1 [i]
o 0 1,39 1] [i] [i] 1 i}
0 0 o -2.07 1] 1] 1] 1
1 0 0 o 1] 1] 1] i)
4] 1 o 0 4] 4] 4] o
o 0 1 0 1} 1} Q o
P= i] 0 0 1 ] ] ] 1]
[ 0 o o 1 0 o o
1] o 0 1] i] 1 i] o
o 0 0 Q 4] 4] 1 o
o o 0 o ] 1] ] 1
M= (BP1BT)? K=-M1w
023017 0,00000 Q 0,00000 -0,0068
M= 0, 00000 0,83083 o 0,00000 K= | 006615
0,00000 0,00000 0,34249157 01 DCHDD) -0,0429
0.00000 0,00000 0 0,18857 001413
V=P 18Tk  La=Lb+V
-0,0124682 -5.5124682 Pla{ -55125 491 )
0,0258498 -2,4701502 P2a| -24702 162 )
00594033 15554033 Fla[  1,5554 361 )
W= A0,0293142 La=| 29706858 Pda| 29707 601 )
-0,0068175 49131824
00661506 1,6161506
-0,0428731 36071263
00141317 60141317
— VTPV
62 = = 0.00297

Para comprobar los resultados obtenidos del ajuste, al ser los puntos ajus-
tados parte de la pardbola deben satisfacer la ecuacion, lo que se comprueba
con los calculos, en la grafica se puede observar como los puntos P1, P2, P3 y
P4 se desplazaron solo en el eje Y, ya que en X estaba con valores constantes,
acomodandose de la mejor forma posible a la nueva parabola encontrada des-
pués del ajuste (linea roja):

Y=+ BX+C Diferencia

¥1=0,22296 X1°40,69676 X1+1,978 ¥i= 491 0,00057
Y2=0,22296 X2 +0,69676 X2+1,978 ¥2= 1,62 -0,00132
Y3=0,22296 }G;H],EEE?E ¥3+1,978 ¥i= 3,61 0,00051
¥4=0,22296 X4°+0,69676 ¥4+1,978 Yi= 6,02 -0,00116
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En el siguiente ejercicio, para formar las ecuaciones de condicion, se plantea
la ecuacién y se pasa todo a un solo miembro a fin de igualar a cero. En el caso
de ejercicios con constriccion, como se indicé anteriormente, al ser el modelo
matematico una ecuacién de condicién, se acomoda todas las observaciones

para cumplir de mejor manera que en otros métodos.

Ejercicio 61. Dos observaciones, dos constantes

En el tridngulo rectdngulo se ha medido la hipotenusa y un angulo, se co-
noce que un cateto es de longitud conocida y fija (constante), ajustar las obser-

vaciones.

b1 = 89.54 £0.03m

I

b2 = 47°37°28.92" £+ §"

Cateto 1= 60 m (cte.) -
60ms  Fijo
Angulo recto =90 [cte.)

F(la) =0 W = F(Lb)
la1 Cos la2 - 60=0 W=| 0,3485255|m
adF (L
= &89 |cosla2 “lalsenofla2) |=| 067398398 -66,14731337
dla ¢z

p= 1111,111111 0 P(Normalizada)= 1 0
0 0,015625 0 1,406E-05

M~ = (B P~1BT) K=-M1W
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M= 3,57105E-06 K= -1,2446E-06

V=P 1BTK La=Lb+V

V= | -7,54957E-10|m La= 89,54 |m
0,005268929 |rad 0,83647675 | rad
La2= 47° 55" 35,71"
- VTPV
o = = 0.00000000039

Para comprobar los resultados se reemplaza en la misma ecuacién de cum-

plimiento inicial, observando que tiene una diferencia de -0,8 mm.

lal Cos la2 - 60=0
-0,000836 m = -0,8 mm

Para las iteraciones, se cambia Lbl=La, para los célculos se puede utilizar
Excel, colocando en celdas y férmulas enlazadas a los valores, de esta manera,
al cambiar el nuevo Lbl, automaticamente se tienen los nuevos valores, se
debe revisar las matrices W, V'y 0. que deben ir disminuyendo en cada itera-

cion, asi como también que los valores convergen, es decir, ya no hay cambio.

Ejercicio 62. Dos iteraciones del ejercicio 61

Se han realizado dos iteraciones del ejercicio 61 para analizar lo indicado:

Primera lteracion Segunda Iteracion
Ibl = 89.54m bl = 89.54m
b2 = 47°55°35.71" b2 = 47°55°33.12"
Bl = |0.67008 —66.4643| B2 = |0.67009 —66.4636|
p— 1111.11 0 p— 1111.11 0

0 0.01562 0 0.01562

M1™! = 0.000003537 M2~! = 0.00000353
K1 = 0.00000000295 K2 = 0.0000000000000167
V1= 0.00000000000178 Vo — 0.00000000000000001

—0.000012579 ~ | —0.0000000000714
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| 89.54 _ | 89.54
Lal = |4?.9258? La2 = |4?.9258?
la21 = 47°55'33.12" la22 = 47°55'33.12"

21 = 0.0000000000000022 022 = 7.17E—26

Una vez que se deja de iterar analizando si ya convergen los valores o si
estan dentro la precision deseada, se debe calcular las precisiones del ajuste,
para lo cual se aplican las matrices de varianza covarianza, sacando la desvia-

cion de las diagonales de estas.
ZLa _ g2 P[] — BT M~1B P~1]
ZL _ | 0.0009 0.000009
“=lo

000009 0.00000000914

89.54m ‘ +0.03m
7°55°33.12"[ +0.01732° = +1.08"

ZV _ |0.GGGDDDDGGGG‘128 —0.00000907
| —0.00000907 63.9999999

0.00000000004| £0.0000011 m
—0.000309232 +7.999°

L=‘
S V'

v=|

Ejercicio 63. Precisiones del ejercicio 62

Se realiza un analisis de las precisiones obtenidas en el ajuste, especialmen-
te en la matriz de residuales que corresponden a los valores mas pequefios
comparandolos con las precisiones del ajuste, como son mucho mayores, es-
pecialmente en el residual angular, se concluye que estd sobredimensionado,

por lo cual se cambia la varianza a priori con a posteriori, en todas las matrices:

6.45F —29 6.509E — 31
6.509E — 31 6.56E — 33

89.53999 m +8.03E — 15m
47°55°33.11" +46FE—-15"=+29F—13"

— _ _ 9.228E —38 —6.509E — 31
_ 2 14T _ p-1y _
Z V=10, ANTA - F) |—6.5[]9E —31 459E —24

ﬂ.ﬂﬂﬂ[][][][]ﬂﬂﬂﬂl‘ +3.03E—19m
—0.000309232 [ x1.22E - 10" =7.7E—09"

Z La= g2 P [I— BTMBP ] =

La=‘

v=|
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Al tener un sistema libre, todas las observaciones se acomodan de la mejor
forma, por lo cual los resultados son mejores, para corroborar lo indicado, se
realiza el mismo ejercicio, pero liberando al cateto fijo y haciéndole como ob-

servacion.

Ejercicio 64. Tres observaciones, sistema libre

En el ejercicio 44 resuelto anteriormente, se libera el cateto constante, dejan-

dole como una tercera observacion, ajuste el tridngulo y analice los resultados:

bl = 89.54 £0.03m

1b2 = 47°37°28.92" +8" i
b3 = 60.00 £ 0.03m
\ b2
Angulo recto = 50° (cte) T
F(La) = 0 W = F(Lb)
lal Cosla2 - la3=0 W={ 0,3485255|
dF(La) .
= u |Eg5 la2 -lal Seno -]_| = | 067398398 -66,1473 -1
dla |irp)
1111,111111 0 0 1 1 0
p= 0 0015625 0| PiNermalizada)= 0 141E-05
D 0 111111111 0 0 1
M™l= (BPBT)! K=-M1lw
M= l 3,5?1ﬂ5E-ﬂ6| K= | -1,245E-06
V= P1BTK La=Lb+V
0,00000000 | m 89,54|m 8954 m
V= 0,005268593 |rad La= | 4792658742 grad = 47°55°35,71"
0,00000000|m 60,00|m 60,00 m
=% VTPV
gy = = 0.000000433

Para comprobar los resultados se reemplaza en la misma ecuacién de cum-
plimiento inicial, observando que tiene una diferencia de -0,8 mm, que es el

mismo valor que salié cuando se tenia como constante un cateto.
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Comprobacion Diferencia
lal Cos laz - la3=0 -0,000836072 m

Cuando se tiene ejercicios de poligonos cerrados, se requiere las coordena-
das conocidas del punto de partida y del punto de llegada, o si se regresa al
mismo punto como es el caso de un poligono que se verd mas adelante, esto
permite descomponer en incrementos en Este y Norte o AE y AN, y a partir de
la coordenadas E y N inicial mas o menos los incrementos (segiin sea el caso)
se llega a determinar las coordenadas E y N del punto de llegada, para formar
la ecuacion de condicidn, debe restarse a la ecuaciéon indicada las coordenadas
del punto de llegada.

Ejercicio 65. Ajuste de coordenadas en poligonales cerradas

A partir de un punto de coordenadas conocidas A (307,4298 m E, 694,5358
m N), se ha medido el azimut de 53°28°39” £ 2” a un punto P de coordena-
das desconocidas localizado a una distancia de 27.25 + 0.04 m desde A, desde
otro punto de coordenadas conocidas B (368,3125 m E, 703,3276 m N), se ha
medido el rumbo N 79°19°8”+ 3” W al mismo punto P de coordenadas desco-
nocidas localizado a una distancia de 39.58 + 0.05 m desde B. Determinar las

coordenadas del punto P y ajustar las observaciones.

lal=  tan” ((Xol1-XA)/(Xo2-YA)) lbi= 53° 2w 39 & 2

la2=  ((Xo1-XA) +{Xo2-YA) )M b2= 2725 +  004m

la3=  ((XB-Xo1)' + (Xo2-vB)) ) 3= 3958 + 005m

lad= tan’ ((XB-Xo1)/(Xo2-YB]) b3= 798¢ 19 " & 3
F(la) =0 W = F(Lb)

EA+Ax1 + Ax2 - EB=0
NA+AY1 + Ay2 - NB=D

EA+la2 Seno (lal) + la3 Seno (lad) - EB=0 W=| -0,089732427
MNA+la2 Cos (lal) - 1a3 Cos (lad) - NB=0 0,089859156
dF(La
b= d(L :
2 lin
B= la2 Cos (lai) Seno (lal) Senc (lad)  la3 Cos (lad)
-la2 Seno (lal) Cos (lal) “Cos (lad] la3 Seno (lad]lb
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B= 16,2175 0,803623212 0982673952 73359
-21,8987 0,595138415 -0,185342664 38,8942
0,25 a ] 0 0,000 0 0 0
P= 625 1] 0 Plnormalizado)= 0 1 o 1]
0 0 400 o 0 0 0,64 0
0 0 o 011111 0 0 o 000018
M~1= (B P~lBT)1 K=-M1w
M= 0,00069 -0,00005 K=| 6,639E-05
-0,00005 0,00007 -1,07E-05
V= P 1BTK La=Lb+V
grad min seg
0,0052428 0,9386013 |rad 53 46 4041
V= 0,0000001 La=] 272500001 m = 27,25 |m
0,0000002 395800002 |m 30,58 |m
0,0006415 1,3850173 |rad 79 21 20,33
—~ VTPV
e = 0.0000000055

Para comprobar los resultados se reemplaza en la misma ecuacién de cum-

plimiento inicial, observando que tiene una diferencia de -0,3 mm en Este y

-0,2 mm en Norte.

Comprobacién Diferencia
EA+la2 Seno (lal) + 1a3 Seno (lad) - EB=0  -0,00030936 m
MA+la2 Cos {lal)- 1a3 Cos (lad) - NB=0 -0,0002 2085 m

Otra manera de comprobar como esté el ajuste, es calculando las coorde-

nadas por cada extremo, desde el punto A y desde el punto B, deberia salir el
mismo valor, la diferencia entre las coordenadas del punto P, seria la precisiéon
del ajuste.

Calculo de Coordenadas de P ajustado

Axl=la? Senoflal)= 219835 Xpa=xXA4hx 1= 3204133 m
Ay1=Ib2 Cos{lbl)= 16,1025 Ypa=YA+Ay 1= 7106383 m
Ax2=la3 Senc(lad)= 38,8989 Kpa=XB-Ax 2= 3294136 m
Ay2=la3 Cosilad)= 71,3109 Ypa=YB+hy 2= 7106385 m
AE= -0,0003 m

A= -0,0002 m

159



160

Calculo de compensacion

8.7. Ajuste de poligonales y cadenas

Los levantamientos horizontales tienen como objetivo la determinacién de
posiciones precisas, los primeros trabajos tradicionales corresponden a la tri-
lateracion y triangulacién, que implicaban la observaciéon de angulos y distan-
cias, formando tridngulos lo mas equilateros posibles. La medicién de poligo-
nales, basadas de igual manera en el conjunto de observaciones de angulos y
distancias, este poligono se puede descomponer en tridngulos, que viene a ser
la figura geométrica més sencilla, cuya utilizacion permite realizar una mejor
estructura, de esta manera, si la finalidad de la poligonal es el ajuste de los da-
tos, es necesario planificar las mediciones formando estructuras triangulares,
que den una mejor estructura o soporte (rigidez), obligando a todo el poligono
acomodarse en base los triangulos formados. Si enlazamos a un punto fijo A
y distancias fijas AB y AC, limitamos el movimiento de sus vértices By C a
arcos de circulo, de igual manera si el poligono se limita a la parte externa
del mismo, las fuerzas externas podran dar movimiento a sus lados, variando
también los angulos, pero si se mejora la estructura con division de tridngulos

internos, entonces se limita a los dngulos medidos a ajustarse de mejor forma.

Figura 33
Rigidez de estructuras

Ademas, se requiere conocer una base de la poligonal que sea considerado
como fija, ya que esta da el escalado del poligono y, por otro lado, esta medida
segura y confiable, permite con los dngulos ajustados, calcular las otras distan-
cias o a calcular las coordenadas de los vértices, si la base estd enlazada a la red
geodésica. Esta base cubre gran extension del terreno, normalmente son lados
de 40 a 50 Km, por lo cual se debe considerar los efectos de la curvatura de
la Tierra, para lo cual se debe considerar la proyeccién cartogréfica mediante
coordenadas planas.
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La suma de dngulos internos de un poligono determinado por la férmula
(n-2)*180°, permite formar las respectivas ecuaciones de condiciéon. De igual
manera, al ser distancias considerables, se debe tomar en cuenta la curvatura
de la Tierra y en el caso de medidas angulares, el error de trabajar en el plano
y no sobre el elipsoide, por lo cual se debe considerar el exceso esférico repre-
sentado por ¢ (Epsilon), a fin de magnificar su efecto, se puede indicar que en
tridngulos esféricos cuyos lados estan en alrededor de los 40 a 50 Km el exceso
esférico es de aproximadamente 8”. Por lo indicado, hay que corregir los ex-

cesos esféricos de los tridngulos medidos a fin de pasar de la esfera al plano.

Si se refuerzan las medidas con la formacién tridngulos internos, se tendra
tantas ecuaciones de condiciéon angular como tridngulos medidos se tenga.
Ahora se requiere también formular ecuaciones de condicién de lados, esto
permite mejorar el ajuste. Las siguientes féormulas permiten estimar el namero
de ecuaciones totales (CT), de angulos (CA) y lados (CL), en funcién del name-

ro de lados (1), vértices (v) y angulos (observaciones n).

Formula 56. Namero de referencia de ecuaciones en poligonales

fT=n—-2v+4
CA=1l—-v+1
CL=1—2v+3

Recordar que el nimero de ecuaciones es una referencia, mas no es man-
datorio, ademas, en ocasiones podria ser que el nimero de ecuaciones totales
no corresponde a la suma de la de &ngulo mas la de lados, asi como que no se

pueda formar el nimero de ecuaciones que se determiné con la férmula.

Para las ecuaciones angulares, se aplican ecuaciones geométricas corres-
pondientes a la suma de angulos internos del triangulo, para las ecuaciones
de lados, se aplica la ley de senos, eliminacion de los lados y finalmente, igua-
lacién a cero ya sea por despeje o la utilizacién de logaritmos, como se explica

en el siguiente ejemplo:

Ejercicio 66. Ajuste de poligonales

Ajustar la siguiente poligonal en donde se han medido los angulos internos

indicados, se conoce que el lado BC es la base de observacién cuyo valor ajus-
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tado es de 4550.821 m. Para fortalecer la estructura del ajuste se han medido 4

tridngulo, de los cuales se conoce los excesos esféricos:

| Segundos
| AABC 1= -108
t A BCD el -0.66
| A CDE 3= 0,37
f | & ACE  ed= -1,01
I'IJ_ . --!
ST
< o - ; B
1 & 16 3.12 £9,26753333 | 1,20894652
2 e 11 421 93,18450276 | 1,62637639 |
3 58 46 19,24 58,77201111 | 1,0257651
4 & 10 15,92 69,17108889 | 1,20726325
5 42 7! 24,32 42,57342222 | 0,74304639
6 41 16 35,04 41,2764 | 0,72040908
7 % 58 45,87 26,97940833 | 0.47087951
8 % 2 33.75 28,04270833 | 0,48943750
] 35 B 34,69 3510963611 | 061277875
10 48 35 26,54 48,59070556 | 0.8460678
11 7 1 52,98 27,03138333 | 0.47178664

El poligono tiene 8 lados (1=8), 5 vértices (v=5) y 11 observaciones (n=11),
por lo cual, aplicando las férmulas indicadas para estimar el nimero de ecua-
ciones se tiene (en este caso se cumple que la suma de ecuaciones de dngulos
y lados es igual al namero de ecuaciones totales):

CA=(lvtl)= 4
CL=(L-2w3)= 1
CT=(n-2vtd)= &
Se plantea las ecuaciones de dngulos, estas corresponden a cada tridngulo y

se debe considerar el exceso esférico en el cierre de la ecuacién:

F(la) =0

la+9a+10a+11a-(180+el)=0
Ba+7a+Ba+9a+10a-(180+e2)=0
Ta+da+5a+6a-(180+e3)=0
2a+Ba+3a-(180+ed)=0
En la generacién de la ecuacion de lados, se aplica la ley de senos, luego se
saca pares de relaciones, se eliminan los lados y se aplican logaritmos a los dos
lados de la ecuacién, ya que el logaritmo de 1 es cero, y aplicando las propie-

dades de los logaritmos se forma la ecuacion de lados.

Es importante recalcar, pese a que es ecuaciéon de lados, al final termina

siendo ecuacion de dngulos ya que no hay ningtn lado, esto se debe a que, al



ser un poligono, se basa todo en un solo lado conocido que es la base, esto no

pasa en las cadenas.
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. AR BC A AL Sen [ 10a+11a)
BB = - . i & rtete il
== Sen 5o Senla Sen(i0a*1la) = BC Sen 1a
A BCD —= Bt . <0 . L+ M — D _ Senfia
Sen Ba Sen 10 Sen [TA+BA=DA] C Sen 10
S cE ED g D . Son da
San [BA#6a) SanTa Son da CE Lon {SAGa)
M AC CE _LE Sen Za
A, Sen Ba Senda . Sen2a . AC Son 3
AC BC CD CE San (10a+11a) Sen Ga Senda Sen 2a
BC CD CE AC Sen la Sen 10a Sen(SA+6a) Senda

San (106+11a2) SenGa Senda Sen 2a
Sen la Sen 10a Sen (SA+Ha] Sen Ja

Lo 1 . I”u'ﬂ[5|=.-a'|l‘l[2Ia*l‘i..1.l3-:«1!3;.! Senda Sen2a
% *" Sen 1a Sen 10a Sen (SA+8a) Senda

logisen|10a+11a))*log(sen(Ba))+log(senida)i+logsen{2a)}-logsen|1a)-ogisen] 10a))-logisen{Sa+Ea))-logisen{3a))=0

W = F(Lb)
erad
00004417 1,550 sog
0, 0002583 3,450 seg
W= 00002167 0,780 ceg
00004572 1.790 seqg
6,56 6,56 1ad

Para facilitar las derivadas de la ecuacién de lados, se puede aplicar dos
métodos, el primero, mediante Taylor se despeja la derivada; el segundo, apli-
cando un artificio matematico del Seno 1”7, en ambos casos los valores son del
orden de la sexta casilla decimal, considerando que la ecuacion esté igualada
a cero, se puede multiplicar por el factor por 106, sin afectar la misma, de esta

manera, los valores son significativos:

dF
Fixxe) = Fixo) T ¢ (X —Xo)H e e
(o)
dF )
Log Seno(ang+1) = Log Seno wang) + —2 (1"
(Xe)

E B Log Seno (Ang+1") — Log Seno (Ang)

dX 1|r
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ANGULDS Log (Sen (Angl) Log [Sen (hng+1%]) A a10*

[10+11] |75*37 19,62 0013820131 4013819591 539735607 .54
f 41* 16 35.04" 0, 180658672 0,180856273| 2 39864E-06/ 240
4 B 10" 15.92" 0,029352675 0029351874 B,01022E-07 (B0
2 2311 04217 £,000671145 0000671262 -1,17156-07 0,12

W1= [ 224502623
1 B 16 03,12 £,029075262 0029074465 7 9696TE-07 0,80
10 48385 26.54" 0,124936546 0,124934680| 1,B5606E-06 1.86
55 |BY* 50 5998 .0,002506803 0002506576 2 26875E.07 023
3 58* 46" 19.24° 0,06 7977455 0067976178] 1.27655E-06 128

W2 0, 224496066

W1-W2 e B, 55656806

W12y 10" = 5,56

E 45,58 |rad

En las derivadas de los dngulos que estan en la parte superior de la tabla
van con el mismo signo, los que estan en la parte inferior cambian de signo (se
multiplica por -1), en el caso de existir &ngulos combinados, como es el angulo
5+6, para el angulo 5 entra el A de 0.23 multiplicado por -1 porque estd en la
parte de abajo, para el &ngulo 6, que se encuentra en la parte superior e inferior
el A se calcula restando el de arriba menos el de abajo, A =2.40-0.23=2.17.

El segundo método utiliza la derivada del logaritmo (e es el nimero de Eu-

ler, que es la base de los logaritmos Neperianos):

dlog(u) loge du 5 du c
= — u=5Senx —=Cosx
dx u  dx dx
dlog Sen(u loge loge
g ( ): g Cosx =loge Ctan x = g
dx Senx tanx

Cuando los dngulos son pequefios, al aplicar la funcién Seno, es igual al

argumento en rad.

Sen1” =1"(rad)

Se aplica la constante  que se calcula de la siguiente manera, esta se le mul-

tiplica por 10¢, como se indicé anteriormente:

ANGULO (B / Tan [ANG))

B= (Log(e)*Seno 17)*10° [10+11) [75° 37" 19.52° 0,54
e= 2718281828 6 |41*16° 3504° 240
4 |69°10 1597 0,20

= ~HEolA0s 2 [sF11 pazr 0,12
1 [69°16 03.12° 0,80

10 |48°35° 26.54° 1,86

5+6 |63’ 50 50.36° 0,23

3 |56°46 194" 1.28
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Se aplica el mismo criterio indicado para las derivadas de los dngulos, ya

sea que estén solos o combinados.

Se arma la matriz de derivadas de las ecuaciones:

dF(La)
dla (Lb)
1a 2a J3a da Sa Ba Ta Ba Sa 10a 11a
1 1] [¥] 0 i} 0 0 L] 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1 1 1 1 ]
B= o 4] o 1 1 I 1 0 1} 0 o
0 1 1 v} 0 i} o 1 0 1] ]
0,80 012 128 0,80 0,23 2,17 0 1] 0 132 054

La matriz de pesos para este ejercicio, al no existir criterio de ponderacion,
es la matriz identidad cuya dimension es 11x11, ya que existen 11 observacio-

nes.

M= (g P17y K=—M1WwW
0,41 0,26 0,08 0,28 0,07 06755
0,26 0,50 0,24 -0,51 0,02 0,4549
M= 0,08 0,24 0,43 0,18 0,08 K= -1,3040
0,29 0,51 0,18 0,63 0,08 07384
0.07 0,02 0,09 0,08 0,15| 1,2842
V= PiB'K La=Lb+V
seg Seg
-0,2473 e 06264 277 65® 167 02.77" + [, 780
1,0428 2 0,5932 3.25 893°11° 05.25% + 0,805
-0,4461 = 0,6591 18,79 5&° 46 18.79" + 0,752
-0,2753 s 06165 15,84 B9°10° 15.64" + 0,787
-1,5054 2 0,8962 22,72 420 34" 22.72" + 0,718
' 19398 = 08265 la=| 3688 | = |41°16° 36.08° = 0,563
-0, 5451 = 0E797 45,02 267 58" 45.02° + 0,733
1,1833 B 0,6053 34,54 287027 34,947 = [,796
1,1304 £ 06256 35,82 35%06" 35.82° + 0,780
-0,5611 £ 07249 25,586 48735 25.98" #  0,6RY
1,3686 = 0,7268 54,35 F7°01° 54,35 0BT
ot VTPV
gy = = 2.6804

Las precisiones del ajuste se calcularon con las férmulas indicadas en este
apartado, sin aplicar la varianza a posteriori, ya que es un valor mayor a la

unidad.

La suma de los angulos ajustados corresponde a 540° = (lados del poligono
- 2)*180, es decir cumplen con la condicién geométrica planteada en las ecua-

ciones.
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Para calcular los lados, se parte con los angulos ajustados y el lado base,
de igual manera, si se quiere calcular las coordenadas de los vértices, se parte
de las coordenadas del lado base, usando los lados calculados y los angulos

ajustados.

En la actualidad, el sistema GNSS (Sistema Global de Navegacién por Sa-
télite) ha reemplazado, los métodos tradicionales de medicién de angulos y
distancias, para determinar coordenadas exactas de puntos de poligonos, a
partir de control horizontal y vertical existente y la observacion de los sistemas
de posicionamiento global. Est4 claro que las coordenadas tridimensionales
determinadas vienen acompafiados de errores que deben ajustarse, cada sis-
tema viene acompafiado de un software especializado de ajuste, que permite
interactivamente con el usuario, controlar errores de geometria de los satélites,
errores de relatividad del tiempo y pseudodistancias, entre otros, como resul-

tado se presenta las coordenadas ajustadas con la precisién alcanzada.

Las cadenas son mediciones de dngulo y distancias en forma longitudinal, a
diferencia de las poligonales, tienen un lado base de partida y uno de llegada,
cuyos valores de distancias y coordenadas son conocidos y ajustados, se for-
man por eslabones y tridngulos.

Figura 34
Ejemplo de una cadena

En las cadenas se utiliza la triangulacion y trilateracion, los eslabones estan
formados por los mejores triangulos que hacen una estructura mas sélida, es

importante el sentido de avance en la cadena, ya que al igual que en los poli-
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gonos, una vez definidos los mejores tridngulos se requiere definir los &ngulos

adyacentes y opuestos.

Figura 35
Mejores triangulos de una cadena

Se plantean las ecuaciones de cumplimiento geométrico, una por cada trian-
gulo formado, para la ecuacién de lados se sigue el siguiente procedimiento,
a partir de la Ley de Senos para cada tridngulo, determinando la férmula para
plantear la ecuacion de lados:

Demostracion 9. Ecuacion de lados en Cadenas
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So 51 _ SoSena

Seno;, Senay Sen oy

51 52 ) __Sl5ena; SoS5ena;Sena;

Seno, Sena, Sen o4 Sen o4 Sen o,

52 53 _S25enaz; SoSena; Sena; Senas

Senoy Senag Sen o5 Sen o, Sen o, S5en og

S50 Sen ay Sena; Sen as Senay ... ... Sena,—q Sena,

Sn =
Sen o4 Sen o; Sen og Sen oy ... ... Seno,_4 Sen o,

_ SoSena; Sena; Senaz Sen ay ... .. Sen a,—, Sena,

Sn Sen o, Sen o, Sen o3 Sen 04 . .. Seno,_; Sen o,

5o Sen ay Sen a; Sen az Senay ... Sena,_y Sena,

Logl=1Lo
g g Sn Sen 0, Sen o, Sen 03 Sen 04 v Sen o,_1 Sen oy,

S50 5en a, Sen a; Sen az Sen a, ... ... Sen a,_; Sen a,

0= Log
S5nSen oy Sen 0; 5en oz Sen oy ... ... Seno,_, Sen o,

Log S0+ Log Senay, + Log Sena, + -+ Log Sena,_, + Log Sena,

—Log 5n — Log Senoy — Log Sen o, — - — Log Sen 0,1 — Log Sen o, =0

En la actualidad, las cadenas se realizan utilizando tecnologia GNSS (Glo-
bal Navigation Satellite System), por lo cual las mediciones son realizadas con
resolucién de triangulos, cuyos vértices son los satélites observados, los cuales
en el momento de la observacion acttian como puntos fijos, formando una se-
rie de triangulos con las constelaciones de satélites, al resolver los mismos se
obtiene la posicién o coordenadas del punto en superficie.

Figura 36
Posicionamiento GNSS

o

Es importante considerar que las mediciones se realizan sobre la superficie

de la Tierra por lo cual se debe considerar su curvatura, la figura que mejor
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se acopla es el elipsoide de revolucion, por lo cual, se si realizan mediciones
topogréficas, las cuales consideran un plano como referencia, se debe consi-
derar correcciones para poder comparar con mediciones geodésicas, si no se

realizan, se obtendrdn diferencias significativas incluso de varios metros.

En poligonales cerradas realizadas con técnicas GNSS se puede plantear
ecuaciones de condicion de coordenadas y de azimuts, siendo el punto Ay B,

puntos fijos ajustados, de partida y llegada, respectivamente:

Formula 57. Ecuaciones de condicién de coordenadas y azimuts

OA+ AG1 + AB2 + A@3+...+ ABn— ABBE =10
AA+ A1+ AA2 + AA3Z+...+Ain— AAB=0
Azd + Adz1 + AA=z2 + AA=z3+...+ Adzn— Ad=zB =10

La ventaja de estos ajustes, es que cada marca comercial de GNSS tiene su
propio programa de procesamiento y ajuste (TBC Trimble Business Center,
Topcon Maget Tools, South Geomatics Office SGO, Leica GNSS SPIDER, Geo-
Max Geo Office GGO, GEOsolution de E-Survey, Cube-Manager de Stonex,
Tersus Geomatics Office TGO, entre otros), que permiten resolver de manera
automatizada las complejas ecuaciones formadas, presentando los resultados
del ajuste también en forma gréafica mediante elipses de error o banderas de
colores, que permiten tomar decisiones de eliminacion de datos para mejorar

el ajuste.

Las elipses de error son una representacion grafica de las desviaciones de
los componentes de las coordenadas x e y, siguiendo una distribucién normal
bivariada, que corresponden a las longitudes de los semiejes de la elipse, la
orientacion de la elipse depende del angulo t que corresponde a la direccion

de los valores maximos y minimos.

Igual que en los poligonos, se ajustan los angulos observados y se calcula
los lados a partir de la base y los dngulos ajustados; si es necesario, se puede
calcular coordenadas.
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Ejercicio 67. Ajuste de una cadena

Dadas dos bases AB y GH cuyas coordenadas fueron ajustadas y se con-
sideran como fijas, a partir de las cuales se ha realizado observaciones de 24
angulos con estacion total (topografia) formando la siguiente cadena, la cual

se pide ajustarla.

E{m) Him) Distancias Calculadas

[ 480332538 10027845,71240 AB 382356135
B 404004 BER 1002656:3,00800 GH 3174,51015
G 495018631 10036630, 86280
H 451540, dd4) 10035854, 79790

[ Grad Min |Seg |

i ] 43 18.33

2 43| 30 3225

3 33 50 a251

4 38 1 55,6

5 59 1B 10.58

[ 43 47 35,01

7 45 35 122

[ 38 35 $.32

[ 32 15 42,78

10 3 26 31,52

11 53 a7 44,92

12 &3 7 £.24

13 30 47 2425

14 77 4 42,30

15 [ Ex) 2891

16 ] z 21.41

17 43 3 1521

18 a1 15 10,35

18 36| 16 1.24)

i) 45 1,98 4258

Fi] 50 Fl 18.32

F7] i3 17 44,55

FE] 59 4 2.8

24 51 3 45,49

Se forman los mejores tridangulos, luego se determinan los angulos adya-
centes y opuestos segtn el sentido de avance de la cadena para luego plantear
las ecuaciones de condicién, las cuales corresponden una de cumplimiento

geométrico para cada tridngulo y una de lados para toda la cadena:
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Grados  |Minutos |Segundos Grados Jlla.-:lianl-s

al i1 52 28,11 71,87448] 1.25444524
a2 501 43|  18,33| 50,72176] 0.88526169
a3 B5 42 14,3 65,703597| 1.14675065
a4 63| T 6,24 63,11840] 1,1016239
a5 CE) 48| 2546 £9,80707] 15674291
ab 45 2 41,38 45,04483| 0,78618056
ol ) 18 10,58 5630294 1.03503154
o2 85 10 17,54 85,17154| 1.4B652378
o3 0 33 59,21 §0,56645] 1,05708392
ed 58 a7 14,14 58,62058] 1.02312238
o5 53 40 2,81 5366745 0.93667366
of 83 20 2,87 £3,33413] 1,45445496
bi 48| 30] @225 A8 50806| 0,84684104
b2 43| 47 3501 43,79306] 0,76433306]
b3 53| a7 44,92 53,62914| 0.83600515
b4 58 2 21.41 58,03928] 1.01297654
b5 36 15| 1,24 36,26701] 0,63297875
b6 51 31 4989 51,53053] 0,89937733

Al al+ol+bi1-180=0

£ Al a2+02+b3-180=0

& Al a3+03+b3-180=0

E_ AW ad-0d+bd-180=0

& AV a5+05+b5+180=0

AVl  ab+o6+bb+180=0

Ec. Lados log{AB)Hog(log{sen(al))+Hog(sen(aZl}+logisen(a3) ) Hlogsen|ad))Hog(sen(a5) | +log(sen)ag))

log{GH Hoglsen{ol))-log{sen{o2)}-Hog(sen{od)}-log{sen|04) og(sen(ob))-logisenlol) =0

Las unidades de las ecuaciones de dngulos pueden ser grados o segundos,

en las que se escojan saldra la respuesta del ajuste, pero la ecuacion de lados

no es angular (rad).

W = F(Lb) =

0,313627778
-0,313644444
-0,100435111
0,221725
-0,258465444
-0,090516667
-0.09

Grad

rad

Al igual que en los poligonos, se facilita el calculo de las derivadas de la

ecuacion de lados por Taylor o por el artificio matematico del Seno 17, de igual

manera se recomienda siempre multiplicar por 106, de esta forma los valores

son significativos:
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Anguio | Log(Sen (Ang)) |Log(SeniAnge17))| & 4+10"
al 71874475  -0.027103976 0,022103287| 6,89222€-07 0,58
a2 50,721758 -0,11121377 0111212048  1.7226-06 1,72
a3 65703072 0040275821 S0,08027487| 9.50496E-07 0,495
ad 63118400  -0,048663006 0,0465651939| 1,06733E-06 107
a5 BO.BOTOT2| -2 AG206E-D6 -2 ASA9BE-06| 7.08468E-09 001
o5 45.044828)  -D.150175475 0150173373 210222606 210
Wi=  0,37343451
al 59302939 -0,065562931 0065561681 1.25001E-06 125
ol B5,171538]  -0,001543578) 0,001543801( 1,77B54E-07 0,18
o3 60566447  -0,060016652 A0,060017454| 1.18B02E-06 118
oh 58,670504 0,06857538 A0, 068574008 1. 28417E-06 128
o5 53667447  -0.093884064 0093883416 1,54B40F-06 1,55
ob B3334131]  -0.002945811 A0, 002945565 2.46065E-07 025
W2=  .0,202631716
loplAB 1+ W1 Jos GH-W2 = 5,30554E-08
(log{AB}+W1-lop(GH)-W2]*10" = 0,08 1ad
ANGULD 1B/ Taen [ANG])
al 7LET44TS 089
a2 5072175833 1.72
a3 5, 70397222] 0,95
a4 &3,1184] 1.07
a5 B a0T0TE2] 0.01
afi 4504482778 210
ol )| 135
a2 5,17 153888 0.18
o3 0 SE5a47 22| 119
od SE B20Gaa44 128
P 5385744722 1.55
b £3.33413056) 025

El orden con respecto al cual se derive corresponde al orden en que se arme

la matriz de pesos, asi como, el orden en que salgan las respuestas:

=

N
B ao oS
oo e oS

Sooa=ooo

Enp-aﬂﬂ

o8 172 08 Ad

La matriz de pesos para este ejercicio, al no existir criterio de ponderacion,

es la matriz identidad cuya dimensién es 18x18 ya que existen 18 observacio-

nes.

Broaocddds

= dF(La)
dlLa b
]
1 ] & i
0 : 80
0 ? P
o o B 1
a ] -] i
a o ] ]
1Li6 018 113 128

fewooos

hl—*ﬂ-ﬂﬂﬂ-ﬂ
R -

D oD D e O

(NN - N
-R-E- R -E-K-

EEeoeaa

R - R -]



Para comprobar se suma los dngulos ajustados dando un valor de 1080° 0

0” que corresponde al ntimero de tridngulos por 180°.

Para el célculo de lados y con la finalidad de no arrastrar el error, se deter-

mina por cada extremo hasta un lado medio, mismo que servird para chequeo

del ajuste.
A T IR . S — . S—
Benol Banbl Senal
i AL AD Db
Senod Senb2 Senal
o De oE__ cE
Sened Fantd Senad
. GH OF___ ___WF
Benaf Benih Eench
BE HE EF
A T Sents  © Senes
EF FC cE
AW —Eam Tenbd T Gentd

BL=

AD=

OE =

_MESen bl
Zenel

AC Sen b2
Senod

DG Gen b3
Sen o3
(OM Sen bi
Sen ol

HF Ser b
Senak

EF Sarni b
Senad

FAITAITER

pas o R L]

0 0EaaE2

o

T AT

JATE REER

Calcidada por AR

CE=

3435, 12509

Ditgrencia=

M~l= (BP1BT)1 K=-M1w
038223 0048 0054 00553 00392 005821 00756
D04ve 0,38 0053 00581 00384 0058 -D.O741
005382 0053 0383 00854 00432 0065528 -0,0834
005929 0058 0065 04052 00476 007179 -00017 K=
003922 0038 0043 00476 D368 004748 Q0607
005321 0,038 0065 00718 00475 040503 00516
007564 0,07 0083 -0,002 -0.0607 -00916 011701
V= P 1iBTK La=Lb+V
Grad min
0,100742714 T1,9752177 71 58
0,007013484 50, 7296718 50 43
0,012384125 65, 7163563 65 42
0,048744867 63,167 1440 63 10
0.131551947 £0.9G88242 i I
-0.0B6942754 44, S5TEER 44 57
0,050066043 50,3530058 58 2
0, 1445872336 B5,3165112 85 18
-0,00B698236 | grad la=| 60557748 6 33
0,028408634 56,6500831 8 3
-0,006263387 53,6621838 5 39
0077800341 B3,4119300 83 M
0,16191812 48, 670ETES 48 40
0160758624 435953817 43 57
0,096750223 53, 7258047 588 &
0143481499 58,1827621 58 10
0,132180834 36,3591919 ¥ A3
009965008 516301751 51 aw
— VTPV
J; = T = 00253?

WF=

EFe

CE=
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0.1819
01608
0,0968
0,1435
01322
0,0957
00688

30,78
46,82
58,88

172
19,05
28,39
14,06
59,44
27,90

0,34
43,86
42,98
15,16
13.74
33.22
57,84
57.09
48,63

AR Senal
Sen ol

AL Sena?
Senod

BC Senad
S ok
M S o
Sy ol

HF Sanof
Senak

EF S o
Senad

Cattulada por GH

CE=

465 m

40, 7T

4235, 35N

A2 BI4FE

34, LIE00

A403, 0757

ases TN

3440, Trea
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Como se puede observar, existe una diferencia de 4.65 m al determinar el
lado medio por cada extremo, esto corresponde a que son medidas topogra-
ficas, referidas al plano y no al elipsoide, por lo cual, a las distancias deberdn
aplicarse las correcciones respectivas para pasar del plano al elipsoide, de esta

manera el ajuste sera completo.

9. Método Combinado

Como se indic6 en el capitulo 6, esté método se reduce a aplicaciones en las
cuales se determinen los pardmetros o incégnitas y se puedan formar ecua-
ciones de condicién, su modelo matematico o funcioén explicita es F (Xa, La) =
0, una funcién de los parametros y observaciones ajustadas es igual a cero, se
requiere conocer los parametros estimados para evaluarlos en el proceso del
método.

Se debe garantizar que, en cada ecuacién formada, exista al menos una ob-
servacion y un parametro, ademads que, todas las observaciones y parametros

estén en las ecuaciones, al menos una vez.

En cuanto al nimero de ecuaciones de condicién, a diferencia del méto-
do combinado, no se puede estimar cuantas ecuaciones se debe formar, nor-
malmente esta relacionado con el numero de observaciones, pero puede ser
menor. Lo que si debe cumplirse para aplicar este método es que el namero
de observaciones sea mayor a la diferencia entre las ecuaciones de condicion

planteadas y el nimero de parametros (n > r-u ).

Al ser la combinacién de los dos métodos vistos anteriormente, este método
de ajuste se basa en determinar los parametros ajustados en funcién del vector
de correccion de estos y las observaciones ajustadas en funcién de los residua-
les, también considera las matrices de derivadas con respecto a los parametros

y con respecto a las observaciones, asi como el error de cierre:

Formula 58: Consideraciones del método combinado

FEX::,L-::} =0
Xa=Xo+X La=Lb+V
A= d—F E = d—F W=F
dXalzy) dLalpy) (rott)
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9.1, Linealizacian

Al aplicar las Series de Taylor al modelo matematico, se descompone a la

funcién en la ecuacién matricial, en la cual no se conoce los residuales:

Formula 59: Ecuacion de Linealizacion

Fixaray =0 — Funcionno lineal

dF dF
Fixosxio+v) = Fraoim T IXa (Xa—Xo) + ia (La—Lb)=10
o - s

T J ! T T .
W A ; B E
W+ AX+EBV =0
AX+BV =-W

§.2. Normalizacian e Hipermatriz

Al igual que el método correlativo, se ingresa al término cuadratico V' P V
una correccion lineal asociada a restricciones o término de forzamiento que
utiliza los multiplicadores de Lagrange (K), obligando que la funciéon @ sea

cero:

Formula 60: Minimos cuadrados, con restricciones
@=VTPV —2KT (AX+BV+W)=0

Se tendra tantos multiplicadores de Lagrange como ecuaciones de condi-

cién se tengan. Las derivadas de la funcién @ minima son cero:

dd
— =2PV —2B'K=0—*PV-B'K=0
dv
dp
ﬁ=—2(AX+BF+W]=G—-ﬂX+BV=—W
do r r
—=-24"K=0 —» A'K=0
dXx
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Forméndose tres ecuaciones matriciales con 3 incégnitas, que se puede re-
solver por algebra, siendo los elementos de la matriz otras matrices, se forma
lo que se conoce como la hipermatriz.

v PV—B"k =0 (1
BV  +AX = -W (2

ATE =0 (3
vl | —-BT o '] 0
Kl=lB o 4 |-w
¥l lo 4T o 0

Al ser los elementos de la matriz otras matrices, para poder tener inversa, la
hipermatriz debe ser cuadrada, la tinica forma de garantizar esto, es conside-
rar que en la diagonal principal siempre deben estar la matriz de pesos y dos
matrices cuadradas de ceros. Pueden determinarse diferentes modelos V, K,
X como el presentado anteriormente, u otros modelos en funcién del orden en
que se coloquen las incégnitas, por ejemplo:

Demostracion 10. Proceso de Normalizacion

-1 -1

X 0o 0o AT 0 K 0 A B —-W
Vl=|o p -BT 0 X[=14" 0 o0 0
Kl 14 B 0 W vV —BT 0 P 0

Demostracion 11. Hipermatriz del modelo V, X, K

[ £ i E o lud |
vl B 8 8 — - 0 a
il @ @ 8 = = 8 a
| I T T a
= — - — —— — — e —
w B B B e o D a
ki — A e SHENSER R S = e o]
== . — o 8 TanadliiaEh 2L = N ‘ol
K s Wies =] i s} el s {T1¥] wr
ul = o == [} all alrl — — &'l o o =] — — o a
5 | =2 R e B B O . e D a
sl — = — i ] #13 all == U= k] a a ] = — 1] i}
=
wu L 1] T T ' s 2 ] ] =] e et o L]
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§.3. Desarrollo del método combinado

En los siguientes ejercicios se presentard la resoluciéon de diferentes casos,
formacioén de ecuaciones Partiendo del modelo matematico que corresponde a

plantear las r ecuaciones de condicion, se siguen los siguientes pasos:

Demostracion 12. Desarrollo del Método Combinado
F(XH.LG.} =10 Xo
W = Fxoe)

_ dF

" dXa

_dF

B =
(o) dLal(.y)

P = Matriz de Pesos

Modelo usado en este ejemplo V, K, X

-1

v P —BT 0 0
Kl=|B 0 A W
X 0 4T 0 0

La=Lb+V Xa=Xo+X

- VTPV
5 =

d.4. [teraciones y precisiones del ajuste

Formula 61. Iteraciones en el Método Combinado

Ajuste Primera Iteracion Segunda lteracion
F(Xa,z.a} =0 F(.Ea.m} =0 F(x:z,z.a} =0
Lb Lbl =lLa Lb2 = Lal
Xo Xol=2Xa Xo2 =Xal
W = Fixoin) W1 = Figorren W2 = Fiyonibz)
= d—F Al = d—F AZ = d—F
dXa o) dXa (xo1) dXa (Xo2)
= d—F Bl= d—F B2 = d—F
dla @) dla ws1) dlLa b2)
P P P
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Modelo usado en este ejemplo W, K, X

-1

v P —EBT 0 0

Kl=|B 0 A W

X 0 AT 0 0
La=Lb+V Lal = Lb1 + V1 La2 = Lb2 + V2

Xa=Xo+X Aal =Xol+ X1 Xa2 =Xo2+ X2

- VTpy = V1T PVl 5 V2T py2
e r—1u ol r—1u o2 r—u

Una vez terminado las iteraciones, es importante expresar las precisiones
del ajuste para cuantificar la calidad de las observaciones, para lo cual se uti-
liza las siguientes matrices de varianza covarianza, de la cual solo interesa la
diagonal principal, valores que corresponden a las varianzas, al sacar la raiz
cuadrada de las mismas en valor absoluto (en razén que podria existir valores

negativos), se obtiene la precisién del ajuste (desviaciones):

Férmula 62. Precisiones del ajuste
M—l — {E P_IET}_I

ZLa _ g2 P-1[1 — BT M~1B P~1]
ZX& = g2 [AT M~14]

ZV =g2 P“—ZL&
ZWzJEM

La varianza a priori 6> conocida como varianza de peso unitario, inicial-
mente toma el valor de 1, pero en el caso de que, al determinar las precisiones
del ajuste, especialmente en la matriz de residuales V la desviacién es mayor
que el residual, el modelo esta sobre dimensionado por lo cual se debera re-
emplazar en todas las matrices de varianza covarianza a la varianza a priori

2 AT G2
0’ por a posteriori 6,
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§.0. Ejercicios Método Combinado

En los siguientes ejercicios se presentard la resoluciéon de diferentes casos,
formacion de ecuaciones de condicién, asi como la resolucion, en el plantea-
miento de las ecuaciones y siguiendo el modelo matemético de este método
F(Xa, La) = 0, las ecuaciones deben quedar expresadas de esta manera, utili-
zando el subfijo (a) que corresponde a ajustado. Se realizara los mismos ejerci-
cios realizados por los métodos paramétrico y combinado, a fin de comparar
las respuestas, ya que no depende del método.

Especial cuidado se debe tener en este método al momento de formar las

ecuaciones, se recomienda los siguientes puntos:

* Toda ecuacién debe tener al menos una observacién y al menos una
incégnita, esto se debe a las matrices de derivadas parciales Ay B, en el
caso de que no se cumpla con lo indicado, podria existir una fila de ceros

en A o en B, lo que cambia la dimension de las matrices.

* Se debe asignar solo las incognitas requeridas, ya que si se considera

mas de las necesarias se estard incurriendo en un error.

* Si hay partes que conforman un todo, a estas se les debe asignar como

incognitas.

* Si existen ecuaciones de cumplimiento geométrico o relaciones de un
todo y sus partes, estas son obligadas a que se coloquen, ya que, si no se
las considera, el resultado presentard que la suma de las partes es dife-
rente al todo, es decir, no se obliga al cumplimiento.

* Las ecuaciones que se formen no tengan inmersa en otra una ecuacion
ya considerada, podria pasar que esa observacion en el ajuste su correc-

cién sea cero, lo cual perjudicaria el resultado.

Para explicar lo indicado, se presenta el siguiente ejemplo: en este ejercicio
se requiere tiinicamente 3 incégnitas, la cuarta es combinacion lineal de las an-
teriores (x4= 360°-x1-x2-x3), ademas tiene varios cumplimientos geométricos
(Ib6=360°-1b1; 1b4+1b5=360°), hay todos y sus partes (Ib5=1b1+1b2), o se podria

formar ecuaciones en las cuales esta inmersa otra ecuacién ya considerada:

1 lal-Xal=0
ol 2 la2-Xal=0
gl 3 la3-Xa3=0
4 360-Xal-Xa2-Xad+la3-lad=0
] 3e0-lag=Xa2-la5=0

179



180

Calculo de compensacion

La ecuacion 3 estd inmersa en la ecuacion 4, por lo cual la ecuacion 3 se po-
dria quitar, perjudicando el ajuste, de igual manera, en la ecuacién 5, si bien
es cierto que cumple la ecuacion geométrica, falta relacionarle con sus partes
que son xal y xa2, por lo cual las 5 ecuaciones planteadas permiten resolver el
método, ya que cumplen con el modelo matemético F(Xa, La) = 0, estdn todas
las observaciones y pardmetros en las mismas, cada ecuacion tiene al menos
una observacién y al menos una incégnita, pero los resultados obtenidos, al
momento de realizar las comprobaciones, no satisfacen las ecuaciones de cum-

plimiento.

El planteamiento correcto del ejercicio es:

lal-Xal=0
la2-Ka2=0
la3-Xa3i=0
360-lad-Xal-XaZ=0
la5-Xal-Xa2=0
360-lab-Xal=0

Este ejercicio se resolverd completo mas adelante.

Al necesitar este método los parametros estimados y a la vez, permitir for-
mar ecuaciones de condicidn, se torna més limitado la resoluciéon de ejercicios,
ya que deben cumplir con las dos condiciones y no siempre es posible cum-

plirlas.

Ejercicio 68. Ajuste de ejercicios que tienes restricciones (constantes)

En el tridngulo rectdngulo se ha medido la hipotenusa y un angulo, se co-
noce que un cateto es de longitud conocida y fija (constante), ajustar las obser-
vaciones.

b1 = 8954 £0.03m
b2 = 47°37°28.92" £ 8" It

Cateto 1= 60 m (cte.)

oo Fipo
Angulo recto = 90° [cte.)
o= 66,4636111 m
Fixaray =10 W = Fixouny
lal Sen la2 - Xa=0 w=| -0,316297724|m
la1®-60%-xa'=0 9,09495E-13|m




- = -1 B -1
d¥aliys) i s -132,9272222
_ dr . ‘ Senlaz  lalCosla2 . ‘ 0,738745961
dLa (LB 2la1 0 . 179,08
P= 1111,111111 0 P{Mormalizada)= 1
0 0,015625 [
T —¥
v P —B' O 0
K|=|B 0 A —W
X 0 AT 0 0
vl 1111,11111 O -0,738745961 -179,08 0
v2 o 0,015625  -60,34852553 o o
ki = | 073874506  6D,34852553 0 o 1
k2 179,08 o 0 0 -132927222
1 o o -1 -13292723 0
n -7,431E-10
v 0,00524118
= | 1357606
-1,021E-08
®l -1,001E-09
La=Lb+V Xa=Xo+ X
La= B9,54 m
0,336449004 |rad Ma = 66,4636 m
La= 47" 55 2580"
-5 VTPV
g5 = = 0.00000000038
r—u
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60,34852553
0

0
1,40625E-05

0
o
0,31629772
-9,095E-13
0

Se realiza la comprobacion reemplazando los resultados en las ecuaciones

del modelo:

lal Sen la2 - Xa=0
la1*-60°-Xa'=0

Comprobacion

-0,00090998 m
0,0000 m

Al tener un sistema libre, todas las observaciones se acomodan de la mejor

forma, por lo cual los resultados son mejores, para corroborar lo indicado, se

realiza el mismo ejercicio, pero liberando al cateto fijo y haciéndole como ob-

servacion.
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Ejercicio 69. Ajuste de ejercicios con un sistema libre

En el ejercicio 68 resuelto anteriormente, se libera el cateto constante, dejan-

dole como una tercera observacion, ajuste el tridngulo y analice los resultados:

bl = 89.54 £ 0.03m
b2 = 47°37°28.92" + 8"
b3 = 60.00 £ 0.03 m

Angulo recto = 90° (cte)

Xo

F (Xala) = 0

lal Sen la2 - Xal=0

1]

sl

66,4636111 |m
0,739588507 |rad
W = Fxorn)

40,316297724m

lai*1a3" Xa1’=0 W= 9,094595E-13|m
la2+Xa2-90=0 0Ofrad
dF 4 i 4 0
A= T = . 2¥al ] = | -132,9272222 0
Xal (o) 0 0 1
dF Sen la2 lal Cos la2 ] 0,738745961 60,3485 O
E=—— = 2181 0 2183 | = 175,08 o 120
dLlalgy) 0 1 0 | 0 1 0
1111,1111 0 1] 1 0 ]
P= 0 0,015625 0 P(Normalizada)= 0 0
[H] i} 111111 L] [H] 1
T -1
I F -EB 0 0
K|=1|B 0 A —-W
X 0 AT 0 0
1
Wil 11181111 o 0 -0, 738745961 17908 (1] o (1) (1]
2 0 001563 0 50, 34B53553 o -1 o i i
w3 i} 0 1111 ] =120 (1] ] 1) (1]
k1 - 0738746 0, 3485 0 i (i (i =1 i} ma!@m?u
k2 179,08 0o 120 ] 1] 0 -132.5 i “9,089499E-13
k3 i 1 o o i) 1] o 1 o
wl 1} o o 1 =132.927 (1] o 1) (1]
w2 i} o 0] o i) 1 o i i]
vl -T.431E-10
W2 00052412
] -1,103E-0r%
k1l = 1,35TE-D6
k2 -1.021E-OE
k3 0
wl -1,996E-09
u2 0,0052412
89,54 i
La =| 0,836449004 |rad
la=Lb+V 60 m

Lal= 47" 55" 19.95"




a3

Teoria y gjercicios resueltos

Xa = 66,4636 m
Xa=Xo+ X 0,7343  frad
Aa2= 42° 04" 30,017
VTPV
sy = 0.00000000038

Se realiza la comprobacion reemplazando los resultados en las ecuaciones

del modelo:

Comprobacidn

lal Sen la2 - Xa=0
la1%.60"-%a"=0

-0,000:90938 m
0,0000 m

Para las iteraciones, se cambia Lbl1=La y Xo1=Xa, para los calculos se puede

utilizar Excel, colocando en celdas y férmulas enlazadas a los valores, de esta

manera, al cambiar el nuevo Lbl y Xol, automaticamente se tiene los nuevos

valores.

Ejercicio 70. Dos iteraciones del ejercicio 69

Se ha realizado dos iteraciones del ejercicio 69 para analizar lo indicado:

Primera Iteracion

Ibl = 89.54m

Segunda lteracion

Ib1l = 89.54m

Ib2 = 47° 55" 29.9918"

lbl = 47°55"33.1200"

b3 = 60.00 m b2 = 60.00 m
-1 0 -1 o
Al= -132.9272232 i Al = -132,927222 o
LY 1 o 1
0.,74226827 60,001008 o 074227844 60 o
Bl = 179,08 4] 1x0 B2= 179,08 1] 120
i} 1 o 0 1 0
1111,11111 ] 0 1 L] L]
P= 0 0015625 o P{Normalizadal= 0 141E-05
o 0 1111111111 [} o 1
B9.54 m 89,54 m
Lal={ 083646417 |rad La2 = 083646417 |rad
&0 FTi B m
La2= 47" 55" 33.12" Lal= 47" 55" 33.12"
Xalm 66,4636 m Kal = 66,4636 m
0, 7343 rad 10,7343 rad
¥a2m 42" 04 26.B8" Xals 42" 04" 265.88°

621 = 1.67E—18

g22 = 1.14E — 25
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Ejercicio 71. Ajuste de una base

Se ha medido una base AB como linea de calibraciéon de equipos topogra-
ficos, para determinar con la mejor precisiéon se han observado abundantes
mediciones de la siguiente manera, ajustar las observaciones y encontrar el
verdadero valor de la base AB con su precision:

lbl= 251,81 = 0,05m .
Ib2= 131,27 =+ 0,04m A o B - +B
Ib3= 120,65 = 004m 2D< —c 1D +B
Ibd= 89,32 = 0,03m b4 S ] A
Ibs= 16242 = 0,04m A [ 44 |DE D3 =
lbs= 41,75 = 0,03m
¥ol 251,81
¥o=| %02 | = 120,65
Xo3 162,42
Fixaray =0 W = Fixoun
lal-¥ati=0 0
la3-Xaz2=0 0
la5-Xa3=0 W= 0 (mj)
lal-la2-Xa2=0 0,11
lal-la4-Xa3=0 0,07
Xal-lad-la6-Xa2=0 0,09
-1 0 0
dF o -1 o
A — = i 0 -1
dXaly,) o 1 0
o 0 -1
1 -1 0
1 o o 0 0 o
[i] Li] i 0 1] ]
o dr 0 0 0 0 1 o
dLﬂ. 1 «} o 0 o (4]
(LB} ' o o
i} 0 0 -1 o -1
400 8] o] L1} 1] 1] 0,36 ] o ) (1] (1]
a 625 o 1] L] 1] o 05625 o a [1] 1]
Px 4] 0 625 1] (1] [1] Plnocimaliz)= i} ] D.5625 o (1] (1]
i} o o 1111111 (] [1] o ] o 1 1] 1]
1} o o (1] [ 1] o o o u] 05R25 1]
1 o o L] L] 1111 o o o ) o 1
il
X 0 0 A 0
Yi=lo0 P —-BY 0
K A B 0 —W
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i 0 ] a [= ] ] o o L] 4 o o a [ 1 o
wl & a a [ = a (] o {3 L ] [ -] 1 (] 1 a i o
al o a a [ = a Lo L e o 0 [ 1] & 1 a -1 o o
wh L] o a a8 4 o & B L ] -1 [ a i -1 L] [
wd L] ] ] B AR L] 1] € B ] ] -] i ] 1] b
wl L o a [ -] a (%1 @ 0 -] [} - [ a [} ] [}
wd 1] ] -] & ] L] i1its & -] -] ] -] ] i i 1}
% o a a -] a [} @ A% -] L] L] . | a L1} o 1]
o & a a B a o @ ] FELERES [} L] - a -] ! [
i =1 o a B a L1} o [ @ [} L4 a a L1} B 1]
fud o -1 a 4 a ) @ [ - L1} L} @ a L] ] a
&l o ] a BB [ ] 1 [ [ o [ o [ 0 B
ad o H a ] L L} o [ @ o L1} ] o [} a 11
L] ] ] 1 H =] L] ] o @ ] ] -] a L] g Leleds
wh i H a =] a o B ') E L1} L1 ] a L1} o 009
w1l
wi £,01
w3
vl <A D0CERT
vi I 0097505
vi | 0013378
i = {D05516TE
W ]am:m
vh 00473235
ki | -52,58166
K2 | -B.368255
ki | 7150089
ok | 60.042939
Kb | -amasea
L] | <B2.58185
2518
Xa=Xo+X . _ |1206
1624
2518
131,2
Li=fh4y: ms | 106
859,38
1624
41,8
= VTPV
gs = —— = 0.003614
r—1u

Se realiza la comprobacion reemplazando los resultados en las ecuaciones

del modelo:
Comprobacién
lal-Xal=0 0,000 m
la3-Xa2=0 0,000 m
la5-Xa3=0 0,000 m
lal-la2-Xal=0 0,000 m
lal-lad-Xa3=0 0,000 m
Xal-lad-lab-¥a2=0 0,000 m

Ejercicio 72. Ajuste con ecuaciones de cumplimiento geométrico

Se ha medido un circulo con 6 observaciones, con 4 direcciones que se quie-
ren ajustar y encontrar las ubicaciones verdaderas. Este ejercicio requiere por
lo menos una ecuacion de cumplimiento geométrico. Al formar las ecuaciones

se aclara que, si bien es cierto entra la observacion 3 en la tercera ecuacion, esta
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se elimina, por lo tanto, no se puede ajustar esta observacion, una forma de
comprobar que no entra en el ajuste es al observar la matriz B, en la columna
correspondiente a esta observacion se tiene ceros, lo cual indica que esa co-

lumna se podria eliminar sin problema.

- 1 o o o
A o] 1 0 0
] ._-I = 0 (n] 1 o
0 o 1 1
= 1 1 o o
0 1 1 1
Xol 34,120644
o= Xo2 ] 102,52799
Xo3 101,04317
F (Xala) = 0 W=F (Xo.Lb)
lai-¥ai=0 0 o
la2-¥a2=0 ] ]
la3-Xa3=0 W= ] )= o)
360-lad-Xal-¥a2=0 -0,029344 -106
laS-Xal-Xa2=0 0,0201 72,36
360-la5-Xal=0 00381111 130
1 ] |
dF EJ
A=— = 1 ] 1
dXal gxg) 1 1 0
-1 1 0
-1 0
1 0 o o 4] 0
0 1 0 i] ] 0
_ dar = B 0 1 i] ] 0
dLalgy 0 0o 0 -1 0 0
0 0 o o 1 o
0 0 i o o 1
Do o Q o o o 1 aQ o o LU i
o nirse Qa o 1] 0 Q 0.3 n ] 1] a
P= o o 0,0155 o o [ P oerabipadal= a [ o [ 0
] o a 0008 1] i 1] a (VI v K 0 a
i ] 5} a li] 00423 L] a a o & 03 i}
] i} 1} 0 ] et @ a 1] o 0 o1
K 0 A B'|-w
El=| 4% 0 0 0
¥ -BT 0 P 0
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Se realiza la comprobacion reemplazando los resultados en las ecuaciones

del modelo:

o000 DD LDdoaDaD

9000 .00 0000000

D eaa e e aa

LI - O - - -

a0t

g8 0 a4 o 0 1 @
g 0 ] o I o 4 a2
a 0 L] i 0 <1 @° ®
@ 0 D -4 4 0 0 ©°
0 o QI G O | F I
8 B o -4 o 0 @& 0
= N IR, | ] 60 0 o 0
E - T ] g o 0o o
& o (] 8 @ 0 o 0
e o ] a ¢ 0 6M 0
4 o [ 8 o o0 ‘0 o0nis
& o o ] o o @ o
1 0 o @ 6 0 o o
e - ] o o o o o
g © 1 ] ¢ 0o B B
ki 0,0001359
k2 -9,48E-06

k3 i}
ki 0,0002232
k5 -0,000214
k6 -0,000145
xl = | 0,0033979
x2 <0,000607
x3 0,0033979
vl 00033579
w2 <0,000607

vi o
v -0,032136
v 0017309
vh 00327132
Xa=Xo+ X Xa=
La=

La=Lb+V
= VTPV
a; = = 0.000134

r—u

Comprobacidn
lal-Xal=0 0,000 *
la2-Xa2=0 0,000 *
fa3-Xa3=0 -0,003 *
360-lad4-Xal-Xa2=0 0,000 *
la5-Xal-Xa2=0 0,000 *
360-lab-Kal=0 0,000 *

-SR-S -

-]
ﬂﬂ-gﬁﬁhﬁlﬁlﬁﬂﬂﬁﬁﬂﬁ

34,12404
1025274
101,0466

34,12404
102,5274
101,0432
223,3486
136,6514

325876

ﬂib&ﬁﬁ#ﬂﬂﬂuﬂﬂﬂﬁ
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gﬁﬁﬁﬁbﬁbﬁﬂnﬁﬁﬁﬁﬁ
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Ejercicio 73. Ajuste con ecuaciones de cumplimiento geométrico

El siguiente poligono divido en 2 tridngulos (los tridngulos mejoran el ajus-
te porque dan consistencia) se han realizado 8 observaciones a fin de reiterar
las mediciones y mejorar el ajuste, se pide ajustar los angulos. Cuando se tra-
baja con tridangulos se debe considerar 2 incégnitas por cada uno, en este ejem-
plo, se requiere 4 incégnitas, ya que las otras serdn combinacion lineal de las
anteriores. La ecuacién de cumplimiento geométrico corresponde a la suma
de los angulos internos de un tridngulo es 180° (es este ejercicio debe haber 2

ecuaciones de este tipo), se tiene 8 observaciones y se tenia 4 incognitas en el

método anterior, por lo cual se sugiere plantear 4 ecuaciones:

Kol
Xo=| Xo2
Xod
Xod
F (Xala) = 0
lal-Xal=0
la2-Xa2=0
180-la3-¥a3-Xad=0
lad-1a3-¥ai=0
180-la5-¥al-Xa2=0
lab-Xa3=0
la7-la5-Xa3=0
la8-Xad=0
1 o o
1] -1 o
dF i o 1
- = 0 -1 o
dXa Cxa) 1 -1 o
o o 1
o o 1
i o o

L B o o T R O - ]

L=

i

FEE

e

W=F (Xo.Lb)

-0,01

-0,01

Kl
a2

180 . a3 - Kk

Mk« 180 . ¥ad . Kk

180 - al - Xaz

FL|

Wl « 180 . Mol - Mad

Had

£8,1200
61,9875
25,0925
63,1181

0,00
0,00
0,00

0,00
0,00

0,00

]

Grad
Kl BL 10
Ko=) Xad = 12875
05 it )l
Kok 63,1181

1"}
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8B, 1200
61,5875
91,7852
153, 7672
29,8880
250925
549711
63,1181

La=Lb+V La

B8, 1356667

XH — Xﬂ _I_X Ha = E!I,PB-E!EI!I'I.

25,09022 22
| 631226111

VTPV

r—M

= 0.0000384

- Bl

Se realiza la comprobaciéon reemplazando los resultados en las ecuaciones

del modelo:
Comprobacian
lal-Xal=0 -0,006 * 20"
la2-¥a2=0 0,001 * 32"
180-la3-Xa3-xad=0 -0,002 * 2
lad-la3-Xa2=0 -0,00% * -31 "
180-1a5-Xal-XaZ=0 -0,001 * 4"
la6-Ka3=0 0,002 ° B2
la?-la5-Xa3=0 -0,0080 * -39 *
|aB-Xad=0 -0,0046 * 16 *

Ejercicio 74. Ajuste de una recta con restricciones en el movimiento

Determinar la recta que mejor se ajusta a los puntos P1 (1,1), P2 3,2) y
P3(5,5), considerar que las abscisas son fijas (constantes). Es decir, hay 3 obser-
vaciones que son Y1, Y2 y Y3. La solucién permite solo el desplazamiento en

el eje Y de cada punto.

¥Y=mX+h
Xo=| Xol = 0,60
¥o2 0,06

Firaray =0 W =Fixais

lal-1Xal-Xa2=0 0,34

la2-3Xal-Xa2=0 W=| 0,14

la3-5Xal-Xa2=0 0,94
aF 1 1
A= aley 13 3l
daF 1 e o
B o o 1

(LB}
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1 o o]
P=| 0 1 0
¢ 0 1|
T~k
X 0 0 A 0
vi=lo p -BY 0
K A B 0 -W
x1 o ] 0 ] o6 1 -3 -5 o
x2 (1] (i) L] 4] 4] -1 -1 -1 1]
vl 0 ] 1 ] g0 1 0 0 o
w2 | =| o ] a 1 B 0 -1 © i}
V3 0 0 0 0 I ¢ 0 -1 1}
k1 -1 -1 1 ] e o 0 0 -0,34
k2 -3 -1 0 1 O 0 0 0 0,14
k3 -5 -1 [1] 4] 1 o 0 0 -0,94
x1 0,15
x2 0,02 :
vl -0,2 11 A
v | = |03 Vo
V3 -0,2 2] B
k1 or 0 ] 3" e
k2 0,33 [T
R - - i & Tl ,
k3 -0,2 o T A T
Xa=Xo+ X Xa= | 0,75
0,08
0,83
La=Lb+V La= 2,33
283
¥=0.75 ¥ + 0.08
=5 VTPV
o= = 0.167
r—u

Se realiza la comprobacién reemplazando los resultados en las ecuaciones

del modelo:
Comprobacion
lal-1Xa1-Xa2=0 0,000
la2-3¥al-Ka2=0 0,00
la3-5Xal-Ka2=0 OO0

Ejercicio 75. Ajuste de una recta con puntos libres, pero sin grados de
libertad

En los siguientes ejercicios, se deja libres los puntos, se pide ajustar los pun-
tos P1 (1,1), P2 (3,2) y P3(5,5) a la recta que mejor se ajuste a los puntos. Es de-
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cir, hay 6 observaciones, use la ecuacion de la recta AX+BY+C=0, por lo tanto,

se tendria 3 incognitas A, By C.

124-0.75 ka1 - 0.08=0 017
|a5-0.75 la2 - 0.08=0 W= -0,33
[a6-0.75 a3 - 0.08=0 0,17

Mo hay como 4ta ecuacion

En el método combinado se debe cumplir la condicién que n > (r-u), en este
ejercicio n=6, r= 3 y u=3, por lo cual, reemplazando en la condicién, queda que

3>0, pese a ser una verdad, no se cuenta con grados de libertad.

AN+BY4C=0
¥ol 0,75

o= Xo2 - -1
¥od 0,08

F(Xr:,i.a} =0 W= F(Xﬂ..[.b}

AX+BY+C=0
Xal*lal+Xa2*lad + Xa3=0 -0,17
Xal*laZ+xa2*la5 + Xa3=0 W= 0,33
¥al®la3+xal*lab + Xad=0 -0,17
1 1 0,75 [i] o -1 @
A= 3 2 i B« 0 05 0 o0 -1 0
5 4 1 L] i} 0rs o o -1
1 o o 0o o o
6 1 0 o 0 o
Pl O O 1 O O o
0 © 0 1 D 0
0 0 0 0o 1 0
1] o 0 0 0 |
71
A o 0 A 0
vl=lo P -BT 0
K A B 0 -
1
x1 0 o o 0 ] i} 0 0 0 1 3 5 0
%2 0 o0 o o o [i} 0 o0 o 1 2 4 i}
x3 1] o 0 o o i} o 0 o 1 1 1 a
vl i} o 0 1 o (1] o 0 o -0,75 0 a 0
w2 i} o 0 1] 3 o o .0 o o -0, 75 0 o
v | = 0 o o0 0 0 1 o 0 ] o 0 0,75 0
wid a o o o o o 1 0 o 1 0 0 a
¥o [v] o o o o 1] 0 1 o o 1 o o
b o o o 0 o 1] g 0 1 1] a 1 0
k1 1 1 3 0,75 i a -1 0 o o o 1] 0,17
k2 3 N | i} 0,75 0 0 -1 o o L1} a -0,33
k3 5 4 1 1] o 075 0 0 -1 o 0 (1] 017

En el método permite plantear las matrices y resolverlo, pero como se in-
dico, al no tener grados de libertad, no se podria ajustar, eso corrobora la res-
puesta:
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nl 0,75 0,00

L¥ 1 Xa = 0,00

LE] -0,08 LU

vl 0

vl [+ 1

w3 r a 3 {1, 1}
v 0 La= 5 P23, 2)
V5 [ 1 PI[5, 4]}
vE [+ 2

k1 [ 4

k2 [

k3 [+

La respuesta es una incoherencia, luego del ajuste los residuales salen cero

y las incégnitas salen el mismo valor de las estimadas con signo negativo, por

lo cual las incégnitas ajustadas son cero. Si no hay grados de libertad no se

puede ajustar.

Ejercicio 76. Ajuste de una recta con puntos libres y grados de libertad

Ajustar los puntos P1 (1,1), P2 (3,2) y P3(5,5) a la recta que mejor se ajuste a

los puntos. Es decir, hay 6 observaciones, use la ecuacién de la recta Y=mx+b,

por lo tanto, se tendria 2 incégnitas m y b, con un grado de libertad para el

ajuste.

Y=m¥+h
Hol =
No2

K= 06

0,06

Fizaray=0 W =Fizomn

¥-m¥-b=0
lad-lal*Xal-Xa2=0 0,34
la5-la2*Xa w= 0,14
lab-la3*Xa1-Xa2=0 | 094
i dF % dF
dXaliys) dLalrp)
-1 1 1 i} o 1 o o
A= -3 1 = L] 1 o L] 1 o
-5 1 1] o -1 0 o 1
E L&) o 2 o 1]
1] 1 i} o o 1]
k=i O ] 1 -] ] ]
[1] o o 1 ] (1]
o n m o 1] o
o o o e ] 1
-1
X 0 o A 0
Vl=lo p -BT 1]
K A B 0 —-W
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*1 o 0 ] 0 0 0 0 a0 -1 -3 5 0
K2 [+] o o o o o o o -1 =1 -1 i
vl 1] o i o o o o0 o i o [ [
w2 [i] 1] o 1 o o o o o 1 0 o
w3 [ 8 o 1 0 0 0 O o 1 0
il = o o i) o 1] 1 o o -1 o Li] 0
w3 1] o 0 L] o o 1 0 a -1 0 o
v @ 0 o o 0 0 0 1 o0 o0 -1 0
k1 = A 0 0 1 0 0 @ o 0 0,34
k2 -3 -1 o0 -1 o 0 1 0 a4 o 0 -0,14
k3 5 0 0 -1 0 0 1 0 0 0 -0,54
xl 0,15 Xa = 0,75
xl 0023333333 0,08
wl 0083333333
w3 -0,16666667 1,0833
w3 0083333333 24,8333 Pl [ 1,083 , 0392 ]
wi | o= | -0,08333333 la= |50833 P2 | 2,833 , 217 )
VS 0,166666667 0,9167 P3| 5083 , 392 )
wi -0,08333333 21667
k1 -0,08333333 13,9167
k2 0166666667
k3 -0,08333333 Yo, 75X +0,08

— VTPV

gy = —— = 0.007

—u

Se realiza la comprobacion reemplazando los resultados en las ecuaciones

del modelo:
Comprobacion
lal-lad*Xal-Kald=0 0,021
la2-1a5* ¥al-Xa2=0 -0,042 b A
la3-la6* Xal-Xa2=0 0,021 :

Ejercicio 77. Ajuste de una parabola con puntos libres y grados de libertad

Ajustar los 4 puntos P1 (-5.5,4.92), P2 (-2.5,1.55), P3(1.5,3.65) y P4(3.0,6.0),
a la parabola de ecuacion Y=AX2+BX+C, es decir hay 8 observaciones y 3 in-

cognitas que son A, By C, se puede plantear 4 ecuaciones, por lo cual hay un

grado de libertad.
F (Xala) — 0 W=F (XoLb)
la5- ¥a1*la1® - ¥a2*lal -¥a2=0 0,09 |
la6- Xa1*la2’ - Xa2*1a2- ¥a2=0 W=| 00 TR
0t ™ 2 A0.22196 Ml i &
le7-Xalle3 - Xa2®lald - ¥ad=0 01 ooy paers ¥os| oz | = | oE3
la8- Xa1*lad” - Xa2*la4 - Xa3=0 00 c=ya7a0s o 187
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_ dF
dXal iy,
_ dF
~ dlalgy
w i
L] B
“ ’
W (]
Bl | L]
L1 LT
(5] L]
(3] ]

Se realiza la comprobacion reemplazando los resultados en las ecuaciones

del modelo:

B

LEEEORESSEGEERE

csssssfissssscers

r—u

Comprobacidn
[a5- Xa1*la1? - Xa2*lal -Xa3=0
la6-Xa1=la2’ - Xa2™la2 Ka3=D
|a7- Xa1*la3’ - Xa2*la3 - Xa3=0
IaB-Xa1*la4" - Xa2"lad - X230
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a1 =1 <303 550 =1
laz -1 = | 6,25 250 -1
‘a3 =1 =215 =150 -1
T =1 8 300 =1
L - L) L L) . L L 4 L B
@ FRal el bl L) [ ) L » . ‘ L L 4 & 8 X
& Fadialk mal 4 [ ] ] @ ] & LN L -
. o ety B @ w4 " @ G2E 8 @
1 1] 1] (1] o L] x] [+
o 1 o L1] L] 1] o 1]
o i 1 o 1} o a o
Pe =] 4] o 1 o 4] o 0
o] 4} o o 1 4] Q [\
o o o a o 1 o 4]
o o} o (1] o [+] 1 a
o [} ] [1] o [1] a 1
T -1
v P —-B" 0 0
K|=|B 0 A -
X 0 AT 0 0
L] L] LI ] a a Y] a L] B L]
] a U & a a o a 4 &
] a L] Ll L] a a a LE L] a
a ] T ] [ a a a @ M 0
] R & a ] q C I T
] CHR T & 4 i ] @ 8 @
L] L] LI | ] a L] L] ] ] []
L] L LR | L] ] L] a a 1] a
4 L] i L] L} a L] L] a LR
L] L] L ] L] a L] L] a LR " ]
L L] E W ] L] L] a L] LI
L] A F 0 L] ] a L] a L )
[ 0 oW [ o LFl & tE I T
[] L [l [ LE u Al W 0
[] L] B i [ [] i il L B | ]
-0,017407525 -5,52
0011157556 -2,49
0.057731605 156
-0.051481636 la= 295
-0,010062153 491
0,027213551 158
-0.042764152 361
0.025612754 6,03
-0,010062153
0.027213551 ¥=AXT BN
0042764152 ¥=0,22296 X°+0,6967X+1.978
0.025612754
0.0066032 02266
0,023480708 Xa= 071348
-0.020780081 1.94922
— VTPV
gl = = 0.0193

0,03
0,04
0,04

Qo5

ssaiEEfesssssnn

o=

e

-0 e 5
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Ejercicio 78. Ajuste de una parabola con puntos libres y grados de libertad

En la siguiente red de nivelacién geométrica, se presentan las observaciones
con sus respectivas longitudes de lineas, se ha enlazado a los puntos de cota
conocida y ajustada por el IGM: M18 (183,506 m.s.n.m), M22 (192,353 m.s.n.m)
y M96 (191,89 m.s.n.m). Ajustar las observaciones y determinar las cotas de A,
B, Cy D. En este ejercicio se tiene 9 desniveles y 4 incégnitas (cotas de A, B, C,

D) por lo tanto, se tiene 5 grados de libertad.

MlE t A2
F
\ibt a
\ P Wle XM
,f",__ 2= E [ PR by 186,050 Cotads 1853050
M! | la3= L B | W] | = 1909850 Cotaf= 1905650
|I i T (YRR P T ] 18510 el 19E310
b la5= «Xal a7 815 [ . L1 ]
A s, i? a3l 1 197,933 Cotide TR
\ / lig= el
IBE b (FrT " 3
[ [ P
k- 9= WBsIal
Kok, MOE-IbT 186,305
¥o= ol B [T LT = | 190,985
ol M15+1b1 189,631
¥aD M22+1b3 157,333

F (Xala) = 0 W=F (Xo,LB)

HeC-M1g-lal=0 0,000
X¥oD-KeC-lad=0 -0,018
XoD-Mz2-1a3=0 0,000
¥oB-KoC-lad=0 -0,014
XoB-Xod-la5=0 W= 0014
XoD-Xoi-lag=0 0,066
MOE-KoB-la?=0 0,000
XoD-XoB-lag=0 0,004
MIE-XoA-lad=0 0,000
0 0 i o
o [i] -1 1
o 1] i 1
dF o 1 A ]
A=—— = -1 1 0 0
aXa (¥a) e o 0 1
0 1 0 ]
0 40 1
-1 1] o 1]
-1 o o e 0 0 o 0 o
] 4 ] o 0 0 o 0 i
] o 4 0 0 0 0 0 o
dF ] (1] 0 1 0 a o 0 o
= « | 0 o o (] 1 0 0 a o
dlLa 0 o 0 g o 51 0 0 [}
(Lb) 0 o o o 0 0 -1 a o
] (1] ] o o0 a o -1 o
o o 0 ¢ 0 0 0 a -1
Lot o B o L} e 0 o L} 0 oy 0 ol L] L L] o 0
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00064
0,0044
00132
-0,0044
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00132
-0,0032
0,0098
-0,0354
-0,0064
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0,00
0,00
0,00
0.00
0.00

0.00023

Comprobacidn en anillos
M1i8+lal+la2-la3-M22=0

lad+lag-la2=0

lab-la8-la5=0
M1B8+lal+lad+la7-M36=0

M36-la9+laG-la3-M22=0

Se realiza la comprobacion reemplazando los resultados en las ecuaciones
la7-1a9+1a5=0

del modelo:
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Ejercicio 79. Ajuste de una poligonal cerrada

A partir de un punto de coordenadas conocidas A (307,4298 m E, 694,5358
m N), se ha medido el azimut de 53°28°39”+ 2” a un punto P de coordena-
das desconocidas localizado a una distancia de 27.25 + 0.04 m desde A, desde
otro punto de coordenadas conocidas B (368,3125 m E, 703,3276 m N), se ha
medido el rumbo N 79°19°8”+ 3” W al mismo punto P de coordenadas desco-
nocidas localizado a una distancia de 39.58 £ 0.05 m desde B. Determinar las

coordenadas del punto P y ajustar las observaciones.

b= 53 28 39" + 2
Ib2= 27,25 = 0,04 m
Ib3= 3958 & 0,05 m
lb3= 79° 190 " 3
¥o=| EA#la2senflal) | = 329.33‘
MNA+HE2 Cos{lal) 710,75

Fizatay=10 W = Fixorm)

Xal-EA-la2 Sen(lal}=0 0,00
Xa2-NA-la2 Cos{lal)=0 w= 0,00
EB-Xa1-la3 Sen(lad)s0 0,00
Xa2-NB-la3 Cos{la4}=0 0,09
dF 10
e L~ = 0 1
dXal iy, 1 0
o 1
dF lad Cos {lal) “~Seno Ral) w a I62175 <0LAO3G a o
=— | | e2sewomer) cospay o 0 - | sy osem o a
dLa (LB ] o “Sena(lad)  “da3 Coulad] 0 0 05EETE  -7,3350
0 0 Cosiad)  M3senlad] B 0 0 0185380 388342
0,25 o 0 0 0,0004 o o o
Pe| 0 &5 0 0 Pinormalizadoje| O 1 0 0
0 0 400 0 0 o 0,64 0
0 0 0 011111 0 ] 0 0,00018
T -1
v r B O 0
K|=|BE 4] A -W
X 0 AT 0 0
v 025 0 0 0 1621752 2189873 O 0 o0 0
v o 65 0 0 0803623 05951384 0 0O o0 0
v 0 0 400 0 0 0 1 0183 0 0 0
wi i o L1} 0111111 o D 7.3 -3EB94 o 1} 1]
K1 16218 0808 0 0 0 0 o 0 10 0
k2 = 21896 0595 i} o o o o o o 1 1]
ia 0 0 -08827 7335863 O 0 o 0 1 0 01
k4 o 0 018534 38EMM 0 0 o 0 0 1 01
1 0 0 o 0 1 6 1 0 o 0 0
x2 0 0 0 0 0 1 0 1 o 0 0
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vi 0,0052 0,9386 |rad 53,7779 \grad
v2 SE-08 La= | 27.2500(m = 27,2500 |m
vi 2E-07 29,5800 | m 39,5800 |m
wil 0,0006 1,3850 E:ad 79,3556 |grad
k1 -TE-05
k2 = | 1E-05
k3 -TE-0S
-1E-05

x1 0,085 Na= | 3294136 |
X2 10,1148 7i0,6385 |

. T

gz = yVPV = 0.0000000055

r—u

Al estar libre de ajuste las observaciones y las incégnitas, el resultado es

mejor, ya que todo el sistema se acomoda de la mejor manera.

Es importante que se tenga puntos de partida y de llegada conocidos, esto
permite que la poligonal sea cerrada y por lo tanto permite el ajuste.

Se realiza la comprobaciéon reemplazando los resultados en las ecuaciones
del modelo:

Comprobacitn
Xal-EA-la2 Sen(lal)=0 0,000
XaZ2-NA-la? Cos{lal)=0 0,000
EB-Xal-la3 Sen(lad}=0 0,000
¥a2-NB-la3 Cos{lad)=0 0,000

Finalmente, se procede al calculo de las coordenadas con las observaciones
ajustadas, esto se puede realizar desde cualquiera de los puntos fijos, en este
ejercicio se realiza desde cada extremo, a fin de comparar los resultados:

Axl=la2 Senoflal)= 21,9835 Apa=ifbfix 1= 3294133 m
Ayl=lb2 Cosilbll= 16,1025 YpasYhA+ly 1= F106383 m
fAxt=lad Senoilad)l=  3E,BR89 Hpa=XB-Ax 2= 3294136 m
ay2=la3 Cosllad)= 73108 Ypa=YB+dy 2= TI06385 m
AE= 00002 m

A= 00002 m

En los siguientes ejercicios, se sugiere usar la definicién de Lugar Geométri-

co, esto permite plantear las ecuaciones segtin el modelo matemético.

Ejercicio 80. Ajuste de una circunferencia

Hallar la circunferencia que mejor se ajusta a 4 puntos, hallar el centro y el
radio de la misma. Por un punto pasan infinitas circunferencias, por 2 puntos

de igual manera, por 3 puntos pasa una sola circunferencia, al tener 4 o mas
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puntos se debe buscar la circunferencia que se acomode de mejor manera a
estos puntos, al ser sus coordenadas observaciones estas pueden desplazarse,
de igual manera el centro de la circunferencia se acomoda. Las coordenadas
tienen un valor constante de 501000 m E y 9991000 m N, con la finalidad de

trabajar con ntimeros mas pequefos se puede restar estos valores.

D Este (E)m | Morte (N) m E——

P1 501040,044| 9991700074 o

P2 501068,165| 9991667,014 o \
P3 501107,957| 9991675,331 ot
P4 S01125,325| 9991712,251 | B . I'IF )
[1+] Este (E}m | Morte (N} m ol ‘\*-. . /
Pi 40,044 700,074 T

P2 68,165 667,014

3 107,957 675,331 T
P4 125,325 712,251 0 : ' Y

La estimacion del centro se puede realizar gréfica o analiticamente, las
ecuaciones planteadas se basan en la definicién de la circunferencia: es el lu-
gar geométrico de un punto que se mueve de tal manera que su distancia a un
punto fijo es constante:

V(Xi—Xe)? + (Yi—Ye)? =7

Para facilitar las derivadas, se eleva al cuadrado los dos miembros y se resta

para formar las ecuaciones de condicion:

(Xi — Xc)* 4+ (Yi—Yc)* =717

(Xi —Xc)* + (Yi—Yc)* —r? =0

40,044
68,165
107,957 XoP | 81
125,325 YoP | = 708
700,074 o 41,7158897
GET,014
675,331
712,251

Xo=

Fixaray =10 W = Fixorn

(KaP-la1)+(¥aP-las)ra’=0 0,00

(xaP-1az2)+(YaP-la6)-ra’=0 W=| 104,37
(XaP-ta3) +{vaP-la?)*-ra’=0 53,73
(XaP-la4) Hyarlag) ra'=0 242,56
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Los valores de los errores de cierre aparentemente estan altos, esto se debe
a que esta elevado el radio al cuadrado para eliminar la raiz.

dF 2 [XaPJal) 2 (vaPJas) “-Zra 81,912 15852 -83432
— = | Z(xaPJa2) 2(vaPJa6) "-2ra | = | 2567 8L97Z -83432
dXal(y 2 [%aP-a3) 2 {vaPda7} ‘-Zra 53914 65338 83432
2 (XaP-lad) 2 (vaP-laB) ‘-Zra -BEES 8502 83432
dF .7 (Rapdal) [ 0 o -2 (YaPdas) o o 0
S = o [2(xaPdszl 0 0 [ “F{VaPlabf 0 0
dlaliy D 0 |-2(xarda3) O o o0 2ffarda’l 0O
0 0 a0 [zixared) 0 o 0 "2 [¥aP-28)
daF 81912 0 0 0 585 0 o o
i E = o 2567 0O 1] 0 -B197 O 0
@l(Lb) 0 0 5391 0 0 0 6534 O
o o 0 8865 O o 0 BS502
1 0 0o o0 @0 0 o o
0 1 0 0 o0 0 0 0
0 0 1 o 0 o 0 0
p= 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 00 1 0 0 0
0 0 0 0 o0 1 0 0
0 0 0 6 o 0 1 o
o 0 6 0 ©0 o 0 1
T -1
v P —-B' 0 0
K| =|B 0 A -
X 0 AT 0 0
Wl 1 i ] (4] [} o L] 0 ] il,lu i i ] Li} a a g | a
Wl o 1 o o o a 0 o o 25,67 o o o (1] o a
vl o (] 1 (<} 4] L] o [:] o o SR o a [t} =} =]
W ¢ o © 1 @ ‘& @ @ o 0 0 Emgs o 0 0 @
L] ] [i] [+] [ i il i 5] 1588 a i ] [ 1] a 1] a a
wh o 1] o 5} a 1 L4 1] o LIR 1] o L] a =} =}
Wl ] (1] [+ a a 0 3 [e] ] o &5 L1} ] a =] =]
v (1] (1] (1] [} 1] L] 0 1 ] i L] 8,500 ] a [} e}
Wl A4 0 o [R5 o o o 1] o 0 LD 15857 E34 a
Kz 0 2567 © 0 O e 0 a (i o 0 0 2567 BIST2 @34 | |47
L o LUK (4] a 1] i, g [+] ] 1] (] o 53 0a4 65,308 ELA Sy iR
k4 [1] (1] 0 mgs 0 L] & B%Gr ] [ [ ] ] EEESN  ANDF EIA T4 56
Wl /] o o 0 ] a [ o 81507 2567 53004 -BEES o a (<] o
=2 o L] a 4] a L] a 4] 1585 HLOT2 65338 -RS502 L] a =} =}
wl 0 1] a <] 1] L] [/ 0 EANIS -ERAL) -ELAN) -RRAD Q (1] a <]
vi 0,33 38701 501038, 71
w2 0,232 6840 S01068,397
V3 0524 108,48 501108481
W 0,47 Las 12490 = | 501124903
5 0,00 700,01 99a1 700,01
v 0,74 667,75 9991667, 75
Wl 0,64 674,70 9591674,7
& = | 004 712,11 99a1712,11
] 0,004
(¥} 0,01
k3 0m
k4 0
xd 0,94 81,4403 £01081,594
2 D658 Xa= | T08,6582/= | 999170866
3 1,388 43,10402 43,1040198

201



Calculo de compensacion

— VTPV
g2 = = 1.5762
-r- oy
D Este (E) m Morte (M) m 1|
Pal 501039,7103| 9991700,009 -i ¥
Paz2 S01068,3969 9991667,754 Wi
Pa3 S01108,4813| 9991674,696 i |
Pad 501124,9026|  9991712,21
} "

Al estar libre el ajuste las observaciones y las incognitas, el resultado es me-
jor ya que todo el sistema se acomoda de la mejor manera.

Se realiza la comprobacién reemplazando los resultados en las ecuaciones

del modelo:

Comprobacion

(XaP-a1)*+{¥aP-la5)’-ra’=0 0,22
(XaP-la2)*+{YaP-la6) -ra*=0 1,42
(XaP-la3)+{YaP-la7) -ra’=0 -0,08
(XaP-lad) +(YaP-1ag) -ra’=0 0,42

Ejercicio 81. Ajuste de una elipse

Se han observado 6 puntos que aproximadamente estan en el perimetro
de una elipse, el foco F1 es fijo y conocido (780989.376 mE, 9957386.57 mN),
encontrar las coordenadas del otro foco F2 y el semieje mayor de la elipse. Las
coordenadas estimadas del foco F2 son 781310 mE, 9957590 mN, para hallar el
valor estimado del semieje mayor ( a ) utilice la definicién de elipse y el punto
P6 que se conoce que esta en el polo de la elipse. Las coordenadas tienen un
valor constante de 780000 m E y 9957000 m N, con la finalidad de trabajar con

nimeros mds pequeiios se puede restar estos valores.

1=} Este (E}) m Morte (W] m |Observacién
Foco F1 TBIPES, 3762] 99573E6567 FIO
Foto F2 TE1Z10 0957550 ESTIMADO
Sermie e (] 229,988 m ESTIMADO

Las ecuaciones planteadas se basan en la definicién de la elipse: es el lugar
geométrico de un punto que se mueve de tal manera que la suma de sus dis-
tancias a dos puntos fijos, llamados focos, es constante:
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VXi—XF1)2 + (Yi—YF1)2 ++(Xi—Xf2)? + (Yi—Yf2)? = 2a

VX —Xf1)2 4+ (Yi—YF1)2 +J(Xi —Xf2)2 + (Yi—Yf2)2 —2a =0

il Este [E}j m | Morte (M) m mH
Pl 78116902 9957639,52) i
P2 TB1348. 12| 8O5F5B3AF 0 i }
P3 J81372.B1| 9957422.14| £0 -
P4 TEI10ER 3T 995?325.91!
PS5 TEOG4T, 24 595?431.013 ______________ A0 B~ B N
P& TEI0EL 31 995?5’93.&2; .
Jp .r.
I Este [E)m | Morte [N m == R i
1 1165,02 £39,52 wo - | A T
2 1348,12 528,37 B o |
"3 127281 e PO . —
[ 108837 326,91 ¥ATI00 f f 1 =&
Ps Sﬂ‘.za 432,04 Ll 1100 1300 ] T4
[ 1081,31 508,62 T40R
F2; 1310
No=|  F2y = 540
a 229,988
F(Za..!.a} =0 W= F(Xn,l.h}
VIFiptat) +{F1-la7) 1[I F2E-La1)2+ | FIN-la?)2}-2a=0 0,30
VlIF1cta2) +(F1y-1a8) [l F2E-1a2)2+ (F2N-laB) 2} 2a=0 1,76
VIIFLela3) +[F1y-1a8) |+ [ F2E-1a3)2+(F2N-1aB)] W= 239 |m
VTIFL - tad) +[F1y-la10) 1 [[F2E-1ad) 2+ {F2N-La10)2}- 25=0 0,40
JIEL 15} +F 1 1a11) [+ [[F2E-1a5)2+(F2N-l211)2]- 2a=0 232
VIIF1 1Bl +{F1y-1a12) 1+ T{F2E-1a6) 2+{FIN-la12) 2] 2a=D 0.00

En el Excel, se recomienda preestablecer las raices antes, esto facilitara el
reemplazo en los célculos y en las derivadas:

A= V[[Flels1}2+[FL,la7i2] = 310,25314 B=  W[{F2elal]2+{F2,la7)2] = 148,4241975
€= v[(Flla2)2e(F1,lag)2] = 385,757 D= [{F2ela2)24{F2, 1a8)2] = 72, 46648398
E=  V[[Fle-lad)2+(Fl,-la8)2] = 28565739 F=  [{F2elad)2e{F2,-lag)2] = 1719304385
G=  V[[Fllad)2+{Fl,-la10)2] = 11558008 M= V[{F2elad]2+{F2, lal0)2] = 344,000298
1= v[iFllaS)2+(Fly-fallj2] =  61,993829 1= Vi{F2etaSi2+{F2,lal1)2] = 365,6551 705

= V[IF-laBl2+(Fly-1ai2)2] = 231,12381 L= vl{F2clab)2+{F2,-la12}2] = 228,8523989

(F2lsl)/B  (FRcla7yE -2 094345 -0,3314 -2
dF (Ficla2l/D  (F2,-1aBl/D -2 0,525 085046 -2
A=—— = | (F2ela3lF [F2es)F 2 = |o21631 ogme3s 2
dXal iy, (Faclad)/H  (FlalhH -2 064427 10,7648 -2
[Fadas)l  [Faclati)ly -2 091685 0,39523 -2
(F2-laBlL  [Falat2yk -2 0595329 00377 k.
dF
dLal(p)
-1,3979 o [1] o o 0 nA9102 a (1] 1] (1] (1]
1] 0624865 [1] o o 1] o -1,01023 (1] 1] [1] [1]
B (1] a -0, 3465 o o ] o a -1,563952 a (1] (]
L1} o [1] -2,56182 o o o o 1] -3,04105 1] [1]
L1} o [1] o -6, 7684 o o a [1] a -2, 94723 []
(1] o (1] o o -1,58876 i} i} (1] (1] 1] 0074962
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Al estar libre el ajuste las observaciones y las incognitas, el resultado es me-

jor, ya que todo el sistema se acomoda de la mejor manera.

Se realiza la comprobacién reemplazando los resultados en las ecuaciones

del modelo:

Lamprobacion
VIIF1gla) +(F1,-la7) '+ [(F2E-1a1)2+{F2N-1a7)2}- 28=0
VIF1-1a2) +{F1,-1a8) ]+ [ F2E-1a2)2+(F2N-1a8)2}- 2a=0
JUIF1-1a3) +{F1,-1a9) 1+ [[F2E-1a3)2+{F2N-129)2)- 2a=0
VI(F1-1a8)" +{F1,-1a10) [+ [{F2E-1ad) 2+(F2N-1210)2}- 2a=0
VIlF1-1aS ) +{F1,-1a11) 1+ [(F2E-1a5)2+(F2N-1a11)2}- 2a=0
J1(F1-1a8) +{F1-1a12) "+ [{F2E-1a6) 2+(F 2N-1a12)2}- 2a=0

-0,12
0,01
021
1,04
-0,95
0,35
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Calculo de compensacion:
Teoria y ejercicios resueltos

Te propongo un reto: transformar la teoria técnica en un desafio profesional e intelectual; com-
prender que la compensacion de errores no es un simple procedimiento matematico, sino una
herramienta que puede marcar la diferencia entre obtener un resultado y alcanzar un resultado con-
fiable, entre ser un profesional mas y convertirse en un profesional de excelencia.

En un mundo cada vez mas automatizado, donde los equipos y programas informaticos generan
resultados con una rapidez y precision sorprendentes, el verdadero valor del profesional radica en
algo que ninguna tecnologia puede sustituir por completo: saber de donde proviene el dato, com-
prender su calidad, evaluar su confiabilidad y asumir la responsabilidad sobre el resultado obtenido.

Este libro parte de una premisa fundamental: lo que no se mide no se puede evaluar; lo que no
se evalua no se puede controlar; y lo que no se controla no se puede garantizar. A lo largo de sus
capitulos, encontraras un recorrido progresivo por los fundamentos y las aplicaciones del célculo
de compensacion, que te permitird analizar la calidad de las mediciones, evaluar su precision y
confiabilidad, y respaldar técnicamente los resultados de proyectos que intervienen y transforman
el territorio.

Desde una perspectiva analitica, descubriras que los errores son inherentes a todo proceso de
medicion. No podemos eliminarlos por completo, pero si podemos identificarlos, comprender su
comportamiento y minimizar sus efectos mediante equipos adecuados, metodologias apropiadas y
procedimientos rigurosos, sin olvidar un factor que contintia siendo determinante: la intervencion
humana.

Aprenderas a identificar errores groseros, reconocer y corregir sesgos sistematicos y tratar ma-
tematicamente los inevitables errores aleatorios. Al estudiar la propagacion de errores, podras de-
terminar cudles son las variables que tienen mayor influencia sobre un resultado y cuales pueden
comprometer la calidad de todo un proyecto. De esta manera, aprenderas a separar el ruido inhe-
rente a las mediciones de la informacién que realmente representa el fenomeno observado, aproxi-
mandote de forma rigurosa al valor mas probable de la magnitud medida.

La tecnologia avanza a pasos agigantados. Hemos transitado de la Ingenieria Geografica hacia
la Ingenieria Geoespacial, incorporando constelaciones de satélites, vehiculos aéreos no tripulados,
sensores remotos, sistemas de posicionamiento y grandes volimenes de informacion. Sin embargo,
es fundamental comprender que mas tecnologia no significa automaticamente mayor precision; sig-
nifica, muchas veces, mas datos, mas variables y, por tanto, una mayor responsabilidad para quien
debe interpretarlos y validarlos.

Las normativas, los estandares técnicos y las exigencias de los proyectos actuales son cada vez
mas rigurosos y dejan poco espacio para la incertidumbre no cuantificada. Por ello, las herramientas
y conocimientos que se presentan en este libro trascienden el ambito especifico de la Ingenieria
Geoespacial. Constituyen, en esencia, un marco de trabajo aplicable a cualquier disciplina en la
que la calidad, la precision y la confiabilidad de las mediciones sean fundamentales para la toma
de decisiones.

Este texto pone a disposicion del lector un marco conceptual y practico para comprender, anali-
zar y tratar los errores aleatorios derivados de los procesos de medicion. Su proposito no es Unica-
mente ensenar a realizar calculos, sino contribuir a formar profesionales capaces de cuestionar los
resultados, evaluar su confiabilidad y sustentar técnicamente cada decision.

Porque en la ingenieria, un nimero por si solo no garantiza la verdad. Detras de cada resultado
debe existir una metodologia, un analisis y una medida de su incertidumbre.

Espero que, al finalizar este recorrido, no solo hayas aprendido a compensar errores, sino que
hayas desarrollado una nueva forma de mirar las mediciones: con mayor rigor, criterio y responsa-
bilidad profesional.

La alta precision no es un accidente; es el resultado de un ajuste riguroso.

Alexander Robayo Nieto, MSc.
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